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1. Einleitung

Die Sicherstellung konstanter Produktqualitat ist fiir Unternehmen eine wesentliche Maf3-
nahme, um das Vertrauen seiner Kunden zu gewinnen und trigt zur Wettbewerbsfahigkeit
bei. Daher werden vielen Produktionsprozessen in Unternehmen fortlaufend Stichproben
zu bestimmten Zeitpunkten ¢ vom Umfang m > 1 entnommen, um anhand dieser zu
beurteilen, ob die Fertigung wie gewtlinscht verlauft oder aber Storungen eingetreten
sind. Wird eine Stérung festgestellt, so ist ein Eingreifen in den Produktionsprozess zum
entsprechenden Zeitpunkt erforderlich und der Prozess wird moéglicherweise neu adjustiert.
(Qualitits-)Kontrollkarten oder Regelkarten ermdglichen die Uberwachung eines fortlau-
fenden Produktionsprozesses. Zunéichst wird dem Produktionsprozess eine Stichprobe von
Beobachtungen mit jeweils p > 1 Merkmalen entnommen. Anschliefend werden anhand der
Stichprobe (oft automatisch in Sekundenschnelle) die interessierenden zu tiberwachenden
[ > 1 Kenngrofien des Prozesses bestimmt. Mit Hilfe dieser Prozesskenngrofien wird eine
Teststatistik berechnet, die grafisch in einer Regelkarte gegen den Zeitpunkt ¢ abgetragen
wird. Uberschreitet oder unterschreitet die abgetragene Teststatistik eine Kontrollgrenze,
so 16st die Kontrollkarte einen Alarm aus und eine Stérung wurde festgestellt. Verlauft
der Produktionsprozess wie gewiinscht (der Prozess ist somit unter Kontrolle), kann die
Regelkarte dennoch falschlicherweise einen Alarm auslésen - ein Fehlalarm tritt auf. Die
Anforderungen an eine Qualitatskontrollkarte stellen sich somit dazu, dass diese zum einen
moglichst wenige Fehlalarme auslost und zum anderen moglichst schnell zu einem Alarm

fithrt, sobald der Prozess einer Storung unterliegt/ auer Kontrolle gerét.
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In dieser Masterarbeit sind ausschliefllich Qualitdtskontrollkarten von Interesse, bei denen
die Beobachtungen des zu iiberwachenden Produktionsprozesses p > 1 Merkmale besitzen.
Eine Einfiihrung in die Qualitdtskontrolle bietet Kapitel 2. Ausfithrlich wird hier der Aufbau
einer zweiseitigen und einseitigen Qualitatskontrollkarte beschrieben. Dariiber hinaus
werden die Lauflange (RL), die mittlere Lauflinge (ARL) und die Operationscharakteristik-
Funktion (OC-Funktion) definiert. Mit den Definitionen der multivariaten Normalverteilung
und der (nicht-)zentralen x2-Verteilung schlieBt das Kapitel. Im folgenden Kapitel 3 werden
fiinf multivariate Kontrollkarten vorgestellt: Die T>-Karte (nach Hotelling (1947)), die
LR-Karte (motiviert in Zhang et al. (2010)), die MEWMA-Karte (nach Lowry et al.
(1992)), die MCUSUM-Karte (nach Crosier (1988)) und die ELR-Karte (nach Zhang
et al. (2010)). Die Vorstellung jeder Kontrollkarte endet mit einer jeweiligen Diskussion.
Das Kapitel 4 besteht aus zwei Teilen. Im ersten Teil werden zum einen zu der LR-,
MEWMA-, MCUSUM- und ELR-Karte Kontrollgrenzen fiir die Dimensionen p = 2,3 und
5 zu einer vorgegebenen ARL unter Kontrolle von 200 bzw. 370 simuliert und zum anderen
werden die jeweiligen Dichten der Lauflinge unter Kontrolle grafisch dargestellt. Im zweiten
Teil wird die ARL der einzelnen Regelkarten von Prozessen, die aufler Kontrolle geraten
sind, untersucht. In Kapitel 5 werden die Erkenntnisse dieser Arbeit zusammenfassend
dargestellt. Abschliefend wird in Kapitel 6 auf einen gefundenen Fehler bei Zhang et al.

(2010) eingegangen und die gewonnenen Erkenntnisse werden diskutiert.
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2. Einfiihrung in die Qualitatskontrolle

Dieses Kapitel dient als Einstig in die Qualitatskontrolle. Allgemein werden in dieser
Arbeit Vektoren und Matrizen in mathematischen Formeln mit fettgedruckten Buchstaben
dargestellt. Ist im Folgenden die Rede von ,,Beobachtungen®, so ist in der Regel eine noch
nicht realisierte Beobachtung, also eine Zufallsvariable, gemeint, die mit einem grofien
Buchstaben bezeichnet wird. Zu Beginn dieses Kapitels wird eine Qualitatskontrollkarte
in ihrer allgemeinsten Form vorgestellt. Im zweiten Teil wird die mittlere Lauflinge
(ARL) definiert, die als Vergleichskriterium unterschiedlicher Kontrollkarten, bei aufler
Kontrolle geratenen Prozessen, verwendet wird. Das Kapitel schliet mit der Einfithrung

der multivariaten Normalverteilung und der (nicht-)zentralen y*-Verteilung.

2.1. Qualitatskontrollkarte

Nach Weihs und Jessenberger (1999, Seite 285) wird in einer (Qualitats-)Kontrollkarte eine
gemessene, errechnete oder geschitzte Teststatistik einer Stichprobe von Beobachtungen
X,; € RP mit j = 1,...,m auf der y-Achse gegen die Stichprobennummer 7 = 1,2,. ..
auf der x-Achse abgetragen. Neben dem Verlauf oder auch Pfad der Teststatistik sind
in der allgemeinsten Form einer Kontrollkarte (siche Abbildung 2.1) fiinf horizontale
Linien abgetragen. Die mittlere Linie kennzeichnet den Sollwert der Teststatistik. Die
beiden gestrichelten Linien in Abbildung 2.1 stellen eine obere bzw. untere Warngrenze
(Lower und Upper Warning Limit, kurz: LWL und UWL) dar, widhrend die dufleren

beiden Linien die obere und untere Kontroll- oder auch Eingreifgrenze (Lower und Upper
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Control Limit, kurz: LCL und UCL) markieren. Falls der Wert einer neuen beobachteten

Teststatistik auBlerhalb der Kontrollgrenzen liegt, so ist der Prozess statistisch aufler

Kontrolle und es wird ein Alarm ausgelost. Die Abbildung 2.1 stellt beispielhaft solch

eine Kontrollkarte fiir den Verlauf einer fiktiven Teststatistik dar. Handelt es sich bei

der in der Kontrollkarte abgetragenen Teststatistik beispielsweise um eine quadrierte

Abweichung von einem Sollwert, so ist ersichtlich, dass solch eine Kontrollkarte nur eine

obere Kontrollgrenze besitzt. In diesem Fall wird von einer einer einseitigen Kontrollkarte

gesprochen, die durch 0 nach unten beschrankt ist. Die Abbildung A.1 aus dem Anhang

zeigt beispielhaft eine einseitige Kontrollkarte.

Teststatistik

Beispielhafte Kontrollkarte

Alarm

T
0 20 40 60 80 100
Stichprobe;

UCL

UWL

Soll

LWL

LCL

Abbildung (2.1): Diese Abbildung zeigt beispielhaft eine Kontrollkarte, die einen

Alarm bei der Stichprobe 45 auslésen wiirde, da der Wert der abgetragenen Teststatistik

die untere Kontrollgrenze zu diesem Zeitpunkt unterschreitet.
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In der Auswertung dieser Arbeit ist lediglich das Auftreten eines Alarms einer jeweils
untersuchten Kontrollkarte von Interesse, sodass nur das Uberschreiten der oberen Kontroll-
grenze UCL = hycr, bzw. das Unterschreiten der unteren Kontrollgrenze LC'L = hpwp,
der i-ten realisierten Teststatistik registriert wird. Fir die Wahl der in der Kontrollkarte
abgetragenen Teststatistik und somit auch der zur jeweiligen Teststatistik gehorenden

Kontrollgrenzen, gibt es verschiedene Anséatze, die in Kapitel 3 vorgestellt werden.

2.2. Lauflinge und mittlere Lauflange (ARL)

Als Vergleichskriterium unterschiedlicher Kontrollkarten beziiglich ihres Reagierens auf
eine auftretende Prozessdnderung, dient die Lauflinge (RL, Run Length) oder auch die
mittlere Lauflinge (ARL, Average Run Length) bis zum Auftreten eines Alarms. Die
In-Control-ARL (IC-ARLg) entspricht der durchschnittlichen Zeit bis zum Auftreten
eines Alarms einer jeweiligen Regelkarte bei einem Prozess unter Kontrolle. Ein Alarm
bei einem Prozess unter Kontrolle wird auch Fehlalarm genannt, da der Alarm auf ge-
wohnliche Prozessschwankungen zuriickzufiithren ist. Im Folgenden entspricht der Sollwert
S = (s1,...,8)" € R! einem Vektor der Linge [, wobei jedes s; mit 1 < i <[ fiir einen
Sollwert einer jeweiligen zu iiberwachenden Prozesskenngréfie @ = (61,...,60;) € R!
unter Kontrolle steht. Nach Weihs und Jessenberger (1999, Seite 308 f.) ist die ARL
der Erwartungswert der Lauflinge und ist abhéangig von ®. Wird die Stichprobe einem
Prozess mit gewtinschtem Sollwert S (also S = © und der Prozess ist unter Kontrolle)
entnommen, so sollte die ARL moglichst grofl sein, wahrend in allen anderen Féllen die
ARL moglichst klein sein sollte. Um den Erwartungswert der Lauflinge in Abhangigkeit
von © zu bestimmen, wird zunéchst die Operationscharakteristik-Funktion (OC-Funktion)

nach Weihs und Jessenberger (1999, Seite 306) eingefiihrt:

L(®) := Pg(Teststatistik liegt im Annahmebereich)

= P@(Teststatistik S [hLCL , hUCL]) , (21)

bei einer Kontrollkarte, vgl. Abbildung 2.1
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wobei hyer, die obere und hpep die untere Kontrollgrenze bezeichnet. Die Funktion L(©)
gibt die Wahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit von © an, sich fiir einen statistisch unter
Kontrolle stehenden Prozess zu entscheiden. Liegt ® elementweise nahe bei dem Sollwert
S (d.h. der Prozess ist in statistischer Kontrolle), so wird L(®) nahe bei 1 liegen, wiahrend
L(©®) moglichst 0 entsprechen sollte, falls © (stark) vom Sollwert S in einem oder mehreren
interessierenden Prozesskenngrofien 1, ..., [ abweicht (d.h. der Prozess ist aufier statistischer

Kontrolle).

In der Literatur (siche beispielsweise Weihs und Jessenberger (1999, Seite 311)) wird von
Kontrollkarten ohne Gedéachtnis gesprochen, wenn die realisierte Teststatistik der i-ten
Stichprobe nur von den Beobachtungen der i-ten Stichprobe abhéngig ist. Es ist ersichtlich,
dass fir konstantes ® sowohl L(®) aus Gleichung (2.1) als auch 1— L(©) feste Grofen sind.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Alarms zu jedem Zeitpunkt i ist 1 — L(©).
Es folgt direkt, dass die Lauflinge bei der Uberwachung von Prozesskenngréfien mit einer
Kontrollkarte ohne Gedéachtnis geometrisch verteilt ist mit dem Parameter 1 — L(©). Der
Erwartungswert einer geometrisch verteilten Zufallsvariable mit Parameter 1 — L(©) ist
ﬁ(@). Nach Rinne und Mittag (1995, Seite 376) ergibt sich die ARL fiir eine Kontrollkarte
ohne Gedéchtnis mit festem ® bei unabhangigen Stichproben zu:

ARL(®) = E(RL|®) 1_1L(®) | (2.2)

Liegt der Vektor © elementweise nahe an dem Sollwert S, so ist 1 — L(©) gering und die
ARL(®) grof, wahrend sich bei grofien Abweichungen vom Sollwert S eine kleine ARL(®)
ergibt.

Im Folgenden wird fiir einen Prozess mit ® = S eine Wahrscheinlichkeit 1 — o vorgegeben,
mit der sich fiir einen Prozess unter Kontrolle entschieden wird. In diesem Fall ist «
die Wahrscheinlichkeit sich fiir einen Prozess aufler Kontrolle zu entscheiden, obwohl der
Prozess tatséchlich unter Kontrolle ist. Viele Regelkarten treffen die Annahme, dass die
Beobachtungen der Stichproben eines zu tiberwachenden Produktionsprozesses unabhangig
identisch verteilt (u.i.v.) sind und aus einer bestimmten Verteilung (meist Normalverteilung)

stammen. Héngt die i-te Teststatistik nur von der i-ten Stichprobe ab (Kontrollkarte ohne
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Gedéchtnis), so lasst sich aus der Verteilung der einzelnen Stichproben auch die Verteilung
der Teststatistik herleiten. Mit Hilfe der OC-Funktion L(®) aus Gleichung (2.1) kénnen
bei einem Prozess unter Kontrolle (S = ©) die untere und obere Kontrollgrenze (jeweils
mit gleicher Uberschreitungs- bzw. Unterschreitungswahrscheinlichkeit) folgendermafien

hergeleitet werden:

L(S) = P@:5(Teststatistik S [hLCL , hUCL]) =1—«
= Pezs(TS > hror NTS < hUCL) =1—a
& Po-s(TS < hior) + Pe—s(TS > hyct)) =«
=% =
= P@:5(TS < hLCL) +1— P@:S(TS < hUC’L)) =«
:% :1_%
= hLCL = Frfsl <g) und hUC’L = Frfl (1 — C;)

Die Teststatistik wird mit TS abgekiirzt und Fipg () bezeichnet das a-Quantil der Vertei-
lungsfunktion der Teststatistik bei einem Prozess unter Kontrolle. Handelt es sich bei der
verwendeten Regelkarte um eine einseitige Regelkarte, so ergibt sich analog zur vorherge-
henden Rechnung fiir die untere Kontrollgrenze hycy = 0 und fiir die obere Kontrollgrenze
huer = Frg (1 — a). Wird bei einem Prozess unter Kontrolle (S = ©) eine feste I[C-ARLg
vorgegeben, so ergibt sich fiir eine Kontrollkarte ohne Gedéchtnis fiir v und die IC-ARLy

folgender Zusammenhang;:

1 1 1
ARL(S) = IC-ARL, = IS 104 " a
1
© CARL, @ (2:3)

In der Literatur sind meist Kontrollkarten mit einer IC-ARLg von 100, 200, 370 und
500 von Interesse. Die zugehorigen a-Werte ergeben sich mit Gleichung (2.3) zu 0.05,
0.005, 0.0027 und 0.002. Die IC-ARL( von 370 ist von besonderer Bedeutung, da bei
einer univariaten Normalverteilung N (i1, 02) mit bekanntem Erwartungswert pg und
bekannter Varianz o eine Beobachtung mit einer Wahrscheinlichkeit von 99.73% in das

Six-Sigma-Intervall [pg — 3 - ¢ ; o + 3 - 0¢] féllt. In diesem Fall ergibt sich a = 0.0027
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und im Mittel liegt eine von 370 Beobachtungen aus der N (j, 02)-Verteilung auBerhalb

dieses Six-Sigma-Intervalls.

2.3. Wichtige Verteilungen

2.3.1. Multivariate Normalverteilung

Viele multivariate Regelkarten treffen die Annahme, dass die Beobachtungen der i-ten
Stichprobe X;; = (Xij1,...,Xip) € RP mit j = 1,...,m bei einem zu iiberwachenden
Prozess unter Kontrolle u.i.v. Realisierungen einer multivariaten Normalverteilung N (u, 3)
mit bekannter symmetrischer und positiv definiter Kovarianzmatrix ¥ € RE*? und be-
kanntem Erwartungswertvektor p € R? sind. Nach Bilodeau und Brenner (1999, Seite 58)
ergibt sich die Dichtefunktion einer N (u, 3)-verteilten Zufallsvariable X € RP zu:
1 1 P
f@) = g oW S e nf (24)

wobei |X| die Determinante der Kovarianzmatrix bezeichnet und p die Dimension von .

2.3.2. y%-Verteilung

Seien X7,..., X, stochastisch unabhangige N (u;, 1)-verteilte Zufallsvariablen mit i =
L,...,pund p; = ... = p, =0, so ist nach Hartung (2009, Seite 152) die Verteilung der
Summe Y7 | X? eine zentrale x2-Verteilung mit p Freiheitsgraden. Sind ein oder mehrere
Erwartungswerte y; # 0, so ist die Verteilung der Summe Y%_; X? eine nicht-zentrale
x%-Verteilung mit p Freiheitsgraden und Nichtzentralitatsparameter §2 = Y0 | 2. Es gilt
also:

p
Y X2~ xi(6%)

i=1
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3. Multivariate Kontrollkarten

In diesem Kapitel werden insgesamt fiinf multivariate Qualitatskontrollkarten vorgestellt.
Bei der T%-Karte und der LR-Karte handelt es sich von den in dieser Arbeit vorgestellten
Kontrollkarten, um Kontrollkarten ohne Gedéachtnis. Fiir einen Prozess, der sich unter
Kontrolle befindet, wird fiir die T*-Karte gezeigt, dass die Verteilung der realisierten
Teststatistik der i-ten Stichprobe eine y2-Verteilung mit p Freiheitsgraden ist - bei der
LR-Karte kann die Verteilung der realisierten Teststatistik der i-ten Stichprobe durch
eine y2-Verteilung mit % p (p + 3) Freiheitsgraden approximiert werden. Die MEWMA-
MCUSUM- und ELR-Karte sind multivariate Kontrollkarten mit Gedachtnis, d.h. die in
diesen Kontrollkarten jeweils abgetragene Realisierung der Teststatistik ist nicht unabhan-
gig von vorangegangenen Stichproben. In der spateren Auswertung in Kapitel 4 werden
die Kontrollgrenzen dieser Kontrollkarten mit Hilfe einer Simulationsstudie bestimmt. Das
Vorstellen einer jeweiligen Kontrollkarte wird durch eine Diskussion abgeschlossen. In
dieser werden Vor- und Nachteile einer jeweiligen Kontrollkarte kurz gegeniibergestellt
und die Wahl von zusétzlichen Parametern, die beim Anwenden der jeweiligen Regelkarte

von zentraler Bedeutung sind, wird erortert.

3.1. T%-Karte

Ist der zu iiberwachende Produktionsprozess unter Kontrolle, so ergeben sich die Voraus-
setzungen der T2-Karte nach Hotelling (1947) dazu, dass die voneinander unabhéngigen

identisch verteilten Beobachtungen Realisierungen einer Normalverteilung N (g, 3¢) mit
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bekannter symmetrischer positiv definiter Kovarianzmatrix 3, € R%*” und bekanntem
Erwartungswertvektor p, € R? sind. Sei m die Anzahl an X1, Xo,..., X, Beobach-
tungen der i-ten Stichprobe, wobei X;; = (X1, Xijo, ..., Xijp) € RP mit j =1,...,m
und X; = % ;”:1 X ;; ist, dann ergibt sich die T2-Teststatistik der i-ten Stichprobe nach

Hotelling (1947) zu:

T2 = m (X, — ) 53" (Ko — o) - (3.1)

Die T2-Karte 16st einen Alarm aus, sobald der realisierte T?-Wert der i-ten Stichprobe eine
Grenze hy, die in Abhéngigkeit der Dimension p und einer vorher festgelegten IC-ARLg
gewéhlt wird, iiberschreitet. Da T? > 0 gilt, ist ersichtlich, dass diese Kontrollkarte durch
eine obere Kontrollgrenze beschrankt ist und es sich somit um eine einseitige Kontrollkarte

(vgl. Abschnitt 2.1) handelt. Zur Bestimmung von h; folgt zunéchst ein Satz.

Satz (1):

Sei p, der Erwartungswertvektor des zu iiberwachenden Produktionsprozesses unter Kon-

trolle und sind die Beobachtungen X i, X, ..., X, der i-ten Stichprobe u.i.v. Realisie-

rungen einer Normalverteilung N (pu,, Xg) mit bekannter symmetrischer Kovarianzmatrix

3 =3, € RE? und bekanntem Erwartungswertvektor p; € RP, so ist nach Hotelling

(1947) die Statistik 77 aus Gleichung (3.1) x2-verteilt mit p Freiheitsgraden und Nichtzen-
!

2

tralitdtsparameter 0 = (m (g — o) 271 (g — Mo)) :

Beweis (1):

SeRY? = 3ITTeRY? mit XXX i=1I,, wmd 2 X 7=x"

_ 1 _ 1 1
Xi~Np,—%) = VmE X, ~NHymE ip,mE 1582 —)
m

m
= N(vm E_%IU’DI;DXP)
Definiere: Z := [Z1, Za,..., 2, = /m E_%()_(i — W) mit

Z ~N(/m 2_%(.&1 — Ho); Lpxp)

o
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P
und Zp ~ N, 1) fix k=1,....p = Z'Z=> 77~
k=1

mit 02 = (Vi £7% (g — o)) (VI S7F (g — o)) = m (i — po) S (py — o)

= T2 =m (Xi — o) SXs — o) = Vim (X — ) S84 — o) V/m
=Z'Z ~ x2(6%)

Ist der zu tiberwachende Produktionsprozess unter Kontrolle (d.h. p; = ), so ergibt
sich der Nichtzentralititsparameter § der y2-Verteilung zu 0. Unter der Annahme der
Unabhéngigkeit der einzelnen Stichproben untereinander ist nach Kapitel 2.2 die obere
Kontrollgrenze h; der T?-Karte gleich dem entsprechenden (1 — «)-Quantil der zentralen
x2-Verteilung mit p Freiheitsgraden zu wihlen. Die Tabelle 3.1 zeigt entsprechende Werte
fiir hy in Abhéngigkeit der IC-ARL und der Dimension p. Der Zusammenhang zwischen
der IC-ARLyund dem zu wihlenden 1 — o Quantil der y?-Verteilung ergibt sich analog

zur Gleichung (2.3) fir Kontrollkarten ohne Gedachtnis zu: 1 —a =1 — m.

p|ARL 1—a h; |ARL 1—-a hy |ARL 1-« h |ARL 1—-a I

11100 099 6.63 [ 200 0995 788 | 370 0.9973 9.00 | 500 0.998 9.55
2 [ 100 099 921 | 200 0.995 10.60 [ 370 0.9973 11.83 | 500 0.998 12.43
3 [ 100 099 11.34 ] 200 0.995 1284 370 0.9973 14.15| 500 0.998 14.80
4 [ 100 099 13.28 | 200 0.995 14.86| 370 0.9973 16.25 | 500 0.998 16.92
5 [ 100 0.99 15.09 | 200 0.995 16.75 [ 370 0.9397 18.20 | 500 0.998 18.91
10| 100  0.99 23.21 ( 200 0.995 25.19 | 370 0.9973 26.90 | 500 0.998 27.72

Tabelle (3.1): Kontrollgrenzen der T?-Karte mit einer IC-ARLg von 100, 200, 370
und 500 in Abhéngigkeit der Dimension p = 1,...,5, 10.
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Diskussion der T2-Karte

Die Teststatistik der T?-Karte (siehe Gleichung (3.1)) héngt nur von der i-ten Stichprobe
ab, sodass es sich um eine Kontrollkarte ohne Gedéachtnis handelt. Der Vorteil von
Kontrollkarten ohne Gedichtnis und somit auch der T?-Karte ist, dass ein Alarm direkt
auf die aktuelle Stichprobe zuriickgefithrt werden kann. Die Interpretation dieses Alarms
ist in der Regel auch leicht: Der Mittelwert X; der i-ten Stichprobe weicht entweder in
einem oder mehreren Parametern (stark) vom Mittelwert unter Kontrolle p, ab oder
aber die Korrelationsstruktur, die durch X 1in die Teststatistik mit einfliefit, der zu
kontrollierenden Mittelwerte untereinander scheint in der Stichprobe aufler Kontrolle zu
sein. Ein weiterer Vorteil der T2?-Karte ist, dass die Verteilung der Teststatistik bekannt
ist, sodass die Karte sehr leicht anwendbar ist. Ein allgemein schwerwiegender Nachteil
von Kontrollkarten ohne Gedéchtnis ist, dass kontinuierliche leichte Verschiebungen vom

Sollwert S in der Regel erst spat oder gar nicht erkannt werden.

Gerét der Prozess in der Form aufler Kontrolle, dass sich bei gleichbleibender Kovari-
anzmatrix 3 = ¥, der Erwartungswertvektor von p, zu p, verschiebt, so kann die
OC-Funktion aus Gleichung (2.1) ebenfalls exakt bestimmt werden. In Beweis (1) wurde
gezeigt, dass die Verteilung der Teststatistik auler Kontrolle (p; # ) keiner zentralen
x2-Verteilung mehr (vgl. Kapitel 2.3.2) folgt, sondern einer nicht-zentralen y?-Verteilung

mit Nichtzentralitatsparameter o, der sich ergibt zu:

N|=

6= (m (g — o) 7 (1 — p1o)) (3.2)

Hangen alle zu vergleichenden Regelkarten in dieser Form von dem Nichtzentralitatspara-
meter § ab, so erleichtert diese Eigenschaft einen Vergleich der Regelkarten beziiglich der
ARL auBler Kontrolle. Der Vergleich der ARL aufler Kontrolle kann in diesem Fall anhand

von § vorgenommen werden.
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3.2. LR-Karte

Bei der in Zhang et al. (2010) motivierten LR-Karte (Likelihood-Ratio Control Chart)handelt
es sich, wie bei der bereits vorgestellten T2-Karte, um eine Kontrollkarte ohne Gedéachtnis.
Ist der zu iiberwachende Prozess unter Kontrolle, so ergeben sich die Annahmen der
LR-Karte dazu, dass die m Beobachtungen X;; mit j = 1,..., m der i-ten Stichprobe je-
weils u.i.v. Realisierungen einer N (o, 3o) mit bekanntem Erwartungswertvektor p, € R?
und bekannter Kovarianzmatrix Xy € RE sind. Durch Anwenden der Transformation
X = ES% (Xij — po) folgt, dass bei einem Prozess unter Kontrolle X ;; gema N(0, I,y,)
verteilt ist. Die in diesem Abschnitt folgenden Berechnungen basieren immer auf der

transformierten Variable X ij-

Die Grundidee der LR-Karte und seiner dazugehorigen in Gleichung (3.5) vorgestellten
Teststatistik ist, dass fiir jede Stichprobe i folgende Hypothese getestet wird:

Hy: p;=0und 3; =1I,y, vs. Hy: p, #0oder X; #1,,, . (3.3)

Dieses Testproblem kann mit einem Likelihood-Ratio Test (Einfithrung z.B. Mood et al.
(1974, Kapitel 9: Abschnitt 3)) gelost werden. Allgemein besitzt diese Klasse von Tests bei
dem gegebenen Testproblem aus Gleichung (3.3) die beste Giite unter der Nullhypothese.
Bei der Normalverteilung wird haufig nicht der Likelihood-Ratio Quotient als Teststatistik
betrachtet, sondern —2-mal der logarithmierte Likelihood-Ratio Quotient, da die Verteilung
dieses transformierten Quotienten bekannt ist. Nach Schervish (1995, Seite 458) ergibt
sich —2-mal die logarithmierte Likelihood-Ratio Teststatistik der transformierten i-ten
Stichprobe mit m Beobachtungen zu:

SUPgcay f(gzz|@)> — 92 log (f(X’émH)> (3.4)
Supecq f(X:[O) f
= —2 log (f(Xi|®,n)) +2 log (f(X,|6.))

LR, = =2 log(LR,,,) = —2 log <

Es bezeichnet 2 C R! den Parameterraum, Qz C € den Parameterraum unter der Null-

hypothese, X; = (X' i, X im)" die transformierten Beobachtungen der i-ten Stichprobe
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und © = (0y,...,6;)" € Q die wahren aber unbekannten zu kontrollierenden Parameter.
Desweiteren ist (:)m = (élm, . ,élm)’ €  der Vektor der zu schéitzenden interessierenden
Parameter fiir das wahre aber unbekannte @, wiahrend @mH = (élm,m e 7élm,H)/ € Qy
der Vektor der zu schétzenden interessierenden Parameter unter der Nullhypothese ist. Fiir
die auf ® bedingte Likelihood der transformierten Beobachtungen der i-ten Stichprobe
gilt:

f(Xi|©) = f(Xul®) ...  f(Xin|©)

Der Vektor ©,, wird mit Hilfe einer Maximum-Likelihood Schéitzung (Einfithrung z.B.
bei Mood et al. (1974, Seite 279 ff.)) fur jeden Parameter 64, ...,0; bestimmt. Der Vektor

A

0O,z aus dem Testproblem (3.3) ergibt sich zu:

A

em,H - (‘91"“}1, e ,91

)/
m,H

= (:ula"':ﬂpao-%l:'"7012)p70'12a---701p70237'"702p7"'70(p—1)p),
=0 =1/ =0
=celR
p 2
. . +1 2p+p + 1
m1tlzp+Zz=p+p(p2 )= b 5 ngP(IH'S)

=1

Satz (2):
Nach Schervish (1995) ergibt sich die Likelihood-Ratio Teststatistik aus Gleichung (3.4)
fir das gegebene Testproblem aus Gleichung (3.3) fiir die transformierte i-te Stichprobe,

die aus m u.i.v. Beobachtungen besteht, zu:

1 . z
LR; = =2 log(LRy,,) = mp <]; tr(8;) —log(|Sl») = 1) +m | X;* . (3:5)

Es bezeichnet §; den Maximum-Likelihood Schétzer fiir die Kovarianzmatrix und ||):( i 2 ist
die quadrierte euklidische Norm des Mittelwertvektors der transformierten i-ten Stichprobe.
Die Spur von 8; wird mit tr(S;) bezeichnet und |S;| ist die Determinante der Matrix

S..
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Beweis (2):

Unter der Nullhypothese gilt p = 0 und ¥ = I,,,,. Die Maximum-Likelihood Schétzer
fur die Parameter einer N (u,, X;)-Verteilung anhand der transformierten i-ten Stichprobe
ergeben sich fiir g, und ¥; nach Mukhopadhyay (2009, Seite 70 f.) zu:

1
m

U ~ A ]_ m ~ = ~ =
> Xy und g, = 8= 3 (X - Xi) (X - X

j=1 m =

Die logarithmierte Likelihood-Ratio Teststatistik aus Gleichung (3.4) lasst sich fiir die

fan, = X, =

transformierte i-te Stichprobe mit m Beobachtungen fir das gegebenen Testproblem (3.3)

folgendermaflen umformen:

—2 log(LR,,,) = =2 log | ]

;1 (XU - )}2)
Xp(—l o XTI o X
— _9 10g |SZ% 2~j—1 :z] pXp ~J _
exp (=3 L (X — Xy 87 (% - X,
= —m log(|8:) + Y (Xij — Xi + X)) I, (X — Xi+ X))
j=1
— Y (X - X)) 8" (Xy— X))

1 =

Falls fiir die Matrizen A, B, C das Produkt ABC und C AB existiert, so gilt: tr(ABC) = tr(C AB).
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Satz (3):

Unter der Annahme der Nullhypothese gilt nach Schervish (1995) fiir die Likelihood-Ratio

Statistik aus Gleichung (3.4) folgende Konvergenz in Verteilung fiir m — oo:

|
LR;= =2 log(LRy,) % x{ mitl=5p(p+3) . (3.6)

Beweis (3):

Eine Normalverteilung mit g € R? und symmetrischen ¥ € RE*? (d.h. o, . = 0,,) besteht
aus insgesamt [ = % p (p + 3) Parametern, die jeweils unter der Alternativhypothese H;
mit einer Maximum-Likelihood Schéatzung anhand der transformierten i-ten Stichprobe
X, bestimmt werden. Unter der Nullhypothese Hy sind diese zu schitzenden Parameter
@m, g = (01,...,0;,) = ¢ bekannt und fest. Die asymptotische Verteilung der Likelihood-

Ratio Statistik in dem Punkt ¢ lasst sich iiber die Taylorreihe 2. Ordnung unter gewissen

Voraussetzungen (vgl. Schervish (1995, Seite 459)) wie folgt anndhern:
8%1 log (f()zz‘(:)m))
log (f(XZ-|c)) = log (f(Xl|(3)m)) +(c—06,,) :
2-log (£(Xi]©,))

=0, da ®,,, ML-Schiitzer

1 . .
—|—§(c—®m) (89q89210g<f(xi’@m))> (c—©,)+  Rest

9,z =0, fir ®,,— ¢

H(Om)

Die Matrix H(©,,) der zweiten Ableitungen (oder auch Hesse Matrix genannt) wird
elementweise durch (%{;92 log (f(XA@m)))q’Z dargestellt, wobei ¢ und z mit 1 < ¢,z <1
fiir das jeweilige Element der Matrix stehen. Die Matrix — H(©,,) verhilt sich fiir groBes
m wie m - Z(c), wobei Z(c) die Fisherinformationsmatrix bezeichnet (siehe Schervish

(1995, Theorem 7.63)). AnschlieBend wird der Ausdruck auf —2-mal das logarithmierte
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Likelihood Ratio zurtickgefiihrt:

— 2log (f(XZ|c)) + 2 log (f(Xz‘@m))

= —m(c—0,) 711 H(B,,) (c—©6,,) + Rest

— 0, fir m — oo

(unter Hy)

Unter den Voraussetzungen nach Schervish (1995, Theorem 7.63) gilt:
VmZ(©): (c—0,) B Z ~ N(0,I)

Durch Anwendung von Slutsky? (siche Chow und Teicher (1978, Seite 249)) und dem
Continuous Mapping Theorem?® (siehe Schervish (1995, Theorem B.88)) folgt der Satz:

—2log (f(f(i]c)) + 2 log (f(Xi|@m)>

A 1 11 A 1 1 A
= Vi (e = 0,) Z(e)} Z(e)F — (~H(O,)) Z(c) F Z()} (e = O,) Vim
N——
£>Z’mitZ~N(0,Il><l) stoch. Z(e) £>Z~N(0,szz)
stoch.
Iy

D
(Slutsky) —> Z’ mit Z ~ N(0,I;x;)

D
(Continuous Mapping Theorem) — Z'Z ~ Xl2 mit l:% p (p+3)

Analog zur T?Karte werden beim Anwenden der LR-Karte die Realisierungen der Teststa-
tistik LR; aus Gleichung (3.5) gegen die Stichprobennummer ¢ fortlaufend abgetragen. Da
LR; > 0 gilt, besitzt diese Kontrollkarte nur eine obere Kontrollgrenze. Folglich 16st die
LR-Karte einen Alarm aus, sobald ein Wert der abgetragenen Teststatistik L R; eine Grenze
ho tiberschreitet. Durch Ausnutzen von Satz (3) ist die Grenze hy fiir m — oo gleich dem
entsprechenden (1 — ov)-Quantil der zentralen y?-Verteilung mit § p (p+ 3) Freiheitsgraden
zu wéahlen. Die Tabelle 3.2 zeigt entsprechende Werte fiir ho in Abhéangigkeit der IC-ARLy

und der Dimension p fiir hinreichend grofles m.

2x, 2o xundy, e = X, YV,2X-a
X, 2 X = g(X,) 2 9(X)
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p | ARL 1—a hs ARL 1—a hy ARL 1-« ho ARL 1-« ho

1] 100 099 921 [ 200 0.995 10.60 | 370 0.9973 11.83 | 500 0.998 12.43
2|1 100 0.99 15.09 | 200 0.995 16.75 | 370 0.9973 18.21 | 500 0.998 18.91
31 100 0.99 21.67 ] 200 0.995 23.59 [ 370 0.9973 25.26 | 500 0.998 26.06
4 [ 100 099 29.14| 200 0.995 31.32| 370 0.9973 33.20 | 500 0.998 34.09
51 100 0.99 3757 ] 200 0.995 40.00 | 370 0.9973 42.08 | 500 0.998 43.07
10| 100 0.99 9442 | 200 0.995 98.11 | 370 0.9973 101.22 | 500 0.998 102.69

Tabelle (3.2): Kontrollgrenzen der LR-Karte mit einer IC-ARL von 100, 200, 370
und 500 in Abhéngigkeit der Dimension p = 1,...,5, 10 fir hinreichend grofies m.

Diskussion der LR-Karte

Um zu verstehen wie sich Prozessénderungen/-verschiebungen auf die Teststatistik der
LR-Karte auswirken, wird analog zu Zhang et al. (2010) zunédchst der zweidimensionale
Fall ndher betrachtet. Der Erwartungswertvektor und die Kovarianzmatrix haben folgende

Struktur:

2
01 pPO102
2x2
e R**°
2
pPO102 0y

Mm = (,Uq,/tg)/ €R? bzw. X = (

wobei 01,09 € R, gilt und p € [—1,1] den Korrelationskoeffizienten? bezeichnet. Da &
fiir groBes m fast sicher gegen X und X fast sicher gegen p konvergiert, ist es sinnvoll
in Gleichung (3.5) & durch 3 bzw. X ; durch p zu ersetzen. Es ergibt sich fir den

zweidimensionalen Fall folgender Zusammenhang:
1 1
LR =mp (3 (024 0d) -~ L lon(o? o = ot o)~ 1) 4 (o 44

= m (o] —log(a7)) + (03 — log(c3)) — log(1 — p*) — 2

+m(ui +p3) (3.7)

4 _ COV(X,Y)  oxy
pX,Y) = VVAR(X) \/VAR(Y) 9X oY
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Die Funktion f(z) =  — log(x) mit € (0,00) hat an der Stelle z = 1 das Minimum
1 und ist monoton fallend (steigend) fir z € (0,1) bzw. x € (1,00). Die Funktion
g(z) = —log(1 — 2?) mit z € (—1,1) hat als minimalen Wert 0 fiir z = 0 und ist monoton
fallend (steigend) fiir € (—1,0) bzw. x € (0,1). Der Wert der Teststatistik LR; wird
somit je grofer, desto gravierender 0%, 2, p, 11 oder py betragsméifBig von ihren Sollwerten
1,1,0,0 und 0 abweichen. Befindet sich der Prozess unter Kontrolle, d.h. p; = s = 0,
p=0und 0? = 03 = 1, so lisst sich ein theoretischer Wert von LR; = 0 herleiten. In
der Auswertung ist zu erwarten, dass die LR-Karte im Gegensatz zur T?-Karte nicht
nur bei Verschiebungen des Erwartungswertvektors, sondern auch bei Veranderungen der
Kovarianzmatrix (hinreichend schnell) zu einem Alarm fithrt. Lost die LR-Karte einen
Alarm aus, so weicht entweder der Mittelwert X ; der transformierten i-ten Stichprobe
in einem oder mehreren Parametern (stark) vom Mittelwert unter Kontrolle p, ab oder
aber Korrelationsstruktur der zu kontrollierenden Mittelwerte untereinander scheint in der

Stichprobe auler Kontrolle sein.

Beim Anwenden der LR-Karte ist zu beachten, dass die Determinante der durch den
ML-Schéatzer geschatzten Kovarianzmatrix S; aus Gleichung (3.5) fur m <= p immer 0
ergibt - die geschitzte Kovarianzmatrix ist in diesem Fall singular. Somit ist log(|S;|)
immer —oo fiir jede transformierte Stichprobe i und die Teststatistik LR; immer co. Die
LR-Karte ist somit nur anwendbar fiir fiir m > p. Die Kontrollgrenzen hy der LR-Karte
in Tabelle 3.2 sind nur approximativ fiir einen hinreichend grofien Stichprobenumfang m
der i-ten Stichprobe giiltig. Im Kapitel 4.1 wird fir die IC-ARLg 200 und 370 und die
Dimensionen p = 2, 3,5 die exakten Kontrollgrenzen fiir giiltige m der entsprechenden

Dimension simuliert und mit den approximativen Werten verglichen.

3.3. MEWMA-Karte

Im Gegensatz zur T?-Karte und der LR-Karte handelt es sich bei der MEWMA-Karte
(Multivariate Exponentially Weighted Moving Average Control Chart) nach Lowry et al.
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(1992), um eine multivariate Kontrollkarte mit Gedéchtnis, die eine Verallgemeinerung
der univariaten EWMA-Karte (siehe beispielsweise Weihs und Jessenberger (1999, Seite
316)) ist. Wie der Name der Karte bereits sagt, wird in der Kontrollkarte eine Teststatistik
basierend auf dem multivariaten gewichteten Mittelwert der Stichproben, der fortlaufend
mit abklingenden Gewichten gegen 0 fiir dltere Stichproben berechnet wird, abgetragen.
Die Voraussetzungen der MEWMA-Karte sind dquivalent zur 7?-Karte, d.h. die Beobach-
tungen sind bei einem Prozess unter Kontrolle u.i.v. Realisierungen einer N (g, 3o) mit
bekannter Kovarianzmatrix X € R und bekanntem Erwartungswertvektor p, € RP.
Im Gegensatz zu Lowry et al. (1992) wird in dieser Arbeit nicht von einer Beobachtung je
Zeitpunkt ausgegangen, sondern von einer Stichprobe der Grofle m. Fiir die Berechnung
der Teststatistik der MEWMA-Karte, wird zunichst der gleitende Durchschnitt Z; der

i-ten Stichprobe definiert:

Zi=RX;+(I,,—R)Z; | . (3.8)
Die Matrix R € RP*P ist eine Diagonalmatrix mit Eintragen 0 < 7y (= rg) < 1 mit
k=1,...,pund es gilt Z; = p,, wobei p, der Erwartungswertvektor unter Kontrolle
und X; = % ;“:1 X;; der Mittelwertvektor der ¢-ten Stichprobe ist. Die Teststatistik der
MEWMA-Karte ergibt sich zu:

EY =(Zi— ) 3z, (Zi — o) (3.9)

wobei ¥ z. die Kovarianzmatrix von Z; ist und p, der Erwartungswertvektor unter Kontrol-
le. Die MEWMA-Karte 16st einen Alarm aus, sobald der E?-Wert der i-ten Stichprobe eine
Grenze hy tiberschreitet. Da E? > 0 gilt, ist ersichtlich, dass diese Kontrollkarte ebenfalls
nur eine obere Kontrollgrenze besitzt. Fiir die Bestimmung von 3, folgt zunéchst ein

Satz.
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Satz (4):

Unter den Annahmen, dass

e die Beobachtungen X;, X;9,..., X, der i-ten Stichprobe u.i.v. Realisierungen einer
Normalverteilung A/ (u, £) mit bekannter Kovarianzmatrix 3 € RE” und bekanntem

Erwartungswertvektor pu € RP sind,
e die Stichproben unabhéngig identisch voneinander verteilt sind
e und die Eintrage der Diagonalmatrix R konstant r =r; = ... =r, € (0,1] sind,

ergibt sich nach Lowry et al. (1992) die Kovarianzmatrix ¥z, aus Gleichung (3.9) zu:

>, =

7

r (1 _2(i - ) s (3.10)

"% firi oo . (3.11)

und es gilt ¥z, =

S=3=

- T

Beweis (4):

Durch vollstédndige Induktion wird zunéchst gezeigt, dass Z; aus Gleichung (3.8) zu jedem
Zeitpunkt ¢ gegeben ist durch:

Zi=3. (R (Tpxp — R)i_qu> + (Ipxp — R)' g
q=1

i—1
- Z (R Lpxp — R)qu—u> + Tpxp — R)'1g - (3.12)
u=0
Der Induktionsanfang ergibt sich zu:

Z, :RX1+(Ipo_R) Ho
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Es folgt der Induktionsschritt, wobei ausgenutzt wird, dass R und somit auch I,,,-R
Diagonalmatrizen sind:

141

Zip = Z (R pxp R)Hl_qxq) + (Lpxp — R)™ g

=R Xiﬂ + Z (R (Ipxp - R)Hl_q)_(q) + (Ipxp - R)HINO

q=1

=R Xi+1 =+ ( pXp (Z ( po - R)iiqxq) + (Ipxp - R)iﬂo)

Anschlieflend wird die Varianz von Z; aus Gleichung (3.12) bestimmt:

—_——

i1 B ‘
Yz, = Var {Z (R Lpxp — R)uXi—") + (pxp — R)lelo}
u=0

konstant
_ _ 1 ™
= Z VCL’I"(R (Ipxp — R)qu_u) mit Xi—u = — Z Xi—u,j
m =
— ]:1
i— 1 m
=> Var(R (L, — R)"— > X u;)
=0 m o=
i—1 1 m
= Z(R (Ipxp — R)") Var( E ZXZ wi) (Ipxp — R)" R)
u=0 7=1
I Lygr(X,_yn)
1 i—1
=— D) (RIpp — R)") Var(Xi—u1) ((Lpxp — R)" R)
m .o —

=3
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Da die Matrizen R und somit auch I,., — R Diagonalmatrizen sind, ergibt sich das

Element (g, z) mit 1 < ¢,z < p von Xz, zu:

' 1 i—1 . Y
UqZ,; = — Z(Tq (1—=rg)") 0g- (1 —1)" 1)
m u=0
1 i—1
=— 1,7, 042 Z((l —1g) (1 —1,))"

m u=0

geometrische Reihe °

1 1—(1—r)i (1—7.)
T 0T (=) (1—1))
1 1—(1—r) (1—r,)

z q q'z

Unter der Annahme, dass r; =ry = ... =1, = r sind (insbesondere r, = ) ldsst sich in

einem letzten Schritt 3, umformen zu:

1 1—(1—r)%* 9
Y, =— — < )
Zi T m o 2 — g2 "
11— (1—r)
_11-0-n"
m 2—r

Der Grenzwert fiir ¥z, ergibt sich zu:

lim Ezi = —
i—00 m 2—r

O

Mit Hilfe des vorangegangenen Satzes kann die Teststatistik E? gemafls Gleichung (3.9)
berechnet werden. Da sich die i-te Teststatistik rekursiv aus der i-ten Stichprobe und
vorangegangenen Stichproben zusammensetzt und somit abhéngig von der Vergangenheit
ist, ist es nicht moglich die exakte Verteilung der Teststatistik zu bestimmen. Vielmehr
muss die gewahlte Kontrollgrenze hz in Abhangigkeit von R und der IC-ARLymit Hilfe von

einer Simulation bestimmt werden. Werte fiir hs sind zum Teil in der Literatur vertafelt,

52120 at = 1_1‘131, mit a € (0,1)
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siehe z.B. Lowry et al. (1992) und fir die univariate EWMA-Karte Weihs und Jessenberger
(1999, Seite 317 £.).

Diskussion der MEWMA-Karte

Bei der MEWMA-Karte handelt es sich um eine Kontrollkarte mit Gedéchtnis, d.h.
vorangegangene Stichproben flielen durch Z; nach Gleichung (3.8) in die Teststatistik der
Kontrollkarte (vgl. Gleichung (3.9)) mit ein. Ein allgemeiner Vorteil von Kontrollkarten mit
Gedéachtnis ist, dass diese auf kleine Veranderungen zu tiberwachender Prozessparameter in
der Regel schneller reagieren als Kontrollkarten ohne Gedéachtnis. Da die Teststatistik nicht
nur von der aktuellen, sondern auch von den vorangegangenen Beobachtungen abhéngt, ist
die Interpretation eines Alarms der MEWMA-Karte nicht so leicht wie bei der T?-Karte.
Ein Alarm deutet bei Kontrollkarten mit Gedéchtnis darauf hin, dass in der (nahen)
Vergangenheit der Prozess in der Form aufler Kontrolle geraten ist, dass sich beispielsweise

der Prozessmittelwert der (vorangegangen) Stichproben (leicht) verschoben hat.

Die Kontrollgrenze hy der MEWMA-Karte kann nicht exakt berechnet werden, sondern
muss in Abhangigkeit von R und der [C-ARLymit Hilfe einer Simulation bestimmt werden.
Die Wahl von R wird z.B. in Lowry et al. (1992) und Lucas und Saccucci (1990) diskutiert.
Allgemein wird empfohlen r; = ... =7, = r zu wéhlen. Unter dieser Voraussetzung kann
gezeigt werden (siehe Lowry et al. (1992)), dass die ARL der MEWMA-Karte nur von
der Stichprobengréfie m, dem Erwartungswertvektor unter Kontrolle p, auler Kontrol-
le p; und der Kovarianzmatrix ¥ = X in der gleichen Form wie die T?-Karte (siche
Gleichung (3.2)) vom Nichtzentralitatsparameter § der y?-Verteilung abhéngt. Wird nun
ein 0 € Ry und eine IC-ARLg vorgegeben, so kann ein optimales R mit den Eintragen
r1=...=1, = roy auf der Hauptdiagonalen mit Hilfe einer Simulationsstudie gefunden
werden. In Lowry et al. (1992) und Lucas und Saccucci (1990) wurden beispielsweise
solch ein 7,y fiir den multivariaten bzw. univariaten Fall bestimmt. Sowohl multivariat als
auch univariat gilt: Je kleiner die Prozessverschiebung, die zu einem Alarm fithren soll,

desto kleiner sollte r gewéhlt werden. Soll beispielsweise auf ein § = 1 optimal reagiert
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werden, so ist es empfehlenswert » € [0.1,0.2] zu wéhlen. Fiir den Fall r = 1 ergibt
sich die T?-Karte als Spezialfall der MEWMA-Karte. In Lowry et al. (1992) wurde die
MEWMA-Karte basierend auf Kontrollgrenzen mit der approximativen Kovarianzmatrix
31z, nach Gleichung (3.11) mit Kontrollgrenzen basierend auf der wahren Kovarianzma-
trix nach Gleichung (3.10) gegentibergestellt. Da die Out-of-control-ARL (OC-ARL) bei
Prozessen, die mit einer bereits eingetretenen Prozessénderung starten, bei Verwendung
der wahren Kovarianzmatrix schneller gegen 1 konvergiert als bei Verwendung der appro-
ximativen Kovarianzmatrix, wird in dieser Arbeit im Folgenden immer von der wahren
Kovarianzmatrix aus Gleichung (3.10) ausgegangen. Die besseren OC-ARL Eigenschaften
bei Verwendung der wahren Kovarianzmatrix sind dadurch zu erklaren, dass der Vorfaktor
der exakten Kovarianzmatrix aus Gleichung (3.10) groBer oder gleich dem Vorfaktor der
approximativen Kovarianzmatrix aus Gleichung (3.11) ist. Da fiir die Berechnung der
Teststatistik E? aus Gleichung (3.9) die Inverse der Kovarianzmatrix von Bedeutung
ist, fiihren bei Verwendung der exakten Kovarianzmatrix schon kleinere Abweichungen
von anfianglichen Stichprobenmittelwerten vom Erwartungswertvektor unter Kontrolle
zu groferen Teststatistiken, wodurch frithe Alarme ausgelost werden. Ein Nachteil der
MEWMA-Karte ist, dass bei klein gewéahltem r und einer starken Prozessverschiebung die
MEWMA-Karte nicht so schnell einen Alarm ausldst, wie beispielsweise die T%-Karte. Ein
weiteres Szenario, in dem die die MEWMA-Karte nicht so schnell zu einem Alarm fiihrt,
ist, dass zunachst Prozessschwankungen der Form v = p; — p, auftreten und anschliefend
sich der Prozess hin zu p, — 4 verschiebt. In diesem Fall wird die Teststatistik E? aus
Gleichung (3.9) zunéchst schnell gro, nimmt anschliefend Werte bei 0 an, bevor sie dann

wieder grofl wird.

3.4. MCUSUM-Karte

In Crosier (1988) werden zwei Vorschlage zur multivariaten Verallgemeinerung der univa-

riaten CUSUM-Karte (siehe beispielsweise Weihs und Jessenberger (1999, Seite 311 ff.))
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gemacht. In dieser Arbeit wird lediglich diejenige MCUSUM-Karte (Multivariate Cumula-
tive Sum Control Chart) vorgestellt, die schneller zu einem Alarm fiihrt, wenn der Prozess
auBer Kontrolle gerdt. Nach Crosier (1988) werden MCUSUM-Karten in der Regel dazu
verwendet, um eine Verschiebung des Erwartungswertvektors von Beobachtungen, die
bei einem Prozess unter Kontrolle Realisierungen einer multivariaten Normalverteilung
N (g, Xo) mit bekanntem Erwartungswertvektor p, € R? und bekannter Kovarianzmatrix
¥, € RE? sind, aufzudecken. Im univariaten Fall kann sich der Mittelwert einer Stichprobe
bestehend aus m Beobachtungen zum festen Zeitpunkt ¢ lediglich in zwei Richtungen vom
Erwartungswert verschieben - entweder der Mittelwert einer Stichprobe ist grofler oder
kleiner als der Sollwert. Folglich werden bei der Anwendung der CUSUM-Karte zu jeder
Stichprobe fortlaufend zwei Teststatistiken berechnet - die eine registriert hinreichend
grofle positive Abweichungen und die andere hinreichend grofle negative Abweichungen des
Mittelwerts der i-ten Stichprobe vom Sollwert. Ein Alarm wird ausgeltst, wenn eine der
beiden Teststatistiken eine kritische Grenze tiberschreitet. Nach Crosier (1988) werden in
der multivariaten Verallgemeinerung der CUSUM-Karte zu jedem Beobachtungszeitpunkt

1 zunéchst C; und s; wie folgt berechnet:

C,; = [(Si—l + Xz — IJ’O)/ m Eal (Si—l -+ Xl — ”’O)} 2 (313)
0 wenn C; < k

und s; = ) mit k € Rt . (3.14)
(sic1+ X —pp) (1— Cﬁ) wenn C; > k

Es bezeichnet X; = Z}”:l X;; den Mittelwert der i-ten Stichprobe bestehend aus m Beob-
achtungen und p, den Erwartungswertvektor einer Stichprobe unter Kontrolle. Dariiber
hinaus ist s9 = 0 und k£ € R, ein Kontrollkartenparameter. Die in der MCUSUM-Karte
abgetragene Realisierung der Teststatistik der i-ten Stichprobe ergibt sich nach Crosier

(1988) zu:

[N

CUi = |8 55" s4] (3.15)

Da bei der Berechnung der Teststatistik C'U; die Wurzel einer quadrierten Teststatis-

tik verwendet wird, handelt es sich auch hier um eine einseitige Kontrollkarte. Die
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MCUSUM-Karte 16st einen Alarm aus, sobald der C'U;-Wert der i-ten Stichprobe eine
Kontrollgrenze hy tiberschreitet. Da C'U; bedingt ist auf die vorangegangenen Stichproben,
ist die Verteilung von C'U; nicht bekannt und die Kontrollgrenzen miissen in Abhéngig-
keit von k aus Gleichung (3.14) und der IC-ARLy simuliert werden. Fir die univariate
CUSUM-Karte sind einige Werte fir hy z.B. in Weihs und Jessenberger (1999, Seite 314)

vertafelt.

Diskussion der MCUSUM-Karte

Bei der MCUSUM-Karte handelt es sich wie bei der MEWMA-Karte um eine Kontrollkarte
mit Gedéchtnis. Ein Alarm ist somit analog zur MEWMA-Karte nicht nur auf die aktuelle,
sondern auch auf vorangegangene Stichproben zuriickzufiithren - der Mittelwertvektor der
letzten Stichproben hat sich von p, verschoben. Der Vektor s; aus Gleichung (3.14) kann
als kumulierte Summe gewichteter Abweichungen zwischen dem Mittelwertvektor voran-
gegangener Stichproben und dem Erwartungswertvektor p, unter Kontrolle verstanden
werden. Der Term (1 — Cﬁz) stellt das Gewicht der Abweichung der i-ten Stichprobe dar.
Ist die Abweichung des i-ten Stichprobenmittelwertvektors vom Erwartungswertvektor
groB, so ist C; und auch (1 — Ci) grofl. Der Vektor s; und somit auch die Teststatistik
CU; aus Gleichung (3.15) ist nur grofler 0, sofern C; grofler k ist. Fir die Wahl von k
empfiehlt Pignatiello (1990) £ = 0.5 - §, wobei § den Nichtzentralitdtsparameter der
x%-Verteilung aus Gleichung (3.2) bezeichnet. In Crosier (1988) wird gezeigt, dass die ARL
der MCUSUM-Karte, analog zur MEWMA-Karte und 72-Karte, nur von der Stichpro-
bengrofle m, dem Erwartungswertvektor unter Kontrolle p,, aufler Kontrolle p; und der
Kovarianzmatrix ¥y = ¥ in der gleichen Form wie die T%-Karte (siche Gleichung (3.2))
vom Nichtzentralitdtsparameter o abhédngt. In der spateren Auswertung wird sowohl die
MEWMA- als auch die MCUSUM-Karte so adjustiert, dass diese auf eine Prozessver-
schiebung von 6 = 1 optimal reagieren. Fiir diesen Fall ergibt sich also £ = 0.5. Ein
Vorteil der MCUSUM-Karte gegeniiber der MEWMA-Karte ist die Interpretation eines
Alarms. Der Vektor s; der i-ten Stichprobe gibt Aufschluss dariiber, in welche Richtung
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sich die aktuellen Prozessmittelwerte p, ..., u, jeweils verschoben haben. Wie bei der
MEWMA-Karte handelt es sich bei der MCUSUM-Karte, um eine Kontrollkarte, die
darauf ausgelegt ist, eine Verschiebung des Erwartungswertvektors p, des Prozesses unter
Kontrolle bei bekannter Kovarianzmatrix 3, aufzudecken. Da in der Praxis jedoch auch
Situationen auftreten, bei denen sich die Kovarianzmatrix dndert, sind in der Auswertung

auch Situationen von Interesse, bei denen die Kovarianzmatrix aufler Kontrolle gerét.

3.5. ELR-Karte

Bei der ELR-Karte (Exponentially Weighted Likelihood-Ratio Control Chart) nach
Zhang et al. (2010) handelt es sich, wie bei der bereits vorgestellten MEWMA- und
MCUSUM-Karte, um eine Kontrollkarte mit Gedéchtnis. Die ELR-Karte ist eine Art
Erweiterung der LR-Karte aus Kapitel 3.2. Die Voraussetzungen der ELR-Karte ergeben
sich analog zur LR-Karte dazu, dass die m Beobachtungen X;; mit j = 1,...,m der
i-ten Stichprobe jeweils unabhéngig identisch verteilte Realisierungen einer multivariaten
N (pg, Xo)-Verteilung mit bekanntem Erwartungswertvektor p, € R? und bekannter Kova-
rianzmatrix 3y € RE*? sind. Durch Anwenden der Transformation X;; = 3, %(X i — o)
folgt, dass bei einem Prozess unter Kontrolle X i; gemaB N (0, I,y,) verteilt ist. Die in
diesem Abschnitt folgenden Berechnungen basieren analog zur LR-Karte immer auf der

transformierten Variable X;;.

Ahnlich wie bei der MEWMA-Karte (vgl. Abschnitt 3.3) wird fiir die Berechnung der
Teststatistik der ELR-Karte nach Zhang et al. (2010) ein gleitender Durchschnitt fir den
Mittelwert uw; und zusétzlich einer fiir die Varianz v; eingefiihrt:

u; =1 )?Z +(1-r)u;y und v;=r8S;+1—-r)v;1 (3.16)
wobei 8; = = 37 (X — ui) (X — w)', up = 0 und v = I, gilt; 7 € (0, 1] wird als
Glattungsparameter bezeichnet. Die Teststatistik der ELR-Karte leitet sich direkt aus
der Gleichung (3.5) aus dem Kapitel 3.2 ab. Die Maximum-Likelihood Schétzer, die beim
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Anwenden der LR-Karte von zentraler Bedeutung sind, werden in Gleichung (3.5) einfach
durch die fortlaufend berechneten Grofien w,; bzw. v, ersetzt. Fiir die Teststatistik £LR;
folgt direkt:

1 )
ELR;=mp (]3 tr(v;) —log(lv;?) — 1) +m ||w|]* . (3.17)

Die ELR-Karte 16st einen Alarm aus, sobald die Teststatistik £ LR; eine Grenze hs > 0
iiberschreitet. Da die Teststatistik £'LR; analog zur MEWMA-Karte und MCUSUM-Karte
von vorangegangenen Stichproben abhéngig ist, muss ks in Abhédngigkeit der IC-ARLy,
der Dimension p und r mit Hilfe einer Simulation bestimmt werden. Einige Werte fiir die
zu wihlende Grenze hs konnen bei Zhang et al. (2010, Tabelle 1) nachgeschlagen werden.
Die entsprechende Tabelle zeigt auch die Abbildung A.2 aus dem Anhang.

Diskussion ELR-Karte

Die ELR-Karte baut auf den gleichen Grundlagen wie die LR-Karte aus Kapitel 3.2 auf.
Das Testproblem, welches der ELR-Karte zugrunde liegt, wurde im Kapitel der LR-Karte in
Gleichung (3.3) vorgestellt. Der entscheidende Unterschied beim Anwenden der ELR-Karte
im Vergleich zur LR-Karte ist, dass das Testproblem nicht mit Hilfe einer Maximum-
Likelihood Schéatzung (siche Gleichung (3.5)) zum i-ten Zeitpunkt fir die transformierte
i-te Stichprobe gelost wird, sondern mit Hilfe einer Teststatistik (siehe Gleichung (3.17)),
die sich aus einer neuen Stichprobe und aus vorangegangenen Stichproben zusammensetzt.
Die ELR-Karte ist somit in dem Sinne eine Erweiterung der LR-Karte, als dass diese eine
LR-Karte mit Gedéachtnis darstellt und fiir m < p anwendbar ist. Ist m > p, so kann der
Glattungsparameter r der ELR-Karte (siehe Gleichung (3.16)) als 1 gewéhlt werden und
die LR-Karte aus Kapitel 3.2 ergibt sich als Spezialfall der ELR-Karte.

Nach Zhang et al. (2010) konnen die fortlaufend berechneten Grofien w; und v; nach
Gleichung (3.16), sofern m - ¢ > p ist, als Schitzer fir das wahre p bzw. die wahre
Kovarianzmatrix ¥ verwendet werden, sodass die Teststatistik der ELR-Karte nach

Gleichung (3.17) bei einer Verschiebung/Verdnderung des Sollwertes eines oder mehrerer
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Parameter(s) anwéchst. Entsprechend schnell wird die Grenze hs iiberschritten und die

ELR-Karte 16st einen Alarm aus.

Analog zur MEWMA-Karte fithrt beim Anwenden der ELR-Karte ebenfalls ein kleiner
Glattungsparameter r € (0, 1] bei einer kleinen Prozessverschiebung eines oder mehrerer
Parameter schneller zu einem Alarm als ein grofer Glattungsparameter (vgl. Zhang et al.
(2010)). Dartiber hinaus empfehlen Zhang et al. (2010) zur Berechnung von u; und v;

(siehe Gleichung (3.16)) den gleichen Glattungsparameter zu verwenden.
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4. Vergleich der Qualitatskontrollkarten

In diesem Kapitel werden die in Kapitel 3 vorgestellten Kontrollkarten miteinander vergli-
chen. In einem ersten Teil werden zunachst die jeweiligen Kontrollgrenzen der jeweiligen
Kontrollkarten zu der fest vorgegebenen IC-ARLg von 200 bzw. 370 bestimmt. Zuséatzlich
werden die simulierten Dichten der Lauflingen zur Bestimmung der IC-ARLg von 200 gra-
fisch dargestellt. Lediglich bei der T2-Karte sind die Kontrollgrenzen zu einer vorgegebenen
IC-ARLg und Dimension p der Beobachtungen bekannt (siehe Kapitel 3.1). In Kapitel 3.2
wurden die approximativen Kontrollgrenzen der LR-Karte fiir einen hinreichend grofien
Stichprobenumfang m der ¢-ten Stichprobe bestimmt. Es wird fiir die Dimensionen 2, 3
und 5 mit Hilfe von Simulationen tiberpriift, ab welchem m die entsprechenden approxi-
mativen Kontrollgrenzen der LR-Karte fiir die IC-ARLg von 200 bzw. 370 aus Tabelle 3.2
giiltig sind. Fir die MEWMA-, MCUSUM- und ELR-Karte werden die Kontrollgrenzen
zu einer IC-ARLg von 200 bzw. 370 fir die Dimensionen 2,3 und 5 simuliert. Im zwei-
ten Teil des Kapitels werden auler Kontrolle geratene Produktionsprozesse, hinsichtlich
ihrer Out-of-Control-ARL (OC-ARL) untersucht. Es sind sowohl Verschiebungen des

Erwartungswertvektors, als auch Verdnderungen der Kovarianzmatrix von Interesse.

Fiir die gesamte Auswertung wird das statistische Softwarepaket R 3.0.0 (R Core Team
(2013)) mit dem zusétzlichen Paket muvtnorm (Genz et al. (2012)) zur Erzeugung der
multivariaten Zufallszahlen verwendet. Zur grafischen Darstellung wird das zuséatzliche

Paket ggplot2 (Wickham (2009)) in das Programm eingebunden.
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4.1. Simulation der Kontrollgrenzen und der Dichten der

Lauflange unter Kontrolle

Zu Beginn dieses Abschnitts werden zunédchst ausgewédhlte Kontrollgrenzen der MEWMA-,
MCUSUM- und ELR-Karte mit Hilfe einer Simulationsstudie bestimmt. Diese Kontrollgren-
zen werden in Abhéngigkeit der Dimension p der Beobachtungen, der Stichprobengrofie m
zu jedem Beobachtungszeitpunkt i, der IC-ARLgund moéglichen Kontrollkartenparametern
(R, k bzw. r) simuliert. Dabei sind die Dimensionen p = 2,3 und 5 und Stichprobengréfien
von m = 1,2,3,5 und 10, wie sie in der Praxis haufig auftreten, von Interesse. Passende
Kontrollgrenzen werden jeweils zu einer IC-ARLg (ARL bei einem Prozess unter Kontrolle)
von 200 und 370 mit einer Genauigkeit von zwei Nachkommastellen simuliert. Bei der
MEWMA-Karte werden die Kontrollgrenzen fiir ein konstantes R mit den Eintragen
r=(ry,...,mp) =(0.2,...,0.2)" auf der Hauptdiagonalen (siche Kapitel 3.3) bestimmt.
Der Kontrollkartenparameter der MCUSUM-Karte wird fest mit & = 0.5 (siehe Kapi-
tel 3.4) gewahlt. Foglich sind die MEWMA- und die MCUSUM-Kart so adjustiert, dass sie
beide optimal auf Verschiebungen von § = 1, wobei § der Nichtzentralitdtsparameter der
x2-Verteilung nach Gleichung (3.2) ist, reagieren. Der Glittungsparameter der ELR-Karte
wird analog zur MEWMA-Karte in der weiteren Auswertung mit r = 0.2 (siehe Kapi-
tel 3.5) festgesetzt. Die im Folgenden dargestellten Ergebnisse beruhen alle auf jeweils
10.000 simulierten Laufen (Runs). Ein Run endet, sobald die jeweils fortlaufend berechnete
Teststatistik zu einem Zeitpunkt ¢ eine Grenze hg,, € R, tiberschreitet. Unter Kontrolle
entstammen alle Beobachtungen einer multivariaten Normalverteilung mit p, = 0 € R?
und ¥y = I,.,. Fir jedes hg € [0, hgun] kann nun die Anzahl an Stichprobenzichungen
eines jeweiligen Runs bestimmt werden, die bendtigt wird, um die Grenze hy zu iiber-
schreiten. Der Mittelwert der benétigten Stichprobenziehungen aller 10.000 Runs zu einer
vorgegeben Grenze hg ist die simulierte Average Run Length ARL,;, zu einer vorgegebenen
Grenze hg. Diejenige Grenze hy mit seiner dazugehorigen ARLy;,, wird ausgewahlt, fir die
der betragsméflige Abstand |[IC-ARLg — ARLg;,,| minimiert wird - die gefundene AR L,

ist somit diejenige ARL,;,,, die am néchsten an die vorgegebene IC-ARLg heranreicht. Die
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folgenden Tabellen 4.1, 4.2 und 4.3 zeigen die simulierten Kontrollgrenzen zur MEWMA-,
MCUSUM- und ELR-Karte.

m=1 m=2 m=3 m=2>5 m = 10

ARLszm h3 ARLszm h3 ARLszm h/3 ARLszm h3 ARLszm h3

199.68  9.72 | 199.86  9.73 | 200.08 9.72 | 200.13 9.71 [ 199.65 9.68
370.74 11.02 | 370.47 11.08 [ 370.57 11.06 | 370.38 11.01 | 369.91 11.04

199.85 11.92 | 199.74 1191 | 200.24 1192 | 199.95 11.92 | 200.35 11.93
369.39 13.35 | 369.71 13.31 | 369.37 13.36 | 369.97 13.35 | 369.56 13.36

200.53 15.78 | 199.54 15.80 [ 200.24 15.81 | 200.04 15.84 | 200.07 15.77
370.45 17.36 | 370.09 17.36 | 370.66 17.39 | 369.80 17.40 | 370.40 17.38

ool w w3

Tabelle (4.1): Diese Tabelle zeigt simulierte Kontrollgrenzen hy der MEWMA-Karte
zu einer IC-ARLy von 200 bzw. 370 fir r;, = ... = r, = 0.2 in Abhéngigkeit der
Dimension p = 2, 3,5, der Stichprobengrofie m = 1,2,3,5,10 und der simulierten
ARLygjp,.

m=1 m=2 m=3 m=>5 m = 10

ARLszm h4 ARLszm h4 ARLszm h4 ARLszm h4 ARLszm h4

200.18 548 [ 200.87 549 | 19946 548 | 200.65 549 | 200.02  5.49
370.10  6.21 | 369.50 6.20 | 369.42 6.20 | 368.81 6.22 | 371.64 6.20

199.21  6.87 | 200.52 6.86 | 199.12 6.86 | 199.72  6.87 [ 199.56  6.86
370.19 773 | 36894 771 | 37042 770 | 371.13 .70 | 370.65 7.71

200.32 940 [ 199.68 9.37 | 200.40 9.36 | 199.41 940 | 200.49  9.39
369.39 10.42 | 369.92 10.40 [ 369.75 10.40 | 369.72 10.42 | 369.46 10.42

(G2 B INGVREUCEE I O VN e

Tabelle (4.2): Diese Tabelle zeigt simulierte Kontrollgrenzen hy der MCUSUM-Karte
zu einer IC-ARLjy von 200 bzw. 370 fiir £ = 0.5 in Abhéangigkeit der Dimension
p =2,3,5, der Stichprobengrofle m = 1,2, 3,5, 10 und der simulierten ARLy;,,.
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m=1 m =2 m =3 m=>5 m =10

ARLgy hs | ARLgyy  hs | ARLgy, hs | ARLgiy  hs | ARLgy,  hs
199.06 1.71 | 201.65 1.73 | 200.03 1.73 | 19988 1.74 | 197.04 1.74
365.85 1.87 [ 372.82 190 | 365.18 1.90 [ 364.75 1.91 | 367.84 1.92
199.03 247 | 197.64 248 | 198.74 249 | 19773 2.49 | 201.15 2.50
37420 267 367.59 268 [ 368.01 2.69 [ 372.77 2.70 | 365.19 2.70
199.36  4.33 [ 201.59 4.34 | 201.07 4.34 | 20220 4.32 | 199.98 4.31
372.89 457 | 369.44 459 | 368.93 4.58 | 368.53 4.57 | 367.64 4.56

Gl oW o wlNn N

Tabelle (4.3): Diese Tabelle zeigt simulierte Kontrollgrenzen h; der ELR-Karte zu
einer IC-ARLg von 200 bzw. 370 fiir » = 0.2 in Abhéngigkeit der Dimension p = 2, 3, 5,
der Stichprobengréfie m = 1,2, 3,5, 10 und der simulierten ARL;,,.

Die MEWMA- und MCUSUM-Karte hingen in gleicher Form wie die T?-Karte vom
Nichtzentralitédtsparameter 0 (sieche Gleichung (3.2)) ab. Ist der Produktionsprozess unter
Kontrolle, so ergibt sich § = 0. Es folgt direkt, dass die IC-ARLg bei diesen drei Regel-
karten unabhéngig von der Stichprobengrofie m ist. Die Tabellen 4.1 und 4.2 bestatigen
dies. Die jeweils gefundenen Kontrollgrenzen hz bzw. hy in den Zeilen der Tabellen 4.1
und 4.2 fir die gewéhlte Stichprobengrofie m = 1,2,3,5 und 10 spiegeln lediglich die
Varianz der durchgefithrten Simulationen wieder und kénnen als Durchschnittswert (siehe
Tabelle 4.4) zusammengefasst werden. In Crosier (1988) sind fir die MCUSUM-Karte
fiir eine IC-ARLy = 200, p = 2 bzw. 5 und k = 0.5 Kontrollgrenzen von 5.50 bzw. 9.46
vertafelt. Die Tabelle 4.4 liefert fiir diese beiden Félle Kontrollgrenzen von 5.49 und 9.38
mit einer Standardabweichung von 0.01 bzw. 0.02. Da in Crosier (1988) die Kontrollgren-
zen mit deutlich weniger Simulationen und einer anderen Methodik bestimmt wurden,
werden in der weiteren Auswertung in dieser Arbeit die gefundenen zusammengefassten

Kontrollgrenzen aus Tabelle 4.4 verwendet.
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p=2 p=3 p=95
IC-ARLy IC-ARLy IC-ARLy
200 370 200 370 200 370
hs | 9.71 11.04 | 11.92 13.35 | 15.80 17.38
SDy, 1 0.02 0.03 | 0.01 0.02 | 0.03 0.02
hy |549 621 | 6.86 7.71 | 9.38 10.41
SDy, 1 0.01 001 [ 0.00 001 | 0.02 0.01

Tabelle (4.4): Diese Tabelle zeigt die zusammengefassten Kontrollgrenzen hs der
MEWMA-Karte und hy der MCUSUM-Karte mit ihren Standardabweichungen (SD)
in Abhangigkeit der Dimension p = 2, 3,5 und der IC-ARL( von 200 und 370.

Auch die Kontrollgrenzen der ELR-Karte in Tabelle 4.3 wirken auf den ersten Blick un-
abhangig von m. In den Zeilen ist jedoch fiir steigendes m eine jeweils steigende oder
auch fallende Kontrollgrenze h; zu erkennen. Allgemein scheint eine jeweilige Kontroll-
grenze fiir groes m gegen einen festen Wert zu konvergieren. Die Abbildung A.2 aus
dem Anhang zeigt simulierte Kontrollgrenzen der ELR-Karte nach Zhang et al. (2010).
In dem Artikel wurde eine jeweilige Kontrollgrenze mit einer Genauigkeit von 20.000
Runs auf drei Nachkommastellen genau bestimmt. Das Abfallen/Ansteigen der jeweiligen
Kontrollgrenze fiir wachsendes m ist in der Abbildung A.2 noch deutlicher zu erkennen -
genauso wie die Konvergenz einer jeweiligen Kontrollgrenze gegen einen festen Wert fir
grofles m. Das Konvergieren einer jeweiligen Kontrollgrenze fiir grofles m ist zu erwarten,
da die Teststatistik einer Stichprobe i fiir grofies m einer festen Verteilung, ndmlich der
x2-Verteilung (siehe Kapitel 3.2), folgt. AbschlieBend gilt festzuhalten, dass die simulierten
Kontrollgrenzen hs; der ELR-Karte aus Tabelle 4.3 im Einklang mit den Kontrollgrenzen
nach Zhang et al. (2010), die die Abbildung A.2 im Anhang zeigt, stehen.

In einem néachsten Schritt sind die jeweiligen Dichten der simulierten Lauflangen der
Kontrollkarten bei einem Prozess unter Kontrolle von Interesse. Bei Kontrollkarten ohne

Gedéchtnis (wie die 7% und LR-Karte) ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Kontrollkarte
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einen Alarm bei einem Prozess unter Kontrolle zum Zeitpunkt ¢ auslost konstant .
Wie in Kapitel 2.2 bereits ausgenutzt wurde, ist die Lauflinge einer Kontrollkarte ohne
Gedachtnis unter Kontrolle geometrisch verteilt mit Parameter «. Die Dichte der Lauflange
fiir Kontrollkarten ohne Gedachtnis kann somit direkt bestimmt werden und muss nicht
simuliert werden. Die Abbildung 4.1 zeigt fiir den Fall der T2-Karte somit die Dichte
einer geometrischen Verteilung mit Parameter av = 0.005, was einer IC-ARL von é =200
entspricht. Die abgebildete Dichte der Lauflinge der T?-Karte ist somit repréisentativ
fiir jede andere Kontrollkarte ohne Gedéachtnis (insbesondere auch fiir die LR-Karte).
Die Breite eines Rechtecks in den Histogrammen in Abbildung 4.1 wurde fest mit 6
gewahlt, d.h. die erste Saule eines jeweiligen Histogramms entspricht der durchschnittlichen
Wahrscheinlichkeit fiir das Auslosen eines Alarms der jeweiligen Kontrollkarte nach einer
der ersten sechs Stichproben eines Runs. Bei der T%-Karte ist die Wahrscheinlichkeit, dass
die Kontrollkarte bei einer weiteren Stichprobe einen Alarm auslost, zu jedem Zeitpunkt
a - 100% = 0.5% - d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass ein Run eine Lauflinge von mehr als
1.000 erreicht ist genau (1 — 32929 0.995% - 0.005) - 100% = 0.665%. Somit haben von den
anfinglich gewéhlten 10.000 Runs etwa 67 eine theoretische Lauflinge von iiber 1.000, die
in dem Histogramm fiir die 72-Karte in Abbildung 4.1 nicht mehr abgebildet werden. Die
Histogramme der MEWMA- und der 7?-Karte dhneln einander stark. Bei dem Histogramm
zur Lauflinge der ELR- und MCUSUM-Karte ist aufféllig, dass ein Run (im Vergleich zur
MEWMA- und T%-Karte) eine eher geringe Wahrscheinlichkeit besitzt, innerhalb der ersten
6 Stichproben (erste Sdule des Histogramms) einen Alarm auszulésen. Folglich kommt ein
schneller anfénglicher Alarm“ (FIR, fast initial response (siehe Crosier (1988))) bei diesen
beiden Kontrollkarten eher selten vor. Beim spéter folgenden Vergleich der Kontrollkarten
mit Gedéchtnis ist somit zu erwarten, dass die MEWMA-Karte bei mittelméflig grofien
und groflen Erwartungswertverschiebungen einen Vorteil gegentiiber der MCUSUM- und
ELR-Karte hat, da es bei dieser Kontrollkarte fiir die fortlaufend berechnete Teststatistik
der ersten (sechs) Stichproben ,leichter moglich ist, die kritische Kontrollgrenze hs direkt

zu liberschreiten und somit einen Alarm auszulosen.
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Abbildung (4.1): Diese Abbildungen zeigen beispielhaft die Dichten der Lauflingen
der ELR-, MEWMA-, MCUSUM- und T?-Karte zu einer IC-ARLg von 200 anhand

von je 10.000 (simulierten) Runs mit der Stichprobengrofie m = 1.

Abschliefend wird in diesem Abschnitt die Giite der Approximation der Kontrollgrenze ho
der LR-Karte (siehe Tabelle 3.2 in Kapitel 3.2) durch die x-Verteilung mit [ = £ p (p + 3)

Freiheitsgraden fiir wachsendes m untersucht. Da der Likelihood-Ratio Test nur fiir einen zu

iiberwachenden Produktionsprozess mit Stichprobenumfang m > p durchfithrbar ist, ergibt

sich der kleinste wéihlbare Stichprobenumfang bei der LR-Karte zu beliebigem Zeitpunkt ¢



4.1. Simulation der Kontrollgrenzen und der Dichten der Lauflinge unter Kontrolle 38

P m ARLSzm h2 m ARLsim ]’LQ m ARLszm hg 11—« X%—a,l
213 20009 3728 [ 4 199.66 26.89 | 5 200.25 23.52

0.995 16.75
2110 200.03 19.32 | 20 20048 17.94 |50 200.46 17.20
213 37021 4094 [ 4 37039 2941 | 5 37041 25.67

0.9973 18.21
2110 369.84 2099 (20 369.57 19.48 |50 369.26 18.68
314 19989 5561 [ 5 200.17 3989 | 6 200.02 34.67

0.995 23.59
3110 199.66 2855 | 20 200.02 25.66 | 50 199.78  24.36
314 36996 6051 | 5 369.97 4297 6 370.04 37.25

0.9973  25.26
3110 369.66 30.56 20 369.73 27.53 |50 369.81 26.09
51 6 19994 9850 ( 7 200.26 7197 | 8 199.93 62.50

0.995 40.00
5110 200.17  54.50 [ 20 200.01 4543 |50 199.73 41.90
51 6 370.12 106.12 | 7  369.73 76.51 [ 8 370.00 66.27

0.9973  42.08
5110 369.74 5741 (20 369.76 47.82 |50 370.26 44.08

Tabelle (4.5)
einer IC-ARLg von 200 bzw. 370 in Abhéngigkeit der Dimension p = 2,3, 5, der Stich-

: Diese Tabelle zeigt simulierte Kontrollgrenzen hy der LR-Karte zu

probengréfle m und der simulierten ARL,;,. Die letzte Spalte gibt das approximative

1 — )-Quantil der entsprechenden y2-Verteilung mit { = 1 p (p + 3) Freiheitsgraden
2
an (vgl. Tabelle 3.2).

zum = p+1. Fiir die Dimensionen p = 2, 3 und 5 wurde fir m = p+1, p+2, p+3, 10, 20 und

50 nach der selben Methodik wie bei den anderen Regelkarten die jeweilige Kontrollgrenze

ho der LR-Karte zu einer IC-ARLg von 200 bzw. 370 mit Hilfe von Simulationen bestimmt.

Die gefundenen Kontrollgrenzen kénnen anschlieend direkt mit den Kontrollgrenzen aus

Tabelle 3.2, die fiir ein hinreichend grofies m giiltig sind, verglichen werden. Die Tabelle 4.5

zeigt die entsprechenden simulierten Kontrollgrenzen hy der LR-Karte in Abhangigkeit

von m. Es ist deutlich zu erkennen, dass insbesondere fiir kleines m die Approximation

der Kontrollgrenze hy durch die x2-Verteilung mit [ = % p (p + 3) Freiheitsgraden nicht

geeignet ist. Fiir m = p + 1 ist beispielsweise in allen Fallen die mit Simulation bestimmte
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Kontrollgrenze hy mehr als doppelt so grofi wie das theoretische Quantil der y2-Verteilung.
Um eine Aussage iiber die Giite der Approximation zu treffen, kann die Tabelle A.1 aus dem
Anhang herangezogen werden. Fiir die entsprechende theoretische Kontrollgrenze der LR-
Karte passend zu einer IC-ARLgvon 200 bzw. 370 aus der Tabelle 4.5 wurde die tatséchliche
ARLyg;,, in Abhédngigkeit von der Dimension p = 2,3 und 5 und dem Stichprobenumfang
m=p+1, p+2, p+3, 10, 20 und 50 mit Hilfe von Simulationen bestimmt. Der Wert
von ARL,;,, dieser Tabelle gibt somit diejenige IC-ARLg an, die sich beim Verwenden
der entsprechenden approximativen Kontrollgrenze aus der Tabelle 3.2 der LR-Karte
ergeben wiirde. In der Tabelle A.1 aus dem Anhang ist klar zu erkennen, dass selbst
bei einem Stichprobenumfang von m = 50 die entsprechend gewéhlten approximativen
Kontrollgrenzen der LR-Karte zu einer IC-ARLq von 200 bzw. 370 nicht zu einer ARLy;,,
von 200 bzw. 370 fiihren. Fiir weitere Berechnungen zur LR-Karte werden somit nicht
die approximativen Grenzen aus Tabelle 3.2, sondern die simulierten Kontrollgrenzen aus

Tabelle 4.5 verwendet.

4.2. Vergleich von Prozessen auBBer Kontrolle

4.2.1. Verschiebung des Erwartungswertvektors

Im Folgenden geht es um den Vergleich der Qualitatskontrollkarten anhand der OC-ARL
bei aufler Kontrolle geratenen Prozessen. In diesem Abschnitt sind insbesondere Verschie-
bungen des Erwartungswertvektors von Interesse, d.h. die Kovarianzmatrix wird konstant
mit 3y = I,x, angenommen. Da die 7%-, MEWMA- und MCUSUM-Karte in gleicher
Form bei bekannter Kovarianzmatrix vom Nichtzentralititsparameter § der y2-Verteilung
abhéngen (siehe Gleichung (3.2)), wird der Nichtzentralitdtsparameter 6 beim Vergleich
von aufler Kontrolle geratenen Prozessen mit angegeben. Fiir diese drei Kontrollkarten
ist somit ein noch allgemeingiiltigerer Vergleich anhand von ¢ untereinander méoglich.
Die Tabelle 4.6 zeigt die simulierten OC-ARL Werte der fiinf Kontrollkarten zu einer
IC-ARLg von jeweils 200 - der geringste OC-ARL Wert ist jeweils griin und der grofite
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OC-ARL Wert rot hinterlegt. Die Dimension der Beobachtungen ist p = 2, sodass sich der
Erwartungswertvektor aufler Kontrolle zu gy = (11, p2)" ergibt - wéahrend unter Kontrolle
e = (0,0) gilt. Die einzelnen Kontrollgrenzen der jeweiligen Regelkarten wurden dabei
aus den entsprechenden Tabellen in Kapitel 3.1 bzw. Kapitel 4.1 entnommen. Da fir die
T?-Karte die Wahrscheinlichkeit, dass ein Alarm zum Zeitpunkt i ausgelost wird, direkt
in Abhéngigkeit von ¢ bestimmt werden kann (siche Kapitel 3.1), ist neben der simulier-
ten OC-ARL auch die theoretische OC-ARL in Tabelle 4.6 angegeben. Die theoretische
OC-ARL der T?-Karte ist OC-ARL(6, p, [C-ARLg) = ﬁ wobel @ = taaris
und Fj, die Verteilungsfunktion der x*-Verteilung mit Nichtzent;"alitz'itsparameter 0 und p

Freiheitsgraden ist. Fiir 6 = 0 (Prozess ist unter Kontrolle) folgt direkt, dass die OC-ARL
gleich der eingesetzten IC-ARLy ist:

1 1
OCARLOpICARL) = T e ) = 1= (-a)
=V, p,l—«
1
— = IC-ARLy
1= (1~ foang)

Die Spalte T2, der Tabelle 4.6 zeigt die simulierten OC-ARL Werte der T?-Karte, wihrend
die Spalte T3, die theoretischen OC-ARL Werte der T*-Karte angibt. Da die simulierten
OC-ARL Werte in allen Féllen hinreichend nah an die theoretischen OC-ARL Werte der
T?-Karte heranreichen, ist insgesamt von einem guten Simulationsergebnis auszugehen.
Bei der LR-Karte ist zu beachten, dass diese bei Stichprobenumfangen von m < p zu
jedem Zeitpunkt ¢ nicht anwendbar ist. Fiir alle Falle mit m = 1 und p = 2 kann somit

kein OC-ARL Wert der LR-Karte bestimmt werden.

Werden zunéchst nur der Nichtzentralitdtsparameter § und jeweils die OC-ARL einer
der fiinf Regelkarten in Tabelle 4.6 betrachtet, so ist ersichtlich, dass fiir festes m die
OC-ARL fiir § — oo jeder Regelkarte (monoton von oben) gegen 1 konvergiert. Folglich
wird bei einer hinreichend grofien Verschiebung des Erwartungswertvektors unabhangig
von der Regelkarte und dem Stichprobenumfang m direkt ein Alarm zum ersten Zeitpunkt
(nach Entnahme der ersten Stichprobe) ausgelost. Die Falle mit Nichtzentralitatsparameter

0 = 0.50,1,2 und 3 wurden jeweils doppelt simuliert. Fiir die Kontrollkarten, deren
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Prozessparameter:

d

H1

2

=

OC-ARL der einzelnen Kontrollkarten:
T2 o LR MEWMA MCUSUM ELR

T2

sim

0.25
0.43
0.50

0.00
0.00
0.00

0.25
0.25
0.25

O

130.26
115.53

0.35
0.61
0.71

0.25
0.25
0.25

0.25
0.25
0.25

O

0.50
0.87
1.00

0.00
0.00
0.00

0.50
0.50
0.50

O

1.00
1.73
2.00

0.00
0.00
0.00

1.00
1.00
1.00

O

10.45
6.84

10.51
6.88

5.11 4.56

1.50
2.60
3.00

0.00
0.00
0.00

1.50
1.50
1.50

O

2.00
3.46
4.00

0.00
0.00
0.00

2.00
2.00
2.00

O

3.00
5.20
6.00

0.00
0.00
0.00

3.00
3.00
3.00

—_

Tabelle (4.6): Diese Tabelle zeigt die simulierten OC-ARL Werte der fiinf Kontroll-

karten fiir auer Kontrolle geratene Prozesse durch die Verschiebung des Erwartungs-

wertvektors o = (puq, p2)’. Die IC-ARLg aller Kontrollkarten betragt dabei 200 und die

Dimension p der Beobachtungen ist als 2 angenommen.
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OC-ARL nur von ¢ (7?-, MEWMA- und MCUSUM-Karte) abhéngt, sind in diesen Féllen
gleiche Simulationsergebnisse zu erwarten. Folglich ist es anhand der doppelt simulierten
OC-ARL Werte moglich, einen Eindruck von der Varianz der durchgefithrten Simulationen
zu gewinnen. Wird die OC-ARL der ELR-Karte fiir den Fall p; = 0, 2 = 0.5 und m =1
mit dem Fall py = 0, gz = 0.25 und m = 4 (0 ist in beiden Féllen 0.5) verglichen, so ergibt
sich eine OC-ARL von 45.03 bzw. 48.61. Die Differenz von 3.58 dieser beiden OC-ARL
Werte der ELR-Karte scheint verglichen mit den Unterschieden, die sich fiir diesen Fall bei
der T?-, MEWMA- bzw. MCUSUM-Karte ergeben, signifikant grofer 0 zu sein, sodass die
OC-ARL Werte der ELR-Karte nicht in der gleichen Form wie bei der 7%-, MEWMA- und
MCUSUM-Karte von § abhéngig sind. Die Tabelle A.2 aus dem Anhang zeigt fiir je drei
unterschiedliche passend zu einem § = 0.5,1 und 2 gewahlten Erwartungswertvektoren
Boc = (f1, p2)" simulierte OC-ARL Werte mit festem Stichprobenumfang m = 1 der
ELR-Karte. Die OC-ARL der ELR-Karte fiir 6 = 0.5 und Stichprobenumfang m = 1 ist
in allen drei Fallen kleiner als 48.61, wie es das Simulationsergebnis in Tabelle 4.6 fir
den Fall p3 = 0, pg = 0.25 und m = 4 (6 = 0.5) zeigt. Fiir 6 = 1 und § = 2 sind die
OC-ARL Werte der ELR-Karte recht klein, sodass es fiir diese Falle aufgrund der Varianz
der Simulationsergebnisse nicht mehr moglich ist einen Unterschied in der OC-ARL fiir

unterschiedlich groles m aber festem 0 festzustellen.

Es gilt festzuhalten, dass die ELR-Karte nicht in der gleichen Form wie die 7%-, MEWMA-
und MCUSUM-Karte vom Nichtzentralitatsparameter 0 (siehe Gleichung (3.2)) abhéngt.
Eine Erklédrung hierfiir sind die Kontrollgrenzen, die bei der ELR-Karte nicht unabhangig
von m sind (siehe Kapitel 4.2) - bei den anderen drei Regelkarten (72-, MEWMA- und
MCUSUM-Karte) hingegen schon. Obwohl die OC-ARL der ELR-Karte nicht direkt abhén-
gig von ¢ ist, wird im Folgenden dennoch auch die ELR-Karte anhand dieses Parameters
mit der 72-, MEWMA- und MCUSUM-Karte verglichen. Es ist also insbesondere bei diesen
Vergleichen zu beachten, dass diese sich immer nur auf die §‘s mit dem entsprechenden
Erwartungswertvektor o = (1, p2)’ und Stichprobenumfang m aus Tabelle 4.6 beziehen
- ein allgemeingiiltiger Vergleich ist hier nicht zuléssig. Gleiches gilt auch fiir die LR-Karte,
die einen Spezialfall der ELR-Karte mit » = 1 darstellt.
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Werden die gesamten OC-ARL Werte aus Tabelle 4.6 der unterschiedlichen Regelkarten
miteinander verglichen, so schneidet fiir 0.25 < § < 0.71 die MCUSUM-Karte am besten
ab, d.h. die MCUSUM-Karte erzielt in diesem Bereich die geringsten OC-ARL Werte. Fir
den Bereich 0.87 < § < 2.6 besitzt die MEWMA-Karte die geringsten OC-ARL Werte,
wahrend fiir 3 < § < 6 die T%-Karte am besten geeignet ist. Die ELR-Karte besitzt in
keinem der gewéhlten Félle die geringste OC-ARL. Insbesondere fiir kleines § < 1 sind
die erzielten OC-ARL Werte der ELR-Karte deutlich grofler als die der MEWMA- und
MCUSUM-Karte. Fir wachsendes ¢ > 1 fallt die OC-ARL der ELR-Karte allerdings
schneller gegen 1 ab als die der MEWMA- und MCUSUM-Karte. Bereits fiir 6 > 1.73
ist die ELR-Karte der MCUSUM-Karte tiberlegen und fiir § > 3.46 erzielt sie zudem
geringere OC-ARL Werte als die MEWMA-Karte. Die (gedéchtnislose) T?-Karte ist fiir
Erwartungswertverschiebungen ¢ < 2 den untersuchten Kontrollkarten mit Gedéchtnis
klar unterlegen. Fiir Erwartungswertverschiebungen mit 6 > 3 lost die 7%-Karte im Mittel
hingegen am schnellsten einen Alarm aus. Fiir § = 6 erreicht die T%-Karte als erste
und einzige der untersuchten Kontrollkarten eine OC-ARL von 1, d.h. in diesem Fall
ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Uberschreiten der Kontrollgrenze der T2-Karte nach
Entnahme der ersten Stichprobe anndhernd 1. Die Abhéngigkeit der OC-ARL Werte
vom Stichprobenumfang ist bei der LR-Karte verglichen mit der ELR-Karte noch starker
ausgepragt. Beispielsweise betragt fiir 6 = 3 mit p; = 0, us = 1.5 und m = 4 die OC-ARL
der LR-Karte 9.63, aber fiir 6 = 3.46 mit p; = 0, ps = 2 und m = 3 noch 13.46. Folglich ist
die OC-ARL dieser Regelkarte nicht monoton fallend in §, welches sich nach Gleichung (3.2)
ergibt. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass die Kontrollgrenzen der LR-Karte sehr stark
von m abhéangig sind (vgl. Tabelle 4.5). Insgesamt schneidet die LR-Karte am schlechtesten
ab - die OC-ARL Werte fallen bei kleinem 4 sehr langsam gegen 1 ab. Erst bei grofien
Erwartungswertverschiebungen 6 > 4 erreicht die LR-Karte dhnliche OC-ARL Werte wie

die anderen untersuchten Regelkarten.

Die Ergebnisse der Tabelle A.3 aus dem Anhang, die sich auf eine IC-ARLgvon 370 bezieht,
sind zum grofiten Teil analog zu Tabelle 4.6 interpretierbar und fiihren zu den gleichen

bereits gezogenen Riickschliissen. Die Hypothese, dass die OC-ARL der ELR-Karte fir
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ein festes d noch vom Stichprobenumfang m abhéangt ist, ist insbesondere fiir § = 0.5

ersichtlich.

In diesem Abschnitt werden abschlieSfend die OC-ARL Werte der finf interessieren-
den Regelkarten bei einer Verschiebung des Erwartungswertvektors in den Dimensionen
p = 3 bzw. 5 betrachtet, fiir die in Kapitel 4.1 ebenfalls entsprechende Kontrollgrenzen
bestimmt wurden. Der im Folgenden betrachtete Erwartungswertvektor ergibt sich zu
Boc = (1 = %,O, 0) € R? bzw. poe = (1 = %,0,0,0, 0) € R’ und der Stichpro-
benumfang wird mit m = 6 fest gewahlt. Die Abbildung 4.2 zeigt die logarithmisch
abgetragenen OC-ARL Werte der fiinf Regelkarten fiir die Verschiebung j; - v/6 von 0 — 5.
Da sich der Nichtzentralitdtsparameter o fiir den Stichprobenumfang m = 6 aus Glei-
chung (3.2) fiir o zu gy -V/6 ergibt, sind die Werte von § auf der x-Achse in Abbildung 4.2
abgetragen. Die OC-ARL Werte der 72-, MCUSUM- und ELR-Karte sind also direkt gegen
den Nichtzentralitatsparameter § abgetragen. Die Abbildung 4.2 zeigt, dass fiir kleine
Erwartungswertverschiebungen 1, - v/6 < 2 die Kontrollkarten mit Gedéchtnis (MEWMA-,
MCUSUM und ELR-Karte) beiden Kontrollkarten ohne Gedéchtnis (7% und LR-Karte)
unabhéngig von der Dimension p deutlich iiberlegen sind, d.h. geringere OC-ARL Werte
erzielen. Die MCUSUM-Karte schneidet zusammen mit der MEWMA-Karte in diesem
Bereich am besten ab, wihrend die ELR-Karte von den Kontrollkarten mit Gedéchtnis
in diesem Bereich die hochsten OC-ARL Werte aufweist. Die T?-Karte erweist sich als
vorteilhaft bei grofen Erwartungswertverschiebungen von ji; - v/6 > 3 und erzielt somit
in diesem Bereich die niedrigsten OC-ARL Werte. Wie in Kapitel 4.1 erwahnt, ist es fir
die MEWMA-Karte leichter moglich einen ,schnellen anfénglichen Alarm auszulosen als
beispielsweise fiir die MCUSUM-Karte. Dies spiegelt sich auch in Abbildung 4.2 wider,
da die MEWMA-Karte fiir Erwartungswertverschiebungen g - V6 > 2 deutlich besser
abschneidet als die MCUSUM-Karte. Fiir Verschiebungen des Erwartungswertvektors
1 - V6 > 2 liegen die OC-ARL Werte der ELR-Karte zwischen denen der MCUSUM- und
MEWMA-Karte - fiir die Dimension p = 3 sind die OC-ARL Werte der ELR-Karte fiir
sehr groBe Verschiebungen ju; - v/6 > 4 sogar noch geringer als die der MEWMA-Karte.
Ein Blick auf die OC-ARL Werte der LR-Karte zeigt, dass diese Karte sehr schlecht auf
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Vergleich der OC-ARL der Kontrollkarten bei Verschiebung
des Erwartungswertvektors mit m=6 Beobachtungen
Dimension 3 Dimension 5

200-

150 -

100 -

ol-

Kontrollkarten
ELR

“ LR

—*= MCUSUM

—*= MEWMA
T2

20-

ARL

10—

Abbildung (4.2): Diese Abbildung zeigt die simulierten OC-ARL der fiinf Regelkarten
fiir eine Verschiebung von ;- v/6 von 0 — 5 mit por = (1 = %,O, ...,0) und
Stichprobenumfang m = 6 in den Dimensionen p = 3 und 5.

kleine Erwartungswertverschiebungen s, - v/6 < 2 in den Dimensionen p = 2 und 5 reagiert.
In der Dimension p = 3 schneidet die LR-Karte im Vergleich zu den anderen Regelkarten
besser ab als in der Dimension p = 5, in welcher die LR-Karte auch noch schlecht auf

groBe Erwartungswertverschiebungen i1 - v/6 > 3 reagiert.
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Werden die Ergebnisse aus Tabelle 4.6 und Abbildung 4.2 fiir die LR-Karte zusammenge-
fasst, so gilt: Je ndher der Stichprobenumfang m an die Dimension p heranreicht, desto

schlechter schneidet die LR-Karte im Vergleich zu den anderen Regelkarten ab.

4.2.2. Verschiebung des Erwartungswertvektors und der

Kovarianzmatrix

In diesem Abschnitt werden die OC-ARL Werte von Produktionsprozessen der fiinf
Regelkarten miteinander verglichen, bei denen sich zum einen der Erwartungswertvektor
verschiebt und zum anderen sich auch die Kovarianzmatrix andert. Im Folgenden wird
von einem Prozess unter Kontrolle mit p1;» = 0 € R? und X;¢ = I, ausgegangen. Die
Tabelle 4.7 zeigt simulierte OC-ARL Werte der T2, LR-, MEWMA-, MCUSUM- und
ELR-Karte zu einer IC-ARLg von jeweils 200. Die Dimension der Beobachtungen ist p = 2,
sodass sich der Erwartungswertvektor zu poe = (i1, p12)’ € R? und die Kovarianzmatrix

2
0'1 012

1 Yoo = € R?*? ergeben. Der jeweils gewéhlte Stichprobenumfang m = 1,3

2
und 4 ist ﬁi: T]'Zdejlz Fall h = 1,...,8 in Tabelle 4.7 ebenfalls mit angegeben. Zunéchst
werden die Falle h = 1,2, 3 und 4 betrachtet, bei denen po- = p;e gilt - es verandert
sich somit nur die Kovarianzmatrix. Fiir die 7%, MEWMA- und MCUSUM-Karte ist
die OC-ARL in diesen Féllen unabhingig von m, d.h. die in Tabelle 4.7 angegebenen
OC-ARL Werte fiir unterschiedliche Stichprobengrofien dieser Kontrollkarten spiegeln
lediglich die Varianz der Simulationen wieder. Fiir den ersten Fall h = 1, bei dem fiir die
Kovarianzmatrix Yoo = 7 - Xj¢ mit v = 0.75 gilt, ergeben sich bei der 7%-, MEWMA und
MCUSUM-Karte deutlich groere OC-ARL Werte als die gewéhlte IC-ARLg von 200. Da
fiir diese Kontrollkarten OC-ARL > IC-ARLy gilt, reagieren diese somit kontraproduktiv
auf Verschiebungen der Kovarianzmatrix mit v < 1. Die OC-ARL Werte der LR- und
der ELR-Karte sind fiir den Fall h = 1 deutlich kleiner als die gewéhlte IC-ARLg von
200. Dabei liegt die OC-ARL der ELR-Karte fiir m = 4 schon unter 45, wahrend die der

LR-Karte noch einen Wert von tiber 175 annimmt.
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Prozessparameter: OC-ARL der einzelnen Kontrollkarten:
h|l i pe o0F 02 o m T2 LR MEWMA MCUSUM ELR
0.00 0.00 0.75 0.75 0.00 1 894.68 827.67
110.00 0.00 0.75 0.75 0.00 3 190.58 887.46 820.22
0.00 0.00 0.75 0.75 0.00 4 175.43 890.16 838.18
0.00 0.00 1.00 1.00 0.25 1 [ 154.00 170.71
2 (0.00 0.00 1.00 1.00 0.25 3| 158.30 170.20
0.00 0.00 1.00 1.00 0.25 4 170.83
0.00 0.00 1.25 1.00 0.00 1 121.04
310.00 0.00 1.25 1.00 0.00 3 119.07
0.00 0.00 1.25 1.00 0.00 4 119.26
0.00 0.00 2.00 2.00 0.00 1 21.53
410.00 0.00 2.00 200 0.00 3 21.73
0.00 0.00 2.00 2.00 0.00 4 21.40
0.50 0.00 0.50 1.50 0.00 1 39.77
51050 0.00 050 1.50 0.00 3 13.32
0.50 0.00 0.50 1.50 0.00 4 10.05
0.25 0.25 1.00 1.00 0.50 1 46.29
61025 025 1.00 1.00 0.50 3 21.36
0.25 0.25 1.00 1.00 0.50 4 17.44
1.00 0.00 1.00 2.00 0.00 1
7 (100 0.00 1.00 2.00 0.00 3
1.00 0.00 1.00 2.00 0.00 4
1.50 1.50 1.50 1.50 0.25 1 3.88
81150 1.50 1.50 1.50 0.25 3 2.33 3.27 1.94
1.50 1.50 1.50 1.50 0.25 4 2.17 -i

Tabelle (4.7): Diese Tabelle zeigt die simulierten OC-ARL Werte der fiinf Kontroll-

karten fiir die Félle h = 1,...,8, die je fiir einen auler Kontrolle geratenen Prozess

stehen, bei dem sich die Kovarianzmatrix verdndert hat bzw. sich auch der Erwar-

tungswertvektor verschoben hat. Die IC-ARLg aller Kontrollkarten betragt dabei 200

und die Dimension p der Beobachtungen ist als 2 angenommen.
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Im Fall A = 2 adndert sich die Kovarianz o1, der Beobachtungen. Alle OC-ARL Werte der
fiinf Kontrollkarten sind geringer als die gewéhlte IC-ARLgvon 200. Die ELR-Karte erzielt
fiir alle m klar die geringsten OC-ARL Werte und ist den anderen vier Kontrollkarten daher
iiberlegen. In den Fallen 3 und 4 verschiebt sich die Kovarianzmatrix analog zu Fall 1 mit
v = 1.25 bzw. 2. Uberraschenderweise schneidet die T2-Karte fiir den Stichprobenumfang
m = 1 in beiden Fallen am besten ab - fir m = 3 und 4 erzielt die ELR-Karte die
geringsten OC-ARL Werte. In den Féllen h = 5,6, 7,8 verschieben sich zum einen der
Erwartungswertvektor und zum anderen dndert sich die Kovarianzmatrix. Die MEWMA-
und MCUSUM-Karte erzielen in diesen Fillen in etwa dhnliche OC-ARL Werte. Die T-
und LR-Karte sind bei kleinen Verschiebungen sowohl des Erwartungswertvektors als
auch der Kovarianzmatrix den Kontrollkarten mit Gedéachtnis klar unterlegen (siche Falle
h =5 und 6). Bei starken Prozessdnderungen sowohl des Erwartungswertvektors als auch
der Kovarianzmatrix mit Stichprobenumfingen m = 3 und 4 erzielt die T%-Karte in den
Féllen h = 7 und 8 mit die geringsten OC-ARL Werte aller fiinf Regelkarten. Die OC-ARL
Werte der ELR-Karte sind in den Féallen 7 und 8 ahnlich gering wie die der MEWMA-Karte
und MCUSUM-Karte. Die LR-Karte schneidet den Féllen h = 7 und 8 insgesamt schlechter
ab als die anderen vier Kontrollkarten. Die Tabelle A.4 aus dem Anhang, bei der fir eine
IC-ARL, von 370 die gleichen Testfdlle wie in Tabelle 4.7 betrachtet werden, fithrt zu

gleichen Riickschliissen wie die Tabelle 4.7.

Werden die OC-ARL Werte aus Tabelle 4.7 der finf Kontrollkarten fiir alle Félle h = 1,...,8
zusammengefasst, so schneidet die ELR-Karte am besten ab. Insbesondere ist Fall 1
(Xoc = 0.75 - 3;¢) zu beachten, bei dem fiir die 7%, MEWMA- und MCUSUM-Karte
OC-ARL > IC-ARLy gilt. Die LR-Karte ist bis auf Fall 1 allen anderen Kontrollkarten
(groBtenteils) klar unterlegen - lediglich im Fall 8 fiir m = 4 erzielt die LR-Karte nicht die
hochste OC-ARL.

Abschliefend werden in diesem Abschnitt die OC-ARL Werte der fiinf interessierenden
Regelkarten bei einer Verschiebung der Kovarianzmatrix in der Dimensionen p = 3 bzw.

5 betrachtet, fiir die in Kapitel 4.1 ebenfalls entsprechende Kontrollgrenzen bestimmt
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wurden. Die im Folgenden betrachtete Kovarianzmatrix hat folgende Struktur:

o2 0 0
Yoc=0 1 0
0 0 1

Die Kovarianzmatrix o ist somit eine Einheitsmatrix I, mit einer sich andernden
Varianz of. Die Kovarianzmatrix Xoc der Dimension 5 wird analog zur Dimension 3
aufgestellt. Die Abbildung 4.3 zeigt die logarithmisch abgetragenen OC-ARL Werte der
fiinf Regelkarten zu einer IC-ARLg von 200, fiir die Verschiebung 0% von 0.25 — 5. Fiir
02 =1 gilt zu beachten, dass es sich um einen Prozess unter Kontrolle handelt bei dem
OC-ARL = IC-ARLy = 200 gilt. Die in Abbildung 4.3 abgetragenen OC-ARL Werte
(02 # 1) der ELR-Karte sind unabhéngig von der Dimension p = 3 bzw. 5 die geringsten.
Die LR-Karte reagiert auf kleine Vergroferungen von o3 (1 < o7 < 2) am schlechtesten.
Fiir groBere Verschiebungen von o? konvergieren die OC-ARL Werte der LR-Karte in der
Dimension p = 3 deutlich schneller gegen 1 als in der Dimension p = 5. In der Dimension
p = 3 erzielt die LR-Karte sogar fiir 07 > 4 nach der ELR-Karte die zweitgeringsten
OC-ARL Werte. Die T?-Karte reagiert insgesamt betrachtet nach der ELR-Karte am
besten auf Verschiebungen von % > 1. Die OC-ARL Werte der MEWMA-Karte liegen
fiir 02 > 1 ersichtlich unterhalb derjenigen der MCUSUM-Karte und oberhalb derjeni-
gen der T%-Karte. Das deutlich bessere Abschneiden der MEWMA-Karte gegeniiber der
MCUSUM-Karte fiir 02 > 1 ist darauf zuriickzufiihren, dass die MEWMA-Karte ofter
bei anfianglich grofferen Stichprobenmittelwerten einen ,schnellen anfanglichen Alarm
auslost“. Werden die OC-ARL Werte fiir 07 < 1 miteinander verglichen, so gilt fiir die
T%-, MEWMA- und MCUSUM-Karte OC-ARL > IC-ARL, . Fiir 07 = 0.25 betragen
die OC-ARL Werte dieser drei Regelkarten in der Dimension p = 3 jeweils tiber 500,
wohingegen die LR-Karte und ELR-Karte OC-ARL Werte von deutlich unter 200 erzielen
(66 bzw. 7). In der Dimension p = 5 ist ein ahnlich starker Anstieg der OC-ARL Werte
der T2-, MEWMA- und MCUSUM-Karte zu erkennen. In der Praxis ist es bei Anwen-
dung dieser drei Regelkarten somit empfehlenswert, die Kovarianzmatrix fortlaufend mit

einer separaten Qualitdtskontrollkarte zusatzlich zum Erwartungswertvektor zu tiberwa-
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chen. In Weihs und Jessenberger (1999, Seite 327) wird in einem solchen Fall von einer
zweispurigen Qualitdtskontrollkarte gesprochen. Es ist darauf hinzuweisen, dass die in
dieser Masterarbeit angegebenen OC-ARL Werte aus Kapitel 4.2.1 und 4.2.2 bei einer
zweispurigen Uberwachung nicht mehr giiltig sind. Dariiber hinaus miissten die Kontroll-
grenzen der entsprechenden Regelkarten bei Verwendung einer zweiten Kontrollkarte fiir

die Kovarianzmatrix moglicherweise neu adjustiert werden.

Vergleich der OC-ARL der Kontrollkarten bei Verschiebung
der Kovarianzmatrix mit m=6 Beobachtungen
Dimension 3 Dimension 5

500 -

R

200-

150 -

100 —

50 Kontrollkarten
ELR
LR
20 —* MCUSUM
—*= MEWMA
T2

ARL

10—

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0.25 1.00 2.00 3.00 4.00 500 025 1.00 2.00 3.00 4.00 500
Z
Gy

Abbildung (4.3): Diese Abbildung zeigt die simulierten OC-ARL der fiinf Regelkarten
fiir eine Verschiebung von ¢} in der Kovarianzmatrix von 0.25 — 5 mit festem

Stichprobenumfang von m = 6 in den Dimensionen p = 3 und 5.
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5. Zusammenfassung

Thema dieser Masterarbeit war ein Vergleich multivariater Qualitatskontrollkarten. Zu-
nichst wurde in Kapitel 2 eine Qualitatskontrollkarte, die Lauflinge (RL), die mittlere
Lauflinge (ARL) und die Operationscharakteristik-Funktion (OC-Funktion) definiert. In
Kapitel 3 wurden die fiinf ausgewéhlten multivariaten Kontrollkarten (72-, LR-, MEWMA-,
MCUSUM- und ELR-Karte) fiir den spéteren Vergleich vorgestellt. Zu Beginn des vier-
ten Kapitels wurden ausgewéhlte Kontrollgrenzen der LR-, MEWMA-, MCUSUM- und
ELR-Karte mit Hilfe einer Simulationsstudie bestimmt. Dariiber hinaus wurden die Dich-
ten der Lauflinge fiir eine IC-ARLy von 200 der einzelnen Kontrollkarten bei einem
Produktionsprozess unter Kontrolle in Abbildung 4.1 grafisch dargestellt. Es konnte gezeigt
werden, dass die MCUSUM- und ELR-Karte, verglichen mit den anderen untersuchten
Kontrollkarten, eher selten unter den ersten (sechs) Stichproben einen Alarm auslosen. Ab-
schlieffend wurde in dem Abschnitt 4.1 gezeigt, dass die durch die y?-Verteilung gegebenen
approximativen Kontrollgrenzen der LR-Karte erst fiir m > 50 giiltig sind.

In den Abschnitten 4.2.1 und 4.2.2 wurden die fiinf Kontrollkarten anhand der OC-ARL
bei auBler Kontrolle geratenen Produktionsprozessen verglichen. Bei kleinen Erwartungs-
wertverschiebungen § < 2.6, wobei 6 den Nichtzentralitiatsparameter der y?-Verteilung
bezeichnet, erzielten die MEWMA- und MCUSUM-Karte in Tabelle 4.6 fiir die Dimension
p = 2 die geringsten OC-ARL Werte. Fiir § > 3 schnitt die T?-Karte am besten ab. Die
LR-Karte war nur fiir zu tiberwachende Produktionsprozesse mit Stichprobenumfangen
m > p anwendbar und erzielte in vielen Fallen die mit Abstand grofiten OC-ARL Werte -

wohingegen die ELR-Karte insgesamt recht gut, aber nie am besten abschnitt. Weitere
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Simulationen zur ELR-Karte und LR-Karte zeigten, dass die OC-ARL Werte dieser bei-
den Kontrollkarten nicht in der Form wie bei der T7%-, MEWMA- und MCUSUM-Karte
abhéngig von ¢ sind. Die Abbildung 4.2 zeigt die OC-ARL Werte bei einer Verschiebung
des Erwartungswertvektors der untersuchten Kontrollkarten fiir die Dimensionen p = 3

und 5. Das Abschneiden der Kontrollkarten war hier analog zur Dimension p = 2.

In Abschnitt 4.2.2 verdnderte sich neben dem Erwartungswertvektor auch die Kovarianz-
matrix bei einem aufler Kontrolle geratenen Produktionsprozess. Die Tabelle 4.7 und die
Abbildung 4.3 zeigen fiir sinkende Varianzen in der Kovarianzmatrix steigende OC-ARL
Werte (im Vergleich zur IC-ARLg) bei der 7?%-, MEWMA- und MCUSUM-Karte. Folg-
lich sollte bei der Anwendung einer dieser drei Kontrollkarten die Kovarianzmatrix mit
einer separaten Qualitatskontrollkarte iiberwacht werden. Die ELR-Karte schneidet im
Abschnitt 4.2.2 in (fast) allen Féllen, bei denen nur die Kovarianzmatrix aufler Kon-
trolle gerat, am besten ab - bei Verschiebungen sowohl des Erwartungswertvektors als
auch der Kovarianzmatrix erzielt die ELR-Karte verglichen mit den anderen Regelkarten
ebenfalls niedrige OC-ARL Werte. Insbesondere gilt bei der LR- und ELR-Karte immer
OC-ARL < IC-ARLgy. Werden die Fille, bei denen der Produktionsprozess auler Kontrolle
gerit, zusammengefasst, so schneidet die ELR-Karte am besten ab. Die LR-Karte erweist
sich - sofern von dem Fall mit sinkenden Varianzen in der Kovarianzmatrix abgesehen
wird - als weniger geeignet. Die OC-ARL Werte der LR-Karte konvergieren verglichen
mit den anderen Kontrollkarten fiir die in dieser Arbeit ausgewahlten Félle eher langsam
gegen 1. Soll ein Produktionsprozess speziell auf kleine Erwartungswertverschiebungen
iiberwacht werden, so ist die MCUSUM- und MEWMA-Karte zu empfehlen, bei groflen

Erwartungswertverschiebungen hingegen die T2-Karte.
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6. Diskussion

In der Einleitung wurde bereits erwéihnt, dass in dieser Masterarbeit ein Fehler in den
Simulationen zur ELR-Karte bei Zhang et al. (2010) aufgedeckt wurde. Die Tabelle 6.1
ist analog zur Tabelle 2 nach Zhang et al. (2010). Sie enthélt zwei Spalten mit OC-ARL
Werten - eine Spalte mit den simulierten OC-ARL Werten aus Tabelle 2 nach Zhang
et al. (2010) und eine mit den simulierten OC-ARL Werten, die sich im Rahmen dieser
Masterarbeit ergeben. Die Prozessparameter bei einem Prozess unter Kontrolle sind
dabei wie folgt angenommen: p;r = 0 € R? und ¥;c = I,,. Verschiebt sich nur der
Erwartungswertvektor, so stimmen im Rahmen der Simulationsgenauigkeit die beiden
Spalten mit den OC-ARL Werten in Tabelle 6.1 iiberein. Mit gelb sind die Félle in
Tabelle 6.1 markiert, bei denen Kovarianzmatrix aufler Kontrolle gerit. Es sind in allen
diesen Fillen (deutliche) Unterschiede bei den simulierten OC-ARL Werten ersichtlich.
Besonders auffillig dabei sind die sechs in Tabelle 6.1 rot hinterlegten OC-ARL Werte
von 1 aus Tabelle 2 nach Zhang et al. (2010). Diese Werte bedeuten, dass die ELR-
Karte bei der jeweiligen Verdnderung der Kovarianzmatrix - insbesondere schon bei einem
Stichprobenumfang von m = 2 Beobachtungen - in jedem Fall anhand einer entnommenen
Stichprobe sofort einen Alarm auslost. Der Glattungsparameter der ELR-Karte wurde in

allen Fallen mit r = 0.2 gewdahlt.

Bei der Berechnung der ersten Teststatistik £ LR; nach Gleichung (3.17) setzt sich v;
somit aus 0.2-mal des ML-Schétzers fiir die Kovarianzmatrix anhand der ersten zwei
Beobachtungen und 0.8-mal der Einheitsmatrix zusammen. Eine kleine (hier nicht aufge-

fithrte) Simulationsstudie hat gezeigt, dass es fiir die berechnete Teststatistik £'L Ry nahezu
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Prozessparameter: Anzahl Simulierte OC-ARL
T8t [ho o1 oy 012 m | Simulationen OC-ARL nach Zhang et al. (2010)

0.50 0.50 1.00 1.00 0.00 2 20000 15.83 15.90
0.50 0.50 1.00 1.00 0.00 5 20000 7.10 7.10
1.00 1.00 1.00 1.00 0.00 2 20000 4.89 4.90
1.00 1.00 1.00 1.00 0.00 5 20000 2.74 2.70
1.50 1.50 1.00 1.00 0.00 2 20000 2.75 2.70
1.50 1.50 1.00 1.00 0.00 5 20000 1.67 1.60
0.00 0.00 0.75 0.75 0.00 2 20000 33.01 26.80
0.00 0.00 0.75 0.75 0.00 5 20000 12.82 4.80
0.00 0.00 0.50 0.50 0.00 2 20000 9.07

0.00 0.00 0.50 0.50 0.00 5 20000 5.11

0.00 0.00 1.25 1.25 0.00 2 20000 36.17 34.30
0.00 0.00 1.25 1.25 0.00 5 20000 13.62 8.70
0.00 0.00 1.75 1.75 0.00 2 20000 4.78

0.00 0.00 1.75 1.75 0.00 5 20000 2.49

0.00 0.00 1.25 0.75 0.00 2 20000 36.28 31.10
0.00 0.00 1.25 0.75 0.00 5 20000 13.40 6.80
0.00 0.00 1.75 0.25 0.00 2 20000 5.75

0.00 0.00 1.75 0.25 0.00 5 20000 3.17

0.00 0.00 1.00 1.00 0.25 2 20000 134.19 132.00
0.00 0.00 1.00 1.00 0.25 5 20000 58.08 53.20
0.00 0.00 1.00 1.00 0.50 2 20000 32.93 27.00
0.00 0.00 1.00 1.00 0.50 5 20000 12.29 5.00

Tabelle (6.1): Diese Tabelle zeigt nachsimulierte OC-ARL Werte aus Tabelle 2 nach
Zhang et al. (2010).
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unmoglich ist, die entsprechende gewahlte Kontrollgrenze hs zu iibersteigen - ein OC-ARL
Wert von 1 ist somit auszuschlieBen. Die im Rahmen dieser Masterarbeit simulierten

OC-ARL Werte scheinen besonders in diesen Fallen deutlich realistischer.

In Kapitel 4.2.1 wurde gezeigt, dass die MEWMA- und die MCUSUM-Karte bei kleinen
Erwartungswertverschiebungen (§ < 2.6) Vorteile gegeniiber der T?-Karte haben, wihrend
die T?-Karte Vorteile gegeniiber der MEWMA- und MCUSUM-Karte bei grofien Erwar-
tungswertverschiebungen (6 > 3) hat. Es ist daher naheliegend z.B. die MEWMA-Karte
mit der T%-Karte parallel bei einem fortlaufenden Prozess anzuwenden. Es wiirde sich ein
schneller Alarm sowohl bei grofien als auch bei kleinen Erwartungswertverschiebungen
ergeben. Die Kontrollgrenzen beider Kontrollkarten miissten dann allerdings zu einer vorge-
gebenen IC-ARLgneu angepasst/simuliert werden. In den Abbildungen 4.2 und 4.3 scheint
es so, als ob die MEWMA-Karte ersichtlich besser als die MCUSUM-Karte auf grofie
Erwartungswertverschiebungen (6 > 3) bzw. grofie Anderungen in der Kovarianzmatrix
reagieren wiirde. Dies ist allerdings nur darauf zuriickzufiithren, dass die MEWMA-Karte
aufgrund der Verwendung der wahren Kovarianzmatrix zu jedem Zeitpunkt i (vgl. Glei-
chung (3.10)) schneller einen anfénglichen Alarm auslost. Bei der Darstellung der Lauflinge
unter Kontrolle in Abbildung 4.1 wird diese Eigenschaft der MEWMA-Karte ebenfalls
besonders deutlich. In Crosier (1988) wurde die Idee, das Auslosen eines schnellen anfang-
lichen Alarms, auch auf die MCUSUM-Karte iibertragen. Jedoch ist in Abschnitt 4.2.1
deutlich geworden, dass die MEWMA-Karte zwar bei grofien Erwartungswertverschiebun-
gen (0 > 3) (leicht) besser als die MCUSUM-Karte abschneidet, aber die gewohnliche
MCUSUM-Karte Vorteile bei kleinen Erwartungswertverschiebungen (6 < 0.71) gegeniiber
der MEWMA-Karte hat. Eine weitere Uberlegung wire, die Idee des schnellen anfinglichen
Alarms auf die ELR-Karte zu tibertragen. Dies hétte zur Folge, dass die ELR-Karte schlech-
ter auf kleine Erwartungswertverschiebungen und Anderungen in der Kovarianzmatrix
reagieren wiirde, aber besser auf groflie Prozessénderungen oder -verschiebungen. Da aber
von den Kontrollkarten mit Gedachtnis die ELR-Karte bereits am schlechtesten auf kleine

Erwartungswertverschiebungen reagiert, ist von der Idee abzuraten.
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Die LR-Karte kann bei Produktionsprozessen, bei denen der Stichprobenumfang m kleiner
gleich der Dimension p der Merkmale ist, nicht angewendet werden. Bei keinem in dieser
Masterarbeit gewédhlten Beispielen gilt m > p, sondern héufig wurde m = p + 1 oder
m = p + 2 gewahlt. Die Abbildungen 4.2 und 4.3 zeigen, dass je grofler m im Vergleich
zu p ist, desto besser reagiert die LR-Karte auf Prozessinderungen - bei konstantem
m = 6 schneidet die LR-Karte im Vergleich zu den anderen vier Kontrollkarten in der
Dimension p = 3 ersichtlich besser ab als in der Dimension 5. In der Praxis sind jedoch
selten Produktionsprozesse mit sehr grofien Stichprobenumfingen zu jedem Zeitpunkt ¢
von Interesse, sodass die LR-Karte eher unbrauchbar ist bzw. erst gar nicht angewendet
werden kann. In Maboudou-Tchao und Agboto (2013) werden Verfahren zur Schiatzung
der Kovarianzmatrix fiir Situationen mit m < p diskutiert. Fiir die Qualitatskontrolle und
-sicherung ist eine effiziente Schétzung der Kovarianzmatrix mit kleinen Stichprobenum-
fangen ein interessantes Thema, zumal es in der Praxis haufig Situationen mit m < p

gibt.
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Beispielhafte einseitige Kontrollkarte
e Alarm
uCL
=
L e e L L LR P UWL
g
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Stichprobe;

Abbildung (A.1): Diese Abbildung zeigt beispielhaft eine einseitige Kontrollkarte,
die einen Alarm bei der Stichprobe 56 auslosen wiirde, da der Wert der abgetragenen

Teststatistik die obere Kontrollgrenze zu diesem Zeitpunkt iiberschreitet.
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n h=0.1 2=02
ICARL ICARL
185 200 370 500 1000 185 200 370 500 1000
p=2 1 0742 0752 0836 0877 0.968 1695 1718 1872 1.949 2115
2 0.745 0758 0.847 0.888 0.983 1711 1.728 1.896 1977 2.156
5 0751 0758 0855 0.896 0.991 1723 1745 1915 1998 2,186
8 0.751 0.765 0.855 0.898 0.995 1725 1.746 1918 2.005 2,191
10 0751 0765 0855 0.898 0.995 1726 1.746 1922 2008 2.196
15 0751 0765 0855 0.898 0.995 1726 1.747 1923 2010 2201
p=3 1 1,080 1.096 1.199 1.246 1.352 2455 2478 2669 2752 2950
2 1.090 1.105 1.208 1.256 1.365 2.464 2490 2.685 2781 2985
5 1,094 1.110 1214 1.263 1.375 2468 2495 2698 2788 3.008
8 1,095 1.110 1214 1.264 1.377 2470 249 2701 2797 3014
10 1.095 1111 1.215 1.266 1.378 2470 2498 2702 2,798 3.014
15 1.096 1111 1217 1.266 1.378 2471 2.498 2703 2799 3015
p=5 1 1923 1941 2071 2.133 2.264 4311 4341 4579 4582 4934
2 1926 1945 2077 2.143 2276 4308 4340 4588 4713 4974
5 1927 1945 2082 2144 2280 4285 431 4575 4692 4965
8 1.929 1.945 2.084 2.144 2281 4282 4316 4571 4687 4959
10 1929 1945 2.084 2.144 2285 4280 4316 4571 4688 4959
15 1929 1945 2084 2.145 2285 4280 4316 4571 4688 4959

Abbildung (A.2): Diese Abbildung zeigt eine Tabelle mit entsprechenden Kontroll-
grenzen der ELR-Karte nach Zhang et al. (2010). Der Wert n in der Tabelle steht fir

die Stichprobengrofie zu jedem Zeitpunkt ¢ und A ist der Glattungsparameter.
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p|m ARLg,  hs m ARLg,,  hs m ARLg,, hs IC-ARL,
21 3 6.81 16.75 | 4 1713 16.75 | 5 29.23  16.75
210 80.38 16.75 |20 129.20 16.75| 50 167.64 16.75 20
21 3 8.57 1821 | 4 2421 1821 | 5  43.61 18.21
2 (10 132.71 1821 |20 226.95 18.21 |50 303.81 18.21 570
31 4 417 2359 | 5 9.63 2359 | 6 16.46  23.59
3110 46.92 2359 |20 100.62 23.59 | 50 150.37  23.59 20
31 4 5.03 25.26 | 5 12.94 2526 | 6 23.36  25.26
3110 75.07 2526 |20 17291 25.26 | 50 274.04  25.26 o
51 6 217 40.00 | 7 4.09  40.00 | 8 6.62  40.00
5110 1348 40.00 | 20  52.88  40.00 | 50  119.77  40.00 20
516 246  42.08 | 7 500  42.08 | 8 8.66  42.08
5|10 19.15  42.08 | 20 86.44 4208 [ 50 212.04 42.08 570

Tabelle (A.1): Diese Tabelle zeigt in Abhéngigkeit der StichprobengréBe m und der

Dimensionen p = 2, 3,5 die simulierte ARLy;,, zu den approximativen Kontrollgrenzen

hy der LR-Karte aus Tabelle 3.2. Dabei wurden die Kontrollgrenzen passend zu einer

theoretischen IC-ARLg von 200 bzw. 370 gewéhlt.
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0 w1 pue m OC-ARL
0.5 0.50 0.00 1 45.78
0.5 025 043 1 45.80
0.5 0.10 049 1 44.79

1 1.00 0.00 1 13.29

1 050 087 1 13.31

0.25 097 1 13.52

2 200 0.00 1 4.48

2 100 1.73 1 4.53

2 050 194 1 4.49

Tabelle (A.2): Diese Tabelle zeigt die simulierten OC-ARL Werte der ELR-Karte

mit unterschiedlich gewdhltem poo = (1, 12)" aber festem Nichtzentralitdtspara-

meter 6 = 0.5, 1 und 2. Der Stichprobenumfang wurde dabei konstant mit m = 1

angenomimen.
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Prozessparameter:

J

H1

H2

m

0.25
0.43
0.50

0.00
0.00
0.00

0.25
0.25
0.25

O

0.35
0.61
0.71

0.25
0.25
0.25

0.25
0.25
0.25

O

0.50
0.87
1.00

0.00
0.00
0.00

0.50
0.50
0.50

O

1.00
1.73
2.00

0.00
0.00
0.00

1.00
1.00
1.00

O

1.50
2.60
3.00

0.00
0.00
0.00

1.50
1.50
1.50

O

2.00
3.46
4.00

0.00
0.00
0.00

2.00
2.00
2.00

O

3.00
5.20
6.00

0.00
0.00
0.00

3.00
3.00
3.00

—_

OC-ARL der einzelnen Kontrollkarten:

T2 T2... LR MEWMA MCUSUM ELR

sim

14.88
9.36

Tabelle (A.3): Diese Tabelle zeigt die simulierten OC-ARL Werte der fiinf Kontroll-

karten fiir verschiedene aufler Kontrolle geratene Prozesse durch die Verschiebung des

Erwartungswertvektors. Die IC-ARLg aller Kontrollkarten betréagt dabei 370 und die

Dimension p der Beobachtungen ist als 2 angenommen.
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Prozessparameter: OC-ARL der einzelnen Kontrollkarten:

p o pe 0F 0F oo T2 LR MEWMA MCUSUM ELR

=

0.00 0.00 0.75 0.75 0.00
0.00 0.00 0.75 0.75 0.00
0.00 0.00 0.75 0.75 0.00

2068.91 1927.12
355.87  2027.95 1895.97
327.82  2059.37 1925.51

0.00 0.00 1.00 1.00 0.25
0.00 0.00 1.00 1.00 0.25
0.00 0.00 1.00 1.00 0.25

271.12
274.99

293.64
296.94
295.86

=~ W

0.00 0.00 1.25 1.00 0.00
0.00 0.00 1.25 1.00 0.00
0.00 0.00 1.25 1.00 0.00

205.03
202.53
205.25

=~ W

0.00 0.00 2.00 2.00 0.00
0.00 0.00 2.00 2.00 0.00
0.00 0.00 2.00 2.00 0.00

40.12
40.55

=~ W

0.50 0.00 0.50 1.50 0.00
0.50 0.00 0.50 1.50 0.00
0.50 0.00 0.50 1.50 0.00

37.88
14.30
11.66

=~ W

0.25 0.25 1.00 1.00 0.50
0.25 025 1.00 1.00 0.50
0.25 0.25 1.00 1.00 0.50

60.57
25.93
20.63

=~ W

1.00 0.00 1.00 2.00 0.00
1.00 0.00 1.00 2.00 0.00
1.00 0.00 1.00 2.00 0.00

=~ W

1.50 1.50 1.50 1.50 0.25
1.50 1.50 1.50 1.50 0.25
1.50 1.50 1.50 1.50 0.25 4

—_

4.17
2.40 3.48 2.04

Tabelle (A.4): Diese Tabelle zeigt die simulierten OC-ARL Werte der fiinf Kon-

w

trollkarten fiir verschiedene aufler Kontrolle geratene Prozesse, bei denen sich die
Kovarianzmatrix verandert hat bzw. sich auch der Erwartungswertvektor verschoben
hat. Die IC-ARLj aller Kontrollkarten betragt dabei 370 und die Dimension p der

Beobachtungen ist als 2 angenommen.
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