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1 Einleitung

Die vorliegende interdisziplindre Arbeit tragt den Titel ,,Asymptotische Eigenschaften eines
Minimum-Distanz-Schétzers fiir selbstanregende Punktprozesse” und vereint die Statistik
in den Ingenieurwissenschaften mit der Stochastik aus der mathematischen Doméne. In-
folgedessen liegt es nahe, die Motivation fiir die nachfolgend diskutierte mathematische
Theorie aus dem Anwendungskontext des Bauingenieurwesens zu beziehen.

Hierzu verweisen wir auf ein im Rahmen des SFB 823 (“Statistical modelling of nonlinear

dynamic processes”) an der Technischen Universitdt Dortmund durchgefiihrtes Belastungs-
experiment (siche Szugat u. a. 2016):

Abbildung 1: Fotografie des Versuchsaufbaus; siehe Szugat u. a. 2016

In diesem Versuch wurden fiinf Spannbetontriger (bezeichnet mit SB01 bis SB05)
zyklischen Belastungen im Bereich von 80 MPa bis 200 MPa ausgesetzt, siehe
Abbildung[l] Nachdem ein Initialriss im Spannbeton festgestellt werden konnte,
wurde im weiteren Verlauf des Experiments eine stetige Uberpriifung der Riss-
weite vorgenommen. Die dabei beobachteten sprunghaften Anstiege der Rissweite
konnten mit dem Bruch der im Spannbeton verbauten Spanndrahte in Verbindung
gebracht werden, siche Abbildung [2] Dies erméglichte es, den exakten Zeitpunkt
eines Drahtbruches anhand des beobachtbaren Risswachstums zu observieren.

Die Versuchsergebnisse werden in Abbildung [3] grafisch dargestellt, wobei die
Kennziffern TRO1 bis TR05 weitere Spannbetontridger aus einem ebenfalls an

der TU Dortmund durchgefithrten Experiment indizieren.

In der Praxis werden derartige Spannbetontriger, wie sie im oben dargelegten Versuch
verwendet wurden, beispielsweise zum Briickenbau verwendet. Konkret stammen die mit

TRO1 bis TRO5 bezeichneten Tréger aus einer im Jahre 2007 abgerissenen Briicke (siehe



wiederum Szugat u.a. [2016]). Da der Bruch sémtlicher im Beton verbauter Spanndréhte
mit dem Versagen des Bauwerks einhergeht, méchten wir eine moglichst prazise Vorhersage
der Drahtbriiche treffen.

Abbildung 2: Im Zuge der Belastung gebrochene Spanndréahte; sieche Miiller, Szugat und
Maurer

Zu diesem Zwecke betrachten wir den mit den Zeitpunkten der Drahtbriiche assoziierten
Zahlprozess und interpretieren folglich die in Abbildung[3] préasentierten Versuchsergebnisse

als Realisierungen unabhéangiger Zahlprozesse.
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Abbildung 3: Plot der Anzahl der gebrochenen Spanndréhte in Abhéngigkeit der Lastzy-
klen; siehe Szugat u.a.[2016

Wie wir insbesondere dem Pfad des mit dem Spannbetontrager SB05 assoziierten Zahlpro-



zesses entnehmen, folgen die Realisierungen einer selbstanregenden Dynamik, die mit der

heuristischen Interpretation konform geht:

Je mehr Spanndriahte brechen, desto mehr Last wird von den verbleibenden

Spanndrahten getragen, die somit wiederum zum schnelleren Brechen neigen.

Dies motiviert schlieflich die Einfiihrung der namensgebenden selbstanregenden Punkt-
oder Zdhlprozesse. Zur Vorhersage eines solchen Prozesses erweist sich der Kompensator
aus der Doob-Meyer-Zerlegung fiir nicht-negative Submartingale, den wir als Verallgemei-
nerung der kumulierten Intensitatsfunktion eines Zéhlprozesses kennenlernen, als geeignet.
Infolgedessen setzen wir zur Beschreibung des qualitativen Verhaltens eines selbstanregen-
den Z&hlprozesses ein semiparametrisches Modell fiir den zugehoérigen Kompensator an.
Sodann fiihren wir einen Minimum-Distanz-Schétzer fiir den Parameter des modellierten
Kompensators ein.

Den Kern dieser Arbeit bildet die Analyse der asymptotischen Eigenschaften dieses Para-

meterschéatzers:

Der Minimum-Distanz-Schéatzer ist stark konsistent und asymptotisch nor-
malverteilt (siehe Stute und Kopperschmidt [2013)).

Perspektivisch kann daher die Kenntnis der asymptotischen Verteilung des Schétzers utili-
siert werden, um ein approximatives Prognoseintervall fiir die Anzahl der Drahtbriiche zu

einem gegebenen Zeitpunkt anzugeben.

Die Arbeit besteht neben der Einleitung aus drei weiteren Kapiteln.

Das zweite Kapitel befasst sich mit den mathematischen Grundlagen dieser Arbeit und ist
in drei Abschnitte unterteilt:

e Zunichst behandeln wir die Theorie der stochastischen Prozesse und lernen insbesondere
die Doob-Meyer-Zerlegung fiir nicht-negative Submartingale und die selbstanregenden
Punkt- und Zahlprozesse kennen, die wir in ihrer allgemeinsten Form definieren wer-
den. Ferner betrachten wir eine Reduktion des obigen Experimentes und diskutieren
den Spezialfall des verschobenen Geburtsprozesses. Dieses Beispiel eines selbstanregen-
den Zéahlprozesses iiberspannt die gesamte Arbeit. Die Idee und die mathematische
Umsetzung derselbigen wurden vollstdndig vom Autor dieser Arbeit beigesteuert. Dies
ermoglicht es in besonderem Mafse, eine Briicke zwischen dem praktischen Kontext und

der mathematischen Theorie zu schlagen.

e Der zweite Abschnitt thematisiert die sogenannten U-Statistiken. Das zentrale Resultat
stellt eine Verallgemeinerung des starken Gesetzes der grofsen Zahlen dar, vermoge des-

sen wir die starke Konsistenz des Minimum-Distanz-Schétzers zeigen werden. Wir préa-



sentieren dem Leser nebst einem detaillierten Beweis eine Vielzahl technischer Grundla-

gen, zu denen auch das 0-1-Gesetz fiir permutierbare Mengen von Hewitt-Savage gehort.

e Der letzte Abschnitt befasst sich mit der Straffheit von Wahrscheinlichkeitsmafen tiber
dem Raum der stetigen Funktionen. Um die asymptotische Normalverteiltheit des
Minimum-Distanz-Schétzers nachzuweisen, greifen wir spéater auf das Straffheitskrite-
rium von Kolmogorov zuriick. Dieses in seiner gewdhnlichen Form lediglich im eindi-
mensionalen Fall giiltige Kriterium wurde vom Autor dieser Arbeit eigenstandig ins
Mehrdimensionale transferiert. Aufferdem wird im Anhang ein alternatives Kriterium
diskutiert.

Das dritte Kapitel ist dem Minimum-Distanz-Schdtzer gewidmet. Es stellt das zentrale
Kapitel dieser Arbeit dar:

Nach einer kurzen Diskussion der zugrunde liegenden Situation definieren wir den besagten
Schétzer, dessen asymptotische Eigenschaften nachfolgend im Vordergrund stehen.
Wiéhrend wir uns grob an der Vorlage aus dem Artikel Stute und Kopperschmidt 2013
zum Nachweis der starken Konsistenz und asymptotischen Normalverteiltheit orientieren,
nehmen wir zugleich eine kritische Haltung ein; wir begniigen uns nicht damit, die Be-
weise nachzuvollziehen, sondern fiigen sinnvolle Erweiterungen hinzu, modifizieren sich als
nicht hinreichend herausstellende Voraussetzungen und ergénzen fehlende Argumentati-
onsschritte bis hin zu vollstdndigen Beweisen.

Das Ergebnis ist eine umfangreiche, mathematisch fundierte Analyse des Minimum-Distanz-
Schétzers, in der auch technische Forderungen nicht unterschlagen werden. Gleichermafen
fiihren wir stets das zentrale Beispiel dieser Arbeit fort und zeigen die Praktikabilitat
der Modellierung mittels des im zweiten Kapitel thematisierten reinen verschobenen Ge-

burtsprozesses mit Abbruch.

Im vierten und letzten Kapitel schliefllich méchten wir einerseits retrospektiv die Kompli-
kationen der vorherigen Kapitel beleuchten, wahrend wir andererseits die weiterfiihrenden

Arbeitsschritte des Autors skizzieren.

Den Abschluss dieser Arbeit bildet der Anhang, der aufgrund der vom Autor eigensténdig
bewiesenen Resultate zur Abzdhlung eines mehrdimensionalen Gitters sowie dem Lipschitz-
Straffheitskriterium nicht ungesehen iibersprungen werden sollte. Hier finden sich auch die
im dritten Kapitel utilisierten Hilfssétze, die ebenfalls im Artikel Stute und Kopperschmidt

2013| formuliert werden.



2 Mathematische Grundlagen

Dieses Kapitel der vorliegenden Arbeit dient der Herstellung eines Konsens beziiglich der
mathematischen Vorkenntnisse. Aufferdem wird eine Vielzahl von Schreibweisen eingefiihrt,
die in den nachfolgenden Abschnitten iibernommen werden sollen. Dem kenntnisreichen
Leser sei es also nahegelegt, von einem unnotig detaillierten Studium der hier dargelegten
Definitionen und Resultate abzusehen und lediglich die verwendeten Notationen riickwir-

kend nachzuschlagen. Hierbei mag lediglich der verschobene Geburtsprozess aus den Unter-

abschnitten [2.1.3] und [2.1.4] eine Ausnahme darstellen, fungiert er doch als motivierendes

Beispiel eines selbstanregenden Punktprozesses.

Als hinreichend fiir das Versténdnis der zentralen Resultate spéterer Abschnitte werden
erweiterte Grundlagen aus der Maf- und Wahrscheinlichkeitstheorie sowie der Topologie
und Funktionalanalysis erachtet.

Um auch dem interessierten Leser mit weniger ausgepriagtem Fundus mathematischer
Grundlagen die Moglichkeit zu bieten, die komplexeren Beweisschritte im Laufe dieser
Arbeit nachzuvollziehen, soll auf den néchsten Seiten nichtsdestoweniger eine knappe Ein-
fithrung in die oben genannten mathematischen Felder erfolgen.

Da auf elementare Konzepte und Begrifflichkeiten wie o-Algebren, Zufallsvariablen, Wahr-
scheinlichkeitsmafle und &hnliches nicht eingegangen werden soll, sei an dieser Stelle auf
die ausfiihrlichen Lehrbiicher Bauer [1991] und Bauer 1992 verwiesen, sollte der Leser nach-

folgend auf ihm unbekannte Begriffe stofsen.

2.1 Grundlagen stochastischer Prozesse
2.1.1 Allgemeine stochastische Prozesse

Bevor wir uns im weiteren Verlauf dieses Abschnittes auch speziellen stochastischen Pro-
zessen wie den namensgebenden selbstanregenden Punktprozessen zuwenden, filhren wir

zunéchst allgemeine stochastische Prozesse ein.

Definition 2.1.1. (Stochastischer Prozess, siche Ethier und Kurtz|1986, S. 49)

Es bezeichne (€2, F, P) einen Wahrscheinlichkeitsraum und (E, £) einen Messraum.

Ein stochastischer Prozess X mit Indexmenge Z und Zustandsraum (E, ) iiber dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F, P) ist eine auf Z x Q definierte Funktion mit Werten in E der-
gestalt, dass fiir alle t € Z die Funktion

X(t,):Q—F
eine F-wertige Zufallsvariable ist, das heifst es gilt:

{weQ: X(t,w)e A} € F, firalle Ac€.



Héufig schreiben wir dann X = (Xi),;.

Als Indexmenge 7 werden wir beispielsweise die natiirlichen Zahlen N, ein kompaktes
Intervall I C R oder auch eine Teilmenge des d-dimensionalen Raumes R? fiir d € N
betrachten. Ist die Indexmenge eine Teilmenge der reellen Zahlen, so werden die Indizes
t € 7 haufig - aber nicht ausschlieflich - mit Zeitpunkten assoziiert. In diesem Falle spricht
man von einem stochastischen Prozess in diskreter Zeit, falls Z diskret ist (etwa Z = N),

beziehungsweise in stetiger Zeit, falls Z ein Kontinuum ist (etwa Z = [0, 1]).

Definition 2.1.2. (Messbarkeit und Stetigkeit eines Prozesses in stetiger Zeit,
siehe Ethier und Kurtz|1986, S. 50)

Es sei I C R ein Intervall und X = (X¢),; ein stochastischer Prozess in stetiger Zeit.
Der Prozess X heift dann messbar, falls X : I x Q — E als Abbildung (B(I) x F) - € -
messbar ist, wobei B(I) die Borel’sche o-Algebra tiber dem Intervall I bezeichneﬂ

Ferner heiftt X (linksseitig/rechtsseitig) stetig, falls fir fast alle w € Q der sogenannte Pfad
X (-,w) (linksseitig/rechtsseitig) stetig ist.

Bevor uns diese Eigenschaften im Rahmen der Martingaltheorie ab Unterabschnitt [2.1.5]
erneut gewahr werden, moéchten wir uns nun ganz speziellen stochastischen Prozessen zu-

wenden: Den Punkt- und Zdihlprozessen.

2.1.2 Punkt- und Zahlprozesse

Obgleich wir im Rahmen dieser Arbeit eine Vielzahl verschiedener stochastischer Prozesse
kennenlernen werden, liegt unser Hauptaugenmerk doch auf den Punkt- und Zédhlprozes-
sen, die wir in diesem Abschnitt einfiihren méchten. Wir werden eine zwischen Punkt- und
Zihlprozessen bestehende Dualitét erkennen; infolgedessen mag es den Leser nicht verwun-
dern, dass in der Fachliteratur hdufig nur der Begriff des Punktprozesses auftaucht, dem

wir in der nachfolgenden Definition Inhalt verleihen mochten.

Definition 2.1.3. (Punktprozess, vgl. Jacobsen 20006, S. 9)

Es sei tg € R. Ferner sei T' = (T},),,cy ein stochastischer Prozess mit Indexmenge N und
Zustandsraum ([tg, 00|, B([to, o0])) iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P).

Dann heifst T' ein Punktprozess, falls die nachfolgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) P({to<Th <Tr<...})=1,
(ii) P({nllg:oTn:w}) —1.

Ist die Bedingung (ii) nicht erfiillt, so heift T" ein Punktprozess mit Explosion.

! Messbarkeit kann analog beispielsweise fiir diskrete Indexmengen definiert werden.



Bemerkung 2.1.4.

Die Bedingungen (i) und (ii) aus der Definition eines Punktprozesses bedeuten, dass ein
Punktprozess T' = (1},),,c fast sicher eine monoton wachsende Folge von Zufallsvariablen
mit Grenzwert oo ist, wobei der Wert oo tatséchlich angenommen werden kann.

Anders als in Jacobsen 2006] fordern wir dabei in Definition 2.1.3] nicht zusétzlich:

(iii) P({T, < Thq1, T, <oo})=P({Thn <o0}), neN.

Diese Bedingung wiirde sicherstellen, dass die Folge der Zufallsvariablen streng monoton
wachsend ist, solange sie endlich ist.
Sowohl der Verzicht auf diese Bedingung, als auch der Begriff der Explosion aus Definition

[2.1.3] werden nachvollziehbar, sobald wir unseren Blick den Zdhlprozessen aus Definition

B.1.5] zuwenden.

Definition 2.1.5. (Zdhlprozess, vgl. Jacobsen [2006, S. 11)

Es sei tg € R und T ein Punktprozess geméfs Definition [2.1.3

Der mit T assoziierte Zdhlprozess ist der stochastische Prozess N = (N¢),,, mit Indexmen-
ge [to,00) und Zustandsraum (Ng, P(Np)) iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P),
der definiert ist durch

[e.9]
Ny = Z]I{Tngt} ,  t=to.
n=1

Fiir eine Menge A C 2 bezeichne dabei 14 die Indikatorfunktion oder Charakteristische
Funktion der Menge A, das heiftt die Abbildung

1, weAd,
0, wégA.

1g:Q2—{0,1} : wr— Ly(w) =

Aufserdem bezeichne P(Ng) die Potenzmenge von Np.

Ein mit einem Punktprozess T assoziierter Zahlprozess N ist also ein rechtsseitig stetiger,
stochastischer Prozess, der die Anzahl der Punkte in den Intervallen [ty, t] fiir ¢ > ¢y zdhlt.
Insbesondere ist ein solcher Zahlprozess fast sicher monoton wachsend.

Aus einem gegebenen Zéahlprozess N = (Nt)tzto lasst sich umgekehrt leicht der assoziierte

Punktprozess T' = (1},),,cy gewinnen, da fast sicher gilt (siche Jacobsen [2006, S. 12):
Tn = inf{t Z t() : Nt Z 7’L}

Insbesondere gilt schliefslich die angesprochene Dualitat zwischen Punkt- und Zahlprozes-
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sen, die durch die Aquivalenz
T, <t <<= N >n (2.1.1)

ausgedriickt werden kann.

Bemerkung 2.1.6.
Wir mochten die Bedingungen (i) bis (iii) aus Definition und Bemerkung im

Hinblick auf den assoziierten Zahlprozess interpretieren:

(i) Die erste Bedingung stellt sicher, dass der Zahlprozess fast sicher monoton wachsend

ist und dass Ny, = 0 gilt. Sie stellt aukerdem die Grundlage fiir die Dualitdt aus

@11) dar.

(ii) Die zweite Bedingung verhindert, dass N; = oo fiir ein ¢ € [tg, 00) ist. Der Begriff der
Ezplosion des Punktprozesses ist also dahingehend begriindet, dass der assoziierte

Zéhlprozess in endlicher Zeit den Wert oo erreicht.

(iii) Die dritte Bedingung schlieflich verhindert, dass Mehrfachspriinge auftreten konnen.
In der in Jacobsen [2006| vorliegenden Definition kann also zu jedem Zeitpunkt fast
sicher nur ein einfacher Sprung des assoziierten Zahlprozesses erfolgen, das heifst fiir
alle t > tg gilt fast sicher

Ny —lim N, € {0,1}.
STt

Um mit der Definition aus Snyder und Miller [1991] konform zu gehen, verzichten
wir auf diese Bedingung, obgleich wir zu Beginn des kommenden Abschnittes eine

vergleichbare Forderung stellen mochten.

Auf Grundlage der Dualitét aus (2.1.1) werden wir uns zukiinftig lediglich mit Zahlprozes-
sen auseinandersetzen. In diesem Sinne iiberrascht es nicht, dass wir spater auf die Defi-
nition eines selbstanregenden Zdihlprozesses anstelle eines selbstanregenden Punktprozesses
stoen werden. Die Definition findet sich am Ende von Abschnitt 2.1] im Unterabschnitt
und erfordert die Einfiihrung weiterer Konzepte, weswegen wir den Leser an dieser
Stelle zunéchst vertrosten mochten.

Der néchste Abschnitt sei nun einem speziellen Zahlprozess gewidmet, der als Motivation
fiir die nachfolgende Theorie der selbstanregenden Zihlprozesse dienen soll:

Dem wverschobenen Geburtsprozess.
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2.1.3 Spezialfall: Verschobener Geburtsprozess

Befasst man sich mit der Theorie der Zahlprozesse, so wird man unweigerlich mit dem wohl
bekanntesten Vertreter dieser Klasse stochastischer Prozesse konfrontiert, dem Poisson-
Prozess.

Nichtsdestoweniger werden wir erkennen, dass dieser Prozess aufgrund seiner inhérenten
Eigenschaften fiir die Beschreibung diverser Zusammenhénge etwa aus den Ingenieurwis-
senschaften ungeeignet erscheint.

Sodann lernen wir den verschobenen Geburtsprozess kennen, der uns durch seine selbstan-
regende Natur Zugang zu einem breiteren Spektrum der modellierbaren Zusammenhénge
verschafft. Dieser Gedankengang soll im nachfolgenden Beispiel ausfiihrlicher illustriert

werden.

Beispiel 2.1.7. (Homogener Poisson-Prozess € Lastumverteilung, vgl. Snyder und
Miller 1991, S. 41)

Es bezeichne N = (Nt)tZO einen Zahlprozess, der die nachfolgenden Bedingungen erfiille:

(i) Fiir 0 < s < t sind die Zuwédchse N; — N Poisson-verteilt mit Parameter A(t — s),

wobei A € (0,00) eine positive Konstante sei.

(ii) Der Zahlprozess hat unabhéngige Zuwéchse, das heifst fiir jede endliche Menge von
Zeitpunkten 0 =15 < t] < to < ... < {1, k € N, sind die Zuwéchse

Ni, — Nt 1<j<k

i=17
stochastisch unabhéngig.

Dann heiftt der Prozess N ein homogener Poisson-Prozess mit Parameter \.

Wir betrachten nun ein simplifiziertes Beispiel aus den Ingenieurwissenschaften, fiir dessen
Modellierung sich dieser Prozess als unzureichend erweist; die Motivation fiir dieses Bei-
spiel entstammt dem in der Einleitung vorgestellten Experiment.

Dazu werde in einem Belastungsexperiment ein Verbund von Drahtseilen zyklischen Belas-
tungen ausgesetzt. Die Zeitpunkte der Drahtbriicheﬂ bilden die Realisierung eines Punkt-
prozesses (17,),,c- Wir sind nun daran interessiert, die Anzahl der Drahtbriiche zu einem
gegebenen Zeitpunkt ¢ > 0 nach Beginn des Experiments vorherzusagen. Ein mogliche Her-
angehensweise ist nun der Ansatz eines Poisson-Modells fiir den assoziierten Zéahlprozess
N = (Nt)tZ():

Hierbei nehmen wir an, N sei ein homogener Poisson-Prozess mit unbekanntem Parameter

2In der Praxis wird zumeist nicht die Zeit, sondern die Anzahl der Lastzyklen gemessen. Des einfacheren
Verstandnisses halber werden wir nachfolgend dennoch von einer zeitlichen Komponente sprechen.
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Ao > 0. Diesen Parameter schétzen wir aus den beobachteten Daten (einige Verfahren hier-
fiir werden ausfiihrlich in Snyder und Miller 1991, Abschnitt 2.4, diskutiert); die Kenntnis
der Verteilung von N erlaubt uns dann das Aufstellen von Prognoseintervallen unter Be-
riicksichtigung der Unsicherheit beim Schétzen von A.

Die Naivitat dieses Vorgehens liegt in der Annahme, die mit den beobachteten Drahtbrii-
chen assoziierte Realisierung des Zéhlprozesses N entstamme einem Poisson-Prozess. Diese
Annahme ist in der Praxis kaum haltbar:

Der Parameter \ eines Poisson-Prozesses N kann im obigen Kontext als (einheitenloses)
Intensitdtsniveau der Belastung interpretiert werden, gilt doch bekanntermafen (siehe etwa
Snyder und Miller 1991} S. 43):

E[N] =X, t>0, (2.1.2)

das heifst die Anzahl der erwarteten Drahtbriiche zum Zeitpunkt ¢ nimmt mit wachsendem

A zu. Hierbei fallen uns sogleich zwei wesentliche Kritikpunkte ins Auge:

1. Obgleich die Anzahl der méglichen Drahtbriiche durch die Gesamtanzahl der Draht-
seile im Verbund beschrénkt ist, ist der Erwartungswert in Gleichung (2.1.2)) fiir

t — oo unbeschrankt.

2. Bricht ein Drahtseil aus dem Verbund, so wird die Gesamtlast auf die verbleibenden
Drahtseile umverteilt. Je mehr Drahtbriiche also erfolgen, desto mehr Belastung wird
auf die verbleibenden Drahtseile ausgeiibt, die somit erwartungsgeméfs schneller bre-
chen. Dieser Umstand wird in Gleichung nicht berticksichtigt und ist mit der

Annahme unabhdngiger Zuwdchse nicht vereinbar.

Das Phénomen, das im zweiten Kritikpunkt angesprochen wurde, bezeichnen wir suggestiv
als Lastumuvertetlung.

Wir méchten eine Klasse von Zéhlprozessen einfiihren, fiir die das Intensitdtsniveau A nicht
konstant ist, sondern von der Realisierung des Zahlprozesses selbst abhéngen darf, um die
Lastumverteilung modellieren zu kénnen. Heuristisch gesprochen ist ein solcher Zahlprozess
selbstanregend im Sinne des Wortlauts, da vergangene Spriinge das Auftreten weiterer

Spriinge beeinflussen kénnen. Der sogenannte verschobene Geburtsprozess aus Definition
geniigt dieser Interpretation.

Bevor wir jedoch den wverschobenen Geburtsprozess kennenlernen, bedarf es einer Definiti-
on, deren Notwendigkeit aus dem Verzicht auf die Bedingung (iii) in der Definition eines
Punktprozesses erwéchst (siche Bemerkung . Wie in Bemerkung erwahnt, er-
lauben wir definitorisch zunéchst Zahlprozesse mit Mehrfachspriingen. Nun jedoch fiithren
wir den Begriff des bedingt geordneten Zihlprozesses ein, der die Beachtung von Mehrfach-

spriingen obsolet macht.
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Definition 2.1.8. (Bedingt geordnete Zdhlprozesse, vgl. Snyder und Miller 1991,
S. 45)

Es sei tg € R, (IVi);>4, bezeichne einen Zihlprozess und o ({Ns : tg < s < t}) die von den
Zufallsvariablen { Ny : tg < s < t} erzeugte o-Algebra der Vergangenheit des Zihlprozesses.
Der Zéahlprozess (Nt)tZto heiflt dann bedingt geordnet zum Zeitpunkt t > tg, falls fiir alle
Ereignisse A € o ({Ns :t9g < s <t}) und € > 0 ein At = At (A4,¢e) > 0 existiert, so dass fiir
alle At < At gilt:

P({Nt+At — N > 1} | A) < EP({Nt+At — Ny = 1} |A) (213)

Ist die Bedingung aus Gleichung (2.1.3)) fiir jeden Zeitpunkt ¢ > to erfiillt, so heifit der
Zéhlprozess (Nt)tzto bedingt geordnet.

Ist ein Zahlprozess (Nt)tZto bedingt geordnet, so bedeutet dies anschaulich, dass gegeben
irgendein Ereignis A, das nur von der Vergangenheit des Prozesses abhéngt (z.B. dass Ng >
1 ist fiir ein tp < s < ¢, und dass der erste Sprung zum Zeitpunkt sy < s eingetreten ist),
die Wahrscheinlichkeit fiir mehr als einen Sprung in einem - hinreichend klein gewahlten
- Intervall ein beliebig kleiner Bruchteil der Wahrscheinlichkeit fiir genau einen Sprung in
diesem Intervall ist.

Qualitativ bedeutet dies, dass Spriinge nicht simultan auftreten, sondern gewissermafen
geordnet (s. Snyder und Miller 1991, S. 45).

Wir sind nun in der Lage, die Definition eines verschobenen Geburtsprozesses anzugeben.

Definition 2.1.9. (Verschobener Geburtsprozess € Intensititsfunktion, vgl. Sny-
der und Miller 1991}, S. 95)
Es sei wiederum tg € R. (Nt)tzto bezeichne einen Zéhlprozess, der die nachfolgenden An-

nahmen erfiille:
1. (Nt)>y, sei bedingt geordnet (siehe Definition [2.1.8).

2. Fir allet > tp und A € o ({Ns : to < s < t}) existiere der Grenzwert von
L P({N(t,t + At) = 1} | A) fiir At — 0, der nur von ¢ und N; abhinge und mit
A(t, Nt) bezeichnet werde. Fiir alle n € N sei die Funktion A, mit A, (t) = A(t,n)
beschrinkt und beziiglich ¢ fiir alle t° > ¢( iiber dem Intervall [to, to] integrierbar.

3. P({Ny, = n}) = don.

Dabei gelte N(s,t) = Ny — N, d;; bezeichne das Kronecker-Delta und wir vereinbaren die
Notation P, (t) = P ({N; = n}). Wir nennen einen Zihlprozess, der die obigen Bedingungen
erfiillt, einen verschobenen Geburtsprozess. Die Funktion A(t, Ny) bezeichnen wir fortan als

Intensitdtsfunktion.
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Bemerkung 2.1.10.

Um Verwirrung vorzubeugen, weisen wir an dieser Stelle auf zwei Aspekte gesondert hin:

1. Die Definition des verschobenen Geburtsprozesses aus Definition [2.1.9] stimmt nicht

mit der iiblichen Definition eines Geburtsprozesses iiberein, fiir den
P ({Ny, = n}) = d1n

anstelle der obigen dritten Bedingung gefordert wird. Dies ist durch den Umstand
motiviert, dass der Geburtsprozess der Namensgebung entsprechend das Wachstum
einer Population beschreibe, die jedoch in der Situation von Definition [2.1.9] gar nicht

existieren wiirde.

2. In der Definition der Intensitdtsfunktion A bedingen wir auf Ereignisse aus der o-
Algebra o({N; : tog < s < t}), weshalb \ bisweilen als bedingte Intensitdtsfunktion
bezeichnet wird. Dass A nicht von diesem konkreten Ereignis abhédngen soll und somit
unabhdngig von der Vergangenheit des Zahlprozesses N ist, geht ebenfalls mit der
Idee eines Geburtsprozesses konform:

Die Verédnderung einer Population hidngt nur von der aktuellen Population, nicht

jedoch ihrer Historie ab.

Wir kénnen den in Beispiel definierten homogenen Poisson-Prozess als Spezialfall ei-
nes verschobenen Geburtsprozesses auffassen:

Ist die Intensitdtsfunktion A des Zéhlprozesses (Ni);~,, aus Definition eine determi-
nistische Funktion der Zeit ¢ und héngt folglich nicht von der Realisierung von N ab, so
nennt man den Zahlprozess einen inhomogenen Poisson-Prozess (siehe Snyder und Mil-
ler |1991, S. 46). Ist A zudem auch beziiglich ¢ konstant, so erhélt man gerade den oben

eingefithrten homogenen Poisson-Prozess mit Parameter .

Beispiel (1. Fortsetzung)
Wie aus der zweiten Bedingung aus 2.1.9 und dem zweiten Punkt der Bemerkung [2.1.10]

ersichtlich wird, eignet sich ein verschobener Geburtsprozess anschaulich zur Modellierung
der Lastumverteilung. Dass wir zugleich auch das Problem des unbeschrinkten Erwartungs-
wertes, welches im gleichen Rahmen thematisiert wurde, beseitigen kénnen, werden wir in

der néchsten Fortsetzung des Beispiels erkennen.

Bevor wir uns genauer mit dem verschobenen Geburtsprozess auseinandersetzen werden,
formulieren wir zundchst ein Lemma, dessen Nutzen uns erst wihrend des Beweises des

nachfolgenden Satzes gewahr werden wird.
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Lemma 2.1.11.
Es sei (NVt)>, ein verschobener Geburtsprozess. Dann gilt fiir alle A € o (N @ tg < s <1):

Alitrilop({N(t,t +At) > 1}|A) =0. (2.1.4)

Beweisk
Da der Zahlprozess nach der ersten Bedingung aus Definition bedingt geordnet ist,
existiert zu e > 0 ein At = &(5) > 0 so, dass fiir alle At < At gilt:

P({N(t,t+ At) > 1}| A) = P({N(t,t + At) =1} | A) + P({N(t, t + At) > 1} | A)
< (1+¢e)P({N(t,t+ At) =1} | A) (2.1.5)

Nach der zweiten Bedingung aus Definition [2.1.9] ist nun die rechte Seite von Gleichung

(2.1.5) ein O(At) fiir At — 0. Damit folgt fiir At — 0 sofort die Behauptung. O

Unter Verwendung dieses Lemmas kénnen wir nun den nachfolgenden Satz fiir verscho-

bene Geburtsprozesse beweisen.

Satz 2.1.12.
Es sei (Nt);>,, ein verschobener Geburtsprozess. Dann erfiillt P,(t) = P ({N; = n}) fiir
alle n € N die Differentialgleichung

%Pn(t) = _An(t)Pn(t) + )‘n—l(t)Pn—l(t) )

(2.1.6)
P, (to) = don -

Die Gleichung bleibt auch fiir n = 0 giiltig, wenn wir A_; = 0 und P_; = 0 setzen.
Beweidl

Wir beachten zunéchst die Giiltigkeit der nachstehenden Gleichung unter Verwendung der
Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit:

P,(t+At) = P({Nyar =n}) = ZR:P({Nt =n—k N(tt+At) =k})

k=0
=P ({N(t,t + At) = 0}{ Ny = n}) P ({N; = n})
FPUNtE+A) = 1N, =n— 1) P({N, =n — 1}) (2.1.7)

+ znjp({zv(t,H At)=kKY{Ny=n— kD) PNy =n—k}) .
k=2

3Dieser Beweis wurde vom Autor dieser Arbeit selbst gefiihrt.
4Der Beweis geht im Wesentlichen zuriick auf Snyder und Miller, siche Snyder und Miller 1991}, S. 47fF.
wird dort jedoch nur fiir den Spezialfall, dass die Intensitidtsfunktion nicht von n abhingt, gezeigt.
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Dabei fallen im Falle n = 0 die letzten beiden und im Falle n = 1 der letzte Term weg.
Wir betrachten den Fall n > 2.

Im Hinblick auf Lemma [2.1.11] ist es uns fortan ohne Einschrankung moglich, auf Er-
eignisse aus o({N; : tg < s < t}) anstelle der groberen o-Algebra o({Ns : tg < s < t}) zu
bedingen, da ein Sprung zum Zeitpunkt ¢ mit Wahrscheinlichkeit 0 auftritt. Man beachte,
dass sich hierfiir das Zusammenwirken der ersten beiden Bedingungen aus der Definition
des verschobenen Geburtsprozesses als notwendig erweist.

Nun existiert folglich zu gegebenem ¢ > 0 ein At > 0, so dass fiir alle At < At und
k=0,1,...,n gilf}

PNt t+At) > {N, =n —k}) <eP Nt t+At) = 1}{N, =n—k}) . (2.1.8)

Die Definition der Intensitéatsfunktion A, (t) liefert fiir A¢ hinreichend klein bei erneuter

Beriicksichtigung der Aussage von Lemma [2.1.11 zuderrﬁ

ép Nt t + At) = 1}{N, = n}) — Ma(t)] <e. (2.1.9)

Unter Verwendung der Abschétzungen (2.1.8) und ([2.1.9) erhalten wir somit fiir den letzten

Term aus Gleichung (2.1.7)):

> PNt t+At) = k}{N, =n—k}) P({Ny =n — k})
k=2

=2
< siP({N(t,t—l—At) =1}{Ne=n—k})P({N; =n—k})
<e» At(M—p(t)+e)P({Ne=n—k})

<eA . 2.1.1
< eAt <k:0g1’§i<n2 A(t) + 6) ( 0)

Unter Beachtung der Gleichung

P({N(t,t+ At) = OH{N; =n}) =1 — P({N(t, t + At) = 1}|{N; = n})
— P({N(t,t + At) > 1}{N, =n}) ,

®Man wihle dazu fiir jedes k = 0,1, ...,n ein solches At und gehe anschliefend zum Minimum iiber.
®Man beachte, dass mit N; = n definitionsgemiR A(t, Ni) = A(t,n) = A, (t) gilt.
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erhalten wir ferner bei erneuter Verwendung der Gleichungen (2.1.8) und (2.1.9) fiir alle
n € Np:

P({N(t,t + At) = O}{Nt = n})
<1-P{N(t,t+At) = 1H{N; =n})
<1— AtOn(t) —e), (2.1.11)

P({N(t,t + At) = O}|{N, = n})
>1—(1+e)P({N(t,t + At) = 1}[{N, = n})
>1— (14e)At (Mn(t) +2) . (2.1.12)

Einsetzen der Ungleichungen ([2.1.9)) bis (2.1.11)) in (2.1.7)) liefert schlieflich fir n > 2:

L (P ({Nesar = n}) — PN, = n}))

At
+ A ()P ({Ne =n}) = A1 ()P ({Ne =n —1})
- 5 (P AN+ 20 = 0}l = nh) - )P (AN = )
+P({N(t,t+At) =1}{Ny=n—1}) P({Ny =n—1})

+Y PNt t+At) =k}{Ny=n—k}) P ({N,=n— k}))

k=2
+ M ()P ({Nt =n}) — A1 ()P ({Ne =n —1})
< 5 (= A0 = 9 PN =) + Bt e 2, (0) P (N =0 - 1)
vt (| mox () +2) ) 4 M(OP (N = 1) = AP ([N =1~ 1)

= (e =) P({N: = n}) + (e + Ana(t)) P({Ne = n — 1})

+e <k:0f1n?.)fn2 Ae(t) + 5) + M(OP ({Ny=n}) = A\t ()P ({N; = n — 1})

(P {Ne=n})+P{Ni=n—-1})+e+ ot )\k(t)>
(

2+€+k max )\k(t)), (2.1.13)

=&

<e

=0,1,....n—2
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Vollig analog dazu erhélt man mit Ungleichung (2.1.12]) anstelle von (2.1.11)):

i (P(INipar =) = P({N, = n})
AP [Ny = 1}) = A1 (OP ({Ne =0~ 1})
s (040t ) (] Ao 0P (28 = 1)

+ A ()P ({Ne =n}) = A1 ()P ({Ne =n — 1})
—e((I+e+ ()P ({Ne =n}) + P({Ne =n—1}))
—e(2+ e+ (1)) - (2.1.14)

Durch Kombination der Abschitzungen aus (2.1.13)) und (2.1.14]) erhalten wir damit;:

(P ((Niese = n}) = P (N = n}) + Aa®P ({Ny = n}) = Aa 1 ()P ({Ny = — 1))
€ <2+5+k=m?}f.n)\k(t)> . (2.1.15)

Aus der Beschrinktheit der A\; beziiglich ¢ und der Beliebigkeit von ¢ folgt somit die
Giiltigkeit der zu zeigenden Differentialgleichung fiir alle n > 2, da Gleichung fiir
alle At < At (also insbesondere fiir At — 0) gilt.

Die Abschéitzungen in (2.1.13) und (2.1.14) bleiben auch im Falle n = 1 giiltig (es fallt

lediglich die Summe weg, die zuvor gegen & i Or?ax 2)\k(t) +€> abgeschatzt wurde;
=U, L. n=

dieser Summand fehlt folglich in der Abschitzung), so dass die Differentialgleichung fiir
alle n € N gilt.
Fiir n = 0 schlieflich folgt die Behauptung bereits unmittelbar aus (2.1.11) und (2.1.12)

mit k = n:

i (P ({Nignat = 0}) — P ({N; = 0}))

+ Ao(t) P ({ Nt = 0})
< (e—=Xo(t) P({Nt =0}) + () P({N: =0}) <¢

1

x; (P ((Nesar = 0}) = P({N; = 0}))

> —(1+¢) (Mo(t) +) P({Ne = 0}) + Ao(t) P ({ Ny = 0})
> —e(l+e+ () P({N, =0})
> —c(l4+e+N(t)) -

Die Behauptung folgt dann wie zuvor leicht durch Kombination dieser Abschidtzungen.
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Die Anfangswerte letztlich folgen unmittelbar aus der Definition des verschobenen Ge-

burtsprozesses. Dies vervollstéindigt den Beweis. O

2.1.4 Spezialfall: Reiner verschobener Geburtsprozess mit Abbruch

Wir betrachten nun einen speziellen verschobenen Geburtsprozess, den wir nachfolgend

definieren mochten:

Definition 2.1.13. (Reiner verschobener Geburtsprozess mit Abbruch)
Es bezeichne N = (Nt>t2t0 einen verschobenen Geburtsprozess. Ferner betrachten wir die

nachfolgenden Bedingungen:

Zeithomogenitit: Die Intensitatsfunktion A, (f) ist nur eine Funktion von n = Ny

und héngt dariiber hinaus nicht von ¢ ab.
Abbruch: Der Zahlprozess N ist durch ein M € Ny beschrankt.

Erfillt NV die Bedingung der Zeithomogenitét, so nennen wir N einen reinen verschobenen
Geburtsprozess.
Ist ferner auch die zweite obige Bedingung erfiillt, so heifst N ein reiner verschobener

Geburtsprozess mit Abbruch bei M.

Um die Notation zu vereinfachen, sei fortan tg = 0 (den Fall ¢y # 0 erhélt man dann durch
eine einfache Verschiebung).
Betrachten wir einen reinen verschobenen Geburtsprozess mit Abbruch bei M, so gilt fir

die zugehorige Intensitétsfunktion, dass

An(t) = g(n) - ]l{n<M}

mit einer Funktion ¢ : Ng — R ist.

Beispiel (2. Fortsetzung)

Besteht der Drahtseilverbund aus M einzelnen Drahtseilen und bezeichne N wiederum
den mit den Zeitpunkten der Drahtbriiche assoziierten Zahlprozess, so ist N durch M
beschrénkt.

Fiir einen Zahlprozess aus der Klasse der reinen verschobenen Geburtsprozesse mit Abbruch
gilt tatsichlich P({N; = M +k}) = 0 fiir alle k£ € N, wie wir in Satz zeigen werden.
Derartige Zahlprozesse eignen sich folglich besser als ein homogener Poisson-Prozess, um

den Zusammenhang aus dem Belastungsexperiment zu beschreiben.

Mittels der Differentialgleichung fiir P, aus Satz ist es nun sogar moglich, die Vertei-

lung von N fiir alle £ > 0 zu bestimmen. Das Ergebnis fasst der néchste Satz zusammen.
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Satz 2.1.14.
Es sei (N¢),~ ein reiner verschobener Geburtsprozess mit Abbruch bei M € N. Ferner sei

die Intensitatsfunktion A, streng monoton steigend in n. Dann gilt:

k=0 | 7=0,
Jj#k
—1
M-1 1 M-1
. _ _ oAkt
Pur(t) = Ao Abfot kz_o " H(Aj M) (1 e )

Beweid'k

Wir zeigen fiir n = 0,1,..., M, dass die so definierten P, die Differentialgleichung
aus Satz erfiillen. Aus den Voraussetzungen folgt, dass A\; # \; fiir ¢ # j mit Wahr-
scheinlichkeit 1 gilt.

Fiir n = 0 liefert Differentiation und Einsetzen von ¢ = 0 sofort die Behauptung.

Fiir n = 1 erhalten wir mittels einer Nullergdnzung die Behauptung:

d d 1 1 d A
—P(t) = — |\ —Xot =)\t _ 0 —Xot _ . —Ait
alW=75 [ 0()\1—/\oe Mo dt |2 — Ao <e ¢ )

_ )\0 —A1t —dot\ __ )\0 — Aot —A1t —Aot —Aot
RB YD (Ale Aoe ) RDYEDW ()\1 ( e +e +e ) o€ )
ot AoAL ot —Ait
= hoe ot — 20 (e —e ) = —MPi(t) + NoBo(t) . (2.1.16)
A —No

Aus den Umformungen innerhalb der Gleichungskette (2.1.16) wird zudem unmittelbar
klar, dass P;(0) = 0 gilt.

Es sei also n € {2,...,M — 1}. Dann gilt erneut unter Berticksichtigung der Linearitét

des Differentialoperators %:

"Dieser Satz wurde vom Autor dieser Arbeit gefunden und bewiesen.
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=X A Y == ) [ [T = A e
k=0 j;%
J

k=0 Jj=0,
Jj#k
-1
n—1 | n—1
= —)\nPn(t) + Ao Aot Z H ()\j — /\k) e_Akt
k=0 j_;%
J

= —)\nPn(t) + )\nflpnfl(t) .

Es bleibt zu zeigen, dass zudem die Bedingung P,,(0) = 0 erfiillt ist.
Koénnen wir dazu zeigen, dass die nachfolgende Gleichheit gilt, so folgt dies bereit

Einsetzen von t = 0.

-1

s durch

n—1 n n—1
ST =2 | == 1] =M) (2.1.17)
k=0 | =0, §=0
J#k
Im Folgenden beweisen wir also Gleichung ((2.1.17]).
Dazu beobachten wir zunéchst, dass mit \; # A; fiir ¢ # j gilt:
n—1 n n—1
[T =2 = = [T =)
k=0 | 3=0, j=0
£k
n—1n—1
Aj — An
— J =1
o =0, N T Ak
#k
n—1n—1
Ai— A
— -1+ I = 0. (2.1.18)
k=0 ]]:! Aj = Ak
£k

Motiviert durch Gleichung (2.1.18) definieren wir das Polynom Q(z), indem wir A,

durch



x ersetzen:

Offensichtlich betrégt der Grad von () maximal n—1, da in jedem Summanden ein Produkt
von n — 1 Linearfaktoren vorliegt. Andererseits iiberzeugt man sich leicht, dass Q()\;) = 0
fir i =0,1,...,n—1 gilt:

o Ist k#1, soist

H ANj— AN

A=A 0,
J#k

da schliefslich fiir j = [ der Faktor 0 auftritt.

e Ist hingegen k=l, so folgt

n—1 n—1
My =10=
j=0, >\j o )\k Jj=0,
J#k J#k

e Insgesamt erhélt man folglich:

Da @ somit mindestens n Nullstellen aufweist, muss nach dem Fundamentalsatz der Alge-

bra bereits () = 0 gelten. Mit (2.1.18) folgt ergo die Giiltigkeit von Gleichung (2.1.17]) und
deshalb P,(0) =0firn=2,...,M — 1.

Abschliefsend betrachten wir noch den Fall n = M; die Falle n = M + k fir k € N
sind dann trivial.

Py(0) = 0 ist offensichtlich erfiillt. Differentiation nach t liefert wegen Ay; = 0 erneut:

-1

d —Apt
EPM()—)\()'...')\M,l H()\]—)\k) e "k
k=0 Jj=0,
ik
= A1 Py—1(t) = =ArPuy(t) + Anv—1Ppr—1 (1)
Dies vervollstindigt den Beweis von Satz[2.1.14 U
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Bemerkung 2.1.15.

1. In Satz[2.1.14 wird gefordert, dass die Intensitatsfunktion \,, streng monoton steigend

in n ist. Der Beweis des Satzes zeigt, dass wir tatsdchlich nur fordern miissen, dass
A # /\j flir ¢ # j gilt.

2. Das Resultat aus Satz zeigt insbesondere, dass die Verteilung von N; fiir ein
festes t > 0 vollstdndig durch die Intensitétsfunktion A, charakterisiert werden kann.
Infolgedessen erscheint es natiirlich, die Modellierung eines solchen Zahlprozesses auf

Ebene der Intensitatsfunktion vorzunehmen.

3. Da das M € N aus Satz [2.1.14] prinzipiell beliebig gewihlt werden kann, liefert Satz
2.1.14)auch die Verteilung fiir Ny im Falle eines reinen verschobenen Geburtsprozesses
ohne Abbruch.

Unter Verwendung von Satz[2.1.14 kénnen wir zudem den gewohnlichen homogenen Poisson-
Prozess gewissermafsen als Grenzfall eines reinen verschobenen Geburtsprozesses auffassen.

Diese Aussage soll im nachfolgenden Satz formuliert werden.

Satz 2.1.16.
(h)

Es sei (Nt(h)> ein reiner verschobener Geburtsprozess, der die Intensitatsfunktion A;,” =
>0

Ao+ nh fiir ein A\g > 0 aufweist. Dann konvergiert die Verteilung von Nt(h) fiir h — 0 gegen

eine Poisson-Verteilung mit Parameter \gt.

Beweisk:
Wir bemerken zunéchst, dass folgende Identitdt gilt:

§ R G Vi
W= =ne—mr =00 (2.1.19)

ik

Dies sieht man wie folgt ein:

e Fir k = 0 ist die Behauptung unmittelbar klar, da gilt:

3

e Fiir k = n folgt die Behauptung wie fiir £ = 0, indem jeder Faktor mit —1 multipli-

ziert wird:

—1
) PRI |
1L _n L1y 5 n....c1
J=0, j=0
J#n
8Dieser Satz wurde vom Autor dieser Arbeit gefunden und bewiesen.
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e Fir k=1,...,n — 1 kombinieren wir die obigen Ansétze und erhalten:

n

- = .
]k],l;I M == =

j=kt1d T

H::

oS
Eal

Setzen wir nun die obige Intensitdtsfunktion in die Darstellung der P, fiir n > 1 aus Satz
2.1.14] ein, so erhalten wir mit Gleichung (2.1.19) und der verallgemeinerten binomischen
Formel:

n n

P ({Nt(h) — n}) =AoMo+h)...- Mo+ (n—1)h)) Z H (j—lk‘)h o~ (Rotkh)t
k=0 | 5=0,
Jj#k

— ( no O(h)) i (_l)k ie—()\o—i-kh)t
0 kl(n — k) hn

_(_1)n(>‘8+0 —Xot n k€ —hht
a n! i Z h"

Aotz<><‘“>’“<;>”

_ D" QF+O(R) <e—h_1>

n!

_ =D 6+ O(h))ef)\ot <de/\t
dA

n!

_ (_1)n (AS'—i_ O(h))ef)\ot (—t + O(h))n

_ (_1)n (>‘6L + O(h’))e—)\ot ((_t)n + O(h))

+ (’)(h))n

A=0

n!
— ()\Of) e—Aot+O(h)
n:
— @e—m (h —0) . (2.1.20)
mn.

Gleichung (|2.1.20f) kénnen wir nun entnehmen, dass die Verteilung von Ny = limy,_,q Nt(h)
fiir t > ty gerade die Poisson-Verteilung mit Parameter Aot ist, und dies zeigt die Behaup-
tung. ]
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Wir mochten fortan die sogenannte kumulierte Intensitdtsfunktion, die im Falle eines ver-

schobenen Geburtsprozesses durch

At) = /)\Ns(s) ds (2.1.21)
0

gegeben ist, betrachten. Wir werden erkennen, dass sie wesentliche Informationen iiber
den zugehorigen Zahlprozesses beinhaltet und im Rahmen der sogenannten Doob-Meyer-
Zerlequng fiir nicht-negative Submartingale eine Verallgemeinerung kennenlernen.

Speziell interessiert uns nun der Erwartungswert der kumulierten Intensitatsfunktion und
damit auch von N; fiir t > 0, wie wir spéter sehen werden. Unter Verwendung eines Fubini-
Arguments stellen wir dabei fest (vgl. auch Snyder und Miller 1991, S. 332):

BIAW] = [ EDw (] ds= [ 30 PUN = n}) i (s)ds

n€eNp

= Z/OPn(s))\n(s)ds. (2.1.22)

n€eNy

Die Giiltigkeit von Gleichung ([2.1.22)) wird klar, wenn wir den Ausdruck fiir einen reinen
verschobenen Geburtsprozess und Abbruch bei M € N betrachten. In diesem Falle erhalten
wir wegen Apsyp = 0 fiir k > 0:

M-1 t
E[A(t)] = n; An/o P,(s)ds. (2.1.23)

Unter Verwendung von Satz [2.1.14] konnen wir folglich aus (2.1.23)) eine explizite Darstel-
lung von E [A(t)] gewinnen. Diese wird in Satz formuliert.

Satz 2.1.17.
Es sei erneut (Vi) ein reiner verschobener Geburtsprozess mit Abbruch bei M € N

dergestalt, dass Satz giltig ist.
Die Koeffizienten b,in), ¢k, ¢ und 7, seien wie folgt deﬁniertﬂ

-1
n

0= [Iv-2)| . n=1...M-1, k=01,....n,
T
Wn:)\o'...')\n, n:O,...,M,

9Dies wird motiviert durch Satz[2.1.14 und den Beweis dieses Satzes.
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M-1 nb](gn)
ck‘—z >\k; ) kzlu 7M_17
n=k
co = 1+ n
n=1 AO

Dann gilt fiir den Erwartungswert der kumulierten Intensitatsfunktion:

Ck (1 — e_’\’“t) .

k=0

M—

—_

Beweid
Mit den Notationen aus Satz [2.1.17] erhdlt man unter Verwendung von Satz mittels

einfacher Integration der einzelnen Summanden die nachfolgende Gleichungskette:

ZA / ds—)\o/ ’\Osds—i—iﬂanén)/te_)‘ksds
0 n=1 k=0 0
_ (1 B e_)\Ot) ) M-1 i 7Tnbl(€") (1 B e_>\kt> ] (2.1.24)
"o M

Umsortieren der Terme aus ([2.1.24]) liefert dann unmittelbar die retrospektive Begriindung

fiir die Definition der Koeffizienten cg, da somit gilt:

M-1

EAD] =Y A /Otp ch (1 —e_)"“t) .

k=0

Dies beweist die Darstellung des Erwartungswertes der kumulierten Intensitdtsfunktion. [J

Beispiel (3. Fortsetzung)
Wir nehmen nun an, dass der mit den Drahtbriichen assoziierte Zahlprozess N = (Nt)t20

ein reiner Geburtsprozess mit Abbruch bei M € N ist, dessen Intensitatsfunktion A, der

parametrischen Familie
M

entstammt. Es existiert folglich eine Konstante 9y > 0, so dass gilt:

M
A(Ny) = ﬁoﬂﬂ{Nt<M} :

ODjeser Satz wurde vom Autor dieser Arbeit gefunden und bewiesen.
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& Legende
o — 9=05M=20
S 9=1, M=20
o — 9=2, M=20
g — 9=05M=10
E 9=1, M=10
R ; 9=-2, M=10
o — /
o — :
T | T T | T
0 5 10 15 20 25
t

Abbildung 4: Plot der Erwartungswerte der kumulierten Intensitatsfunktion E [A(t)] fiir
verschiedene ¢ > 0 und M € N. Diese Grafik wurde mit der statistischen
Software R erstellt, siehe R Core Team 2015,

Der Parameter ¥y kann als Grundintensitdt der Belastung interpretiert werden, die auf je-
des Drahtseil wirkt. Die Familie von Intensitatsfunktionen ist dabei so konstruiert, dass sich
die Gesamtintensitit 99M jederzeit gleichméafbig auf die intakten Drahtseile verteilt; mit
jedem Drahtbruch steigt ergo die Belastung auf die verbleibenden Drahtseile, bis schliefslich
der gesamte Verbund gebrochen ist.

Um einen anschaulichen Zugang zum Resultat von Satz zu gewahrleisten, mochten
wir E[A(t)] = E[V¢] (wir zeigen diese Identitét formal in Satz als Funktion der
Variable t fiir verschiedene 9 und M betrachten. Fiir ausgewédhlte Werte finden sich Plots
dieser Funktion in Abbildung [

Die genauere Betrachtung von Abbildung [4| legt nahe, dass sich die Funktion E [A(t)]
asymptotisch der Geraden y = M annéhert. Dies ist vertraglich mit der heuristischen
Interpretation, dass der Abbruch beim M-ten Sprung auftritt, insbesondere kann folglich
auch kein weiterer Sprung mehr erwartet werden.

Diesen Sachverhalt méchten wir mathematisch nachweisen. Das Ergebnis halten wir im

nachsten Satz fest.

Satz 2.1.18.
Es sei erneut die Situation aus Satz [2.1.17] gegeben. Dann gilt:

lim E[A(t)] = M .

t—o00
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Beweiﬂ

Wir bemerken zunéchst, dass fiir jedes A > 0 gilt:

lim (1-e7) =1,
t—o0
Gemif Gleichung ([2.1.24]) geniigt es also zu zeigen, dass folgende Identitét gilt:

M-1 n b(n

1+ZZ M (2.1.25)

n=1 k=0

Die Giiltigkeit von Gleichung (2.1.25)) folgt dann unmittelbar aus der folgenden Behaup-
tung:

Sk Ly =1 M1 (2.1.26)
Ak

n b(n) n—1 Ay (n
Y = Ann b,gn>+zrb;>
k=0 k=0 “F k=0 "k
n—1 (n) n—1 An (n)
=X A = Y b +Z/\—bk
k=0 k=0
n—1
An — Ak (n)
= X0 Anoi [Z " b
=0
n—1 ;(n—1) n—1 (n—1)
bk anlbk
= _ = —_—r 2.1.2
PYRIRRD Wi Ak > N (2.1.27)
k=0 k=0
Auflerdem gilt offensichtlich:
1 1
by, (1) m_ M Ao
= A\b Aoby =1. 2.1.28
Z Ak o+ Y /\0+>\0—)\1 ( )

k=0

Kombination von (2.1.27)) und (2.1.28)) liefert den Beweis fiir die Behauptung aus (2.1.26]).

Das wiederum vollendet den Beweis. OJ

HDjeser Satz wurde vom Autor dieser Arbeit gefunden und bewiesen.
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Wie bereits im Vorfeld von Gleichung ([2.1.22)) angekiindigt, gilt in der vorliegenden Situa-
tion fur alle ¢ > 0 die Identitét
E[A()] = E[N] -

Dies folgt einerseits aus einem Resultat, das wir im Kontext der Doob-Meyer-Zerlegung fiir
nicht-negative Submartingale formulieren méchten, kann andererseits jedoch auch explizit
gezeigt werden.

Der Beweis der obigen Identitdt im Falle eines reinen verschobenen Geburtsprozesses mit
Abbruch, die Gegenstand des nachfolgenden Satzes ist, kann elementar unter Verwendung
von Satz[2.1.14) gefiihrt werden, ein deutlich eleganterer Beweis basiert jedoch auf der Diffe-
rentialgleichung aus Satz[2.1.12] Wir mochten es dem Leser iiberlassen, die Formel aus Satz
ein weiteres mal herzuleiten, und zeigen daher hier die alternative Herangehensweise.

Satz 2.1.19.
Es sei (/Vi)y>( ein reiner verschobener Geburtsprozess mit Abbruch bei M € N dergestalt,
dass Satz [2.1.14) giiltig ist . Dann gilt fir alle ¢ > 0 die Identitét

E[A()] =E[N)] . (2.1.29)

Beweid%t
Aufgrund von Satz [2.1.14] gilt Pps1x(t) = 0 fiir alle ¢ > 0 und k& € N. Wir erhalten folglich
fir t > 0:

M
E [N, =) nPu(t). (2.1.30)
n=1

Andererseits liefert uns Gleichung (2.1.23)):

M-1 .
B [A()] = ;} /0 An(8)P(s) ds (2.1.31)

Wir erinnern die Differentialgleichung (2.1.6)) aus Satz [2.1.12{ und setzen die Identitét

M($)Pa(s) = T Paia (1)

o () Para(s). (2.1.32)

die fiir alle n € Ny giiltig ist, in Gleichung (2.1.31)) ein. Sodann erhalten wir unter Ver-

wendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung wegen P, (0) = 0 fir alle
neN:

2Dieser Beweis wurde vom Autor dieser Arbeit selbst gefiihrt.
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M-1 ¢ M-1 d
B [A(Y)] = ; /0 M (5)Po(s) ds = ; /0 S Pt )]+ dnsa(9)Pasa(s) ds
M t M M
_nzl {Pn(t)—Pn(O)-i-/o /\n(s)Pn(s)ds] —;Pn(t)—i—nz:l/o An(5)Pa(s)ds .

(2.1.33)

Setzen wir nun wiederum die Identitdt aus (2.1.32)) fiir den Integranden aus (2.1.33) ein,

so liefert sukzessives Wiederholen dieses Verfahrens wegen Ppri1 = 0 schlieflich:

M M oy
EAD] =Y Pul)+ > [ Alo)Pals)ds
n=1 n=1"0

M M+1 ‘
=D Balt)+ ) [Pn@) —Pn<0)+/ An(s)Pn(s)ds}
n=1 n=2 0

M M M t
SOILIORSD STACED S APMETABEE
n=1 n=2 n=2 0

M M M
=...=> Y Pi(t)=) nPu(t),
n=1

k=1n=~k

und dies ist gerade die Darstellung des Erwartungswertes von Ny aus Gleichung ((2.1.30]). O

Bemerkung 2.1.20.

e Der Beweis zeigt insbesondere, dass die Aussage von Satz giiltig bleibt, wenn

die Intensitatsfunktion A, (¢) nicht zeithomogen ist.

e In Satz [2.1.19 haben wir explizit gezeigt, dass sich der Erwartungswert eines reinen
verschobenen Geburtsprozesses mit Abbruch zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ > 0
iiber die kumulierte Intensitatsfunktion ermitteln lésst. Dies fithrt zu der Idee, dass
die kumulierte Intensitdtsfunktion das qualitative Verhalten des Z&hlprozesses wider-
spiegelt. Auf Grundlage dieser Erkenntnis werden wir spéter einen Schétzer fiir die
Verallgemeinerung dieser Funktion einfiihren:

Dem Kompensator aus der Doob-Meyer-Zerlegung fiir nicht-negative Submartingale,
den wir im Unterabschnitt kennenlernen.
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2.1.5 Filtrationen und Martingale

In den néchsten Unterabschnitten prasentieren wir nebst grundlegender Definitionen ein
iiberschaubares Potpourri wichtiger Resultate aus der Martingaltheorie. Hiermit wird es
uns schlussendlich in Unterabschnitt 2.1.8 moglich sein, die in der vorliegenden Arbeit an-
gewandte Definition eines selbstanregenden Zdihlprozesses anzugeben.

Die zentralen Siitze aus den Unterabschnitten [2.1.6] und 2.1.7, wie etwa die Doob-Meyer-

Zerlegqung fiir nicht-negative Submartingale und die Ito-Isometrie fiir quadratisch integrier-

bare Martingale, werden in Grundlagenvorlesungen zur Wahrscheinlichkeitstheorie behan-
delt und sollen hier deshalb ohne Beweis angegeben werden. Fiir den interessierten Leser
findet sich dabei stets eine Literaturangabe, um die mitunter technisch anspruchsvollen

Beweise im Selbststudium nachzuvollziehen.

Bevor wir den Begriff des Martingals definieren kénnen, miissen wir zunéchst sogenannte
Filtrationen einer o-Algebra einfithren. Anschlieffend lernen wir filtrierte Wahrscheinlich-
keitsraume, adaptierte stochastische Prozesse und die kanonische Filtration eines Prozesses

kennen.

Definition 2.1.21. (Filtrationen € adaptierte Prozesse, siche Ethier und Kurtz 1986,
S. 50 und Bauer 1991, S. 138)
Es sei F eine o-Algebra und die Indexmenge Z eine Teilmenge der reellen Zahlen.

Eine Filtration der o-Algebra F ist eine Menge {F; }te7 von Unter-o-Algebren von F mit
Fs C Fp, fiuralles,teZ mits<t.

Ist (Q2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {F; };e7 eine Filtration der o-Algebra F, so
heift (Q, F,{Fi}iez, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.

Ein messbarer stochastischer Prozess X mit Indexmenge 7 iiber dem filtrierten Wahrschein-
lichkeitsraum (2, F, {F; }iez, P) heift adaptiert beziiglich der Filtration {F;}iez, falls X}
F; - messbar fiir alle t € T ist?]

Die kanonische Filtration des stochastischen Prozesses X ist definiert durch
ftX:O'({XS : sGI,sSt}) , ter,

und ist die grobste Filtration, beziiglich welcher der Prozess X adaptiert ist.

13Wie in Jacobsen [2006], S. 302 bemerkt wird, ist ein rechtsseitig stetiger Prozess X = (Xt), ez dergestalt,
dass X, fiir alle t € Z F; - messbar ist, automatisch messbar. Insbesondere muss also fiir einen
Zahlprozess keine Messbarkeitsannahme getroffen werden.
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Ist X adaptiert beziiglich einer Filtration {F;}e7, so gilt folglich
FXcF, tel.

Wir verwenden bisweilen die suggestive Bezeichnung eines filtrierten Prozesses fiir das
Tupel (Xi, Ft),c7, die ihre Bewandtnis insbesondere mit der Definition eines Martingals
hat.

Obgleich wir den Begriff der Filtration erst jetzt in Gebrauch nehmen, sind wir in Abschnitt
bereits einer Filtration begegnet:

Die in den Definitionen und betrachte Filtration {F;}i>¢, mit

Fi=0({Ns:tg<s<t}), t>to,

die auch als Historie des Zihlprozesses N bezeichnet wird (siehe Daley und Vere-Jones
2003, S. 424). So verwundert es also nicht, dass mit einer Filtration {F;}icz héufig die
zum Zeitpunkt t verfiigbare Information assoziiert wird, wobei dieser Zusammenhang rein
heuristisch anmutet.

Wir méchten nun den Begriff des vorhersagbaren Prozesses beleuchten. Vorhersagbare Pro-
zesse besitzen fiir uns keine inhaltliche Relevanz iiber die mit ihnen verkniipften Resultate
dieses Abschnitts hinaus, weshalb sich der geniigsame Leser mit der blofen Kenntnis des

Begriffes, der hier der Vollstdandigkeit halber nicht fehlen soll, begniigen mag.

Definition 2.1.22. (Vorhersagbare Prozesse, siche Kuo 2006, S. 79 sowie Daley und
Vere-Jones 2003] S. 425)

Es sei I C R ein Intervall und (2, F, {F;}ier, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.
Ferner bezeichne IL die Menge aller stochastischen Prozesse X mit Indexmenge I, die
linksseitig stetig und adaptiert beziiglich der Filtration {F;}icr sind.

Dann heifft die von IL erzeugte o-Algebra o(IL) die vorhersagbare o-Algebra und ist eine
Sub-o-Algebra von B(I) x F.

Ein stochastischer Prozess heifst dann vorhersagbar beztiglich {F;}ier, wenn er o(LL) - £ -

messbar ist.

Definitionsgeméfs ist der archetypische vorhersagbare Prozess linksseitig stetig, und dies
motiviert auch die Bezeichnung der Vorhersagbarkeit:

Fiir einen linksseitig stetigen stochastischen Prozess wird der Wert zum Zeitpunkt ¢ durch
die zu vorherigen Zeitpunkten gegebenen Informationen bestimmt. Dass sich diese Aussage
fiir vorhersagbare Prozesse iibertragen lasst, zeigt das nachfolgende Lemma, das wir ohne

Beweis angeben mochten.
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Lemma 2.1.23. (siche Daley und Vere-Jones 2003, S. 425)
In der Situation aus Definition [2.1.22| definieren wir die Filtration {F, }ier durch

Fro = Fio und Fr=\JR, firtel\{t}, mitty=infl.

sel
s<t

Dann ist jeder bezliglich {F;}1er vorhersagbare Prozess adaptiert beziiglich {F; }ier.

Beweis: Ein Beweis findet sich ebenfalls in Daley und Vere-Jones 2003/ g

Die Aussage von Lemma geht nun konform mit der heuristischen Interpretation
einer Filtration als Ansammlung von Informationen:

Waéhrend wir fiir einen adaptierten Prozess zumindest bei Vorhandensein aller Informa-
tionen bis inklusive dem Zeitpunkt ¢ den Wert des Prozesses zum Zeitpunkt ¢ kennen,
bendtigen wir fiir einen vorhersagbaren Prozess nur Kenntnis iiber die Vergangenheit des

Prozesses.

Wir méchten nun den Begriff der Vorhersagbarkeit beiseite schieben und uns der zentralen

Definition dieses Abschnittes zuwenden: den Martingalen.

Definition 2.1.24. (Martingale in diskreter und stetiger Zeit, siehe Bauer 1991
S. 138)

Es sei Z = N oder Z = [ fiir ein Intervall I C R und (2, F, {F; }1ez, P) ein filtrierter Wahr-
scheinlichkeitsraum. Ferner sei X = (X;),.7 ein adaptierter stochastischer Prozess. Dann
heifit der filtrierte Prozess (X, F3),c7 ein Martingal, falls die nachfolgenden Bedingungen
erfiillt sind:

(i) Fiir jedes t € T ist Xy integrierbar, d.h. es ist E | X;| < oo fiir alle t € Z.
(ii) Es gilt fast sicher E (X;|F,) = X fir alle s,¢t € Z mit s < ¢.

Gilt Bedingung (ii) mit > bzw. < anstelle von =, so heift X ein Supermartingal bzw.

Submartingal.

Wir folgern hieraus leicht ein Resultat fiir Zahlprozesse, das uns spéter die Anwendung der

Doob-Meyer-Zerlegung fiir nicht-negative Submartingale erlaubt.

Lemma 2.1.25. (Zdhlprozesse als nicht-negative Submartingale)
Es sei N = (IVi);>, ein adaptierter Zéhlprozess iiber dem filtrierten Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, F, {F: }i>ty, P). Ist Ny fiir alle ¢ > to integrierbar, so ist (Nt Ft) >y, ein nicht-

negatives Submartingal.
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Beweid %
Nach Konstruktion - man erinnere Definition [2.1.5] - ist Ny > 0 fiir alle t > t3. Ebenfalls
nach Konstruktion gilt fast sicher Ny > N flir t > s > 3. Aus der Monotonie des bedingten

Erwartungswertes folgern wir schlieflich
E (N¢|Fs) > E (Ns|Fs) = Ns  fast sicher, fir ¢t > s > ¢,

da N, nach Voraussetzung F, - messbar ist. Somit gilt die Bedingung (ii) aus Definiti-
on [2.1.24] Da die Bedingung (i) aus Definition [2.1.24] nach Voraussetzung erfiillt ist, ist

(Nt Fit)y>y, €in nicht-negatives Submartingal. O

Beispiel (4. Fortsetzung)

Ein reiner Geburtsprozess mit Abbruch ist stets ein nicht-negatives Submartingal beziiglich
der kanonischen Filtration, da die Beschriankung des Zahlprozesses durch ein M € N die

Integrierbarkeit impliziert.

Wir sind nun nahezu in der Lage, die Doob-Meyer-Zerleqgung fiir nicht-negative Submartin-

gale zu formulieren.

2.1.6 Doob-Meyer-Zerlegung fiir nicht-negative Submartingale

Das nachfolgend diskutierte Resultat stellt einen Speziallfall der allgemeineren Doob-Meyer-
Zerlegung dar. Die im Rahmen dieses Theorems betrachtete Filtration muss jedoch die b-
lichen Bedingungen (engl. “usual conditions”) erfiillen, die wie folgt lauten (siche Jacobsen
2006, S. 301):

Es sei t9p € R. Ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, {F; }i>4,, P) er-
fillt die dblichen Bedingungen, falls die nachfolgenden Bedingungen erfiillt

sind:

(i) Der Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) ist vollstindig:
Ist Ay € F eine P-Nullmenge, d.h. es ist P(Ap) = 0, so gilt fiir jede
Teilmenge A C Ag bereits A € F.

(ii) Es gelte N' C Fy,, wobei N/ die Menge der P-Nullmengen sei, d.h.
N={AeF:PA)=0}.
(iii) Die Filtration {F:}i>t, ist rechisseitig stetig, d.h. es gilt

Fio=F"=(F, firallet>t.

s>t

MDijeser leichte Beweis wurde vom Autor dieser Arbeit selbst gefiihrt.
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Haufig wird bereits vorab angenommen, dass die iiblichen Bedingungen stets erfiillt seien
(vgl. etwa Protter 2005, S. 3). Wenn wir die kanonische Filtration eines Zahlprozesses be-
trachten, so ist hingegen nicht unmittelbar klar, ob dies ohne Einschriankung moglich ist.

Die nachfolgenden Lemmata liefern jedoch eine positive Antwort auf diese Frage.

Lemma 2.1.26. (Vervollstindigung eines Wahrscheinlichkeitsraumes, siche Ja-
cobsen [2006, S. 301)
Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann existiert ein vollstandiger Wahrschein-

lichkeitsraum (Q,?, ﬁ) mit F C F und
P(A) = P(A), fiiralle Ac F.

BeweisF_gl:

Wir definieren die Menge
N={AcCQ:3A; e F mit P(A4)) =0und A C Ap},

und setzen sodann

F={FUN :FcF, NcN}. (2.1.34)

Das Mengensystem F ist eine o-Algebra; wir zeigen hier nur die Stabilitit von F unter

der Komplementbildung, da die verbleibenden Eigenschaften trivial sind:

Es seien also F' € F und N € N. Dann existiert nach Konstruktion ein
Ny € F mit N C Ny und wir definieren N = No\ N € N. Damit gilt:

(FUN) = (Fu(NO\N))C:FCm(NO\N)C
:FCO<N§UN):(FUNO)CU(FCDN> e F,
da FFU Ny € F gilt und F¢N N C Ny ein Element von N ist.

Auf F definieren wir das Wahrscheinlichkeitsmaf P via

P(FUN)=P(F), firFeF,NeN. (2.1.35)

Nach Konstruktion ist zudem (Q,?, P) ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum. Dies
liefert in Verbindung mit Gleichung (2.1.35)) die Behauptung. ([l

5Der Beweis findet sich ebenfalls in Jacobsen 2006, S. 301. Wir zeigen hier zusétzlich die Stabilitéit des
in (2.1.34) definierten Mengensystems unter der Komplementbildung.
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Aufgrund von Lemma [2.1.26| konnen wir also ohne Einschrinkung von einem vollstdndigen
Wahrscheinlichkeitsraum ausgehen; die erste {ibliche Bedingung ist somit erfiillt.

Ist nun {]—}X } >t die kanonische Filtration eines stochastischen Prozesses, so konnen wir

vollig analog zur vervollstindigten Filtration {ﬁ} >0 iibergehen, indem ]-TX wie in Glei-
chung definiert wird.

Diese Filtration erfiillt dann die zweite gewthnliche Bedingung.

Da die vervollstandigte Filtration nur durch Hinzunahme von P-Nullmengen konstruiert
wurde, ist heuristisch gesprochen kein Informationsgewinn zu verzeichnen, so dass wir in
der Praxis nicht zwischen der urspriinglichen und der vervollstéandigten Filtration unter-

scheiden miissen.

Den Schliissel zur dritten gewohnlichen Bedingung liefert das nachfolgende Lemma.

Lemma 2.1.27. (Rechtsseitige Stetigkeit der kanonischen Filtration eines Zdhl-
prozesses, siche Protter 2005| S. 16)

Es sei N = (Nt);», ein Zéhlprozess. Dann ist die kanonische Filtration {ftN des

}tZt()
Zahlprozesses rechtsseitig stetig.

Beweidlfl:

Es sei I = [0, 00]. Fiir ¢ > ¢( definieren wir die Abbildungen
m o Q—T :wr— [s — Nmin(s,t)(w)] ,

wobei I' definiert sei als der Messraum

r= HI,@B(I) ,

t>to t>1o

das heifst der Menge aller Abbildung von [tg,00) nach I, versehen mit der Borel’schen
Produkt-o-Algebra (fiir eine ausfiihrliche Definition und mathematische Hintergriinde sie-
he etwa Bauer (1991, S. 58-67).

Da die Pfade im Bildbereich von m; geméf Konstruktion jenseits des Zeitpunktes ¢ kon-
stant sind, gilt o({m}) = o ({N; : to < s < t}) = F}; wir haben folglich den Z&hlprozess
N bis zum Zeitpunkt ¢ durch eine einzige - dann jedoch funktionswertige - Zufallsvariable
ausgedriickt"]

1Der Beweis findet sich ebenfalls in Protter [2005, S. 16 und wird um einige Erliuterungen erginzt.
Y"Wir werden dieses Vorgehen spiter erneut utilisieren, indem wir Zihlprozesse als Zufallsvariablen mit
Werten im Skorokhod-Raum interpretieren.
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Wir betrachten nun ein Ereignis

aeNFL =N o ({mir})

neN neN

Definitionsgeméf existiert zu jedem n € N eine Menge

By € Q) B(I)

t>to

mit A = 77;_1;(371) = {7rt+% € Bn}. Durch W,, = {ﬂ't = 7rt+%} definieren wir eine mono-
ton aufsteigende Mengenfolge .

Aufgrund der rechtsseitigen Stetigkeit von N und der Tatsache, dass der mit N assozi-
ierte Punktprozess fast sicher gegen oo konvergiert, existiert zu jedem w € Q ein n € N

dergestalt, dass der Pfad s — Ng(w) auf dem Intervall [t, t+ %] konstant ist, woraus wir

0= UWn.

neN

folgern:

Da die Mengenfolge (W},), .y monoton aufsteigend ist, gilt folglich

lim W, =Q,

n—oo

und somit erhalten wir schlieflich:

A= Tim (W0 4) = lim (W, {m, 1 €By})

n—o0 n—o0

= lim (W, N {m € By}) = lim {m € B} € o({m}) = FY,

n—oo
und daher
N Fﬁ% c FN. (2.1.36)
neN
Die umgekehrte Inklusion in gilt nach Definition einer Filtration; insgesamt folgt
damit die Behauptung. O

Die Lemmata [2.1.26] und [2.1.27] erlauben nun ohne Einschrinkung die Voraussetzung der

iiblichen Bedingungen an den filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum im Kontext der Analyse

von Zahlprozessen.
Wir sind nun in der Lage, die Doob-Meyer-Zerlegung fiir nicht-negative Submartingale an-

zugeben.
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Satz 2.1.28. (Doob-Meyer-Zerlegung fiir nicht-negative Submartingale, siche Pang,
Talreja und Whitt 2007, S. 208 und Ethier und Kurtz 1986, S. 74)

Es sei (2, F,{Fi}t>t,, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, der die iiblichen Bedin-
gungen erfiille. Es sei ferner (X, ]:t)tzto ein rechtsseitig stetiges, nicht-negatives Submar-
tingal.

Dann existiert ein beziiglich {F; };+>¢, vorhersagbarer, integrierbarer und rechtsseitig steti-
ger Prozess A = (A¢);,, mit Ay, = 0 und monoton wachsenden Pfaden dergestalt, dass
der Prozess M = X — A ein {F; }>¢,-Martingal ist.

Wir nennen A den Kompensator des stochastischen Prozesses X.

Der Kompensator ist eindeutig in dem Sinne, dass die Pfade zweier Versionen des Kom-

pensators fast sicher iibereinstimmen[]

Beweis:

Die Doob-Meyer-Zerlegung kann in allgemeinerer Form fiir rechtsseitig stetige Submartin-
gale der Klasse (DL) bewiesen werden, worauf wir hier nicht ndher eingehen méochten.
Jedes nach unten beschrinkte Submartingal gehort zu dieser Klasse (siche Pang, Talreja
und Whitt 2007, S. 208), weshalb wir an dieser Stelle lediglich auf den Beweis aus Ethier

und Kurtz 1986/ verweisen. O

Wie wir in Lemma [2.1.25| gesehen haben, geniigt ein adaptierter Zahlprozess den Vor-
aussetzungen der Doob-Meyer-Zerlegung aus Satz

Fiir die Untersuchung der generellen Dynamik eines solchen Zahlprozesses bietet es sich
also an, den vorhersagharen Kompensator des Zahlprozesses zu studieren, siche auch Daley
und Vere-Jones 2008, S. 355.

Die Sinnhaftigkeit dieses Vorgehens wird durch die nachfolgende Bemerkung gestiitzt.

Bemerkung 2.1.29.

1. Wir betrachten den homogenen Poisson-Prozess N mit Parameter A aus Beispiel
. Als Filtration {F;}+>0 wihlen wir die - gegebenenfalls vervollstandigte - kano-

nische Filtration dieses Zéhlprozesses und definieren Ay = At. Dann gilt fiir t > s > 0:

E[Nt—At‘fs]:

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass definitionsgeméf die Zuwéchse Ny — Ng unabhén-

gig von Fg sind, da wir die kanonische Filtration des Zahlprozesses N betrachten,

!8Man nennt solche Prozesse ununterscheidbar (engl. “indistinguishable”), siche Protter [2005 S. 4.
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und aus dem selben Grund ist die Zufallsvariable Ny — A, offensichtlich Fs-messbar.
Wir erkennen also, dass (N; — A¢, F),~ €in Martingal ist und kénnen schlieflich
folgern, dass der Prozess A = (At)t>0_der Kompensator des homogenen Poisson-
Prozesses ist. B

Der Kompensator ist hier also eine deterministische Funktion der Zeit ¢; der homo-
gene Poisson-Prozess ldsst sich ergo als Summe eines deterministischen Anteils und

eines Martingals darstellen.

2. Ist allgemein A der Kompensator eines stochastischen Prozesses X iiber dem fil-
trierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, {F; }+>t,, P), so gilt fiir ¢ > s > to mit den
Notationen aus Satz 2.1.28

E[X;— X | Fs] =E[(Xe — Ay) — (Xs — As) | Fs] + E[Ay — Ag | Fs)
=E[M, — Ms|Fs] +E[A — As | Fs] = E[Ay — Ag | Fs] -

Der erwartete Zuwachs des Prozesses X im Intervall [s, t], gegeben die Information
zum Zeitpunkt s, entspricht also gerade dem erwarteten Zuwachs des vorhersagbaren

Kompensators A im selben Zeitraum.

3. Der Kompensator aus der Doob-Meyer-Zerlegung fiir nicht-negative Submartingale
ist definitionsgemaéfs ein vorhersagbarer und rechtsseitig stetiger stochastischer Pro-
zess. Da Vorhersagbarkeit haufig mit linksseitiger Stetigkeit assoziiert wird (verglei-
che die Ausfithrungen im Anschluss an Definition , erscheint es nicht unnatiir-

lich, dass wir spéater die Stetigkeit des Kompensators fordern werden.

Der nachfolgende Satz zeigt, dass der in Satz [2.1.28] eingefiihrte Kompensator eines Z&hl-
prozesses als Verallgemeinerung der kumulierten Intensitatsfunktion aus Gleichung (2.1.21))
aufgefasst werden kann. Wir setzen nachfolgend voraus, dass der zugrunde liegende filtrier-

te Wahrscheinlichkeitsraum die {iblichen Bedingungen erfiillt.

Satz 2.1.30. (Kompensator eines Zdihlprozesses, siche Daley und Vere-Jones 2003,
S. 241)

Es sei N = (Ni);s,, ein Zdhlprozess, der beziiglich einer Filtration (F3),, adaptiert sei.
Die bedingte Intensititsfunktion A(t) sei definiert via

. P({N({t.t+At)=1}|F)

A(t) = lim

2.1.
A0 At ’ (2.1.37)

so der Grenzwert fiir alle ¢ > ¢ existiert (vergleiche Lemma [2.1.23]).

Ist die Funktion A(t) linksseitig stetig und definiert man die kumulierte Intensitéitsfunktion
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durch .
A(t):/t A(s)ds,

0
dann ist A der Kompensator des filtrierten Zahlprozesses (IVy, ‘Ft)t>t0 aus der Doob-Meyer-

Zerlegung fiir nicht-negative Submartingale.

Beweis:

Eine Beweisidee findet sich ebenfalls in Daley und Vere-Jones 2003| S. 241. Fiir eine aus-
fiihrlichere Studie der Kompensatoren von Zahlprozesses siehe Daley und Vere-Jones [2008|
Kapitel 14. ]

Betrachtet man in Satz die kanonische Filtration F; = FV des Zihlprozesses N,
so stimmt die Definitionen der bedingten Intensitatsfunktionen gerade mit Definition [2.1.9]
iiberein. Wir haben also in den Unterabschnitten und implizit stets die kanoni-
sche Filtration zugrunde gelegt.

Der obige Satz stellt nun die Verkniipfung zwischen diesem Abschnitt und der Doob-Meyer-
Zerlegung fiir nicht-negative Submartingale her, ist doch die kumulierte Intensitétsfunktion
nichts anderes als der Kompensator des verschobenen Geburtsprozesses. Dieser Umstand
wurde bereits im Vorfeld von Satz thematisiert und liefert zugleich einen impliziten

Beweis jenes Satzes.

Abschliefend mochten wir das Beispiel im Kontext von Satz [2.1.30] diskutieren.

Beispiel (5. Fortsetzung)

Wir erinnern an die in der dritten Fortsetzung dieses Beispiels eingefiihrte parametrische

Familie bedingter Intensitdtsfunktionen:

{A:\, =19 ]l{n<M} mit ¥ > 0}

M—n
Wir haben sodann einen reinen verschobenen Geburtsprozess N mit Abbruch bei M € N
betrachtet, dessen bedingte Intensitdtsfunktion A dieser Familie entstammt, das heifst

A(t) = ﬂoml{NKM} , fiir ein ¥ > 0.

Der stochastische Prozess A erbt nun die rechtsseitige Stetigkeit des Zahlprozesses N, ist
also - anders als in Satz [2.1.30] gefordert - nicht linksseitig stetig. Es gibt jedoch eine
linksseitig stetige Modifikation der Intensitdtsfunktion, das heifst einen linksseitig stetigen

stochastischen Prozess, der fiir jedes t > 0 fast sicher mit A iibereinstimm@

¥Der Begriff der Modifikation ist nicht mit der Ununterscheidbarkeit zu verwechseln; in letzterem Falle
stimmen die stochastischen Prozesse fast sicher fiir alle t simultan iiberein.
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Dazu definieren wir den stochastischen Prozess A~ durch

A7(1) = lm A(r).

Dieser Prozess ist offensichtlich linksseitig stetig und es gilt fiir jedes ¢ > 0:

P () #AB))) =P ({ lim N, # Nt}> —0,

da ein Sprung zum exakten Zeitpunkt ¢ mit Wahrscheinlichkeit 0 auftritt.
Die via A~ bzw. A definierten kumulierten Intensitatsfunktionen stimmen offensichtlichen
iiberein, so dass der Kompensator in diesem Falle geméft Satz [2.1.30] gegeben ist durch

t
M
At :/19]1 ds,
(t) | Voqr i <

insbesondere ist der Kompensator sogar ein stetiger stochastischer Prozess (vergleiche Be-

merkung [2.1.29)).

2.1.7 Itbé-Isometrie fiir quadratisch integrierbare Martingale

Als néchstes mochten wir uns kurz mit stochastischen Integralen, deren Integrator durch
ein quadratisch integrierbares Martingal gegeben ist, auseinandersetzenlﬂ.

Wir préasentieren einige niitzliche Resultate zur Handhabung solcher Ité-Integrale; insbe-
sondere die [t6-Isometrie fir quadratisch integrierbare Martingale wird in den spéteren
Abschnitten dieser Arbeit ubiquitér sein.

Ist (92, F,{Ft}t>ty, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, so heifit dabei ein Martingal
M = (My, Ft)yy, quadratisch integrierbar, falls fiir alle ¢ > to gilt:

E (M7?) < co.

Fiir ein solches quadratisch integrierbares Martingal gilt offensichtlich unter Verwendung

der Jensen’schen Ungleichunyg fir bedingte Erwartungswerte (siehe etwa Bauer|1991} S. 121):
E[M?|F,] > (E[M; | Fo))? = M2, fiir t > 5> to,

es ist folglich (MtQ,ft)t>t0 >t
zudem rechtsseitig stetig, so existiert folglich die Doob-Meyer-Zerlegung aus Satz [2.1.2§]

ein nicht-negatives Submartingal. Ist der Prozess (ME)

fiir dieses Submartingal.

Diese Uberlegung liegt dem nachfolgenden Satz zugrunde.

20F{ir eine detaillierte Einfithrung in die Theorie der stochastischen Integration sei an dieser Stelle auf
die Monographie Protter 2005 verwiesen.
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Satz 2.1.31. (siehe Pang, Talreja und Whitt [2007, S. 211)

Es gelten die Voraussetzungen und Notationen aus Satz der Doob-Meyer-Zerlegung
flir nicht-negative Submartingale, wobei der mit dem Z&ahlprozess assoziierte Punktprozess
die Bedingung (iii) aus Bemerkung erfiille.

Ist der Kompensator des Zahlprozesses ein stetiger Prozess ist, dann gilt:
(i) DasMartingal M = (Mp, Fi),c;y, ist quadratisch-integrierbar und rechtsseitig stetig.

(ii) Der Kompensator aus der Doob-Meyer-Zerlegung des Submartingals (ME, .7-}) tet>to

ist gegeben durch den Kompensator A des urspriinglichen Z&hlprozesses.

Beweis:

Der Beweis dieses iiberraschenden Resultates findet sich in Pang, Talreja und Whitt [2007,
S. 265. Dazu wird explizit gezeigt, dass der Prozess (Mt2 — At)tzto
ist. Die Behauptung folgt dann aus der Eindeutigkeit der Doob-Meyer-Zerlegung. g

ein {F; }>¢,-Martingal

Das abschlieffende Resultat des Abschnitts bildet eine Verallgemeinerung der bekannten
Ité-Isometrie, die etwa in Kuo [2006], S. 48 formuliert wird. Wir moéchten nicht naher auf
das urspriingliche Resultat eingehen und formulieren daher die nachfolgende Verallgemei-

nerung:

Satz 2.1.32. (It6-Isometrie fiir quadratisch integrierbare Martingale, siche Kuo
2006, S. 88)
Es sei (€, F,{Ft}i>t,, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und (Mg, ), €in qua-

dratisch integrierbares, rechtsseitig stetiges Martingal, dessen linksseitige Grenzwerte
M, =limM,, firt>ty,
st

fast sicher existieren. Es bezeichne A den Kompensator des Submartingals (Mf,]:t)

t>to
aus der Doob-Meyer-Zerlegung, siehe Satz[2.1.28
Schlieflich sei (f;),>, ein vorhersagbarer stochastischer Prozess mit
t
E [ | fs|? dA(s)] < oo, firallet>tg. (2.1.38)
to

Dann ist der stochastische Prozess X = (X;);5,, mit
t

X; = fsdM(s), furt>tg,

to

43



ein {F;}¢>¢,-Martingal und es gilt:

UXt - “/fde ] [t:|fs\2 dA(s)]. (2.1.39)

Die Gleichung (2.1.39)) bezeichnen wir als verallgemeinerte Ité-Isometrie.

Beweis:

Der Beweis wird in Kuo [2006, Kapitel 4, fiir den Spezialfall der Brownschen Bewegung
gefiihrt. Dabei wird jedoch lediglich ausgenutzt, dass dieser stochastische Prozess ein qua-
dratisch integrierbares, rechtsseitig stetiges Martingal beziiglich einer geeigneten Filtration

ist. Der Beweis lésst sich daher auf die vorliegende Situation iibertragen. g

Obgleich das Resultat aus Satz offensichtlich auch in einem allgemeineren Kon-
text gilt, werden wir uns meist im Rahmen der Situation aus Satz bewegen. Wir
beachten, dass ein aus der Doob-Meyer-Zerlegung eines adaptierten Zahlprozesses gewon-
nenes Martingal gerade die Voraussetzungen der [to-Isometrie fiir quadratisch integrierbare
Martingale erfiillt.

In der nachfolgenden Bemerkung halten wir schlieflich fest, weshalb die Formel aus Glei-
chung (2.1.39) als Isometrie bezeichnet wird.

Bemerkung 2.1.33.
In Anlehnung an die Notation aus Kuo [2006| bezeichnen wir die Menge aller vorhersagba-
ren Prozesse mit Indexmenge [to,to] die der Bedingung aus ) fir alle t € [to,to]
geniigen, mit Lpred( [to, ] X Q) Analog bezeichne L*(Q, F, P) dle Menge der quadratisch
integrierbaren Zufallsvariablen tiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (92, F, P).
Die fiir t° > tq definierten Abbildungen

tO

Lo : L2ea([to, %]y x Q) — L*(QUF,P) : fr— [ fodM(s)

to

sind dann geméfs Gleichung (2.1.39)) isometrisch.

2.1.8 Selbstanregende Punkt- und Zihlprozesse

Zum Abschluss von Abschnitt mochten wir die Definition eines selbstanregenden Punkt-
beziehungsweise Zihlprozesses angeben. Im Beispiel [2.1.7] aus Abschnitt 2.1.3] haben wir
den verschobenen Geburtsprozess bereits als einen selbstanregenden Zihlprozess bezeich-
net, ohne diesen Begriff zuvor mathematisch definiert zu haben.

Heuristisch gesprochen méchten wir einen Zahlprozess als selbstanregend bezeichnen, wenn

die bedingte Intensitéatsfunktion, wie sie in Gleichung (2.1.37)) aus Satz|2.1.30|definiert wird,

44



von der Vergangenheit des zugehorigen Zahlprozesses abhéngt:

In diesem Falle kénnen auch Ereignisse wie das Auftreten des ersten Sprunges oder die
Wartezeit zwischen dem ersten und dem zweiten Sprung das Verhalten des Zahlprozesses
selbst langfristig beeinflussen.

Infolgedessen wird in Snyder und Miller [1991) S. 288 die folgende Definition angegeben:

Es sei tg € R und (Ny),s,, ein beziiglicher einer Filtration {73 }¢>¢, adaptier-

ter Zahlprozess, der die nachfolgenden Annahmen erfiille:
1. (Nt);>y, ist bedingt geordnet.

2. Fiir alle t > tg existiert der Grenzwert

X = lim P({N(t,t+At)=1}|F) '
At—0 At

3. Es gilt P ({Ny, =0}) = 1.

Der Zahlprozess heifit dann selbstanregend im Sinne von Snyder € Miller,

wenn der stochastische Prozess A = (A¢),s,, abhingig von N ist.

Der Begriff des selbstanregenden Punktprozesses (engl. “self-exciting point process”) geht
zuriick auf Alan G. Hawkes, der diese Bezeichnung in Hawkes [1971] fiir eine Klasse von
Zahlprozessen einfiihrte, die der obigen Heuristik geniigen. Wir méchten diese heute eher

als Hawkes-Prozesse bekannten Zahlprozesse hier nicht ndher diskutieren.

Beispiel (6. Fortsetzung, Schadensakkumulation)

In der ersten Fortsetzung dieses Beispiels haben wir bereits das Prinzip der Lastumuver-
teilung diskutiert. Da die im Sinne von Snyder & Miller selbstanregenden Zahlprozesse
eine Verallgemeinerung des verschobenen Geburtsprozesses aus Definition darstellen,
eignen sie sich folglich ebenfalls zur Modellierung dieses Sachverhaltes.

Wir méchten nun noch einmal an das zugrunde liegende Belastungsexperiment erinnern,
bei dem ein Verbund von Drahtseilen zyklischen Belastungen ausgesetzt wurde:

Bei der Modellierung des mit den Drahtbriichen assoziierten Zahlprozesses durch einen
reinen verschobenen Geburtsprozess mit Abbruch bei M € N ist die Intensitdt der Be-
lastung nach n < M Drahtbriichen unabhdingig von der jeweiligen Dauer der Belastung

in den vorherigen Stadien des Experimentes. Wir méchten diese Problematik anhand der
Abbildung [5] verdeutlichen:

e In zwei Wiederholungen des Belastungsexperiments - Experiment 1 und Ezperiment
2 - wurde nach t; Lastzyklen der sechste Drahtbruch beobachtet. Die beobachteten

Pfade der mit den Drahtbriichen assoziierten Zahlprozesse sind in Abbildung [f]in rot
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Anzahl der Drahtbruche

dur,
dury A e

L egende

——  Experiment 1

——  Experiment 2

t tz

Anzahl der Lastzyklen

Abbildung 5: Plot zur Veranschaulichung des Prinzips der Schadensakkumulation.
Diese Grafik wurde mit der statistischen Software R erstellt, siehe
R Core Team 2015l

(Experiment 1) bzw. blau (Experiment 2) dargestellt.

e Uns interessiert nun die Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines weiteren Drahtbru-
ches zwischen dem t¢1-ten und dem to-ten Lastzyklus. Diese Wahrscheinlichkeit 1asst
sich geméf Bemerkung [2.1.29 und Satz durch Integration der bedingten In-

tensitatsfunktion von t; bis t9 ermitteln.

e Im Falle eines reinen verschobenen Geburtsprozesses mit Abbruch bei M = 8 stim-
men die bedingten Intensitdtsfunktionen fiir die beiden Experimente nahe t; iiberein,
da in beiden Versuchen der letzte Drahtbruch nach t; Lastzyklen erfolgte und die

Funktion nur vom letzten Drahtbruch abhéngt.

= Wir erwarten folglich fiir beide Experimente die gleiche Anzahl Drahtbriiche zwischen

dem t;-ten und dem to-ten Lastzyklus.

Wir konnen der Abbildung [f] ferner entnehmen, dass im ersten Experiment die komplette
Belastung iiber eine Dauer von dur; Lastzyklen auf die letzten drei verbleibenden Draht-
seile ausgeiibt wurde, bevor der sechste Drahtbruch nach ¢; Lastzyklen erfolgte. Analog
wurde im zweiten Experiment die komplette Belastung iiber eine Dauer von dure << dury

Lastzyklen von den verbleibenden drei Drahtseilen getragen.
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Dieser Gedankengang fiihrt uns zum Prinzip der Schadensakkumulation:

In beiden Experimenten bricht das sechste Drahtseil nach ¢; Lastzyklen, die verbleibenden
zwei Drahtseile wurden jedoch im ersten Experiment einer insgesamt hoheren Belastung
ausgesetzt, als im zweiten Experiment. Wir erwarten daher eine Vorschadigung der ver-
bleibenden Drahtseile im ersten Experiment durch die akkumulierte Belastung aus den
Vorstadien des Versuches und somit eine im Vergleich zum zweiten Experiment erhohte
Wahrscheinlichkeit fiir einen weiteren Drahtbruch zwischen dem ¢;-ten und dem #o9-ten
Lastzyklus.

Dies ist jedoch mit obiger Folgerung nicht vereinbar, weshalb sich der verschobene Ge-
burtsprozess als nicht geeignet fiir die Modellierung der Schadensakkumulation erweist.
Da ein selbstanregender Zahlprozess im Sinne von Snyder & Miller auch von den War-
tezeiten durp; und dure abhéngen darf, eignet sich erst die obige Verallgemeinerung zur

Beschreibung sowohl der Lastumuverteilung als auch der Schadensakkumulation.

Es ist nun unter Beriicksichtigung der Lastumuverteilung und der Schadensakkumulation
anschaulich klar, dass unsere Definition der selbstanregenden Zdihlprozesse die obigen mit
der Heuristik konform gehenden Prozesse beinhalten sollte.

Wir erachten die Definition im Sinne von Snyder & Miller jedoch als zu restriktiv, weshalb
wir nachfolgend eine an Stute und Kopperschmidt 2013| angelehnte Definition verwenden

mochten.

Definition 2.1.34. (Selbstanregende Punkt- € Zdhlprozesse, vgl. Stute und Kop-
perschmidt 2013| S. 1275)

Es sei (2, F,{Ft}t>t,, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, der die iiblichen Bedin-
gungen erfiille (siehe Anmerkungen im Vorfeld von Lemma .

Ein Zéhlprozess N = (Nt);s,, iiber (Q,F, {Fi}1>1y, P) heilt dann ein selbstanregender
Zihlprozess, falls N adaptiert beziiglich der Filtration {F;}i>¢, ist.

Analog heifit ein Punktprozess T' = (T},),,cy tiber (Q, F, {Fi}i>t,, P) ein selbstanregender

Punktprozess, falls der assoziierte Zahlprozess selbstanregend ist.

Die Motivation fiir diese Definition entstammt der Doob-Meyer-Zerlegung fiir nicht-negative
Submartingale aus Satz [2.1.28}

Wir nennen demnach all jene Zahlprozesse selbstanregend, fiir die eine Doob-Meyer-
Zerlegung existiert. Dies ermdglicht es uns nachfolgend, die Dynamik eines Zahlprozesses
stets anhand des Kompensators aus der Doob-Meyer-Zerlegung zu modellieren.
Schlieflich beinhaltet die obige Definition auch die selbstanregenden Zahlprozesse im Sny-
der & Miller’schen Sinne, solange ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum zugrunde liegt,

der die iiblichen Bedingungen erfiillt.
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Hiermit mo6chten wir den Abschnitt iber die Grundlagen der stochastischen Prozesse ab-
schliefen. Im néchsten Abschnitt wenden wir uns den U-Statistiken und einer Verallgemei-

nerung des starken Gesetztes der grofien Zahlen zu.

2.2 U-Statistiken
2.2.1 Definition und das starke Gesetz der grofsen Zahlen fiir U-Statistiken

In diesem Abschnitt werden wir die sogenannten U-Statistiken einfithren und ein starkes
Gesetz der grofsen Zahlen fiir selbige formulieren. Unter Verwendung des 0-1-Gesetzes von
Hewitt-Savage wird es uns spater moglich sein, mittels elementarer Martingaltheorie einen
kurzen und eleganten Beweis eben jenes Resultates zu erbringen, welches spéter eine Viel-
zahl starker Konvergenzaussagen begriinden wird (siehe auch Stute und Kopperschmidt
2013, S. 1294). Der Begriff der U-Statistik geht - in Anspielung auf die Unverzerrtheit die-
ser Statistiken - zurlick auf Wassily Hoeffding (siehe Lee|1990, S. 8), der diese Bezeichnung
in dem Artikel A class of statistics with asymptotically normal distributions aus dem Jahre
1948 einfiihrte.

Wir gehen in diesem Abschnitt stets von einem zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F, P) aus, der keine weiteren Voraussetzungen erfiillen muss. Im Hinblick auf
die Unterabschnitte bis werden wir jedoch in den meisten Féllen auf einen

vollstdndigen Wahrscheinlichkeitsraum zuriickgreifen.

Definition 2.2.1. (U-Statistik, siche Hoeffding 1948)

Es sei X = (X,,),,cy eine Folge unabhéngig identisch verteilter Zufallsvariablen mit Werten
in einem Messraum (E,€) und ¢ : (E™,E™) — (R, B(R)) fiir ein m € N eine messbare
Funktion, wobei E™ = FE x ... x E das m-fache kartesische Produkt von E und £™ die
entsprechende Produkt-o-Algebra sei (an dieser Stelle sei erneut auf Bauer |1991, S. 58-67
verwiesen).

Ferner bezeichne (n,m) fiir n > m die Menge aller injektiven Abbildungen von {1,...,m}
nach {1,...,n}, das heifst:

(nym)={7:{1,...,m}—={1,....,n} | 7(d) #7(j) firi # j, 1 <i,j <m}.

Fiir n € N mit n > m ist dann die U-Statistik U,, definiert als U,, = u,, o X, wobei u,, wie

folgt definiert sei:

(n —m)!
un( (xk)kGN) = T Z T/J (:ET(I)’ v 7x7(m)) .
TE€(n,m)

Die Funktion 1 bezeichnen wir als m-dimensionalen Kern der U-Statistik U,.
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Bemerkung 2.2.2. Bekanntermafen finden wir (:1) Moglichkeiten, m verschiedene Ob-
jekte aus einer n Objekte umfassenden Grundgesamtheit zu ziehen. Beachtet man auch die
Reihenfolge der m gezogenen Objekte, so multipliziert sich die Anzahl dieser Méglichkeiten

mit m!, der Anzahl aller Permutationen von m Objekten. Folglich gilt

=t () =

so dass u,, das Mittel {iber alle Werte darstellt, die ¢ auf den m-elementigen geordneten

Teilmengen von {z1,...,z,} annimmt (vergleiche auch Hoeffding 1948, S. 296).

Da u,, somit nur von den ersten n Folgengliedern x4, ..., x, abhéngt, schreiben wir héufig
auch un( (azk)keN) = Up (T1,...,Tp).
Insbesondere ist folglich u,, symmetrisch beziiglich seiner Argumente x1, ..., Z,, das heifst

fir 7 € (n,n) gilt:
Un, (.%'T(l), ce >$T(n)) = Unp (xl, e ,xn) . (2.2.1)
Dieser Umstand motiviert schlieflich den - von Erfolg gekronten - Versuch, das starke

Gesetz der grofien Zahlen fir U-Statistiken mit Hilfe des 0-1-Gesetzes von Hewitt-Savage

zu beweisen.

An dieser Stelle ist es uns bereits moglich, das starke Gesetz der grofien Zahlen fiir U-
Statistiken zu formulieren, obgleich wir die Voraussetzungen weiter unten noch etwas ver-
schérfen miissen. Der Beweis wird jedoch weitere Vorarbeit ben6tigen und somit erst spater

erfolgen.

Satz 2.2.3. (Starkes Gesetz der grofSen Zahlen fiir U-Statistiken, siche Lee |1990,
S. 122)
Es gelte E|¢Y(X1,...,X;n)| < oco. Dann konvergiert U, fiir n — oo fast sicher gegen

E((X1,...,Xm)).

Bemerkung 2.2.4.

Wir kénnen das Resultat aus Satz als Verallgemeinerung des bekannten starken Ge-
setzes der grofSen Zahlen betrachten (siehe Bauer (1991} S. 86):

Ist (Xy),cy eine Folge unabhéngig identisch verteilter Zufallsvariablen mit Werten in

(R, B(R)) und wéhlen wir den eindimensionalen Kern ¢ mit

so erhalten wir gerade die U-Statistik

1
Un:EZXma

m=1
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das heifit U,, ist das arithmetische Mittel der ersten n Zufallsvariablen.
In diesem Falle stimmt das starke Gesetz der groffen Zahlen fiir U-Statistiken mit dem

gewohnlichen starken Gesetz der groffen Zahlen iiberein.

Wir méchten noch darauf hinweisen, dass die in diesem Abschnitt entwickelte Theorie pri-
mér dem Beweis von Satz[2.2.3] dient und keine praktische Relevanz fiir die restliche Arbeit
besitzt.

Es sei dem Leser also freigestellt, sich mit dieser Formulierung des starken Gesetzes der
groflen Zahlen fiir U-Statistiken zu begniigen und den restlichen Abschnitt 2.2] zu tiber-

springen.

2.2.2 Das 0-1-Gesetz von Hewitt-Savage

Im folgenden Unterabschnitt mochten wir das 0-1-Gesetz von Hewitt-Savage beweisen, wel-
ches wir spéter fiir einen Beweis des starken Gesetzes der grofien Zahlen fir U-Statistiken
utilisieren werden. Dazu bedarf es einiger topologischer und maftheoretischer Vorbereitun-

gen. Wir beginnen mit der Definition eines sogenannten polnischen Raumes.

Definition 2.2.5. (Polnische Rdume, siche Klenke 2013 S. 251)
Ein topologischer Raum (E, T") heifit polnischer Raum, falls er vollstindig metrisierbar und

separabel ist.

Ein insbesondere im Rahmen dieser Arbeit wichtiges Beispiel eines solchen polnischen
Raumes ist der sogenannte Skorokhod-Raum D(I) (s. auch Stute und Kopperschmidt 2013,
S. 1294).

Definition 2.2.6. (Der Skorokhod-Raum, siehe Billingsley 1968, S. 109)

Es sei I C R ein kompaktes Intervall. Der Skorokhod-RaumPY] D(I) ist die Menge aller
cadlag-Funktionen (von franzosisch continue a droite, limite a gauche, d.h. stetig von rechts
mit Grenzenwerten von links) auf dem Intervall I, also der Menge aller Funktionen x : [ —
R, fiir die gilt:

e Fiir alle t € [0,1) existiert der Grenzwert x(t1) = ligl z(s) und es gilt z(t1) = z(t).

e Fiir alle t € (0, 1] existiert der Grenzwert z(t7) = ligl x(s).
S

Ist N ein Zahlprozess, dessen Indexmenge das Intervall I enthélt, so haben wir bereits in
Abschnitt gesehen, dass die Einschrankungen der Pfade von N auf das Intervall [

im Raum D(I) liegen. Wir konnen also den entsprechend eingeschrankten Zahlprozess -

' Tats#ichlich ist es iiblich, den topologischen Raum (D(I),74), also D(I) versehen mit der Skorokhod-
Topologie Ta, als Skorokhod-Raum zu bezeichnen; fiir eine Definition siehe Satz @
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dhnlich wie in Lemma - als Skorokhod-Raum-wertige Zufallsvariable auffassen.

Um nun einen polnischen Raum zu erhalten, muss eine (metrisierbare) Topologie auf D([])
definiert werden. Der néchste Satz liefert das gewiinschte Resultat; der Beweis ist jedoch

ldnglich und rein analytisch, so dass an dieser Stelle auf selbigen verzichtet wird.

Satz 2.2.7. (Skorokhod-Topologie)
Es bezeichne I' den Raum der streng monoton wachsenden Hom6éomorphismen von I auf
sich selbs@ Fiir v € I' definieren wir:

g 201100

7]l = sup
sF£t

Setzen wir ferner

d(z,y) = inf max{ ]|, sup [(t) = y(y(EDI },

so wird durch d eine Metrik auf D(I) definiert.
Bezeichnet 74 die von d erzeugte Skorokhod-Topologie auf D(I), so ist (D(I),Tq) ein pol-

nischer Raum.

Beweis:

Fiir einen Beweis der Vollstdndigkeit siehe Billingsley [1968], S. 111-116, die Separabilitat
wird etwa in Ethier und Kurtz 1986, S. 121 f. fir den Fall I = [0, 00) gezeigt. Der Beweis
geht jedoch auf Kolmogorov zuriick (sieche Kolmogorov 1956) und wird hier in groferer
Allgemeinheit behandelt (siehe Ethier und Kurtz (1986, S. 154); motivierend vergleiche
man auch Stute und Kopperschmidt 2013], S. 1294. U

Bemerkung 2.2.8.

Die in definierte Skorokhod-Topologie wird von Skorokhod selbst als die Topologie J;
auf D(I) bezeichnet (s. Skorokhod (1956, S. 265) Diese Topologie wird von der Metrik 5,
die durch

e, = inf (sup 1 (0) = o]+ suplalt) = y(3(2)] )

definiert wird, erzeugt (siehe Jakubowski|1999| S. 4, ebenso Billingsley |1968, S. 111). Diese
Metrik erlaubt eine einfachere Interpretation:

Wihrend sich die Supremumsnorm (mit welcher der Unterraum C(I) von D(I) zu ei-
nem Banachraum wird) im wahrscheinlichkeitstheoretischen Kontext als ungeeignet her-

ausstellt, erscheint die Metrik d als geeignetes Substitut. In dieser Metrik sind zwei Funk-

22Das heift alle streng monoton wachsenden, stetigen Abbildungen « von I = [Imin, Imax] nach I
mit v (Imin) = Imin und v (Imax) = Imax-

Z3Skorokhod betrachtet auch die Topologien Ja, M; und Ma, die im Rahmen dieser Arbeit nicht
behandelt werden (siehe erneut Skorokhod 1956 und Jakubowski|1999)).
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tion x,y € D(I) dann nah beieinander, wenn sie bei einer hinreichend kleinen Stérung der
Zeit durch v € T' gleichméfig (d.h. in der Supremumsnorm) nah beieinander liegen - diese
Modifikation des gleichméfigen Abstandsbegriffes erhélt die Eigenschaft der Separabilitét
fiir den Raum D([I), dessen Elemente Unstetigkeitsstellen aufweisen diirfen.

Der Ubergang von der Metrik d zur dquivalenten (s. Billingsley (1968, S. 114) Metrik d
aus Satz ist schlieflich notwendig, da zwar die erzeugten Topologien iibereinstimmen,

D(I) jedoch nur mit der Metrik d zu einem vollstindigen metrischen Raum wird.

Zukiinftig werden wir nun unabhéngig identisch verteilte Zufallsvariablen X,,, n € N, die
Werte im Skorokhod-Raum (D(I), 7q) oder allgemeiner in einem polnischen Raum anneh-
men, untersuchen. Im Wertebereich wird dabei stets die von der Topologie (also im konkre-
ten Fall von 73) erzeugte, sogenannte Borel’sche o-Algebra betrachtet. Kopperschmidt und
Stute bemerken in dem Artikel The Statistical Analysis of Self-Exciting Point Processes,
dass in dieser Situation bekannte Argumente fiir reellwertige Zufallsvariablen angewandt
werden konnen (siehe Stute und Kopperschmidt 2013, S. 1294). Die Grundlage dieser Be-
hauptung liefert dabei der - den Begriff eines Borel’schen Standardraumes motivierende
(sieche Kechris 1995, S. 74) - Satz , dem wir eine Definition voranstellen mochten.

Definition 2.2.9. (Messraum-Isomorphismen, sieche Klenke 2013] S. 189)
Zwei Messraume (E,E) und (E', &) heiken isomorph, falls es eine bijektive Abbildung
¢ : E — E' gibt, sodass ¢ £-&'-messbar und ¢! £-E-messbar ist. ¢ heiit dann ein

Messraum-Isomorphismus.

Definition [2.2.9] erlaubt nun die Formulierung von Satz [2.2.10] Ein Raum, der die Voraus-

setzungen dieses Satzes erfiillt, wird auch Borel’scher Standardraum genannt.

Satz 2.2.10. (siehe Klenke |[2013] S. 189)

Es sei (F,T) ein polnischer Raum und £ die von T erzeugte Borel’sche o-Algebra. Wie
zuvor bezeichne B(R) die Borel’sche o-Algebra iiber den reellen Zahlen. Dann gibt es eine
Borel’sche Menge B € B(R), sodass (F, ) und (B, B(B)) isomorph sind.

Beweis:
Der Satz [2.2.10] ist eine unmittelbare Konsequenz von Theorem 13.1.1 aus Dudley [2002
Die fiir unsere Situation angepasste Formulierung dieses Theorems lautet (s. Dudley 2002,

S. 487):
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Es seien (E,Tg) und (E', Tg/) zwei polnische Rdume mit den erzeugten Bo-
rel’schen o-Algebren £ bzw. £'. Es seien ferner Q € £ und Q' € £’. Dann
sind (2, 5’9) und (€Y, 5’}9,) isomorph genau dann, wenn  und Q' die glei-
che Kardinalitét (die entweder endlich, abzéhlbar oder die Kardinalitidt des

Kontinuums [0, 1] ist) aufweisen.

Die Behauptung folgt dann sofort, indem man 2 = F und Q' = B € B(R) mit der entspre-
chenden Kardinalitdt wéhlt und beachtet, dass R mit der iiblichen Topologie bzw. Metrik
ein polnischer Raum mit erzeugter o-Algebra B(R) ist.

Der Beweis des zitierten Theorems findet sich ebenfalls in Dudley 2002 auf den Seiten 487
bis 492 und erfordert weitere Voriiberlegungen. Wir verzichten deshalb auf eine weitere

Ausfithrung dieses Beweises. O

Bemerkung 2.2.11.
Auf Grundlage des Satzes folgen nun zwei wichtige Bemerkungen:

e Da Satz[2.2.10|auf Theorem 13.1.1 aus Dudley 2002/ beruht und selbiges nur Anforde-
rungen an die Kardinalitdt von B € B(R) stellt, konnen wir im Falle des Skorokhod-
Raumes D(I) einen Isomorphismus ¢ auf B = I oder B = R finden.

e Esseien nun X, fiir n € N unabhéngig identisch verteilte Zufallsvariablen mit Werten
in einem {iberabzahlbaren polnischen Raum E (vergleiche dazu die Ausfithrungen im
Anschluss an die Bemerkung . Gemik Satz und dem ersten Teil dieser
Bemerkung finden wir dann einen Messraum-Isomorphismus ¢ : E — R. Durch Uber-
gang zu den reellwertigen Zufallsvariablen Y,, = ¢ o X,, kdnnen wir dann bekannte

Argumente fiir reellwertige Zufallsvariablen anwenden.

Ein erstes Beispiel fiir die Anwendbarkeit des in Bemerkung geschilderten Vorge-
hens und zugleich das zentrale Resultat dieses Unterabschnittes liefert das 0-1-Gesetz von
Hewitt-Savage. Um diesen Satz zu formulieren, fithren wir zunéchst den Begriff der permu-

tierbaren Menge ein.

Definition 2.2.12. (Permutierbare Mengen, vgl. Bauer 1991}, S. 79f.)
Es sei (X, ), e eine Folge von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P)
mit Werten im Messraum (F,E). Die Folge definiert die Zufallsvariable

o0
X = ®Xn
n=1

mit Werten im Messraum (EN ,EN ), wobei X das iibliche Produkt der Zufallsvariablen X,
EN = [I,en E und EN die entsprechende Produkt-o-Algebra sei (vgl. erneut [Bauer 1991
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S. 58-67]).
Eine Menge A € EN heifit permutierbar beziiglich X, wenn fiir jede endliche Permutation
T gilt:

{rX e A} ={X € A} (2.2.2)

FEine Bijektion 7 : N — N werde dabei als endliche Permutation bezeichnet, wenn ein

no € N existiert, so dass 7(n) = n fiir alle n > ng gilt.

Mit dieser Definition kénnen wir nun das 0-1-Gesetz von Hewitt-Savage - zunéchst fiir den

Fall reeller Zufallsvariablen - formulieren und beweisen.

Satz 2.2.13. (0-1-Gesetz von Hewitt-Savage, reelle Version, siche Bauer [1991,
S. 80)

Es sei (Xp),cy eine Folge unabhingig identisch verteilter reeller Zufallsvariablen, d.h. es
gelte £ = R, & = B(R) (siehe Definition . Man definiere 2 = (B(R))". Dann gilt
fiir jede beziiglich X (siehe erneut Definition permutierbare Menge A € %

PHUXeA)=0 v P{XeA)=1.

Beweid?%

Es bezeichne , : RY — R die n-te kanonische Projektion, wobei n € N sei. Geméfs der
Definition der Produkt-o-Algebra Z = (B(R))" gilt dann % = o(m, : n € N) (siche Bauer
1991, S. 60).

Setzen wir 7, = o(m,...,my), so erzeugt die Algebra
o
oo = | )
n=1

gerade die o-Algebra Z. Daher konnen wir eine Approximationseigenschaft aus der Mafs-
theorie nutzen (siche Bauer (1992, S. 29, Satz 5.7):

Es sei u ein endliches Mafs auf einer o-Algebra 7 in €2, die von einer Algebra
oo in €2 erzeugt wird. Dann existiert zu jedem A € &/ eine Folge (C)yey
in @7, mit

lim u(AACE) =0. (2.2.3)
k—o0

Dabei bezeichne A die symmetrische Differenz zweier Mengen A und B, d.h.
AANB=(A\B)U(B\A).

24Der hiesige Beweise entstammt ebenfalls dem Lehrbuch Bauer[1991|und wurde um einige Erlduterungen
erweitert.
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Unter Verwendung von ([2.2.3)) erhalten wir in dieser Situation also zu A € £ eine Folge
(Ck)k;gN mit
klirn P ({X S AACk}) = klim Px (AACk) =0, (2.2.4)
—00 —00

wobei Px wie iiblich das Bildmaf von P unter X bezeichne, welches als Wahrscheinlich-
keitsmafs insbesondere endlich ist. Wegen C}, € @, und & C o C ... existiert dann zu
k € N ein n;, € N, sodass C, € 7, is@ Nach Definition der o-Algebra <7, existiert
somit eine Borel’sche Menge By € (B(R))"™* mit

Ck = {(71—17"‘77rnk) eBk} (225)
Fiir k € N sei nun 74 die endliche Permutation mit 74 (n) = n fiir n > 2ny und

(n) n+ng, firn=1,...,n,
TE(n) =
n—ng, firn=ng+1,...,2n.

Ist nun die Menge A € % permutierbar bzgl. X, so erhalten wir nach Definition [2.2.12}
{mX e A} ={X € A}. (2.2.6)
Motiviert durch Gleichung ([2.2.5)) definieren wir

C~'k = {(Wﬂc(l), . 77T7'k(nk)) € Bk} = {(ﬂnk+1, . 77T2nk> S Bk} . (2.2.7)

Aus der Definition der C~'k in Gleichung wird sofort klar, dass C~'k €o(m:n>ng+1)
ist, wihrend C}, € 4, = o (m, : n < nyg) gilt. Da (X,,), oy eine Folge unabhéngiger Zu-
fallsvariablen (bzgl. P) ist, ist (m,), oy eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen beziiglich
des Bildmafes Px.

Daher sind Cy und C~'k unabhéingi und somit gilt:

Px (Ck N 5}9) = Px (Ck) - Px (6k) . (2.2.8)

Wiederum da (X5,),cy eine Folge unabhéngig identisch verteilter Zufallsvariablen ist, be-
sitzen X und 7, X dieselbe Verteilung Py - heuristisch gesprochen kénnen wir alle X, als
gleichwertig betrachten, sodass eine Permutation derselbigen keine Verédnderung der Ver-
teilung zur Folge hat - und die Gleichungen (2.2.5) und ([2.2.7) liefern:

#Die Folge (ny) wen kann zudem streng monoton steigend gewéhlt werden.
20Fiir eine weitere Ausfithrung dieses Arguments siche Bauer (1991 S. 45, Satz 6.5.
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{X S Ck} = {(7T10X,...,7Tnk OX) € Bk} = {(Xl,...,Xnk) S Bk},
{X S ék} = {(7T7_k(1) on"-77er(nk) OX) S Bk} = {(XTk(l)?“’7XTk(nk)) S Bk}

(2.2.9)
Aus Gleichung (2.2.9) liest man sofort ab, dass damit
(X € C} = {X € C)}
gilt. Mit Gleichung ([2.2.6]) erhalten wir deshalb
(X € ANCL) = {X e AAC)
und wegen der gleichen Verteilung von X und 7, X schliefslich fiir alle k£ € N:
Px(AACE) = Px(AACy) (2.2.10)
Nun beachten wir, dass folgende mengentheoretische Inklusion giiltig ist:
AN (Ck N C~'k> :A\ (Ck N 6k) U (Ck N 6k> \A
— A\Cyp U A\ Gy U (ck N 6*k) \ A
CA\C U A\Gp U (Cy U Ci)\ 4
=A\CL U A\Cr, UCr\AUCp\ A
=AANCL U AAC).
Daher folgt mit Gleichung (2.2.10))
Py <AA (ck n ék)> < Px(AACY) + Px(AACY) = 2Px (AACY)
und deshalb nach Wahl der Folge (Cy);cy (siche Gleichung ({2.2.4))):
lim Py (AA (C’k N ck)) ~0. (2.2.11)
Aus Gleichung folgt nun unmittelbar
lim Py (Ck N C*K) = Py (4) . (2.2.12)
k—o0

Um dies einzusehen, beachte man folgendes Argument (siehe dazu Bauer 1992, S. 30):
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Ist p ein endliches Maf auf einer o-Algebra 7 und sind C, A € 7, dann gilt
1(C) — W(A)| < p(ALC) . (2:213)

Die Giiltigkeit dieser Ungleichung wird wie folgt ersichtlich:

1(C) — p(A) < p(A U (C\A)) — u(A)
=p(A) +p(C\A) - u(A)
=p(C\A) <p(C\AUA\C)
=pu(AAC0),

und vollig analog

1(A) = p(C) < p(ALC) .

Mit Gleichung ([2.2.13)) folgt dann einerseits Gleichung (2.2.12]) und mit selbigem Argument
unter Verwendung von (|2.2.10)) andererseits auch

Px(A) = lim P)((Ck) = kli)IIOlOPX(ék) .

k—o00

Schlussendlich erhalten wir dann mit Gleichung (2.2.8):
RﬂngﬁPX@@m@):g&O&@wJ&KM)
= (fim 2x(@0) - (Jim Pe(C)) = Px()- Pe(a).
Hieraus folgt P ({X € A}) = Px(A) € {0,1} und somit die Behauptung. O

Wie der obige Beweis zeigt, ist es prinzipiell nicht notwendig, sich auf den Spezialfall
E =R und & = B(R) zu beschrénken:

Um die Approximationseigenschaft aus Gleichung anzuwenden, geniigt es bereits,
dass die Folge (X;),cyn unabhingig identisch verteilter Zufallsvariablen Werte in einem
tiberabzdhlbaren polnischen Raum (£,7) annimmt. Da ein polnischer Raum dem zwei-
ten Abzdihlbarkeitsaxiom geniigt, entspricht dann nédmlich die von der Produkttopologie
TN erzeugte Borel’sche o-Algebra gerade dem abzihlbaren Produkt der von 7~ erzeugten
Borel’schen o-Algebra (siehe dafiir Kerr und Li 2014, S. 211, Lemma A.15, oder auch Sri-
vastava (1998, S. 88), so dass die Approximationseigenschaft ihre Giiltigkeit behalt.

Das néchste Korollar soll nun jedoch Bemerkung [2.2.11] utilisieren, um das 0-1-Gesetz von

Hewitt-Savage auf diese allgemeinere Situation anzuwenden.
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Korollar 2.2.14. (0-1-Gesetz von Hewitt-Savage, allgemeine Version)
Es sei (X,),,cy eine Folge unabhéngig identisch verteilter Zufallsvariablen mit Werten in ei-
nem iiberabzahlbaren polnischen Raum (£, 7)) mit von der Topologie erzeugter Borel’scher

o-Algebra £. Dann gilt fiir jede beziiglich X permutierbare Menge A € EN

PU{XecA)=0 v PUXecA})=1.

Beweid?’k

Es sei A € €Y permutierbar beziiglich X. Ferner sei ¢ : (E,€) — (R, B(R)) der Messraum-
Isomorphismus aus Bemerkung [2.2.11| und wir definieren die reellen Zufallsvariablen Y,, =
¢ o X, fiir n € N. Offensichtlich bildet dann (Y},), .y eine Folge von unabhingig identisch
verteilten reellen Zufallsvariablen.

Wir stellen fest, dass EN die von der Produkttopologie T erzeugte Borel’sche o-Algebra

ist und dass -
_ . N N N N
<1>_§¢. (E £ )—>(R (B(R)) )

ein Messraum-Isomorphismus ist. Die Giiltigkeit dieser Aussage beruht auf den Ausfiih-

rungen im Vorfeld dieses Korollars, da folglich die so definierte Abbildung ® genau dann

ein Messraum-Isomorphismus ist, wenn bereits ¢ ein Messraum-Isomorphismus ist (siehe

Srivastava [1998, S. 89, Proposition 3.1.29). Vergleiche dafiir auch Lemma 7.10 in Biskup

2014.

Setzen wir A = ®(A) € (B(R)Y, so gilt mit ¥ = § Y, fiir eine beliebige endliche
n=1

Permutation 7:

{TY € Av} = {(YT(1)7YT(2)7 . ) € @(A)} = {(¢ © XT(1)7 ¢ O Ar(2):- ) S @(A)}
= {(I) ((XT(1)7XT(2)’ .- )) € (I)(A)} = {(XT(1)7XT(2)7 .- ) € A}
= {rX € A} = {X € A} "By ¢ 4}, (2.2.14)

Folglich ist A permutierbar bzgl. Y und das 0-1-Gesetz von Hewitt-Savage im reellen Fall

liefert mit Gleichung
PUXeA})=P ({Y € Z}) e {0,1},

und damit die Behauptung. O

?"Dieser Beweis wurde vom Autor dieser Arbeit selbst gefiihrt.
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2.2.3 Riickwartsmartingale und der Doobsche Konvergenzsatz

Neben der Verwendung des 0-1-Gesetzes von Hewitt-Savage wird der Beweis des starken
Gesetzen der grofien Zahlen fiir U-Statistiken Nutzen aus einem weiteren Stiitzpfeiler der
Wahrscheinlichkeitstheorie ziehen:

Dem Doobschen Konvergenzsatz fiir Riickwdrtsmartingale.

Obgleich wir an dieser Stelle auf den - iiblicherweise im Rahmen einer Stochastik-Vorlesung
gefiihrten - Beweis dieses Satzes verzichten mochten, da er nur indirekt einen tieferen Ein-
blick in die Thematik ermd&glicht, méchten wir dem Leser dennoch eine kurze Wiederholung
der elementaren Konzepte anbieten.

Im Anschluss an diese Wiederholung werden wir auferdem im néchsten Unterabschnitt
zeigen, dass die Folge der U-Statistiken (Uy),,>,, (siehe Definition beziiglich einer
geeigneten Folge von o-Algebren (und unter einer vergleichsweise schwachen zusétzlichen
Forderung) zu einem Riickwdrtsmartingal wird. Zunéchst gilt es jedoch, diesen Begriff zu
definieren. Wir erinnern dazu an die Definition eines Martingals aus Abschnitt sieche
Definition

Definition 2.2.15. (Rickwdrtsmartingal, vgl. Lee 1990, S. 111)

Es sei (X,,),,c eine Folge von Zufallsvariablen iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P),
die bzgl. einer Folge von Unter-o-Algebren {F, },ecn adaptiert ist, d.h. es gelte o(X,,) C Fy,
fiir alle n € N (vergleiche auch Definition [2.1.21)).

Dann heifit die Folge (X, Fn),cy €in Rickwdrtsmartingal, falls die nachfolgenden Bedin-

gungen erfillt sind:
(i) Esist F D Fp, D Fy, fiir alle n,ng € N mit n > ny.
(ii) Die Zufallsvariablen X,, sind alle integrierbar, d.h. es ist E |X,,| < oo fiir alle n € N.
(iii) Esist E(Xy, | Fny) = Xy, fast sicher fiir alle n,ng € N mit n < ng.

Bemerkung 2.2.16.

Man kann Riickwartsmartingale auch als negativ indizierte Martingale auffassen:

Ist ndmlich die Folge (X, Fp), oy ein Riickwirtsmartingal, so ist die negativ indizierte
Folge ()?n, .7?”> mit )Z'n = X_, und JEn = F_, ein Martingal, vergleiche auch Bauer

ne—N
1991} S. 168. Insbesondere ist die Folge {F}, } en eine Filtration der o-Algebra F.

Obgleich der Begriff des (Riickwérts-)Martingals ein abstraktes Konzept ist, werden wir uns
im Folgenden speziell den reellwertigen Martingalen zuwenden, also solchen Martingalen,
fir die (Xp),cy eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen ist. Dies stellt fiir das weitere
Vorgehen offensichtlich keine Einschrankung dar, da die Folge von U-Statistiken (U,,)

n>m
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eine Folge reeller Zufallsvariablen ist.
Wir formulieren nun der Vollstdandigkeit halber die Doobschen Konvergenzsdtze.
Fiir uns ist insbesondere der Zweite Doobsche Konvergenzsatz flir Riickwértsmartingale

von Interesse.

Satz 2.2.17. (Erster Doobscher Konvergenzsatz, siche Bauer 1991} S. 162)
Es sei (X5, Fn)pen ein reellwertiges Martingal, das der Bedingung

supE | X,| < o0 (2.2.15)
neN

geniige. Ferner definieren wir die o-Algebra féj ) durch

fgj>=a<U ]-"n> :

neN

Dann existiert eine integrierbare und .Fé;r )—messbare reelle Zufallsvariable X, sodass X,

fiir n — oo fast sicher gegen X, konvergiert.

Beweis:
Eine ausfiihrliche Einfiihrung in die Theorie der Martingale und einen detaillierten Beweis
von Satz findet man in Bauer [1991}, siche speziell Seite 162f. ]

Satz 2.2.18. (Zweiter Doobscher Konvergenzsatz, siche Bauer 1991} S. 172)
Es sei (X, Fn) ey €in reellwertiges Rﬁckwéirtsmartinga]lﬂ, das der Bedingung ([2.2.15)) aus
Satz [2.2.17| geniige. Ferner definieren wir die o-Algebra fég ) durch

F = F
neN

Dann existiert eine integrierbare und JF (7)—messbare reelle Zufallsvariable X, sodass X,

flir n — oo fast sicher gegen X, konvergiert.

Beweis:
Fir einen Beweis sei erneut auf Bauer [1991] verwiesen. Der auf Seite 172 formulierte und
bewiesene Satz wurde hierbei in seiner Allgemeinheit etwas vermindert, um die vorliegende

Situation praziser zu reflektieren. O

28Fiir die in Bauer [1991] verwendete Notation siehe auch Bemerkung[2.2.16
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2.2.4 U-Statistiken als Riickwiartsmartingal

Als letzte Vorbereitung fiir den Beweis des starken Gesetzes der groffen Zahlen fiir U-

Statistiken zeigen wir, dass eine Folge (U,,) von U-Statistiken unter geeigneten Voraus-

n>m
setzungen zu einem Riickwértsmartingal wird. In Verbindung mit dem zweiten Doob’schen
Konvergenzsatz wird dies zunéchst die (fast sichere) Konvergenz der Folge sicherstellen, um
anschliefsend mittels des 0-1-Gesetzes von Hewitt-Savage die (ebenso fast sichere) Konstanz

des Grenzwerts zu folgern.

Lemma 2.2.19. (siche Lee (1990, S. 118)

Es sei (Up) eine Folge von U-Statistiken mit gemeinsamem Kern ), der die Bedingung

n>m

ElY(Xy, ..., Xn)| <o (2.2.16)

erfiille. Aufterdem sei eine Folge (F,) von o-Algebren definiert durch

n>m
Fn=0U;:5>n). (2.2.17)

Dann ist (U, Fr)

Beweid?%:

Nach Konstruktion in ist die Folge (Up)
aptiert, da sicher o(U,) C o(U; : j > n) gilt.
Ferner gilt fiir n > ng > m trivialerweise F,, = o(U; : j > n) C o(U; : j > ng) = Fp, und

n>m €I Rickwértsmartingal.

der U-Statistiken bzgl. (F,,) ad-

n>m n>m

damit die erste Bedingung aus Definition [2.2.15

Fiir die zweite Bedingung beachte man, dass die Zufallsvariablen X,, fiir n € N unab-
héngig identisch verteilt sind (vergleiche Definition . Man erhélt somit aufgrund der
Voraussetzung aus Gleichung fiir alle n > m:

— )

T€(n,m)
—m)!
T€(n,m)
= (";m)' > B (X X))
TE€(n,m)

:E‘w(Xl,...,Xm)‘ < 0.

Folglich gilt auch die zweite Bedingung aus Definition [2.2.15]

2Der Beweis findet sich in gekiirzter Form in der Monographie Lee [1990L
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Durch den Ubergang zum Supremum iiber alle n > m erhalten wir sogar ferner auf natiir-

liche Art und Weise die Voraussetzung des zweiten Doobschen Konvergenzsatzes, namlich

sup E‘Un‘ < E‘zp(Xl,...,Xm)’ < 00. (2.2.18)

n>m
Da nun o(U,) C F, ist, folgert man in Analogie zu obiger Argumentation:

_ |

7(n,m)

= Z E(w(Xl,...,Xm) |]~'n) :E(zp(Xl,.--,Xm) !fn),

7(n,m)

und daraus fir m <n < ng wegen F,, C F,, mit der Turmeigenschaft unmittelbar:

E (U | Fpy) = E<E<¢ (X1, Xom) |}"n) |an>
- E(w(Xl,...,Xm) |an) = U, .

Damit gilt schlieflich auch die dritte Bedingung aus Definition [2.2.15] und ergo ist

(Un, Fn) ein Riickwirtsmartingal. O

n>m

2.2.5 Der Beweis des starken Gesetzes der grofsen Zahlen fiir U-Statistiken

Mit den Resultaten der vorherigen Abschnitte konnen wir nun starke Gesetz der grofen
Zahlen fiir U-Statistiken beweisen, dessen Aussage bereits in Satz formuliert wurde.
Wie im Vorfeld dieses Satzes angekiindigt, werden wir auch die Voraussetzungen noch

néher spezifizieren:

Satz (Starkes Gesetz der grofien Zahlen fiir U-Statistiken)
Es sei (Uy)

die iiber eine Folge (Xy,),,cy unabhéngig identisch verteilter Zufallsvariablen mit Werten in

n>m eine Folge von U-Statistiken mit gemeinsamem m-dimensionalen Kern 1,
einem polnischen Raum (E, ) definiert werde, wobei wie iiblich £ die Borel’sche o-Algebra
bezeichne.

Ferner gelte E [¢(Xy,...,X;n)| < co. Dann konvergiert U, fiir n — oo fast sicher gegen
E(@W(X1,...,Xn)).
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Beweis?0k
Zunéchst definieren wir eine Folge (]—"n)n2m von o-Algebren wie in Gleichung (2.2.17)), d.h.

Fon=0U; :j>n).

Geméf Lemma ist dann (Un, Fn),,>,, €in Riickwértsmartingal. Nach dem Zweiten
Doobschen Konvergenzsatz (siehe Satz existiert dann eine reelle Zufallsvariable Uy,
sodass U, flir n — oo fast sicher gegen Uy, konvergiert.

Folglich ist der Beweis vollendet, wenn wir zeigen konnen, dass Uy, = E (¢ (X1,..., X))
fast sicher gilt.

Fiir ¢ > 0 betrachten wir dafiir die Mengd®]

Ule) = ﬁ [j {xEEN : ujox>E(1/1(X1,...,Xm))—|—s} c&N, (2.2.19)

n=mj=n

also die Menge aller # € EN| auf der u, ox > E (¢ (X1,..., Xy,)) + € fiir unendlich viele
n > m gilt.
Da die Bildung des Durchschnitts in Gleichung (2.2.19)) iiber eine absteigende Folge von

Mengen erfolgt, stellen wir insbesondere fest, dass fiir jedes beliebige N > m gilt:

Ule) = ﬁ D {x e BN yjox> E(1/;(X1,...,Xm))+5}. (2.2.20)
n=N j=n

Ist nun 7 eine endliche Permutation, so setzen wir N = N(7) und Gleichung (2.2.1)) aus
Bemerkung liefert wegen j > N:

{rXeUl(e)} = {TXE ﬁ G{:UEEN : Uj0$>E(1/J(X1,...,Xm))+€}}

n=N j=n
oo oo

{TXG N U{zer" ujom>E<¢<X1,...,Xm>>+e}}
n=N j=n

= {XG ﬁ G{xEEN : ujox>E(¢(X1,...,Xm))+€}}

n=N j=n

= {XeU(e)}. (2.2.21)

Da 7 eine beliebige endliche Permutation war, folgt aus Gleichung (2.2.21f) also, dass
die Menge U(e) permutierbar ist und das 0-1-Gesetz von Hewitt-Savage (siehe Korollar
2.2.14F hierfiir ist die angekiindigte Verschiarfung der Voraussetzungen notwendig) liefert

39Der Beweis findet sich in #hnlicher Form ebenfalls in der Monographie Lee [1990| siehe Seite 130.
31Die Messbarkeit des m-dimensionalen Kerns 1) stellt sicher, dass U(e) € £V gilt.
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P{X eU(e)})=0oder P{X €U(e)}) = 1.

Wegen E (U,) = E (¢ (X1,...,X:)) (s. Beweis von Lemma kann jedoch nicht
P({X €U(e)}) =1 gelten, da andernfalls E (U,) > E (¢ (X1,...,X,,)) mit entsprechen-
dem Widerspruch gilte. Es gilt demnach

P({X c U(e)}) ~0. (2.2.22)

Betrachten wir weiter die Menge

L(e) = ﬁ D {x c (EN,gN) cujor <E®@ (X1, .., Xm)) 75}, (2.2.23)

n=m j=n

so erhalten wir vollig analog zu obiger Argumentation auch
P({X c L(s)}) ~0. (2.2.24)

Schliefslich kénnen wir die Menge, auf der U, fiir n — oo nicht gegen E (¢ (X1,..., X))
konvergiert, durch die Mengen U(e) und L(e) charakterisieren:

(U 2 E (@ (X1,..., X))} = G {X €L (%) }u {X eU (%) } (2.2.25)

Jj=1

Aus den Gleichungen ([2.2.22)) und ([2.2.24]) folgt dann mit Gleichung (2.2.25)) die Behaup-
tung, da gilt:

P({UOO#E(w(Xl,...,Xm))}) <§:P({X6L(}) }) +P({X€U(%) }) =0,

Jj=1

und somit Us, = E (¢ (X1, ..., X)) fast sicher. O

Hiermit méchten wir auch den Abschnitt abschlieten. Der nachfolgende und letzte
Abschnitt dieses Kapitels wird sich mit der Straffheit von Wahrscheinlichkeitsmafsen iiber

dem Raum der stetigen Funktionen auseinandersetzen.

2.3 Straffheit im Raum der stetigen Funktionen

Zum Abschluss des Kapitels {iber die mathematischen Grundlagen dieser Arbeit mochten
wir den Begriff der Straffheit beleuchten, der zunéchst als Eigenschaft einer Familie von
Wahrscheinlichkeitsmafen tiber einem metrischen Raum (S, d) eingefiihrt wird.

Ist (S,d) ein vollstandiger und separabler metrischer Raum, so besagt der hier nicht expli-
zit thematisierte Satz von Prohorov (siehe Ethier und Kurtz|1986|, S. 104), dass die Begriffe
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der Straffheit und der relativen Kompaktheit dquivalent sind.

Diese Aquivalenz wird deutlich, wenn wir die Straffheit der von einer Folge C(K)-wertiger
Zufallsfunktionen induzierten Familie von Wahrscheinlichkeitsmafsen unter Zuhilfenahme
des Satzes von Arzeld-Ascoli charakterisieren (siehe Korollar [2.3.5]).

Diese Charakterisierung liefert die Grundlage eines elementaren Konvergenzresultates, das
in Lemma formuliert und mannigfache Anwendung finden wird.

Schlieflich fithren wir noch das Straffheitskriterium von Kolmogorov ein, das sich als Mittel

unserer Wahl zum Nachweis von Straffheit erweisen wird.

Dem voran stellen wir einige Definitionen, um das Konzept der Straffheit und den Raum

der stetigen Funktionen einzufiihren.

Definition 2.3.1. (Straffheit einer Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen, s. Bil-
lingsley 1968, S. 37)

Es sei S ein metrischer Raum mit Metrik d. Ferner bezeichne By die von der Metrik indu-
zierte Borel’sche o-Algebra iiber S.

Eine Familie IT von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (S, Bq) heifst dann straff, wenn fiir alle
e > 0 ein Kompaktum K = K(g) € By existiert, so dass gilt:

P(K)>1—¢, furallePell.

Wir verallgemeinern den Begriff der Straffheit sodann auf Folgen von Zufallsfunktionen.

Definition 2.3.2. (Straffheit einer Folge von Zufallsfunktionen, s. Billingsley 1968,
S. 57)

In der Situation aus Definition sei (Xp), ey eine Folge von Zufallsfunktionen mit Wer-
ten im Messraum (S, Bq). Die Folge (Xy,), ¢ heift dann straff, wenn die zugehérige Familie
der Bildmafe IT = {PXn}, oy straff ist, das heift wenn fiir alle ¢ > 0 ein Kompaktum K

existiert, so dass gilt:

PX"(K)=P({X,€K})>1—¢, firallenecN.
Schlieflich fiihren wir den Raum der stetigen Funktionen ein, der in der Einleitung dieses
Abschnitts bereits kontextlos verwendet wurde.

Definition 2.3.3. (Der Raum der stetigen Funktionen C(X,Y), vgl. Dudley 2002,
S. 51)
Es bezeichne X einen kompakten topologischen Raum und Y einen normierten Vektor-

raum. Der Raum C(X,Y) ist definiert als die Menge aller stetigen Funktionen von X nach
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Y. Versehen mit der Supremumsnorm || - ||, die definiert ist via

)

[flloo = sup [|f(z)]
zeX

wobei || - || die Norm auf Y bezeichne, wird C(X,Y’) zu einem Banachraum (siehe Dudley
2002, S. 53).

Nachfolgend beschrinken wir uns auf den Spezialfall, dass X eine kompakte Teilmenge
des R? ist und schreiben suggestiv X = K C R%. Aukerdem betrachten wir nur den Fall
Y = R‘i, wobei die konkrete Dimension d € N sich als unerheblich erweisen wird. Daher
werden wir den Raum C(K, RJ) zumeist lediglich mit C'(K') bezeichnen.

Nach dem Satz von Weierstraf (siche Dudley 2002, S. 54) ist C(K) separabel.

Der Satz von Arzeld-Ascoli liefert uns nun Informationen iiber die kompakten Teilmengen
des Raumes C(K). Die nachfolgende, anschaulichere Charakterisierung von Straftheit im

Raum der stetigen Funktionen C'(K) wird von diesem Satz Gebrauch machen.

Satz 2.3.4. (Straffheit einer Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen tiber dem
Raum C(K), siehe Billingsley 1968, S. 55)
Eine Folge {P,}nen von Wahrscheinlichkeitsmafsen auf der Borel’schen o-Algebra iiber

dem Raum C(K) ist straff genau dann, wenn die nachfolgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Es gibt ein 9y € K, so dass fiir jedes n > 0 ein a € R existiert mit

P, ({f:If(Wo)| >a}) <n, firalleneN. (2.3.1)

(ii) Fiir jedes n > 0, £ > 0 existiert ein 6 > 0 und ein ny € N, so dass gilt:

P, ({f | sup 1£(z) — F)|| = g}> <n, firalen>ng. (2.3.2)

lz—yl|<d

Beweisi?’zl:

Zunéchst nehmen wir an, die Folge {P,},en sei straff. Ferner seien n > 0 und ¢ > 0

gegeben. Dann wihlen wir eine kompakte Teilmenge K C C'(K) dergestalt, dass
P,(K)>1—-n

fiir alle n € N erfiillt ist. Nach dem Satz von Arzeld-Ascoli (siehe Dudley 2002} S. 52) ist

dann X einerseits gleichméfig beschrankt, so dass fir ein beliebiges Yo ein a € R mit

lf@W)|| <a, firalle felk, (2.3.3)

32Der Beweis befindet sich fiir K = [0, 1] in Billingsley [1968| und verliuft vollig analog.
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existiert. Andererseits ist IC gleichgradig stetig, das heifft zu gegebenem ¢ > 0 existiert ein
0 > 0 mit

|f(z) — fy)|l <e, firalle fe K und z,y € K mit ||z —y|| <. (2.3.4)

Die Ungleichung aus ([2.3.3) impliziert nun K C {f : |f(J9)| < a}. Die Ungleichung aus

(2.3.4) wiederum impliziert, dass

Kc{f: sw |If@) -l <<}

lz—yll<d

ist, und daher folgt unmittelbar:

Po({£:1£ 0] < a}) =11,
Pn<{f: sup ||f(w)_f(y)”<5}>21_m fiir alle n € N .

lz—yll<é

Durch Ubergang zum Komplement erhalten wir damit sofort die Bedingungen (i) und (ii).

Nun seien die Bedingungen (i) und (ii) erfillt.

Da ein einzelnes Wahrscheinlichkeitsmaf P auf C'(K) stets straff ist (siehe Billingsley 1968,
S. 10, Theorem 1.4 unter Beriicksichtigung von Definition , kénnen wir in Bedingung
(ii) stets ng = 1 fordern:

Sind nédmlich n > 0, € > 0, § > 0 und ng > 1 derart, dass gilt, so wihlen wir fiir
jedes Wahrscheinlichkeitsmafs P, ..., Py,—1 ein J; mit

B({f: sup Hf(x)—f(y)Hze})gl—n, firr alle 4 = 1,...,m0 — 1.

lz—yll<d:

Ubergang zu §* = min{6, d1,. .., 0n,_1} liefert dann die Giiltigkeit von Bedingung (ii) mit
ng = 1.

Zu gegebenem 7 > 0 wéhlen wir nun aufgrund der Giiltigkeit von Bedingung (i) ein a € R
mit

Pu(A) =121 A= {f:|f@)l <a}.

Weiter wihlen wir aufgrund der Giiltigkeit von Bedingung (ii) eine Folge () mit 6 > 0

so, dass

P 21— g g Ag={r: s (1@ - Sl < )

lz—yl| <6k k
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ist. Wahlen wir K als den Abschluss von
An () Ak c C(K),
keN

so ist K nach dem Satz von Arzeld-Ascoli einerseits kompakt, andererseits gilt

()=o)

< Po(A%) + 3 Pu(A)
keN

n n
keN

und damit via erneutem Ubergang zum Komplement
P,(K)> P, (Am N Ak> >1—1.
keN

Ergo ist die Folge { P, } hen straff. O

Als Korollar aus Satz [2.3.4] erhalten wir sofort eine Charakterisierung von Straffheit fiir

eine Folge von C(K)-wertigen Zufallsfunktionen.

Korollar 2.3.5. (Straffheit einer Folge von C(K)-wertigen Zufallsfunktionen, sie-
he Billingsley (1968, S. 58)
Eine Folge (Xy),cy von Zufallsfunktionen mit Werten im Raum C(K) ist straff genau

dann, wenn die nachfolgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Es gibt ein ¥y € K, so dass fiir jedes n > 0 ein a € R existiert mit

P ({| Xn(0)|| > a}) <m, fiir allen € N. (2.3.6)

(ii) Fiir jedes n > 0, ¢ > 0 existiert ein § > 0 und ein ny € N, so dass gilt:

P { sup || Xn(x) — Xn(y)| > s} <n, firallen>ng. (2.3.7)
lz—yll<é
Beweis:
Das Korollar folgt mit Definition [2.3.2] unmittelbar aus Satz O

Das Korollar 2:3.5] erlaubt erstmalig auch eine heuristische Interpretation des Begriffes
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Straffheit im Falle C'(K)-wertiger Zufallsfunktionen:

In der Bedingung (2.3.6)) wird die punktweise stochastische Beschrinktheit der Realisie-
rungen gefordert, wahrend in der Bedingung verlangt wird, dass zudem die Fluk-
tuationen dieser Realisierungen kontrolliert werden kénnen.

Anschaulich ist also eine Folge C'(K)-wertiger Zufallsfunktionen straff genau dann, wenn
ihre Realisierungen an einem Punkt beschrénkt sind und lokal lediglich geringe Schwan-
kungen aufweisen.

Aufgrund dieser Interpretation mag es uns also nicht iiberraschen, dass wir die Straftheit
vermoge einer Lipschitz-Bedingung folgern konnen (siehe Anhang m, Korollar .
Im nachfolgenden Unterabschnitt méchten wir jedoch das Straffheitskriterium von Kolmo-
gorov diskutieren, das seinen Namen aufgrund der verwendeten Momenten-Bedingung aus
dem Satz von Kolmogorov (siehe etwa Bauer |1991} S. 340) erhielt.

Zuvor prasentieren wir noch ein Konvergenzresultat, das in seiner Allgemeinheit man-
nigfaltige Anwendungen sieht. Es ldsst sich leicht unter Zuhilfenahme von Korollar

beweisen.

Lemma 2.3.6.
Es sei (X,,),cy eine straffe Folge C'(K)-wertiger Zufallsfunktionen.
Ferner sei (1), ¢y eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in K, die fast sicher gegen

ein Y9 € K konvergiert. Dann gilt:
P
Xn (0y) = X (W) — 0 (n— 0).

Beweid>3k

Wir mochten formal die folgende Aussage zeigen:

Ve>0: lim P ({|Xn(Wn) — X,(d0)| > €}) =0. (2.3.8)

n—oo

Es sei also 7 > 0 beliebig. Da (X,), .y nach Voraussetzung straff ist, existiert nach Korollar
2.3.5]ein ng € N und ein 4 > 0 mit

, firallen >ng. (2.3.9)

N3

lz—yll<s

P({ sup |Xn<x>Xn<y>|ze})s

Aufgrund der fast sicheren Konvergenz der Folge (¥,),,cy gegen g existiert zu gegebenem
0 > 0 ein ny; € N mit (vgl. Bauer [1991} S. 34)

P<{||19n—190\| <5 Vn> n1}> > 1—%. (2.3.10)

33Der Beweis dieses Lemmas wurde vom Autor dieser Arbeit selbst gefiihrt.
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Damit erhalten wir fiir alle n > max{ng,n;} durch Kombination von ({2.3.9) und (2.3.10):

P ({ X, (9) — Xn(0)] > 5})

:P({\Xn(ﬁ) 190]>s}ﬂ{|]z9 || < & Vman})
P({\ann)— } {ywm—ﬁou <4 Vman}c)
P ({ | X (90) — } N {Hz? — | < 5})

\/

P({w — ol <6 ¥m > })

gP({ sup |Xn(a:)—Xn(y)\za}>+ggn.

lz—yll<é

Die Beliebigkeit von 7 liefert somit die Behauptung aus Gleichung (2.3.8)). O

2.3.1 Das Straffheitskriterium von Kolmogorov

Wir mochten nun ein handlicheres Kriterium fiir die Straffheit einer Folge von C(K)-
wertigen Zufallsfunktionen formulieren und beweisen. Es wird sich schlieklich als geeignetes
Mittel zum Nachweis von Straffheit erweisen, obgleich wir es zunéchst nur fiir den Fall
zeigen werden, dass K der d-dimensionale abgeschlossene Einheitswiirfel im R¢ ist.

Der Beweis beruht auf einem in Billingsley [1968| formulierten Theorem, welches zudem nur

den Fall d =1 - also das kompakte Einheitsintervall - umfasst.

Lemma 2.3.7. (vergleiche etwa Billingsley (1968, S. 95)
Eine Folge (X,), ¢y von Zufallsfunktionen mit Werten im Raum C <[O, 1]d> ist straff, wenn

die nachfolgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Es gibt ein 9o € [0,1]%, so dass fiir jedes 7 > 0 ein a € R existiert mit
P ({|IXn(W0)|| > a}) <n, firalleneN. (2.3.11)
(ii) Es gilt die Momenten—Bedmgunglﬂ
EHXn(t) - Xn(s)H2 < |t —s|™*,  fiir alle s,£ € 0,1 und n e N, (2.3.12)

mit positiven Konstanten v > 0 und a > 0.

31Wie in Billingsley [1968| im Falle d = 1 gezeigt, kann die hier angegebene Momenten-Bedingung weiter
verallgemeinert werden. Der Beweis lisst sich leicht {ibertragen, wir konzentrieren uns an dieser Stelle
jedoch aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf diesen Spezialfall.
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Beweis}
Die Momenten-Bedingung (2.3.12) impliziert aufgrund der Chebyshev-Markovschen Un-
gleichung (siche etwa Bauer 1992 S. 128), dass fiir alle n € N und € > 0 gilt:

P (||Xn(t) — Xu(s)|| > €) < E%Ht — s, firalle s, ¢ € [0,1]4 . (2.3.13)

Aufgrund der Aquivalenz der Normen im R? kénnen wir ohne Beschréinkung der Allge-
meinheit die Maximumsnorm verwenden, indem gegebenenfalls die Konstante v modifiziert
wird.

Bei gegebenem 0 < § < 1 und n € N definieren wir fiir ¢ € [0, 1}‘1:
Qt—{se[o,l]d:tigsigti—i—é v1gz‘§d},
A = { sup || X (t) — Xn(s)|| > a} .
SEQ:
Wir wihlen eine injektive Abzihlung h des Gitters G¢ = [0, 1]N 6Z% (siehe Lemma

im Anhang fiir eine detaillierte Diskussion). Die Dreiecksungleichung liefert sodann die

Giiltigkeit der folgenden Inklusion:

(1+16-1)°
{ sup || Xn(t) — Xn(s)|| > 36} c U Ay (2.3.14)
[t—sloo <6 e

Dies sieht man wie folgt ein: Fiir ein Ereignis w aus dem zugrundeliegenden Wahrschein-
lichkeitsraum gelte
sup HXn(t) — Xn(s)H > 3¢,
[[t—s|lco <8

so dass s, € [0,1]% mit ||t — |0 < § und | X0 (t) = Xn(s)|| > 3¢ existieren. Dann existieren
natiirliche Zahlen qi, g2, die nicht notwendig verschieden seien, mit s € Qp(q,),t € Qp(gn)-
Wegen ||s —t|loo < 0 ist Qp(q,) N Qh(gy) 7 0 da sich die d-dimensionalen Wiirfel zumindest
in einer Ecke iiberschneiden. Wir wéhlen 7 € Qj(q) N Qp(g,) und nehmen an, es gelte

w & Ap(g) U Ap(gy)- Dann folgt aber:

| X0 (t) = Xn(s)|| < || Xn(t) = Xn(r)|| + || Xn(r) — Xn(s)|| <e+e=2e,

35Der Beweis orientiert sich an der angegebenen Literaturquelle, wurde vom Autor jedoch ins
Mehrdimensionale transferiert.

71



und damit der Widerspruch. Es gilt folglich

(1+161)°
wE A Ul C U Anws
q=1

und damit die Inklusion aus (2.3.14)). Die Monotonie und o-Subadditivitat des Wahrschein-

lichkeitsmafses P liefern unmittelbar die Abschétzung

(1+L5*1J)d
P({” sup NXn(®) = X o) Z3€}> SP(UAh@) < D PlAwg) -
t—5|loo< q q=1

(2.3.15)
Gemiéf Korollar m geniigt es also aufgrund der Abschétzung , fiir ein gegebenes
1 > 0 aus der in formulierten Bedingung fiir hinreichend kleines 6 > 0 folgern zu
konnen, dass
(1+(6-1 J)d

Y P(Apy) <n (2.3.16)

q=1
gilt. Wir betrachten die Wahrscheinlichkeiten P (Ah(q)) separat.
Es sei also 1 < ¢ < (1+ {5*1J)d und fiir ein m € N wihlen wir eine Abzdhlung ¢ des
Gitter h(q) + 6G% wie in Lemma|A.2.1] so dass gilt:

m

oG+ 1) = 0(3)]|loo = % , firallei=1,...,(m+1)%—1. (2.3.17)
Ferner definieren wir die Zufallsvariablen
Ei=Xn(Wi+1) =X, (u(d), firi=1,...,(m+1%—1.
Mit u; = I/d'*%‘HL(Z' + 1) — t(i)||oo gilt dann fiir k > j mit Abschéitzung (2.3.13)):

d

k J

>a-d
i=1 =1
1 1 .
< Stk 1) = oG+ DI < 5 (7 ulh+ 1) =G+ Dl

1 d+a
< 52< > u> (2.3.18)

j<i<k

> 5) = P(HXn(L(kZ +1)) = Xn (i +1)]| > s)

d+a

36Man erhilt das Gitter mittels der affinen Transformation t +— h(q) + 6t aus dem Gitter G% , die
Schreibweise wurde entsprechend suggestiv gewéhlt. "
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Die Abschétzung aus (2.3.18)) erlaubt uns die Anwendung eines technischen Theorems, um
die folgende Abschétzung zu erhalten (siche Theorem 12.2 und Gleichung (12.43) bzw.
(12.44) in Billingsley |1968, S. 94):

C m d+o
P ({ s X (e(i)) — Xu(h(q))|| > 5}> < 612 (Z u) . (2.3.19)

(m+1)¢—1

Nach Gleichung ([2.3.17)) gilt mit Abschitzung (2.3.19)) also:

ppydte

P<{ max 1HXn(L(i))—Xn(h(q))H26})S TR

1<i<(m+1)d— €

und aufgrund der Stetigkeit der Realisierungen von X,, - man beachte, dass die Zufalls-

funktionen nach Voraussetzung C ([0, l]d) -wertig sind - erhalten wir somit fiir m — oo:

ﬂyda
P(AM@)—JD<{ sup HXEG)—A%UNQH\Z€}> Sg—i;—. (2.3.20)

SEQn(q) €

Einsetzen von ([2.3.20]) die linke Seite von ([2.3.16|) liefert sodann:

(1+1a-1)° - gdta
S P (A <1+ ””62 —0(1) 6 —0 (6—0).
q=1

Da diese Abschitzung unabhéngig von n ist, konnen wir also zu gegebenem n > 0 ein 6 > 0
finden, so dass fiir alle n € N giltlﬂ

(1+5-1))*
Y P(Ang) <n.

q=1

Hieraus folgt dann wegen ([2.3.15]) die Behauptung. O

In der Literatur wird das Lemma bisweilen bereits als Straffheitskriterium von Kol-
mogorov bezeichnet. Wir verwenden diese Bezeichnung hingegen fiir das nachfolgende Ko-
rollar, welches jedoch leicht aus dem obigen Kriterium gefolgert werden kann. Es zeigt,
dass die Einschrinkung auf den d-dimensionalen Einheitswiirfel modifiziert werden kann,

um auch die d-dimensionalen abgeschlossenen Bille als Kompaktum zuzulassen.

3"Man beachte, dass die A; per Definition eigentlich auch von n abhéingen.
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Korollar 2.3.8. (Straffheitskriterium von Kolmogorov)
Es sei € > 0 und 9y € R?. Eine Folge (Xn)pen von Zufallsfunktionen mit Werten im Raum
C <B5(§0)> ist straff, wenn die nachfolgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Es gibt ein ¥ € B.(0p), so dass fiir jedes 7 > 0 ein a € R existiert mit

P({|[Xn(®)]| > a}) <n, fiiralleneN. (2.3.21)

(ii) Es gilt die Momenten-Bedingung

E|| X, (92) — Xn(ﬁl)H2 < v|[9y — V1], fiir alle 91,95 € Bo(9p) und n € N,

(2.3.22)
mit positiven Konstanten v > 0 und « > 0.
Beweis®%
Aus der Analysis ist die Existenz eines Bilipschitz-Homdéomorphismus
fi 0,11 — B1(0)
bekannt. Als affine Abbildung ist auch
fo: Bl(O) — Bs(ﬁo) 0 — Y + & (2.3.23)

ein Bilipschitz-Hom6éomorphismus, so dass die Komposition f = fy o fi einen Bilipschitz-

Homdéomorphismus von [0, 1]% nach B, (o) liefert.

Sodann definieren wir die C' ([O, l]d) -wertigen Zufallsfunktionen Y, via
Yo(t) = Xn (f(2)) -
Damit existiert folglich fiir jedes n > 0 ein @ € R mit
P({[[Ya (£ ) | > a}) <,
und es gilt zudem fiir alle 1,25 € [0, 1]%

P (|[Ya(t2) = Ya(t)|| =€) = P (|| Xn(f(t2)) — Xn(f(t1))]| =€)
< Slfe) - fe)e. (2.3.24)

Nach Konstruktion ist f Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstante L, und wir erhalten

38Satz und Beweis wurden vom Autor dieser Arbeit formuliert.
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somit aus der Abschitzung ([2.3.24)):

I/Ld+a
52

P (HYn(tQ) - Yn(tl)H > 8) < |ta — t1||d+a :

woraus insgesamt die Straffheit der Folge (Y;,) mit Lemma folgt.
Folglich existiert geméaft Korollar fiir jedesn > 0 und € > 0 ein § > 0 und ein ng € N,

so dass gilt:

‘t2—t1H<5

P ({ ‘ sup HYn(tg) = Ya(t1)]| = 5}) <n, furallen>ng.

Die gleichméfige Stetigkeit von f~! erméglicht es uns, ein & > 0 dergestalt zu wihlen, dass
fiir |9y — 91| < & stets || f~1(P2) — f~1 (1) < 6 folgt. Somit erhalten wir:

P({ sup HXn%)—Xn(m)Hz»s}) gP({ sup HXn(f(tz))—Xn(f(tl))H28})

|92 —101]|<é lt2—t1]|<6

=P { sup HYn(tg) — Yn(tl)H > 5} <n, fiirallen>ng,
[lt2—t1]|<d

und damit erneut nach die Straffheit der Folge (Xpn), cn- O
Bemerkung 2.3.9.

e Im Beweis von Lemma [2.3.7] - man betrachte im Speziellen die Abschétzung aus

- haben wir den d-dimensionalen abgeschlossenen Einheitswiirfel in Abhén-
gigkeit von einem gegebenen § > 0 in geeignete kompakte Teilmengen unterteilt.
Aus der nebenbei in Abschitzung gezeigten Straffheit der auf eine derartige
Teilmenge eingeschrankten Folge erhielten wir schliefslich die Straftheit der auf ganz
[0, 1] definierten Folge.
Dieses Vorgehen lésst sich nun abstrahieren, um mit einem Uberdeckungsargument
das Straffheitskriterium von Kolmogorov auf beliebige Kompakta zu erweitern. Fir
das weitere Vorgehen ist dieser Sachverhalt jedoch nicht von Belang und soll hier
deshalb lediglich Erwéhnung finden.

e In Stute und Kopperschmidt 2013| wird das Straffheitskriterium aus Korollar
stets mit d + o = 2 angewandt. Der obige Beweis deckt dann nur den Fall d =1 ab,
fiir den auch das in Billingsley [1968| zu findende Resultat geniigt. Um ein von der
Dimension d unabhdngiges Straffheitskriterium zur Hand zu haben, wird deshalb im
Anhang dieser Arbeit ein auf einer Lipschitz-Bedingung basierendes Alternativkri-
terium angegeben. Die Anwendung dieses Kriteriums erfordert jedoch mitunter eine

Verschirfung der Voraussetzungen.
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Aufgrund des zweiten Gesichtspunktes aus Bemerkung sind die auf dem Straffheits-
kriterium von Kolmogorov basierenden Beweise bis auf weiteres nur im eindimensionalen
Fall giiltig.

Es ist moglich, die Beweise unter leicht modifizierten Voraussetzungen mit dem Lipschitz-
Straffheitskriterium aus Korollar zu fiihren; dies wiirde jedoch den Rahmen dieser
Arbeit sprengen.

Wir schliefien hiermit das Kapitel der mathematischen Grundlagen ab. Im n#chsten Kapi-
tel, das wir dem Minimum-Distanz-Schétzer 9, aus dem Artikel Stute und Kopperschmidt
2013| widmen, werden uns zahlreiche Konzepte speziell aus den Unterabschnitten
.17 2.2.1] und 2.3.7] begegnen, die retrospektiv den Umfang dieser Einfiithrung rechtferti-

gen.
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3 Der Minimum-Distanz-Schatzer v,

In der Praxis der Ingenieur- und Finanzwissenschaften kann eine Vielzahl von Ereignis-
sen durch sogenannte selbstanregende Punktprozesse modelliert werden, die auf natiirliche
Weise mit den entsprechenden Zahlprozessen assoziiert sind (siehe Unterabschnitt
und Beispiel aus Unterabschnitt sowie Definition .

Unter geeigneten Voraussetzungen kann die Dynamik eines solchen Zahlprozesses anschau-
lich durch die kumulierte Intensitétsfunktion beschrieben werden (siehe Satz aus
Unterabschnitt .

Durch den Einfluss externer Effekte, das heifst sobald eine feinere Filtration als die ka-
nonische Filtration des Zahlprozesses vorliegt, wird diese kumulierte Intensitéatsfunktion
jedoch selten vorhersagbar oder auch nur adaptiert beziiglich jener kanonischen Filtration
sein (siehe erneut Unterabschnitt und Stute und Kopperschmidt 2013, S. 1277).

In dieser Situation ist es ohne weitere Annahmen wie etwa der Unabhéngigkeit der Zu-
wachse oder der Stationaritit des Prozesses praktisch nicht moglich, eine exakte Verteilung
zu bestimmen (siehe Stute und Kopperschmidt 2013, S. 1277).

Verzichten wir folglich auf jegliche Verteilungsannahmen in einer semiparametrischen Mo-
dellierung der kumulierten Intensitdtsfunktion, so erweisen sich die iiblichen Maximum-
Likelihood-Methoden als unzureichend (vergleiche auch Stute und Kopperschmidt [2013).
Ein alternativer Ansatz ist die Einfilhrung eines Minimum-Distanz-Schdtzers, dem die Idee
der qualitativen Beschreibung des Zéhlprozesses durch die kumulierte Intensitatsfunktion
zugrunde liegt (man rekapituliere die Ausfiihrung aus den Unterabschnitten sowie
2.1.60)).

Um unnétige Restriktionen zu vermeiden, konstruieren wir diesen Schétzer auf Grundlage
des Kompensators aus der Doob-Meyer-Zerlegung, der eine Verallgemeinerung der kumu-
lierten Intensitatsfunktion darstellt und zur Vorhersage des Zahlprozesses dient (siehe Satze
[2.1.28 und 2.1.30] aus Unterabschnitt sowie Stute und Kopperschmidt 2013, S. 1278):

Beobachten wir unabhangig identisch verteilte Kopien des selbstanregenden Zéahlprozesses,

so wihlen wir aus einem gegebenen semiparametrischen Modell fiir den Kompensator jene
Funktion aus, die bezliglich eines geeigneten Abstandsbegriffes den minimalen Abstand
zum aggregierten Zahlprozess aufweist (siehe Stute und Kopperschmidt 2013, S. 1279).
Die zentralen Resultate dieses Kapitels behandeln die asymptotischen Eigenschaften des
so definierten Parameterschétzers:

Der Minimum-Distanz-Schétzer ist einerseits stark Konsistenz (siche Abschnitt und
andererseits asymptotisch normalverteilt (siche Abschnitt .

Das vorliegende Kapitel orientiert sich in seinem Aufbau an dem Artikel Stute und Kopper-

schmidt [2013] der als zentrale Referenz in der statistischen Analyse der selbstanregenden
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Zahlprozesse betrachtet wird.
Wir beginnen mit der Definition des Minimum-Distanz-Schdtzers, der wir jedoch einige

notationsspezifische Konventionen voranstellen moéchten.

3.1 Definition des Schéatzers v,

In diesem Unterabschnitt fassen wir zunéchst die Notationen, wie sie in dem Artikel The
Statistical Analysis of Self-Exciting Point Processes von K. Kopperschmidt und W. Stute
(siehe Stute und Kopperschmidt|2013) verwendet werden, zusammen, um anschliefend den
Minimum-Distanz-Schatzer 9, formal zu definieren.

Zuvor erweitern wir die Definition eines Zahlprozesses (siche Definition aus Unterab-
schnitt , um kompakte Intervalle als Indexmenge zuzulassen.

Definition (Zédhlprozess, Fortsetzung der Definition)

Es bezeichne I = [to, to} C R ein kompaktes Intervall und N = (Nt)tZto einen Zahlprozess.
Dann heifst der stochastische Prozess N|; = (Ny),; die Einschrinkung des Zahlprozesses
N auf das kompakte Intervall 1.

Einen stochastischen Prozess mit Indexmenge I, der die Einschrinkung eines Zahlprozesses

ist, bezeichnen wir suggestiv ebenfalls als Zdhlprozess.
Bemerkung 3.1.1. (Fortsetzung eines Zdhlprozesses)

e Ist erneut I = [fo,t"] ein kompaktes Intervall und N = (Ny),¢; ein Zahlprozess
im obigen Sinne, so kénnen wir stets einen Zahlprozess N mit Indexmenge [tg, 00)
konstruieren, dessen Einschrankung der stochastische Prozess N ist, indem wir defi-

nieren:

Nt = Nyingrp0y,  fiir t >t (3.1.1)
das heift wir setzen den Prozess N jenseits von t° konstant fort.

e Die Resultate aus Abschnitt bleiben giiltig, indem die Sétze auf die via Gleichung
(3.1.1) definierte Fortsetzung des Zahlprozesses N angewandt werden.

e Im Rahmen der sechsten Fortsetzung von Beispiel im Vorfeld von Definition
[2.1.34 haben wir bereits einen Zahlprozess betrachtet, der faktisch auf dem kompak-
ten Intervall [0,¢;] definiert war:

Nach t; Lastzyklen wurde das dort thematisierte Experiment unterbrochen. So lasst
sich die Einschrankung eines Z&hlprozesses in der Praxis als Unterbrechung oder
auch Abbruch interpretieren, da im Anwendungskontext kein Versuch fiir alle Zeiten

fortgefiihrt wird.
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Wir mo6chten an dieser Stelle eine erste Generalvoraussetzung formulieren, die fiir den Rest
dieser Arbeit gelte. Gleichzeitig méchten wir die Notationen der obigen Definition festhal-

ten.

Fortan bezeichne I = [t,t°] ein kompaktes Intervall und N = (Ny),; einen
selbstanregenden Zahlprozess iiber dem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F,{Fi}ier, P), das heifst:

Der filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, { F; }er, P) erfiillt die iiblichen
Bedingungen (siehe Ausfiihrungen im Vorfeld von Lemma und N ist
beziiglich der Filtration {F;};c; adaptiert.

In dieser Situatioﬂ existiert geméfs Satz[2.1.28)die Doob-Meyer-Zerlegung des Zahlprozes-
ses V. Es bezeichne A = (A4),c; den Kompensator von N und M = (M;)

Innovationsmartingal mit

11 das sogenannte

Mt:Nt—At, firte .

Bekanntermafen ist M ein Martingal beziiglich der Filtration {F;}er. In dieser Situation

gilt insbesondere die Identitat
EN; = EAt, fir t € I, (312)

weshalb wir den Kompensator A zur Vorhersage des Zahlprozesses N utilisieren kénnen.
Durch diesen Umstand motiviert, setzen wir ein semiparametrisches Modell fiir die kumu-
lierte Intensititsfunktion A a0}

Es sei d € N und © C R? eine beschriinkte offene Menge. Das zugehérige

Modell bezeichnen wir mit
Hy ={Ay:0 €O}, (3.1.3)

wobei Hpy von der konkreten Realisierung des Zahlprozesses N abhingen

kann. Im Folgenden sei stets ¥ der wahre Parameter, das heifst es gelte:

A= Aﬁo fiir einy € O. (3.1.4)

39Wir miissen formal noch die Integrierbarkeit des Zihlprozesses N fordern. Dies geschieht retrospektiv
am Ende dieses Unterabschnittes.

4Die Giiltigkeit von Gleichung wird stets implizit angenommen, da sonst das angesetzte Modell
schlichtweg nicht zur Beschreibung des Kompensators A geeignet ist.
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Beispiel (7. Fortsetzung)

Aus vorherigen Fortsetzungen des Beispiels ist bereits das vorlaufige Modell

t M

]l{NS<M} ds : ¢ > 0}

fir M € N bekannt, wobei wir Ay(t) anstelle von (Ay), schreiben. Ublicherweise gilt to = 0.
Damit dieses Modell den Forderungen aus (3.1.3)) gentigt, muss der Parameterraum (0, o),
dem die Grundintensitdt ¢ entstammt, durch eine Konstante ¥y, > 0 beschriankt wer-
den; in der Praxis geschieht dies etwa durch Vorabversuche oder anderweitig erworbene

Vorkenntnisse. Wir erhalten dann das Modell

tM
HN = {Aﬂ(t) = 19/]50 ﬂ]l{Ns<M} ds : 19 € @ = (Oaﬁmax) } . (315)

Um den wahren, unbekannten Parameter 9 zu schitzen, betrachten wir nachfolgend n € N
unabhéngige Kopien N M, ..., N®™ des Zahlprozesses N.

Waihrend der Parameter ¥ nun fiir alle 1 < ¢ < n identisch sei und somit den iiber
alle Beobachtungen gleich bleibenden Effekt beschreibe, kann das konkrete Modell von
der jeweiligen Realisierung des assoziierten Zahlprozesses abhéngen. Wir fassen die obigen

Ausfithrungen an dieser Stelle formal zusammen:

Es seien N, ... N®) unabhéngige, identische Kopien des Zahlprozesses V.

Ferner sei © C R? eine beschrinkte offene Menge und fiir jedes 1 < i < n sei
Hyw ={A) ;v e0
N { 9 "UVE }

eine Modell fiir den wahren Kompensator A®) des Zihlprozesses N derge-
stalt, dass fiir alle 1 < i < n gilt:

AD =AY (3.1.6)

Wir bezeichnen 1 als den wahren Parameter des Kompensators A.

Im Sinne von Gleichung besteht das vorrangige Interesse nun in der Schitzung
des Parameters 9. Zur Vermeidung weiterer Verteilungsannahmen in der bewusst vagen
Modellierung verzichten wir nachfolgend auf einen in dieser Situation kaum anwendbaren
Mazimum-Likelihood-Ansatz (vgl. auch Stute und Kopperschmidt 2013). Der nachfolgend
vorgestellte Schitzer 9, utilisiert einen Minimum-Distanz-Ansatz und bendtigt dabei kei-

ne weiteren Verteilungsannahmen.
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Wir fithren noch einige weitere Definitionen in Anlehnung an den Artikel Stute und Kop-
perschmidt [2013] ein:

Es sei p ein endliches Maf auf der Borel’schen o-Algebra B(I).
Fiir f,g € L*(I,B(I), i) definieren wir:

(fr9)n = /Ifgdu, (3.1.7)

sowie die induzierte Halbnorm

[flle =/ fs hu= [/IdeuF : (3.1.8)

(n)

Ferner definieren wir den aggregierten Zihlprozess N sowie den aggregier-

ten Kompensator K(n) durch
UGS SN am 1 Zn (0
N = - N Ay’ = Ay (3.1.9)

: n -
=1 =1

(n)

Das zugehdrige Innovationsmartingal M ist dann gegeben durch

m" =~N" 3. (3.1.10)

Bezeichnet §; das Dirac-Maf in t und Jy = {t : N, — 11%1 N, > 1} die Menge aller
S

Spriinge eines Zahlprozesses IV, so definieren wir das durch N induzierte Maf uy via

teIN

Insbesondere kénnen wir fiir i in Gleichung (3.1.7)) und (3.1.8]) das durch den aggregierten
Zahlprozess AR induzierte Mafs

RN _ —(n) . ==(n)
HN(n)—n;HN(i)— Z <Nt —l;%le 0t

tEJﬁ(n)

wéhlen. Hiermit konnen wir nun ein Maf fiir die Giite der Anpassung von Kén) an N
definieren:

N &5, (3.1.11)

()
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Der Term aus (3.1.11)) 1asst sich - dem Verstdndnis dienlich - auch schreiben als

2

> (M-85 0) (MO -]

sTt
téjﬁ(n)

ergo misst die Grofe Hﬁ(n) - ngn)Huﬁ(n) im Wesentlichen die quadratischen Absténde

zwischen den aggregierten Prozessen an den Sprungstellen des Prozesses W(n), gewichtet
mit der Hohe des jeweiligen Sprunges. Anhand dieses Abstandsbegriffes konnen wir nun

den Minimum-Distanz-Schdtzer 1, definieren.

Definition 3.1.2. (Der Minimum-Distanz-Schdtzer 19,, siehe Stute und Kopper-
schmidt 2013, S. 1279)

Der Schétzer 19, ist definiert als das Element des Parameterraumes ©, welches den Abstand

in (3.1.11)) minimitert, das heifétIE
e () w(n)
Un = arg If [IN7 = Ayl -

Eine technische wenngleich notwendige Forderung ist zudem gegeben durch die Annahme,

dass gilt:

Ey, [Sug {N(to)i : Aﬁ(to)j}] <o, firalled,j€Nomiti+j<3, (3.1.12)
(S

wahrend in Stute und Kopperschmidt 2013] die bedeutend schwichere Forderung
Ey, [Nt°)] <0 A Ey, [Ag(t°)] < oo fiir alle 9 € ©

gestellt wird, damit die Integrierbarkeit der untersuchten Prozesse und somit die Existenz
der Doob-Meyer-Zerlegung gewahrleistet ist.

Um die Existenz relevanter Grenzwerte sicherzustellen (man siehe etwa Lemma, ver-
scharfen wir diese Forderung in (3.1.12)). Die Annahme wird jedoch obsolet, wenn wir spéter
die bloke Existenz der untersuchten Integrale bereits voraussetzen. Dieses Vorgehen mag
implizit in Stute und Kopperschmidt 2013| praktiziert worden sein, die stérkere Forderung

ruft jedoch keinen praxisrelevanten Nachteil hervor.

“In der Statistik ist es nicht uniiblich, einen Schiitzer mit einem Zirkumflex zu versehen. Da wir dem
Schétzer hiufig in Form eines Index begegnen werden, verzichten wir zugunsten der Ubersichtlichkeit
darauf, den Schétzer mit 1,, zu bezeichnen.
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Beispiel (8. Fortsetzung)

Im Falle eines reinen verschobenen Geburtsprozesses mit Abbruch bei M € N (siehe Un-
terabschnitt [2.1.4) ist bei Giiltigkeit des Modells Hy aus Gleichung (3.1.5)) der siebten
Fortsetzung dieses Beispiels der Erwartungswert in (3.1.12)) beschrankt durch

D - M1~ 10)]” < o0

da der Zéahlprozess selbst durch M und die bedingte Intensitdtsfunktion durch ¥y.xM

beschrinkt ist. Die obige Forderung ist hier also trivialerweise erfiillt.

Wir bemerken noch, dass wir anstelle der Schreibweise Ey, [. . .] hdufig die kiirzere Schreib-
weise E [...] verwenden werden.
In den folgenden Abschnitten werden wir zunédchst die starke Konsistenz des Schétzers 9,

beweisen, bevor wir uns der asymptotischen Normalverteiltheit zuwenden.

3.2 Folgerungen aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen fiir U-Statistiken

Als Vorbereitung fiir den Beweis der starken Konsistenz des Minimum-Distanz Schétzers 9,
werden wir in diesem Abschnitt einige Aussagen aus dem Artikel Stute und Kopperschmidt
2013, die unmittelbar aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen fiir U-Statistiken (siehe
Satz folgen, formulieren und beweisen.
Dafiir flihren wir noch einige neue Notationen ein:
Fiir € > 0 bezeichne

B.(¥0) = {0 € RY: || — ]| < €} (3.2.1)

den offenen e-Ball um 9. Es sei ferner » > 0. Dann definieren wir:
BE(W) = {¢ € ©\ B(W) : |9 — 9| <}, (3.2.2)

wobei © den Abschluss von © im R? bezeichne. BE(1) bezeichnet also den Teil des r-Balls
um ¢, der nicht zu B (¥g) gehort.

Wie bereits gegen Ende von Abschnitt angekiindigt, werden wir nachfolgend die ab-

kiirzende Notation E [. . .] anstelle der uniibersichtlicheren Schreibweise Ey, [...] verwenden.

Schlieflich stellen wir noch eine Glattheitsforderung an den Kompensator, die wir im wei-

teren Verlauf dieser Arbeit noch verschiirfen werden2 Konkret fordern wir:

“2Durch zusétzliche Forderung der Differenzierbarkeit wird riickwirkend der Begriff der
Glattheitsforderung anstelle einer Stetigkeitsforderung motiviert.
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Der Prozess
(t,0) — Ay(t) (3.2.3)

sei fast sicher stetig und besitze eine stetige Fortsetzung auf I x ©.

Beispiel (9. Fortsetzung)

Dass die Forderung der fast sicheren Stetigkeit des Kompensators beziiglich der zeitlichen
Komponente gewissermafien natiirlich erscheint, wurde bereits in Bemerkung [2.1.29] erlédu-
tert. Dariiber hinaus erfiillt der Prozess

M

(t,0) — Ap(t) =0 o M N,

Lin,<myds
durch seine simple Abhéngigkeit vom Parameter 9 offensichtlich die Glattheitsforderung
aus (3.2.3), die also mit unserem Praxisbeispiel vereinbar ist.

Lemma 3.2.1. (Siehe Stute und Kopperschmidt [2013} S. 1285)
In der Situation aus Abschnitt gelte ferner die Stetigkeitsforderung aus Gleichung
(3.2.3]). Dann gilt fast sicher:

1 « , :
lim — sup ||[N® — A(Z,) 2 —E| sup |IN—=Ayl? |, 3.24
Jm s | ol =B s | I (3.2.4)
. 1 g < i 1)12
lim —— sup [N ~ADR —E sup |[NO Al , (3.2.5
i#j
lim b Z sup <N(i) _ A(i/) NG _ A(J;)> .
N—00 n(n — 1) = yreBi () 9 VT H ()
i
—E| sup (NO Al N@ Aff,))MN(l)] , (3.2.6)
O/ €BE(9)
1 - . , , ,
lim sup (N® — AW NG _ AW
n—o00 n(n — 1)(1’L _ 2) o ﬁ’EBi(ﬂ)< 9 9 >MN<k)
iAj kA
—E| sup (NO Al NO Afﬁbuw] . (3.2.7)
¥ €BE(9)

Die Aussagen in den Gleichungen (3.2.4) bis (3.2.7) gelten analog, wenn das Supremum

jeweils durch ein Infimum ersetzt wird.

In den Gleichungen (3.2.5),(3.2.6) und (3.2.7) ist weiter die Unabhingigkeit der Kopien
NM N@ . des Zahlprozesses N wichtig, nicht jedoch die Wahl der konkreten Kopie;

die Wahl der ersten drei Kopien etwa in Gleichung (3.2.7)) ist daher vollig willkiirlich.
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Beweid®L

Zunichst bemerken wir, dass die wir die stochastischen Prozesse N fiir i € N als Zu-
fallsvariablen mit Werten im Skorokhod-Raum (D(I),7q) der cadlag-Funktionen auffassen
konnen, siehe Definition in Abschnitt

Gemif Satz ist der Skorokhod-Raum ein polnischer Raum, und folglich kénnen wir
(N (”))n N als Folge unabhéngig identisch verteilter Zufallsvariablen mit Werten in einem
polnischen Raum auffassen.

Fiir jede der Gleichungen bis lasst sich nun die linke Seite als Grenzwert
einer U-Statistik auffassen. Die Kerne dieser U-Statistiken lassen sich dabei leicht ablesen,

wobei fiir den Zusatz das Supremum durch ein Infimum ersetzt wird:

P1(N) = sup [N —Ag|2, .
¥ EBL(P)
1 29\ 1 1)12
(05 (N( )’N( )> B ﬂ/esg?(ﬁ) HN( - Aﬁ, ”“N@) ’
¢Q(NOLN“U“0S?be“)—A$1N“’—A§5wmw
'eBS
1 2
G (NONOND) = sup VO AN A

Die Behauptung folgt dann sofort aus dem fiir diese Situation formulierten starken Ge-
setz der grofsen Zahlen fiir U-Statistiken (siehe Satz , insofern die Erwartungswerte
in den Gleichungen bis existieren. Schliissel zur Existenz wird dabei die
Annahme aus sein, die die nachfolgenden Abschétzungen unter Beachtung der
Unabhéngigkeit verschiedener Kopien des Zahlprozesses N motiviert, wobei wir bisweilen

die Schreibweise N(t) anstelle von N; préferieren:

El¢1(N)|=E| sup [[N—Ay|2, | =E| sup {/(N—Aﬁ')Q (t)dNN(t)}]
|9/ €BE (9) 9eBi(9) L J1
<E| sup {/Nz(t) +A2,(t)duN(t)}]
| weBi(9) \JT

2040 2 (40
SEﬂg%ﬁ@WH+%@»zdwﬂ

_E o { (N2(£°) + A3, (1)) <t§; (Nt ~ i N)> }

43Der Beweis bedient sich der im Vergleich zu dem Artikel Stute und Kopperschmidt [2013| verschérften
Bedingung (3.1.12)) und wurde vom Autor dieser Arbeit selbst gefiihrt. Stute und Kopperschmidt
verweisen lediglich auf das starke Gesetz der grofien Zahlen fiir U-Statistiken.
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=E [ sup { (NZ(tO) + Ag,(to)) N(to)}]

¥ EBE(9)
3.1.12))

sup {N(to)-Ag,(tO)} = 0,
9 €BE(9) |

<E[N})] +E

1 v\ _ 1) A2
k ‘wQ (N N )‘ -F L/S]lalfp(ﬂ) IV = Bl

_5| sup | /I (v —Agl,))Q(t)dum(t)}]

| 9/€BE(9)

analog
< E
¥ €BZ(9P)

sup {((N(l))2(to) n (Aé{))2(to))N(2)(to)}]

(3.1.12)

<E[(NOP@)]-E[NO@)] +E| s {(AG) )] E[ND@)] T oo,

9 €BE ()

£ ‘1#3 (N(l)’N(Z) ‘ =E [ sup (N — A N — Afﬁ)mw)]
=E| sup

Lo {f (V0 al) (V0 - AR) @ <t>}]

)
{
<E _ sup {/(N(l)N(Q)qLAf;,)Afﬁ)) (t)duN(l)(t)}]
1
{

| 9/€B5(9)

<E| sup

(NOND 4+ AGAD) (tO)N<1>(t0)}]
| /B (9)

<E _(N(l))z(to)} ‘E [N@)(to)} +E
s 9 €BE (9)

sup {N(l)(to) : Ag,)(to)}] ‘B

sup {Al(f,) (t9) }]
9 €BE (9)

E ‘¢4 (N(l),N(Q),N(?’))‘ —E

sup <N(1) AW N@ A(2)>“N(3>]

¥ €BL(F)

analog
< E

¥ €BL(F)

sup { (NON® 1+ aAAR) @10 (to)}]
<E[NO@)]-E[NO@)] - E[NO)]

supﬁ){Afgl,)(tO)}] ‘E supﬁ){Aff,)(tO)}] ‘E [N(3)(t0)}

¥ €BE( 9 €BE(

+E

(13.1.12)
< 0.
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Die Existenz der Erwartungswerte liefert somit unter Verwendung des starken Gesetzes
der grofsen Zahlen fiir U-Statistiken die Behauptung. U

Der Beweis von Lemma liefert unmittelbar auch die Giiltigkeit des nachfolgenden

Korollars.

Korollar 3.2.2. (Siehe Stute und Kopperschmidt 2013, S. 1285)
In der Situation aus Abschnitt gelte ferner die Stetigkeitsforderung aus Gleichung
(3.2.3). Dann gilt fast sicher:

L ) A
- @ _
Jim Z INO AP =EINO-aPE T 329)
k>
1 - . , , .
m o— () _ A pG) _ AW
nh—>H<}O 7’L(7’L — 1) = <N Aﬁ ’N Aﬁ >“N(i)
i
2
=B [(NO - AP, N@ - D), ], (3.2.10)
1 n ) ) ) .
li NGO _ A® NG _ AG)
b0 n(n—1)(n—2) ij;1 < ¢ 0 >“N(k)
ikt
1 2
E [(N(l) AW N® Al )>NN<3)} . (3.2.11)
Beweis:
Der Beweis folgt vollig analog zum Beweis von Lemma |3.2.1 U

Den Grenzwert aus Gleichung (3.2.11]) werden wir im folgenden Lemma explizit berechnen.

Lemma 3.2.3. (Siehe Stute und Kopperschmidt 2013, S. 1285)
Unter den Voraussetzungen von Korollar gilt fiir den Grenzwert aus Gleichung (3.2.11)):

E [<N<1> AP NO A§>>HN(3)] = |EAg, — EAglEa, - (3.2.12)

Die Integration auf der rechten Seite von Gleichung (3.2.12)) sei dabei die klassische Riemann-
Stieltjes-Integration beziiglich der Funktion EAy,.
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Beweid™%
Um Gleichung (3.2.12)) zu zeigen, berechnen wir zunéchst unter Beachtung der Unabhén-
gigkeit von N1 — Aq(;) und N — A1(92) sowie dem Satz von Fubini:

E [(N(l) A N® By N(ﬂ

# N(3)

“e[ [ (v (v >duN<3>wN<3>}
- [ [(v0 - a) (v - a) e
= (v -]

E — AW ) d iy

I
/(EMO —BAy) dpye (3.2.13)
I

wobei N®) im letzten Glied der Gleichungskette gegeben sei.
Mittels Gleichung (3.2.13)) kénnen wir nun unter Verwendung der Identitat (siehe etwa
Bauer (1991} S. 120)

1 2 2
B[N0 - AP N® AP, ] = E{E (N0~ AP N@ _AB), | NG }

den Grenzwert berechnen. Zu beachten ist dabei, dass der Integrand aus Gleichung (3.2.13))
nach Voraussetzung (3.2.3) stetig ist, so dass wir das Integral unter Verwendung einer
Riemann-Approzimation berechnen konnen. Es sei dazu (S, ), < eine Folge von Partitionen

des Intervalls I, so dass
Sy = {to = 8n0 < 8n1 < ... < Spn=1"}

die Bedingung

- max  (Sp,i+1 — Sni) — 0 (n — o)
1=0,...,n—1

erfiillt. Dann gilt unter Verwendung der majorisierten Konvergenz:

B{E [V - AP N2 - AP, VO] } = B{ [ (B0, ~ Ao dien |

n—1
{nlggo > (EAg, — EAg)? (sn4) (N<3>(sn,i+1) —~ N(3)(sn7i)) }

=0

44 G8tute und Kopperschmidt [2013| geben den Hinweis, auf N® zu bedingen und den Satz von Fubini zu
utilisieren. Die detaillierte Ausarbeitung des Beweises geht auf den Autor dieser Arbeit zuriick.
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= lim E{ § (EAy, — EAy)® (sn) (N(3)(5n,i+l) - N(3)(5n,i)) }

n—00 ¢
=0
n—1

= lim > (BAg, — A9 (s00) (E[V®] (sn.01) — E[N®](s))
=0

n—1

= Tim " (BAy, — BA)’ (s0) (B[Asy) (5n.1) = B[Ag,] (50.0))
=0
— / (EAg, — EAg)? dEAy, = ||[EAg, — EAyllEa,,
1
(3.2.14)
Die konvergente Majorante in Gleichung (3.2.14)) erhélt man via
n—1
(BAgy = EA9)” (5n5) (NP (sn,511) = NP (s1,))
1=0
n—1 9
(B () + [EAG()]7) (N (sn,i1) = NP (s,))
=0
) n—1
= ([BAw () + [BAs()]*) 3= (NP (sni1) = NP (s,
=0
_ ( EAg, ()] [EAﬁ(tD)f) N® (19
< 2sup {EAy ()2} NG (10), (3.2.15)

YeO

da der Erwartungswert der rechten Seite der Abschitzung aus (3.2.15)) wegen - man ver-

wende die Monotonie des Integrals -

sup {EAg(tO)Q} <E [sup {Aﬁ(t0)2}:|

Y€ Y€
und somit nach Bedingung (3.1.12)) existiert.
Insgesamt gilt folglich Gleichung (3.2.12)) und damit Lemma O

Bemerkung 3.2.4.

Die fast sichere Stetigkeit eines Prozesses impliziert noch nicht die Stetigkeit des assozi-
ierten Erwartungswertes, obgleich die Konstruktion eines Gegenbeispiels nicht trivial ist.
Die im Beweis von Lemma[3.2.3] verwendete Stetigkeit des Prozesses EAy fiir ein beliebiges
Y € O folgt dennoch aus der fast sicheren Stetigkeit des Prozesses Ay, indem die Bedingung
aus hinzugezogen wird. Wegen Ay(t) < Ay(t°) fiir alle ¢ € I liefert dann némlich
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bereits die in Stute und Kopperschmidt 2013 gestellte Forderung E Ay(t) < oo fiir alle
Y € O die Existenz einer integrierbaren Majorante, so dass via majorisierter Konvergenz

die Stetigkeit gezeigt werden kann:

t—t/ t—t/
tel tel

lim EAy(t) = E llim Aﬁ(t)] =EAy(t') fiirallet' € I und alle ¥ € © (3.2.16)

3.3 Konsistenz des Schitzers v,

In diesem Abschnitt werden wir die Konvergenz des Minimum-Distanz-Schétzers 19, zeigen,
die letztlich aufgrund von Abschnitt [3.2] als Folgerung aus dem starken Gesetz der grofen
Zahlen fir U-Statistiken erscheint.

Wir wenden uns zunéchst dem bereits im Beweis von Lemma [8.2.3] untersuchten Prozess

9 /1 (NO = A7) (N = AP ) d iy = (NO = AL, N = AD) (3.3.1)

Hp(3)
zu. Im folgenden Lemma untersuchen wir lokale Fluktuationen dieses Prozesses.
Generalvoraussetzung in diesem Abschnitt sei die Situation aus Abschnitt sowie die
Stetigkeitsforderung aus ((3.2.3]).

Lemma 3.3.1. (Siehe Stute und Kopperschmidt [2013, S. 1286)
Es seien € > 0 und § > 0 gegeben. Dann existiert fiir jedes ¥ € © \ B.(9) ein r > 0, so

dass
1 2 X
E ﬁ,gggﬂ)wu) — Al N@ Af9,)>MN(3>] - a/éﬁefw) IEAg, — EAy[[Ea, | <5, (332)
1 2
E LE%W” — AL N@ Afg,>>#N(3)] — [EAg, — EAgllEa, | <6, (3.3.3)
sowie
. 1 9 )
‘E L,gggfw)mn — A NO) A§,>>MN(3)] - it [BAy, ~ AR, | 6. (334
. 1 2
'E L,Elgafw)W(l) — Al N@ Ag»wg)} — |EAg, — EAgllfa, | <9, (3.3.5)

gilt.

Beweiﬂ

Die fast sichere Stetigkeit des Prozesses Ay fiir alle ¥ € © impliziert mittels majorisierter

43Der Beweis ist skizzenhaft in Stute und Kopperschmidt 2013/ zu finden und wurde vom Autor detailliert
ausgearbeitet.
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Konvergenz zugleich die Stetigkeit des Prozesses aus Gleichung (3.3.1)). Fiir » | 0 gilt
folglich:

1 2
ﬁ/:g?w)w(l) —AG N AT, L (VDAY N@ AR, (3.3.6)
. 1 2
inf (N AL N@—AD), 1t (NO AP N® AP, o (3.3.7)

¥/ €BE(9)

Der Erwartungswert der linken Seite aus Gleichung (3.3.6)) bzw. (3.3.7) existiert bereits
nach dem Beweis von Lemma und seinem Zusatz. Die monotone Konvergenz liefert

sodann mit Lemma B.2.3t

1 (1) 2 (2)
lﬁﬁ?E[Eg? ()_Aﬁ,,N()_Aﬂ, >#N(3)]

© 2)
Ellﬁiﬁlw:g%)w() Ay N = Ay >“N<3>]

1 2
=B (N = AP N® - AP, | = 1BAs, — EAliEa,,
und vollig analog

o E L/ei]rslsfw)w(l) — Ay N - Af?’)%(s)} = [BAg ~BAollen,,

Zu 6 > 0 existiert daher ein r; > 0, so dass fiir alle 0 < r < ry simultan gilt:

1 2
E ; sgpw)uv(l) — AR N® —ATh, | = [BAy, — EAyl[Ea,, | <9,
/e f‘

— [EAg, — EAg|Ea, | <6

E| inf (NO -l N® A1(92’)>MN(3)

|0/ €BE(9) ¥

Dies zeigt die Gleichungen ([3.3.3]) und -

Wiederum aus der fast sicheren Stetlgkelt des Prozesses Ay folgt die Stetigkeit des para-

metrischen Prozesses
2
9 [BAg, — Bl -

Man betrachte dafiir den nachfolgenden, zu Gleichung (3.2.16)) weitgehend analogen Ste-
tigkeitsbeweis.
Zunéchst gilt - wie in Gleichung (3.2.15]) aus dem Beweis von Lemma - die Abschét-
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zZung

(EAy, — EAy)* () < 2sup {EAy(1°)*} < 2E [sup {Aﬂ(t0)2}} , firalleteI,9€0.
veO veO

(3.3.8)

Die rechte Seite aus Gleichung (3.3.8)) ist somit die gesuchte konvergente Majorante, denn
es gilt

IEAs, — EAglEn,, = / (EAg, — EAp)? (t) dEAy,
1

<2E [sup {Ag(t0)2} /dEAgO
LYeO 1JI

< 2E [sup {Ay(t")*}| EAy, (t°)
LYo J

< 2E |sup {Aﬁ(to)Q} E [sup {Ag(to)}] , fiiralled € ©.
| S)

L[ 9eO ve

Wie in Gleichung (3.2.16|) folgt damit die Stetigkeit des parametrischen Prozesses.

Fiir r | 0 liefert dies die Konvergenz

. 2 2
ﬂ’elgif(ﬂ) [EAg, — EAgrllga,, T [EAg, — EAvllga,, - (3.3.9)

Folglich existiert ein 1o > 0, so dass fiir alle 0 < r < 79 gleichermafien gilt:

1 2 0
E[ sup (N® — A N@ _Ag,>>MN(3) — |EAg, — EAgllfa,, | < 5 (3.3.10)
¥ €BE(9)
: 1) _ A Ar2) A @) _ _ 2 é
'E |:19161]15’>)l$(19)<N Aﬁ' ’N Az?’ >HN(3):| ||EA190 EA’ﬁHEAﬁO S 9 (3311)
. 5
wnd (B8, ~ BAoll,, — i | B0y~ Bholha, [<5 (312

Abschliefsend liefert die Kombination der Gleichungen (3.3.10) und (|3.3.12) via Dreiecks-
ungleichung die Giiltigkeit von Gleichung (3.3.2)). Analog folgert man aus den Gleichungen

(3.3.11) und (3.3.12) die Giiltigkeit von Gleichung (3.3.4). Ubergang zum Minimum von

r1 und r9 vollendet dann den Beweis des Lemmas. O

Die néchsten Lemmata bereiten den Weg fiir den Beweis des zentralen Theorems dieses

Abschnittes, welches die starke Konsistenz des Schétzers ¢, zum Inhalt hat.
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Lemma 3.3.2. (Siehe Stute und Kopperschmidt 2013, S. 1286)
Fiir jedes 9 € © gilt fiir n — oo fast sicher:

*(n n
IN® = KU2 ) = 1B Ag, ~E gl (3.3.13)

Fiir 9 = ¢ ist der Grenzwert insbesondere gleich Null.

Beweid™}
Per Definition der aggregierten Prozesse - siche Gleichung (3.1.9)) - ergibt sich fiir die linke

Seite aus Gleichung (3.3.13)):

7N =Fn - \n 2
¥ =81, = [ =T e

n n n . 2
=;z/flzzfvw—;w
k=1 = i=1
2
wEh B0 o

=X (VO AP (N0 A e

i=1 j=1 k=1

1 & A ; , .
— 3 Z <N(1) _ Afg),N(j) _ Ag)>ﬂN(k) ' (3.3.14)
i,5,k=1

Fiir die Berechnung des Grenzwertes kann nun die Summation in Gleichung (3.3.14) ohne
weitere Einschrinkung auf die Summanden restringiert werden, die paarweise verschieden

sind. Dazu beachte man:

1 <& , ; ) . 1 . i . .
~ E <N(z) _ Ag),N(J) _ Ag)MNm == E <N(z) _ A%),N(j) _ A1(9])>NN(k)
i,5,k=1 i,5,k=1
Ak

1 — i i . 4 1 <& ; ; , ,
+ — Z <N() _ Afg),N(]) _ Ag)>ﬂN(k) + 5 Z <N( ) _ Aé),N(J) _ A1(9J)>MN(k>
peliory Zi’i:;jl
Ly i i ; .
4 — <N() _ A1(9)7 () _ A(J .U'N(k) n3 Z ) N( 7 Az(9])>HN(k)
i,5,k=1 i,5,k=1
j=k#i i=j=k

46Die wesentliche Beweisidee - die Verwendung von Korollar - geht zuriick auf Kopperschmidt und
Stute.
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_ i (@) j (J A@))2
— Z (NO — Ay NU) - A Yy F <3 Z NG — AY [

n3 4
i,7,k=1 1,k=1
i#jAk#i i#k
2 ¥ (9 () 5 ()
5 D (VO AP N AP, 5 Y IND AP (3.3.15)
v i=1

i#]

Gemaf Korollar [3.2.2] konnen wir die Konvergenzordnung der einzelnen Summanden aus
Gleichung (3.3.15]) bestimmen und erhalten infolgedessen:

I < ; P :
n3 > <N()_A1(9)’N(J)_A1(9])>Mw>

i)j,kzl
L= v A v AG) 3 . 9 1
=3 Do NG AP ND AP+ 50 (n") + —0(n) . (3.3.16)
i,5,k=1
i)kt

Asymptotisch sind geméft Gleichung also samtliche Terme, in denen mindestens
zwei der drei Indizes iibereinstimmen, vernachléssigbar.

Nach Gleichung konvergiert schlieklich der verbleibende Summand gegen den in
Lemma berechneten Grenzwert, das heift:

n

=5 > (VO AP N AP, ) = EAs, — B, (n—o0).
)
Aus Gleichung ([3.3.14) folgt sodann die Behauptung. O

Lemma 3.3.3. (Siehe Stute und Kopperschmidt [2013} S. 1287)
Fiir jedes € > 0 gilt fiir n — oo fast sicher:

[

— EA E Ay|? 3.3.17
19||19 79 I>e v H‘“N(”) 19”19 19 |>e | Jo T 19HEA190’ ( )

wobei das Infimum nur iiber jene ¥ aus © gebildet werde.

Beweid™t

Es sei € > 0 gegeben. Ferner sei § > 0 beliebig. Nach Lemma [3.3.1] existiert dann zu jedem
¥ € ©\B: (Vo) ein 7 =7 () > 0, so dass die Gleichungen (3.3.2]) und (3.3.4) gleichermafen
erfiillt sind. Damit gilt:

U Biw ) =8\B. (%) (3.3.18)

"966\]35 ("90)

4"Der Beweis findet sich in Stute und Kopperschmidt 2013/ und wurde vom Autor dieser Arbeit um
hilfreiche Erlduterungen ergénzt.
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Beziiglich der Teilraumtopologie des R¢ auf © \ B, (9g) stellt die linke Seite von Gleichung
(3-3.18) eine offene Uberdeckung dieses Kompaktums dar. Folglich existieren endlich viele

U1,...,Uq, so dass bereits gilt:
U B g,y (Up) = © \ B () (3.3.19)
Aus Gleichung (3.3.19) folgern wir nun mit r, = r(d,):

inf  [N™ - ALY |EAgy — EAglE s,

:[|[9—Do||>e Fx " s v 1>
= |imin, podnf, 1N = BVIL, — min st B s, ~EdslEn,,
S e e
Die letzte Abschéatzung in Gleichung kann wie folgt begriindet werden:
Es seien ay,...,aq sowie by, ..., b, positive reelle Zahlen. Dann gilt:
lrglplgqap — 1r<n;2qbp < jnax. lap — byl (3.3.21)

Aus der nachfolgend bewiesenen Giiltigkeit von Gleichung (3.3.21]) folgt dann
unmittelbar auch die Giiltigkeit der Abschétzung aus Gleichung (3.3.20)).
Es seien also p1,p2 € {1,...,q} dergestalt, dass

ap, = 1glpu<1q ap und by, = 1I<Tlpl£lqb (3.3.22)

gilt. Wir unterscheiden zwei Falle.
e Es gelte ap, > by,. Dann folgt nach der Wahl von p; in Gleichung

(3-3.22):

min a, — min b,| = |a =a, —b,, <a, —b
P A |ap, — bp, | 1 pa = Gpy P2

= |ap, — bp,| < glg?%{q |ap — byl (3.3.23)
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e Es gelte ap, < by,. Dann folgt nach der Wahl von py in Gleichung

B-3.22):

mina—mmb—a =b,, —a, <b, —a
TR I e |ap, — bp, | P2 p1 p1 p1

= lap, — by, | < lrélg%(q |ap — byl (3.3.24)

Aus den Gleichungen (3.3.23) und (3.3.24) folgt dann sofort Gleichung
(13.3.21]).

Um den Beweis zu vollenden, geniigt es nun zu zeigen, dass fiir alle 1 < p < ¢ fast si-

cher gilt:

~(n) . )
li N DA N — inf ||EAg —EA <& (3325
im sup 19631? ) | 12 5 pen (ﬂp)ll 9 oAy, | < ( )

Unter erneuter Verwendung von Gleichung (3.3.14)) aus dem Beweis von Lemma m

erhalten wir zunéchst die Abschétzungen

1 n ) ] .
. _ L (i) _ A () _ A)
ﬂEBlif(ﬁp ||N Aﬂ ||lu‘N(n) 19€B8 f(ﬁp) n Z; N AIS‘ ’N Aﬁ >,UN(k)

sup <N(i) — Ag),N(j) — Ag)>
19€B, (V)

< 1
=3 H(k) *0
i7j7k:

(3.3.26)

inf [N (i) _ A NG _ A0)
£ N™ -3 £ (ND ZAD NG A . (3.3.27
ﬂeBlélp(ﬁp) | 9 H,u e n3 glﬁeBl? 0,) 9 9 >MN(k) ( )

Gemifs Lemma konvergieren die rechten Seiten der Gleichungen ({3.3.26]) und (3.3.27)
gegen

E| sup (NO-AP ND AP, (3.3.28)
IEBS, (9) "
beziehungsweise
A )(N(l) — AP N@ Af92)>uN(3)] . (3.3.29)
Tp p

96



Folglich erhalten wir durch Kombination der Gleichungen ({3.3.26) bis ([3.3.29)):

. 1 1) 2 (2)
£ [ﬁe]sglf(ﬂ )<N( D= Ay N = Ay >“N<3>]
Tp p

<limsup inf : Hﬁ(n) - ngn)\|2

n—00 ﬂGBip(ﬁp Hg(n)
1 2
<E LGS% )(N(l) — A N@ Al >>HN(3)] . (3.3.30)
p P

Die Wahl der Radien ), fiir 1 < p < ¢ liefert sodann (vergleiche Lemma insbesondere
Gleichungen ([3.3.2)) und (3.3.4)) aufgrund der Konvexitit des Intervalls

Ks = < inf ||EA790 — EA@H%A% —9, inf ||EA790 — EAﬁH%A% —l—(5>

veBT, (¥p) veBT, (Vp)
und wegen
E sup (N(l) - Afgl),N@) - Aff)}M @ | €K
9EBS, (9) "
. 1) _ A ar(2) _ A @)
E ﬁeBl%f(ﬁp)<N Ay’ N Ay o | €Ks s
schliefslich auch
. . ~(n) ()2
llqrzri}sip ﬂGBlipr) IN" — Ay H“N(") e Ks
und damit die Behauptung, da § > 0 beliebig gewdhlt war. O

Wir utilisieren nun die Lemmata [3.5.2] und [3.3.3] um das zentrale Resultat dieses Ab-

schnittes zu beweisen, welches wir im nachsten Satz formulieren.

Wir erinnern abschliefsend noch einmal daran, dass die Simplizitdt der hiesigen Beweise
aus der Anwendbarkeit des starken Gesetzes der grofsen Zahlen fiir U-Statistiken folgt.

Dies rechtfertigt riickwirkend die ausfiihrliche Diskussion dieses Resultates in Abschnitt
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Satz 3.3.4. (Starke Konsistenz des Minimum-Distanz-Schdtzers 9, siehe Stute
und Kopperschmidt 2013} S. 1279)

In der Situation aus Abschnitt [3.1] gelte zusétzlich die Stetigkeitsbedingung aus Gleichung
sowie die Identifizierbarkeitsbedingung

Ve>0: inf EAy, —EA > 0. 3.3.31
€ . IE Ag, 9l Ay, ( )

Dann gilt fast sicher:
lim ¢, = . (3.3.32)

n—oo

Bemerkung 3.3.5.
Wie Kopperschmidt und Stute bemerken, impliziert die Stetigkeitsbedingung aus Glei-
chung (3.2.3), dass das Infimum in Gleichung (3.3.31]) angenommen wird. Folglich ist die

Identifizierbarkeitsbedingung in diesem Falle dquivalent zu der Bedingung
E Ay, (t) # EAy(t) fiir alle 9 # 9y (3.3.33)

und ¢ € Iy, wobei Iy C I eine Menge mit MEA%(I&) > 0 sei. Dabei bezeichne pgy,, das
Mafs mit kumulativer Funktion EAy, (siehe Stute und Kopperschmidt 2013, S. 1280).
Heuristisch gesprochen bedeutet die Bedingung aus Gleichung (3.3.31]) ergo, dass sich die
Funktion EAy fiir ¥ # ¥y auf einer beziiglich EAy, relevanten Teilmenge des Intervalls I
(d.h. die Funktion ist hier nicht nur konstant) von EAy, unterscheidet.

Beweis von Satz [3.3.4F%

Es sei € > 0 gegeben. Dann gilt nach Definition des Schétzers ¥, dass ||J, — ¥o|| > € nur

gelten kann, falls das Infimum der Funktion
) w(n)

iiber alle ¥ aus © \ B:(¥) kleiner als das Infimum iiber alle ¥ aus B.(1g) ist. Folglich

erhalten wir die Mengeninklusionen

{on—vo =y < { imf N =K, <

: <) ()
o IN™ A
99— > el 9 Mg }

1
9:|l9—do||<e

c {ﬂzual—%fouze“N By <IN =R} (3330)

48Der Beweis wird in Stute und Kopperschmidt 2013, S. 1287 gefiihrt.
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Geméf Lemma gilt fiir n — oo einerseits die Konvergenz

i ™ _ ) :
f N —A — f |EAg —EA 3.3.35
ﬂ:llﬂl—%o\\ZSH v ”“W(”) 19:||'¢91—1190H25|| do dllE Ay, ( )

und der Grenzwert ist nach Voraussetzung (siehe Identifizierbarkeitsbedingung aus Glei-

chung (3.3.31])) positiv.

Andererseits gilt fiir n — oo nach Lemma [3.3.2] auch

[N =R gy = 1B Ay — B Ay 52, =0, (3.3.36)

und daher implizieren die Gleichungen (3.3.35)) und (3.3.36|), dass die Menge in Gleichung
(3.3.34) fiir n — co gegen die leere Menge konvergiert. Dementsprechend gilt

P <limsup{\|19n — Jol| > E}) =0,
n—oo
und somit die starke Konsistenz des Schéatzers 9,,. O

Beispiel (10. Fortsetzung)

Analog zur neunten Fortsetzung dieses Beispiels konnen wir die Identifizierbarkeitsbedin-
gung (3.3.31) vermoge der Struktur des Modells H y aus (3.1.5)) nachweisen. Es gilt namlich:

2 M toM ?
HEAﬁO - EA&HEAﬂ0 - HE |: 190]\4 _ N ]1{N5<M} d8:| —E [ 79]\4_ N 1{N5<M} ds]
to s to S EAﬂO
) oM 2
= |y — 0¥ / E [/ —1 d8:| dEAy,(t). 3.3.37

Da nach der Definition eines verschobenen Geburtsprozesses aus Definition gerade
P({Nt0 > M }) = 0 gilt, ist der Integrand aufgrund der Monotonie des Erwartungswertes
echt positiv. Aus dem selben Grund ist der Integrator EAy, nahe ¢y eine streng monoton
wachsende Funktion, weshalb das Integral aus Gleichung eine positive Konstante
ist, die wir suggestiv mit consty,; > 0 bezeichnen. Damit schlieflich erhalten wir fiir ¢ > 0:

inf  ||[EAy, —EAy|lga, = inf  /consty - [0 — V| =V const - € > 0,
99— |>e 0 9:]9—dg|>e

und somit die Identifizierbarkeitsbedingung aus (3.3.31)).
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3.4 Asymptotische Verteilung des Schéitzers 9,

In Abschnitt haben wir die starke Konsistenz des Schéitzers 1,, gezeigt. Um jedoch ein
- zumindest approximatives - Konfidenzintervall fiir den wahren Parameter 9y angeben zu
konnen, bendtigen wir Kenntnis iiber die asymptotische Verteilung von ,,.

Ziel dieses Abschnittes wird es folglich sein, die asymptotische Normalverteiltheit dieses
Schétzers zu zeigen.

Generalvoraussetzung in diesem Abschnitt wird erneut die Situation aus Abschnitt [3.1]sein.
Weitere Voraussetzungen werden sowohl die Identifizierbarkeitsbedingung aus als
auch die Stetigkeitsforderung aus sein, so dass wir insbesondere die starke Konsis-
tenz des Schétzers 9, annehmen kénnen. Weiterhin verschérfen wir, wie im Vorfeld von
(3.2.3) angekiindigt, die Glattheitsforderung an den Kompensator, indem wir zusétzlich

fordern:

Der Prozess

(t,9) — Ay(t) (3.4.1)

sei fiir alle t € I beziiglich ¥ in einer Umgebung von g fast sicher zweimal

stetig differenzierbar.

Diese Forderung liefert sodann ein erstes Resultat, das wir im nachfolgenden Lemma for-

mulieren mochten.

Lemma 3.4.1. (Siehe Stute und Kopperschmidt 2013, S. 1288)
Fiir hinreichend groftes n € N gilt die Identitat:

l/pw AML%Mmkm

m 0 % n) —=(n) O <(n)
/M +zM 55

wobei die Integrale auf der rechten Seite von Gleichung (3.4.2)) als [to-Integrale beziiglich

M(n) beziehungsweise ng) zu interpretieren sind.

Beweid™}
Zunichst liefert die Gleichung (3.1.10|) aus Abschnitt die Giiltigkeit der Identitat

d :uﬁ(n)

ARy, (3.4.2)

V=1n

dM™ = dpy — Ay, (3.4.3)

“9In Stute und Kopperschmidt [2013| wird lediglich darauf verwiesen, dass die Ableitung aus ([3.4.8) in
¥, verschwindet. Die weitere Ausarbeitung geht zurilick auf den Autor dieser Arbeit.
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so dass sich die rechte Seite aus Gleichung (3.4.2)) schreiben lasst als

—=(n) O <(n)
/ M 619A19 9=0n
() 0 +(n)
M A
- [M 5

Aufgrund der Glattheitsforderung (3 existiert ein € > 0, so dass A1(9 )( t) in B.(9y) fast

sicher zweimal stetig differenzierbar ist.

——(n) —(n) 0 <(n) (n)
dM M"Y A dAy
+ /1 99" lo=0,

d pi—m) - 3.4.4
g—g, SR ( )

Die starke Konsistenz des Schétzers 9, liefert nun fiir n € N hinreichend grof, dass fast
sicher ¥, € B < (¥9) gilt. Wir betrachten das Parameterintegral

ST\n n vt S (n 2
9 — [N 3|2 - /I[N( )Ry )] dpiim - (3.4.5)

Der Integrand aus (3.4.5)) ist nach Voraussetzung fast sicher zweimal stetig differenzierbar
in B%(ﬁo) und es gilt

|5 [0 -5 | =2 70 -3 0] 55280
ZF(M = (n a*n
<2 sup {(N( >(t0)+A§9)(t0)) HMA,S’@)H}. (3.4.6)
(t,'&)GIXB% (%o)

Da in der Abschiatzung (3.4.6) das Supremum einer auf I x B.(ty) stetigen Funktion
betrachtet wird, existieren ein t; € I und ein 91 € Be () mit
2

H )~ A )} H <2 (N( (%) + &Y tO H (tl)} (3.4.7)

I=01

Die rechte Seite aus Abschéatzung (3.4.7) ist konstant und somit eine gleichméfige Ma-
jorante fiir den Integranden des Parameterintegrals aus (3.4.5). Nach dem Satz dber die

Differenzierbarkeit von Parameterintegralen erhalten wir also

0 — O —(n
%HN( A7) - 2/1[ N 3l )] %Afg)duﬁ(m. (3.4.8)

Nun nimmt das Parameterintegral in 1, definitionsgeméfs ein Minimum an, weshalb die
Ableitung nach ¢ an dieser Stelle verschwinden muss. Aus Gleichung (3.4.8)) folgt daher
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schlieflich (der Faktor 2 kann offensichtlich vernachléssigt werden):

0 ~(n) / () f<n> 0 (n)

5| i Al ] 55 ., dngen
=) ] 9+ (n) )] 9 <)
_/I[N _Aﬁo] aﬁAﬁ . d,u (n) +/ |:A190 _Aﬁn] %Aﬁ o d,uﬁ(n)

d pm)
g—d,

——(n) 0 —(n)
= [ MW A
/I 99

Diese Gleichung ist dquivalent zu Gleichung (3.4.2); die Behauptung folgt unmittelbar. O

<) ] 9+
d poim + /[ [Aﬁo Aﬁn] 500

I=1n

3.4.1 Die Hilfsprozesse {a,}, {8,} und {v,}

Das obige Lemma motiviert nun die Definition der parametrischen Prozesse, die in
Bemerkung [3.4.2] definiert werden. Sie werden eine wichtige Rolle im Beweis der

asymptotischen Normalverteiltheit des Schéitzers 9, spielen.

Bemerkung 3.4.2. (siche Stute und Kopperschmidt 2013] S. 1288)
Durch Gleichung ((3.4.2) motiviert definieren wir die parametrischen Prozesse

*TL 3 n 6*71 Ewat
:\/ﬁ/ Afg)—Ang)} oAy an ™,

f/M Aﬁ » ™ (3.4.9)
f/M")a SRR

Die Aussage von Lemma liefert damit:

—(n —(n J —
ﬂn (ﬁn) + Tn (ﬂn) = \/ﬁ/ A1(9n) - A1(90 619 1(9 g 9=0,, d’uNM)
n n)1 0 —(n —(n
_|_\f/ (A5 - 55)] 558" ﬁ:gndAf%)‘ (3.4.10)

Wir bemerken an dieser Stelle, dass bedingt durch die Glattheitsforderung (3.4.1)) fiir jede
kompakte Teilmenge K C © durch

(a” () }K)neN

und analog fiir 3,, sowie v, eine Folge C'(K)-wertiger Zufallsfunktionen definiert wird.
Koénnen wir die Straftheit dieser Folge fiir eine kompakte Menge K mit g € K C O zeigen
(siehe Definition [2.3.2)), so liefert die starke Konsistenz des Schétzers ¥,, unter Verwendung
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von Lemma [2.3.6] sofort, dass gilt:

Diese Begebenheit motiviert die Darstellungssitze der obigen parametrischen Prozesse, die

in den nachfolgenden Paragraphen thematisiert werden.

Darstellungssatz fiir die parametrischen Prozesse {a,,}

In diesem Paragraphen zeigen wir, wie bereits im Rahmen der Bemerkung [3.:4.2] vorweg-
genommen, die Straffheit der Folge (ov,(-)] K) als Familie von C'(K)-wertigen Zufalls-
funktionen, die unter gewissen Regularltatsbedlngungen gilt. Bevor wir also das Ziel dieses
Paragraphen in Form des nachfolgenden Lemmas formulieren, erweitern wir erneut - und

zum vorletzten mal - die Generalvoraussetzungen:

Es existiere eine Umgebung U C © von ¥, so dass die Regularititsbedingung

sup tH} < oo firjedl,?2 3.4.11
meIxU{Haw o) je iz ( )

erfillt sei.

In Bemerkung diskutieren wir zunéchst diese Regularitatsbedingung im Kontext des
Artikels von Stute und Kopperschmidt 2013] und werden erkennen, dass die hiesige For-
derung eine Verschéarfung der dort formulierten Voraussetzungen darstellt. Aus diesem
Grunde werden wir spéater den Beweis des Lemmas [3.4.5| wesentlich erweitern:

Wir verwenden zunéchst die Regularitétsforderung aus und zeigen darauffolgend,
inwiefern diese situativ abgeschwécht werden kann, um mit Stute und Kopperschmidt |2013

d’accord zu gehen.
Bemerkung 3.4.3.

e In dem Artikel Stute und Kopperschmidt 2013 wird etwa auf Seite 1280 implizit die

Forderung

[SEE{HWATS )HH <oo firalletel,je{1,2}

gestellt. Hieraus folgert man leicht eine Abschwichung der Regularitdtsbedingung

aus (|3.4.11)):

0
E f 1,2
e L { [l }] < mrscoo
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In der Praxis sind zumeist beide Forderungen erfiillt.
e Betrachtet man die Forderung (3.1.12)) aus Abschnitt so lésst sich diese fiir ¢ = 0

formulieren als

E
(t,9)eIx©

sup {Ag(t)j}] <oo firje{1,2,3}.

In Bemerkung haben wir die Stetigkeitsforderung aus (3.2.3) verwendet, um

hieraus die Stetigkeit des Prozesses
t— EAﬁ (t)

zu folgern. Analog kénnen wir die Glattheitsforderung aus ([3.4.1)) utilisieren, um aus
der Regularitatsforderung (3.4.11)) mittels des Satzes tiber die Differenzierbarkeit von

Parameterintegralen zu folgern, dass der Prozess
(ta 19) — EAﬂ(t)

ebenfalls fiir alle ¢t € I beziiglich ¥ in einer Umgebung U von ¥y zweimal stetig
differenzierbar ist. Wir kénnen die verschérfte Generalvoraussetzung folglich auch

als Erweiterung der Momentenbedingung aus (3.1.12)) auffassen.

e Wie eingangs erwiahnt, weichen wir an dieser Stelle geringfiigig von der in Stute und
Kopperschmidt 2013| gegebenen Situation ab. Bevor wir diesen Schritt begriinden,
seien hier zunéchst die auf Seite 1281 des Artikels formulierten Voraussetzungen an-

gegeben:

Es gelte die Regularititsbedingung

H (BA9(t) = EAgy (1) B Ao (0)7 | < g(t) (3.412)

0

fir alle ¥ in einer Umgebung von 1y, wobei die Majorante ¢ integrierbar

beziiglich EAy, sei. Ferner sei zudem die Funktion

@ I —RY: t— pt) = / {8819/&19‘ ] dEAy, (3.4.13)
[t,t°]

beziiglich EAy, quadratisch integrierbar.

Die erste Forderung wird gestellt, um in der Definition der erst spéter relevanten
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Funktion (siehe Stute und Kopperschmidt 2013, S. 1280)

_9
~ 0

/(EAﬂ — EAy,) E3A£ dEAy, (3.4.14)
I

(V) 59

die Integration und Differentiation zu vertauschen. Um dies zu gewéhrleisten, muss
der Differentialoperator in der Regularitatsbedingung aus auf den gesamten
Integranden angewandt werden; die Notation im Artikel Stute und Kopperschmidt
2013 ist hier jedoch ambigue.

Die Notwendigkeit der zweiten Forderung wird ersichtlich, sobald wir im Beweis von

3.4.10] nach Anwendung des Satzes von Fubini das Integral

\/ﬁ/ pddr™ (3.4.15)
I

erhalten. Sie stellt sicher, dass das Integral

EH/godM
I

existiert und gewéhrleistet letztlich die Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes.

2

Aus dem letzten Gesichtspunkt wird klar, dass die angegebenen Voraussetzungen fiir
die nachfolgenden Beweise notwendig erscheinen.
Im Rahmen der nachfolgenden Lemmata stellen sie sich jedoch als nicht hinreichend

fiir die Existenz wichtiger Integrale heraus.

Die zu beschrankende Funktion aus (3.4.12) ist unter der Regularitétsforderung
(3.4.11)) stetig beziiglich ¢. Folglich ist die Existenz einer integrierbaren Majorante
g trivialerweise erfiillt. Analog lasst sich auch die Giiltigkeit der Forderung (3.4.13))

herleiten.

Die modifizierte Regularitdtsbedingung dient lediglich dazu, die Existenz der in Lem-
ma [3.4.5] betrachteten Integrale nachzuweisen. Sie wird folglich obsolet, wenn wir den
Integranden stets im Sinne der Bedingung majorisieren kénnen. Dies erlaubt
es uns insbesondere, die Regularitdtsbedingung aus situativ abzuschwéchen
(man erinnere die Bemerkung im Anschluss an die Forderung (3.1.12)).

Wir formulieren nun das zentrale Resultat dieses Paragraphen.

Lemma 3.4.4. (Darstellungssatz fir die Folge (O‘”(')‘K) , siehe Stute und Kop-
perschmidt 2013| S. 1289)
Es gelten die iiblichen Identifizierbarkeits- und Glattheitsbedingungen. Unter hinreichen-

neN

den Regularitatsbedingungen existiert dann ein £ > 0, so dass der Prozess «;, auf B.(d)
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die Darstellung

an(9) = v/n / [EAﬁ — By |ED Ay d BT 4 Ry (9) (3.4.16)
I

o

besitzt, wobei der fiihrende Term fiir alle kompakten Teilmengen K C B.(¥y) mit Jy € K
straff in C(K) ist. Ferner gilt gleichméfig auf K die Konvergenz

Ri(0) 250 (n— o0).
Die Regularitiatsbedingung aus (13.4.26) stellt eine hinreichende Erweiterung der obigen

Regularitdtsbedingung aus (3.4.11)) dar.

Der Beweis des Lemmas wird in drei Schritten erfolgen. Zunéchst fiihren wir jedoch
einige Notationen ein, die durch den Artikel Stute und Kopperschmidt 2013 motiviert sind.

Fiir eine kompaktere Schreibweise definieren wir dazu:

D(0) = \/ﬁ/ A5 — By E;Aﬁ am™,
_ \/ﬁ/ A —EAy| E(%ANM( ")
_Jn / :A(") A“‘)} [680 A g 8(‘39 Aﬁ] ATF™
Gn(®) = v/ /1 [EAy — EAgy) E;ﬂAgd el (3.4.17)
Damit gilt offensichtlich:
an(9) — aM (@) + @ @) + P (9) = +f/ Aﬂo E(%Ang( ")
+vn / [EAy, — EAg]E 8619A19dM( RENOIEY
- \F/ NG A”)} EaaﬁA AM™ 4 oa® ()
_ \f/ Ry - 5G] 86791\(")(11\4(”) — an(d).
(3.4.18)

Nach Voraussetzung existiert eine Umgebung U C © von 9, so dass auf U simultan die

Glattheitsforderung aus (3.4.1) und die Regularititsbedingung aus (3.4.11)) erfiillt sind.
Wir wihlen ¢ > 0 dergestalt, dass B.(9) C U ist. Ist K C B.(¥y) kompakt, so existiert

ein 0 < r < e mit K C B(J9) C Be(¥p). Folglich miissen wir fiir den Beweis nur die

106



konzentrischen abgeschlossenen r-Bélle mit 0 < r» < € um 9y betrachten.
Aufgrund von Gleichung ([3.4.18)) geniigt es nun, die nachfolgenden Aussagen zu zeigen,

um Lemma [3.4.4] zu beweisen:

e Fiir jedes 0 < r < ¢ sind die Folgen (&n’m) N und (a;m)
r ne

BTwo))neN fir

m = 1,2, 3 straff in C(B,(Yp)).
o Fiir jedes feste ¥ € B.(¥p) gilt:

am@) 50, m=1,2,3.

Wir bemerken, dass diese Situation die Anwendung des Straffheitskriteriums von Kolmo-
gorov, wie es ist Korollar formuliert ist, erlaubt.

Im Lichte der Bemerkung gelten die nachfolgenden Beweise daher nur im Falle eines
eindimensionalen Parameterraumes, wie er etwa in Beispiel betrachtet wird.

Fiir eine Erweiterung der Beweise bietet sich das im Anhang formulierte Lipschitz- Straff-
heitskriterium an, das jedoch eine Verscharfung der Regularitétsforderungen aus
beziehungsweise ((3.4.26)) erfordert, wovon wir hier absehen mochten.

Der Beweis der obigen Aussagen wird sich iiber die nichsten drei Lemmata erstrecken.
Speziell der Beweis des nichsten Lemmas wird sich dabei hinsichtlich der Bemerkung [3.4.3]

als ergiebig herausstellen.

Lemma 3.4.5. (Straffheit der Folge (&n(-) B (90)

2013, S. 1290)
Fiir jedes 0 < r < ¢ ist die Folge (dn(-)

7> , siehe Stute und Kopperschmidt
neN

W>neN straff in C/(B,(do)).

Beweis Uk

Fiir den Beweis verwenden wir das Straffheitskriterium von Kolmogorov aus Korollar
Wegen vy € B, (1) fiir alle 0 < r < € und wegen &, (Y9) = 0 fiir alle n € N (siehe Gleichung
(3.4.17))) ist die erste Bedingung

P ({||an(D0)| > a}) <n fiir allen € N

mit einem beliebigen a > 0 trivialerweise fiir alle n > 0 erfiillt. Es bleibt also zu zeigen,

dass eine Konstante v > 0 existiert mit

E||6n(9) — an()]|* < w9 — |2, fiirallen € Nund 9,9' € B,(Jp).  (3.4.19)

50Fin skizzenhafter Beweis ist in Stute und Kopperschmidt [2013], S. 1290 zu finden. Der Autor dieser
Arbeit bietet hier einen ausfiihrlichen Beweis an, der von der Regularitétsbedingung aus (3.4.11))
Gebrauch macht.
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Einsetzen der Definition aus Gleichung (3.4.17)) liefert sofort die Identitéiﬂ

&n(9) — @n(9) = v/n / [EAy — BAy,| B2 Ay d 31"
I

89
9 —=(n)
— v | [EAy — EAg|E—- Ay d M
| 89
- \/ﬁ/ [EAy — BAy| B2 A, d 7™
. 89
1 \/ﬁ/ [EAy — EAg,] £ A, anr™
. 89
- \/ﬁ/ [EAy — EA%]EQAW am™
. 99
- \/ﬁ/ [EAg — EAy] £ A, anr™
. 89
0 0 ——(n)
++/n f [EAy — EAy,] E%Aﬁ = E%Aﬁl dM (3.4.20)

Hier und nachfolgend verwenden wir fiir eine differenzierbare Funktion f die abkiirzende

Notation

0 d

S| == fW).

o () v=9' OV ()

Die im Anhang in dhnlicher Form mannigfaltig angewandte Abschiitzung |la + b||? <
2 (lal|* 4 ||b]|*) erméglicht es uns, die Terme auf der rechten Seite von Gleichung (3.4.20)

separat zu betrachten.
In beiden Fillen ist der Integrand eine deterministische Funktion, und fiir eine solche
Funktion f gilt:

e Die Integrale [, fdM () sind stochastisch unabhéngig.

o Es gilt
E deM”)] =0. (3.4.21)
1

Die stochastische Unabhéngigkeit der Integrale folgt sofort aus der stochastischen Unab-
hingigkeit der Martingale M®).

Vollig analog zum Vorgehen aus Gleichung des Beweises von Lemma erhalten
wir mit einer entsprechend gewihlten Folge {to = spo < Sp1 < ... < Spn = t"}nen von

Partitionen des Intervalls I:

51Unter Beachtung der Regularitéitsbedingung aus (3.4.11)) ist dieser Zwischenschritt nicht notwendig,
wie der aufmerksame Leser beobachten wird. Der hiesige Beweis orientiert sich jedoch an der Form
des Originalbeweises, um spéter die Natiirlichkeit der Regularitdtsbedingung aus (3.4.12)) einzusehen.
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n—1
o] o B0 (49 90

n—oo

= lim E{nz_:l f(sni) (M(i)(smﬂ) — M(i)(Sn,i))]
i=0

n—1
- nh_{go Z f(sn,i)E [M(z) (Sn,i-i-l) - M(Z) (Sn,i)}
=0

n—00 4

n—1
= lim Z f(Sn’i)E |:E [M(Z) (Sn’iJrl) — M(Z) (Sn,i) ‘fsn,l]]
=0
n—1
= lim Z; F (i) B[ MO (5,) = MO (s,)] =0, (3.4.22)

und dies zeigt Gleichung (|3.4.21]), wobei wir fiir die vorletzte Gleichheit ausgenutzt haben,
dass M) nach Konstruktion aus der Doob-Meyer-Zerlegung ein Martingal ist.

Als konvergente Majorante fiir die Anwendung der majorisierten Konvergenz in Gleichung

(13.4.22)) eignet sich etwa die Funktion

sup f (1) [N (%) + Ay, (¢°)]

wovon man sich beim Vergleich mit (3.2.15)) leicht iiberzeugt.

Aus den obigen Aussagen leiten wir nun die folgende Gleichungskette her:

el [vn frane] [oa [ rane]}

I I
Rl[Ly ) [Ly :
E{[ﬁ;/fdMU] [\/ﬁ;/fdM()]}
Iy o L 2] j
_n;EHI/fdMU +n§E{[I/deM“] [I/fdM””
_ 2.1 i i
El/fdMH2+n;E[I/fdM()] E[I/fdM( )}
:EHI/fdMH :

Da M per Konstruktion aus der Doob-Meyer-Zerlegung ein quadratisch integrierbares Mar-

EH\/E/fdM(”)
I

tingal und der Integrand f als deterministische Funktion insbesondere vorhersagbar ist,
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liefert die verallgemeinerte It6-Isometrie aus Satz [2.1.32¢
2
EH /fdMH —E [/ ||f||2dA190} . (3.4.23)
I
I

Da in der rechten Seite von (3.4.23)) die Funktion f deterministisch ist, liefert erneut das
Vorgehen aus (3.2.14)) mittels einer Riemann-Approximation die Abschétzung:

)2:E{ 24A ]: 24EA
/I 112 dAg, /I 1£2dEAg, -

Wir wenden nun die soeben gezeigte Abschétzung nacheinander auf die beiden Summan-
den der rechten Seite aus Gleichung (3.4.20)) an.
Unabhéngig von der konkreten Regularitdtsbedingung - also der in (3.4.11]) formulierten

EH\/ﬁ/fdM("
I

oder einer geeigneten Abschwichung - méchten wir den Satz von Taylor fiir eine Entwick-
lung um ¢ anwenden. Wir diskutieren zunachst den Fall der modifizierten Regularitéts-

bedingung aus (3.4.11)), welche sodann die nachfolgende Abschétzung ermdoglicht:

EHI/ EAy — BAy] B2 A, a77™||

oY
<[
19€B,(90)

/1 H [EAy — EAy] E(%AﬁH2 dEAy,

2
|9 — || dEAy,

Kl o

) ) 2
< |9 = ¢|? sup [EA EAy)E— AT] /dEA
| | [(t,ﬁ)eIxBr(ﬂg) a0 (EAy —EAy) 09 I o
<19 = 92 Ko - BEAgy (1%)] = vild — '), (3.4.24)

mit einer Konstanten K, wobei wir ausgenutzt haben, dass hier das Supremum einer ste-
tigen Funktion iiber dem Kompaktum I x B,(d) ermittelt wird. Die Konstante Ko kann
und darf dabei von r abhédngen.

Wie in Bemerkung angekiindigt, haben wir die Regularitdtsbedingung nur
verwendet, um die Existenz des Integrals aus der obigen Abschétzung sicherzustellen. Dies
erlaubt es uns, den Beweis des Lemmas mit einer abgeschwéchten Regularitdtsbedingung
zu fihren:

Um eine Abschétzung im Sinne von zu gewahrleisten, ist es schlieflich vollig aus-
reichend, die Existenz des Integrals

/ sup
1 9€B,(90)

vorauszusetzen. Offensichtlich existiert das Integral, wenn eine beziiglich EAy, quadratisch

dEAlgo

9
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integrierbare Funktion ¢; existiert mit

I35 [ @800 - a0 | | < )

fiir alle ¥ € B.(¢). Die Regularititsforderung aus alleine geniigt offenbar nicht,
um diese Abschétzung fiir arbitrdare ¢ € B,.(dg) zu folgern.

Erweitert man jedoch die in Stute und Kopperschmidt 2013 formulierte Regularitéitsbedin-
gung auf natiirliche Art und Weise, um die Majorisierung sdmtlicher auftretender Integran-
den mit einer quadratisch integrierbaren Funktion sicherzustellen, so kann die in

formulierte Verschiarfung der Regularitdtsbedingung abgeschwécht werden.

Wir méchten den Beweis des Lemmas nun abschliefen. Unter der Regularitétsforderung
(3.4.11f) erhalten wir mit einem vo6llig analogen Vorgehen wiederum iiber die Stetigkeit des
Integranden schliefslich ebenfalls:

B 9
EH\/E/I[EAW ~EAy,] [EwAﬁ B

< ol — V||, (3.4.25)

Aﬂ,] a3 ™|’

Hier geniigt es nun alternativ, die Existenz des Integrals

2

0 0 dEAs,

0 ) 0 T
‘ 59 [(EAﬁ,—EA%)(E Ay — EAW>

/ sup
I Y9€B, (190)

vorauszusetzen. Das Integral existiert bereits, wenn eine beziiglich EAy, quadratisch inte-

grierbare Funktion go existiert mit

o[ 2 o] <. 0
und alle ¥ € B,.(¥y). Eine einfache wenngleich umfangreiche Rechnung offenbart, dass diese
Forderung gemeinsam mit der Regularitatsforderung aus sogar die Existenz der
obigen Majorante g1 impliziert, falls die Majorante g aus dieser Forderung ebenfalls qua-
dratisch integrierbar ist.

In jedem Falle liefert die Kombination der Abschéatzungen (3.4.24]) und ([3.4.25)) schlussend-
lich die Giiltigkeit von und damit die Behauptung. O

Im Beweis von Lemma waren die Integranden stets deterministische Funktionen.
Wir moéchten die Regularitdtsbedingung aus (3.4.11]) geeignet anpassen, um spéter auch

Integrale kontrollieren zu kénnen, deren Integranden weder vorhersagbar noch unabhéngig
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vom Integrator sind.

Um also den Beweis von Lemma [3.4.4] fertigzustellen, muss die Generalvoraussetzung letzt-
malig verschirft werden, indem die Regularitdtsbedingung aus und die Momen-
tenbedingung aus kombiniert werden.

Es existiere eine Umgebung U C © von 9y, so dass die nachfolgende kombi-

nierte Regularitdtsbedingung erfiillt sei:

E 71\19( )

vk

sup {N(to)i-A (t0)
(t,9)eIxU

l
}] <oo firi+j<4,ke{l,2},1<2.
(3.4.26)

Wir werden ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass B.(t¢y) C U gilt. An-
dernfalls wahlen wir retrospektiv ein hinreichend kleines € > 0, so dass diese Bedingung
erfiillt sei.

Im Rahmen des Beweises von Lemma haben wir exemplarisch gezeigt, inwieweit die
Regularitdtsbedingung aus abgeschwacht werden kann. Analog kann auch in den
nachfolgenden Lemmata die kombinierte Regularitdtsbedingung aus abgeschwacht
werden, wir verzichten jedoch darauf, dieses Argument stets wieder aufzugreifen.

In diesem Sinne méchten wir nun mit dem nichsten Schritt des Beweises von Lemma [3.4.4]

fortfahren:

Lemma 3.4.6. (Asymptotik der Folgen (a,(@m) (19)) N fiir m = 1,2, 3, siehe Stute und
ne

Kopperschmidt [2013, S. 1290)

Fiir jedes feste ¥ € B.(¢) gilt:

M) =50, m=1,2,3. (3.4.27)

BeweisF_?l:

Wir zeigen die Behauptung fiir m = 1,2 simultan. Dazu erinnern wir an dieser Stelle
zungichst an die Definition von o und a( ) aus Gleichung (3.4.17):

- (n 8 7 \n
_ \/ﬁ/ Af%) —EA{}O} E%A,ng( )

f/ A —EAy EaaﬁAﬂdM()

52Ein skizzenhafter Beweis ist wiederum in Stute und Kopperschmidt 2013 zu finden. Die detaillierte
Ausarbeitung, die insbesondere die Anwendbarkeit der Hilfssdtze aus dem Anhang diskutiert, geht
zuriick auf den Autor dieser Arbeit.
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Die Aussage folgt also sofort, wenn wir zeigen, dass fiir alle ¢,9" € B.(dg) die Konvergenz

f/ A EA,gl EaaﬁAng(n)—>0 (n — 00) (3.4.28)

gilt. Definieren wir die vektorwertigen Zufallsvariablen U; durch

Uki—/[Agf)—EAg/] E%AﬂdM(i), kie{l,....n}, (3.4.29)
I

so gilt fiir das Integral aus Gleichung (3.4.28]):

\F/ A —EAy E;ﬁ/\ anmr™

n

ZZ / EA,g/ E 8819/\,9 AMD =2 ST Uy, . (3.4.30)

k=1 i=1 ik=1

Da die Agc) gemaf der Stetigkeitsforderung aus stetig in ¢ sind, folgt sofort, dass
diese Prozesse vorhersagbar sind (vergleiche Definition .

Als Komposition deterministischer und vorhersagbarer Prozesse sind folglich die Integran-
den aus der Definition der Zufallsvariablen Upg; vorhersagbar.

Ist allgemein f ein solcher vorhersagbarer Prozess, so ist aufgrund von Satz [2.1.32] der

durch
t

t— [ fdM®
to

definierte stochastische Prozess fiir ¢ € N ein Martingal beziiglich der gleichen Filtration

wie M. Hieraus folgt dann trivialerweise

E[ fdM(”L]—E[/fdM] 0, firalleieN, (3.4.31)
to

und insbesondere E (Uy;) = 0 fiir alle k,i € {1,...,n} gilt.

Betrachten wir nun also in Gleichung die Summe iiber alle i = k, so erhalten wir
eine Summe unabhdngig identisch verteilter verteilter Zufallsvariablen mit Erwartungswert
0. Das starke Gesetz der grofen Zahlen, das wir als Spezialfall des in Satz[2.2.3] formulierten

Resultates kennengelernt haben, liefert also unmittelbar die Konvergenz:

1 n
gZU”i)O (n—)oo),
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und somit gilt auch
n

Z Uk —0 (n—o0).

z, 1
=

M\w

n-

Um die Summe {iiber alle ¢ # k zu beschrénken, méchten wir Lemma (sieche An-
hang) verwenden. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden auch die Lemmata und
aus dem Anhang utilisiert, wobei jeweils die Voraussetzungen zu iiberpriifen sind.
Da die verwendeten Argumente stets gleich sind, méchten wir die Giiltigkeit der Voraus-
setzungen an dieser Stelle exemplarisch demonstrieren, um die benétigten Methoden zu

dokumentieren und nachfolgend auf das Vorgehen zu verweisen.

e Fiir i,k € {1,...,n} gilt E||U||? < oo: Die verallgemeinerte Ito-Isometrie, die schon
in der Abschétzung (3.4.23]) zur Anwendung kam, bleibt giiltig, wenn der Integrand

ein vorhersagbarer Prozess ist. Wir erhalten also sofort:

B || Ui |2 §E[/H A5 —EAW] EZ AﬁH dA(Z} .
I

Der Integrand ist aufgrund der Glattheitsforderung aus (3.4.1)) stetig in ¢, und folglich
gilt

[/H EAW} B A§H dAl ] <E[supH [ EAW} B Aﬂu AY) )]
< sup HE%MHQE [2 (Ag‘;) (12 + EAy (tO)Q) A (tO)}
< sup HE%MHZ [QE [Afs.’f) (19)2A) (to)] +2EAy (t°)2 EAy, (to)} . (3.4.32)

Die Behauptung folgt nun aus der Annahme aus ((3.1.12)).

e Es gilt die Bedingung aus (A.1.6): Die Uberpriifung dieser Voraussetzung wird sich

als langlich erweisen und ist der Grund, warum wir das Vorgehen nur an dieser Stelle

in vollem Umfang aufzeigen mochten. Wir mochten zeigen, dass E [U ]z;UljJ = 0 gilt,
sobald k ¢ {i,1,5}, i & {k,l,j}, l & {k,i,j} oder j & {k,i,1} ist. Aus Symmetrie-

griinden geniigt es, die ersten beiden Félle zu untersuchen:

— k ¢ {1,1,j}: Offensichtlich gilt die Identitét:

E [(Agﬁ - EAﬂ/) E 83191\19] - [(EAW —EAg)E 6819/\19 —0.  (3.4.33)
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Betrachten wir also eine Riemann-Approximation von

B [U70,] = [ / / [ (A% (5) ~ BA(3)) B Aol )}T

(400 - Ba0) E;;Aﬁ(t)} AMO(5)aMO0)|.

so hat diese mit entsprechend gewihlten Folgen {tg = sp0 < sp1 < ... < spp =
%} nen, {to = tno < tni < ... < tnn =t} ey von Partitionen des Intervalls [
die Gestalt

n—1m—1 T
k 0
B i fig 557 (46 )~ B ons)) B o)
p q

[(Af;?( @) = EAp(tmg) ) E ;;Aﬁ( )} (MO (snpir) = MO (sny)

<M(j) (tmgs1) — MO (tm,q)) (3.4.34)

Nutzen wir wiederum die majorisierte Konvergenz und beachten die Unabhén-
gigkeit des Prozesses Agf) von Ag,), M® und MY, so ist der Ausdruck aus

(13.4.34)) gleich

n—1m-—1 T
k) 0
i fiy 5578 [ (300050 — B 300)) B 5 ol
p=U g=

9 % %
E [ |:<A< )(tm q) EAy (tm,q)) EaﬂAﬁ(tm,q):| (M( )(Sn,p+1) - M( )(Sn,p))
(M(j)(tmqﬂ) — MY (tm,q)> ] (3.4.35)
und damit nach Gleichung gerade 0.

— 1 & {k,l,j}: Wir verfahren zunéchst wie im vorherigen Fall. Anstelle des Terms
(13.4.35) erreichen wir schlieflich den Ausdruck

n—1m-—1 T
it 58] [0 Bt ]
p=0 ¢q=0

[(Ag') (tm,q) — EAy (tm,q)) Eaaﬁ Aﬂ(tm,q)} (M(j)(tm,q—l-l) - M(j)(tm,q)> ]

B [MD(5,,41) = MO(s,,)] (3.4.36)
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Da M@ cin Martingal ist, folgt
B[ MO (s 1) = MO (s,5)] =0.
Somit ist auch der Ausdruck aus (3.4.36]) gerade 0.

Insgesamt folgt aus den beiden Fillen die Giiltigkeit der Bedingung aus (A.1.6)).

Die Verwendung von Lemma [AT.2] liefert nun:

1 “ P

3B > Uk SEE E||Ugill* - (3.4.37)
k=1 k=1
kit kit

Da die Uy; fiir k # ¢ identisch verteilt sind, besteht die Summe auf der rechten Seite der
Abschiitzung aus (3.4.37)) aus n? — n identischen Summanden, und wir erhalten:

2

S2(712—7»)

3 const—0 (n— 00). (3.4.38)
n

n

> Uk
k,i=1

k#i

1
—E
n3

Hierin wird uns sodann die Sinnhaftigkeit der Hilfssdtze aus Abschnitt gewahr:

Wihrend wir durch obige Anwendung des Lemmas O(n?) endliche und identi-
sche Summanden erhielten, resultierte das naive Ausmultiplizieren der linken

Seite aus Abschitzung (3.4.38) in O(n?) gleichermafen endlichen - wenn-

gleich nicht notwendig identischen - Summanden, die durch den Faktor n =3

nicht unmittelbar egalisiert werden kénnen.

Die Chebyshev-Markovschen Ungleichung (siehe etwa Bauer |1992) S. 128) liefert damit fiir

n > 0:
P(

Die rechte Seite dieser Abschétzung geht nun nach (3.4.38) fiir n — oo gegen 0, und somit

gilt schliefslich die Behauptung aus (|3.4.28)).
Es verbleibt der Fall m = 3. Wir verfahren analog zu den Féllen m = 1,2 und definieren

2

n,% Z Ug;

ki

TZ*% Z Ug;

ki

Z Uki

ki

2
1
~n2n3 2

1
>N S*QE
n

9 (k) 0 ’
Uypi = / AP _ A P) [A( —EAﬁ] A
ph 1[19 190} Pl v
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Durch Einsetzen der Definition sehen wir unmittelbar:

9 —(n) 0 —(n)
f/ A [(,MA EaﬁAﬁ] dM
—~ (p IR0 0 i
ZZZ/ — A [MAﬁ EaﬁAﬁ} dM®
p—lk 1i=1
—n"3 Z Upki (3.4.39)
p,ki=1

Wir teilen die Summe aus (3.4.39)) in geeignete Untersummen auf, die jeweils mit den zuvor

illustrierten Verfahren gehandhabt werden kénnen:

n n n n
n_% Z Upki:n_g Z Upki—l—n_% Z Upki—i-n_g Z Upki

p,ki=1 p,ki=1 pki=1 p,k,i=1
p:k—i p=k#i k=i#p
_5 _5 -
2 E Upki +n" 2 Upki (3.4.40)
p,k,i=1 p,k,i;l
i=pF#k pF#kFiFEp

Wir zeigen fiir jede der fiinf Summen aus ([3.4.40|) individuell die stochastische Konvergenz
gegen 0.

p=k=1:

p=Fk#u

Die Unabhéngigkeit der Summanden liefert sofort:

n 2 n
_5 _5
E\n"2 > Upi| =E|n2> U § :EHUmHQ (3.4.41)
p,k,i=1 i=1
p:k‘:i
Da die Uy; fiir i € {1,...,n} identisch verteilt sind, erfolgt die Summation also iiber

O(n) identische Summanden.
Die Existenz des Integrals | U;;||? folgert man dabei wie zuvor unter Verwendung der
Ito-Isometrie aus der Regularitdtsbedingung (3.4.11)) und der Momentenbedingung

(13.1.12)), vergleiche (3.4.31]).
Der Faktor n=° liefert daher in (3.4.41)) die Konvergenz gegen 0, und wie gehabt

folgert man die stochastische Konvergenz gegen 0 aus der Chebyshev-Markovschen

Ungleichunyg.

Anders als in (3.4.37)) fithrt hier das naive Ausmultiplizieren zum Ziel, da der Faktor

n~? die Konvergenz sicherstellt.
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k=1i#p:
i=p#k:
pFk#i#p:

Wir erhalten zunéchst:

n 2 n
Bln 2 Y Uil =E[n72 > Unil| =5 > B Uil
pkyi=1 k=1 k=1
p—k£i ki ki
1 1 1
+— D E(UUn)+— Y BUkUny)+—5 > BE(UUn)
ket 1], kot I, ket 1],
k#l, k#7 , k=l,i#j k#l,i=j
AL, i
1 1 1
+— Y. E(UUn)+— Y. BE(UglUny)+—5 > BE(UgUn).
k#l I#5, k#i,l#£], ki, l#],
k=j ,1#l k;é] 1=l k=j ,1=l

(3.4.42)

Die auf den ersten Blick unnétig kompliziert anmutende Schreibweise aus
unterteilt die Summe in weitere Untersummen, die durch die Relation der Indizes
zueinander klassifiziert werden. Diese Aufspaltung hat den inhérenten Vorteil, dass
jede Summe auf der rechten Seite von aus identischen Summanden besteht.

Die Gleichung vereinfacht sich also wie folgt:

g Z Upkz

p,ki=1
p=k#i

1
T [O(”2> B[ Unia||” + O(n*) B(U]15Uss4)

+ O E(UTUn) + +O0(n?) E(UT,Uss) + O(n®) E(U,Uss1)
+ O(n®) E(Uf15Us03) + O(n?) E(Ufy5Us01) | (3.4.43)
und aus der Existenz der Erwartungswerte folgt wiederum die Konvergenz gegen 0.

Mit der Chebyshev-Markovschen Ungleichung erhalten wir erneut die stochastische

Konvergenz gegen 0.

Der Beweis erfolgt analog zum Fall p = k # 4.
Auch hier kommt das obige Beweisverfahren zur Anwendung.
Wir verwenden hier das Lemma und erhalten:
5 n
Eln"2 > Upmi —~ Z B (UpiUqki) » (3.4.44)
p,k,i=1
pF#kFiFEp

wobei die Summation iiber alle Indexkombinationen erfolgt, in denen p und ¢ die
selbe Position relativ zu ¢ und k einnehmen (siehe fiir eine ausfiihrlichere Er-

liuterung). Wir erhalten offensichtlich O(n*) Summanden, deren Endlichkeit man
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wie zuvor beweistlﬂ Die Behauptung folgt dann leicht mit den obigen Argumenten.
Insgesamt folgt also in ([3.4.39|) die stochastische Konvergenz gegen 0 und damit auch im
Falle m = 3 die Behauptung. O

Das Vorgehen aus dem Beweis von Lemma [3.4.6] wird sich auch fiir das letzte Lemma,

das zum Beweis des Lemmas vonnéten ist, als zielfiihrend erweisen.

Lemma 3.4.7. (Straffheit der Folgen (a%m)(-)
und Kopperschmidt 2013, S. 1291)
Fiir jedes 0 < r < & und m = 1,2, 3 ist die Folge (a,(lm)(')

Beweid %

Fiir den Straffheitsbeweis werden wir erneut das Kriterium von Kolmogorov verwenden.

Br(ﬂ0)>n€N fiir m = 1,2, 3, siehe Stute

m) e straff in C'(B,(p)).

Die Giiltigkeit der ersten Bedingung fiir ein beliebiges ¥ € B,.(¥y) folgt trivialerweise aus
Lemma [3:4.6| und der Definition der stochastischen Konvergenz.
Wie in Lemma bleibt also zu zeigen, dass fir m = 1,2,3 eine Konstante v, > 0

existiert mit

EHa%m)(ﬁ) — aflm)(ﬁ’)HQ < vp|®—)?, fiir alle 9,9 € B,(¥9) und m =1,2,3,n € N.
(3.4.45)

Wie in Lemma (3.4.6] werden wir zunéchst die Féalle m = 1,2 behandeln. Dazu definieren

wir wie in Gleichung (3.4.29)) fir ¢,9" € B,.(Jp):

, P .
v ’ﬁ)_/l[Ag’f)_EAﬁ,} BosAodM© . ki€ {L,... n}. (3.4.46)

Definieren wir ferner
VD = U g v = p ),

dann gilt wie zuvor:

n n

o) (@) — () =n=3 3 (U7 - U ) =nmE 3V,
ik=1 ik=1

o2(0) @) =n 3 3 (0P - U ) =07 Y v
ik=1 ik=1

53Man erhélt identische Summanden, wenn die Summe weiterhin in zwei Untersummen mit p = ¢
beziehungsweise p # ¢ unterteilt werden.

54Der Beweis wird in Stute und Kopperschmidt 2013 iibersprungen, folgt er doch nahezu unmittelbar
aus dem vorherigen Beweis. Die wichtigsten Argumente sollen hier dennoch aufgezeigt werden.
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Wir kénnen die Summen iiber k = ¢ und k # ¢ separat betrachten, denn es gilt:
3 TL 2 3 2 3
nm2 Yyl < 2[ T PN nzy v
i=k

ik=1 ik
Wir beginnen mit der Summe iiber ¢ = k. Da die Summanden unabhéngig identisch verteilt

_l’_

2
], m=1,2. (3.4.47)

und zentriert sind, folgt unmittelbar:

—=2 = m 2 1 = m 1 m m
w1 v = SR = L < e
=1 =1

Nun gilt mit dem iiblichen Vorgehen, da der Integrand ein vorhersagbarer Prozess ist:

©) 90,0") ||
B[V = Bof” - v

G, P 9
N EH / [ EA”O) 819A19 - (Afglo) - EA%) EaﬁAﬁ,] dm®

J

und eine Taylor-Approximation um v’ sowie die Verwendung der kombinierten Regulari-
tatsbedingung (3.4.26) liefern alsdann:

2
_ (1) 9 (1) 0 1)
_E (A EA%) A - (Aﬁo _ EA%) B Ay|| dAf,

2
) 0 1) 9 (1)
E[/I (A5 —EAs ) Eoshs — (Al —EAg ) EosAy || dal,
9 1) 9 L A
E 119—19’\\2/ sup ‘ [Al - E—AT — (ALY —EAy, ) E—=AZ ]H dA
I 9€B, (Vo) ( v ) oY < Yo 0) oY Yo

09
9 0 B 2
2 (1) T (1) T (1)/40
< || — || E[IXsup {Hé’ [( EA%) —aﬁA —(Aﬁo —EA%) EaﬁAﬁ,] H AY(t )}]

— N — 9%,

indem wiederholt die Dreiecksungleichung angewandt wird.
Die gleichen Argumente finden auch fiir m = 2 Anwendung, so dass wir gleichermafsen
folgern konnen:

2)
EHV1(1 H < V2 ”19 Ui
Fiir die Summe iiber i # k liefert die Verwendung von Lemma

E n_% Z Vk(lm

itk

<*ZEHVM =27 BV < mvS7). (3448)
i#£k
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wobei die letzte Ungleichung induktiv gezeigt werden kann. Die Voraussetzungen aus
(A.1.6) sind dabei erfiillt, da die Vk(lm ) als Differenz der Zufallsvariablen Uy; geschrieben
werden konnen, welche die Bedingung geméf Lemma [3.4.6] erfiillen. Wir illustrieren das

Argument kurz im Falle m = 1; hier gilt:

ql pk ql ql

T T ,
=E [Uéio,ﬂ) Uélﬁo,ﬂ)} +E [Uézo,ﬂ) U(ﬁo’ﬁ )]

T 90,0 90,9\ L [ 1+:(90,9 90,0
E[Vp(k) V()}:EKU};{O )y (e e >>]

ql

nNT nNT ’
+E [Ulﬂ}f““ Uéf“’)} +E [U}E}j“’) vy’ >] : (3.4.49)

wobei jeder dieser Summanden verschwindet, sobald sich ein Index von den anderen un-
terscheidet (dies wurde ausfiihrlich in Lemma diskutiert). Folglich ist die Bedingung
auch fiir die Vk(lm ) erfiillt.

Nun kann das obige Vorgehen wiederholt werden, um weiterhin

E[[v5”|?

<P —9>, m=12,

mit geeigneten Konstanten V,(f ) folgern zu konnen. Aus der Abschitzung (3.4.47) folgt
dann schliefslich

Bl|al™ (@) - o (@) <2 (v + ) 19 = 92 = vl |12, fiiwm = 1,2,

und damit die Bedingung aus (3.4.45)).

Fiir den Fall m = 3 verfahren wir dhnlich, indem wir wiederum definieren:

W) _ ® A1 9 ) 0 @)
Upki/I{Aﬂ A%HaﬁAl9 EaﬁAﬁ] dM®,
Vit = U2~ U0

Analog zu den obigen Féllen folgt dann unter Verwendung von Lemma auch hier
Elaf ) - o ()" < 2 (7 + 47 ) 19 = |1? = w9 - 7',

wobei ebenfalls die kombinierte Regularitdtsbedingung aus (|3.4.26)) angewandt wird.
Ergo ist auch die Folge (a,({%)(-)|

B 190))n€N straff und somit gilt die Behauptung. O

Wir haben nun die Aussagen bewiesen, die geméfs der Bemerkungen im Vorfeld von Lemma
geniigen, um das zentrale Resultat dieses Abschnittes, welches in Lemma formu-

liert wurde, zu zeigen. Der Beweis wird zwar in Stute und Kopperschmidt 2013 ausgelassen,
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soll hier jedoch ausfiihrlich demonstriert werden. Dies ermoglicht dem Leser schliefslich die
Erkenntnis, wie sich die Puzzleteile der vorangegangenen Lemmata zu einem konsistenten

Gesamtbild anordnen lassen.

Beweis von Lemma [3.4.4F%
In Gleichung ([3.4.18)) haben wir bereits gezeigt, dass wir den parametrischen Prozess oy,

aufspalten kénnen in die Summe

an (V) = én(9) = ) (9) + a2 (9) + o2 (9)
—Jn / [EAy — BAy,] E(%Aﬁ A" — aD(9) + a® () + a® (),
I
wobei der fithrende (Integral-)Term geméf Lemma fiir alle kompakten Teilmengen
K C B:(9p) mit 9y € K straff in C(K) ist.
Es verbleibt also lediglich zu zeigen, dass gleichméfig auf K die Konvergenz

—a® 4@ 4 a® L (n — o0)

n n

gilt. Dafiir geniigt es offensichtlich fiir m € {1, 2,3} individuell zu zeigen, dass gleichméfig
auf K gilt:
alm) 0 (n — 00).

Es sei also m € {1,2,3}. Formal mochten wir beweisen, dass fiir beliebige €,7 > 0 ein

nog € N existiert mit

P <{ sup
YeK

Fiir gegebene e, > 0 liefert zunéchst die Straffheit aus Lemma [3.4.7 mit Korollar 2.3.5]

dass ein 6 > 0 und ein ng € N existieren mit

olm) (ﬁ)’ > 5}) <n, firallen>ng. (3.4.50)

P { sup ’agm) (0) — al™@")| > 6} < 1 , fiirallen>ng. (3.4.51)
[9—o'|| <5 2 2
Nun gilt offensichtlich
Kc|J BswnK), (3.4.52)

YeK

und da K kompakt ist, gibt es ein endliche Teiliiberdeckung dieser offenen Uberdeckung.

55Dieser Beweis wurde in Stute und Kopperschmidt 2013|ausgelassen und vom Autor dieser Arbeit selbst
gefiihrt.
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Es existieren also 9V, ... 90 e K mit
K cBs(wW)u...uBs(¥").
Geméf Lemma gibt es n1,...,n; € N, so dass

(1

ist. Wegen oz,(lm)(') € C(K) schlieflich existiert nun zu n € N ein (zuféllig bestimmtes)

Vi) € K dergestaltiﬂ, dass

o™ (9;)

n

2;}) §g, firallen>mn;,ie{1,...,0} (3.4.53)

alm (%))’ = sup |a{™ (19)‘

YeK

gilt und wegen (3.4.52)) ein (ebenfalls zufillig bestimmtes) j(n) € {1,...,1} mit
29(,1) € Bs (ﬂ(j(n))) .

Damit schliefllich erhalten wir aufgrund der Abschitzungen (3.4.51)) und (3.4.53) fiir

n > ng = max{ng, ni,...,n}:

P(Laplro]zep) = (foen

<p({wea:

U{wGQ:

ol ) (0 (@) — 0l (@) U1N) | 2 £

aym@@wmmmﬂz >

gp<{ sup[af)(9) — o ()

[9—0"]|<d
(m) (G (n)(w)) €
ol ) (0N)] > £}

+p({weas

n.on
<M N 3.4.54
S5t =N (3.4.54)

und somit ist die Bedingung aus ([3.4.50)) erfiillt. Hieraus folgt letztlich die Behauptung aus
Lemma [3.4.4] ]

56Dieses Y(n) ist nicht mit dem Minimum-Distanz-Schétzer ¥,, zu verwechseln!
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Darstellungssatz fiir die parametrischen Prozesse {£,}

In Bemerkung [3:4.2] haben wir neben den parametrischen Prozessen «,, auch die Prozesse
Bn und 7, eingefithrt. Aus Gleichung wird der Zusammenhang zwischen diesen
Prozessen ersichtlich, der uns letztlich den Beweis der asymptotischen Normalverteiltheit
des Schétzers 9,, ermoglicht. Dazu ist es notwendig, auch die verbleibenden parametrischen

Prozesse zu studieren. Wir beginnen mit dem Prozess
—n / " Aﬂ maar™

Lemma 3.4.8. (Darstellungssatz fir die Folge (Bn(-)‘K>n€N, siehe Stute und Kop-
perschmidt 2013, S. 1291)

Es gelten die iiblichen Identifizierbarkeits- und Glattheitsbedingungen. Unter der Regula-
ritdtsbedingung aus existiert dann ein € > 0, so dass die Folge (ﬂn() fiir
alle kompakten Teilmengen K C B.(dg) mit Jg € K straff in C(K) ist.

Ferner gilt fiir alle ¢ € K:

‘K)nEN

und somit

Bn 250 gleichméfig auf K .

Beweis [
Wir verwenden die selben Methoden, die sich schon fiir die parametrischen Prozesse «, als

zielfithrend erwiesen haben. Das Vorgehen spiegelt infolgedessen die Beweise der Lemmata

346l und wider.

Erneut betrachten wir nur die Kompakta B,.(dy) fiir 0 < r < e.

Definieren wir hier wiederum vektorwertige Zufallsvariablen U, via
Upis = / M(’“)EAS;’) AM® (3.4.55)
I v
so erhalten wir definitionsgemaéfs:
n) 157(n)
=+/n M Aﬁ dM
—wZZZ/M’“)a Y U

p=1 k=1 1i=1 p,ki=1

5TDer Beweis orientiert sich an Stute und Kopperschmidt [2013| S. 1292 und wurde vom Autor dieser
Arbeit geeignet erginzt.
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Die Existenz der zweiten Momente der Upy,; folgt aus der kombinierten Regularitatsbedin-
gung aus (3.4.26)), wie wir kurz anhand des Falles p = k = ¢ demonstrieren mochten.
Es gilt dabei nach Voraussetzung, indem man M1 = N(1) — A1(910) schreibt und sodann die

Abschiitzung |[M® |2 < 2 [HN(UH2 + HAE;O)HQ] verwendet:

wll =] fart G v <zl (B (verer aiier) |
=2 o { (w0007 [ (v - 3) 750 ]

<aef a_{ (vowr s aer) [z )]

L IxB,(d0)

SSE:IXZH%(»{N(l)(toyl”aaﬁAg)HQH +8E[zx?§i€90){% (t°) HaﬁAu)H }] <0,

wobei die Regularitdtsbedingung hier mit ¢ = 4,5 = 0,k = 1,1 = 2 bzw.
1=0,j=4,k=1,1=2 angewandt wurde.

Der Faktor n™2 stellt nun wie zuvor sicher, dass fiir die punktweise stochastische Konver-
genz gegen 0 nur die Untersumme iiber p # k # i # p betrachtet werden muss, vergleiche
etwa die Diskussion im Anschluss an Gleichung .

Um diese Untersumme zu beschrinken, soll erneut das Lemma[A.T.3 herangezogen werden.
Die Bedingung aus ist erfiillt, wobei zu beachten ist, dass die Indizes p, k und i
n (3.4.55) nicht willkiirlich zugewiesen wurden und daher auch nicht vertauscht werden
diirfen.

Wir erhalten sodann

n
E 77,7% Z Upki

psk,i

ZE LeiUaki) (3.4.56)

wobei die Summation iiber O(n*) endliche und von n unabhingige Summanden erfolgt.

Die Chebyshev-Markovsche Ungleichung liefert daher schliefslich fiir alle 9 € B, (d)
P
Brn(¥) — 0  (n— o0)

und somit die punktweise stochastische Konvergenz gegen 0.
Wenden wir im Folgenden also erneut das Straffheitskriterium von Kolmogorov an, so

miissen wir lediglich die Existenz einer Konstanten v > 0 mit

E|[Ba(9) — Ba(@)|> < |0 — 9|, fiir alle n € N und 9,9’ € B,(do)
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nachweisen. Der Beweis lauft hier vollig analog zum Beweis von Lemma es geniigt
also vollkommen, die gemischten Erwartungswerte fiir gewisse p, q,k,l,i,j € {1,...,n} zu

beschrinken. Genauer méchten wir zeigen, dass
0 0 0 0 . _

M k) A(P) _ 7A(P) A(Q) 7A(Q) M(z) M(j)
5| [ [a90u00 | AP o - SaPer| | 7480 - 5iale| amoante
< v||9 —9'|? (3.4.57)

gilt. Dazu beachten wir, dass mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt:

{8 AP ()T —£9A<p>() ] [8819,\@( )_(%A@( )}

APt O @l || 9 @ _ﬁ()
< | gpapr - A | Ao - A

Eine Taylor-Entwicklung um 1 in beiden Faktoren liefert damit den bendtigten Faktor
19 — o'

HaAgp) —pr) H _aaﬁA(q)( )
< sup {H }|]z919’\|2. (3.4.58)
9EB, (Vo) 8192 6192

Einsetzen von (3.4.58) in (3.4.57)) liefert dann die Behauptung, insofern das Integral exis-

tiert. Fiir die Anwendung der Dreiecksungleichung fiir Integrale spaltet man dafiir die
Martingale M erneut in eine Summe aus N® und A1(910) auf.
Dies demonstrieren wir anhand des Falles ¢ = j und k£ = [ aus (3.4.56f), in welchem man

etwa fiir p = ¢ erhélt (andernfalls nutze man die Unabhéingigkeit der Faktoren aus):

E // M® () MF) (s) sup {H (p)
I 1‘ ﬁeB 8192

sup {M(k)(t)Q} . sup {H 8192
tel (t,9)eIxB,(J0)

}yw —'|I2dNO (1) dN@(s)]

} . N(i)(tO)ZI

4(N<k>(t0)2+Af;g>(t)) CNOE2. sup {HM)
IXB 190)

Haﬁz

<[ -9PE

<[ -9IPE

1)

woraus mit der kombinierten Regularitatsbedingung (3.4.26)) die Behauptung folgt. Ob-
gleich in diesem Falle i # k # p gilt, haben wir fiir die obige Abschétzung nicht die
Unabhéngigkeit der Faktoren bendtigt. Ergo liefert obiges Vorgehen exemplarisch auch in

den verbleibenden Fillen ein giiltiges Vorgehen, um die Existenz des Erwartungswertes
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nachzuweisen.
Insgesamt sind folglich die Bedingungen aus dem Straffheitskriterium von Kolmogorov er-

fiillt. Die Straffheit der Folge (’8"(')|W> N liefert gemeinsam mit der punktweisen
r ne

stochastischen Konvergenz die gleichméfige stochastische Konvergenz gegen 0 auf B, (d)
und damit auf jeder kompakten Teilmenge K C B.(¢y) mit ¥y € K, siehe Beweis von
Lemma [3.4.4] Dies vollendet den Beweis. O

Darstellungssatz fiir die parametrischen Prozesse {v,}

In diesem Paragraphen untersuchen wir schlieflich die parametrischen Prozesse

oAy A,

(@) = v [ 31
Lemma 3.4.9. (Darstellungssatz fir die Folge (’yn(')‘K)neN, siehe Stute und Kop-
perschmidt 2013, S. 1292)
Es gelten die iiblichen Identifizierbarkeits- und Glattheitsbedingungen. Unter der Regula-
ritdtsbedingung aus existiert dann ein € > 0, so dass der Prozess -, auf B.(t)
die Darstellung

() = v/ / M““E%M dF Ay, + Ra(9) (3.4.50)
I

besitzt, wobei der fithrende Term fiir alle kompakten Teilmengen K C B.(¥g) mit ¢y € K
straff in C(K) ist. Ferner gilt gleichméfig auf K die Konvergenz

RQ(ﬁ)i)O (n — 00).

BeweisF_glz

Der Beweis wird sich der Methoden der vorherigen Lemmata bedienen. Analog zum Beweis

von Lemma definieren wir auch hier geeignete Hilfsprozesse:

A () = \/ﬁ/M(”)Eam9 dEAy, ,
. 9

[ O —n 0
A (9) = \/E/IM( ) [MAg ) _ EaﬁAﬁ} dEAg, ,

= 7\n 8*” - (n
4@ () = \/H/IM( >%Ag>d[ I —EA%} .

*8Der Beweis orientiert sich an Stute und Kopperschmidt [2013] S. 1293 und wurde vom Autor dieser
Arbeit geeignet ergénzt.
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Dann gilt offensichtlich
’Yn(ﬁ) = :Yn(’ﬂ) + Vr(zl)(ﬁ) + fYT(L2) (19) )

und daher geniigt es fiir den Beweis dieses Lemmas, die nachfolgenden Aussagen zu zeigen:

e Fiir jedes 0 < 7 < ¢ sind die Folgen (%(-)

).y wd (0 Ol ) i

m = 1,2 straff in C(B,(9)).
o Fir jedes feste ¥ € B.(vy) gilt:

Amgy L0, m=1,2.

Wir skizzieren kurz die wichtigsten Beweisschritte.

Zunéchst gilt
:}’(n)(ﬂ) = nfé Z / M(k) E;gAﬁ dEAﬂO .
k=11

Die Summation erfolgt iber unabhéngig identisch verteilte und zentrierte Zufallsvektoren,
sodass aus dem Zentralen Grenzwertsatz fiir ein festes ¥ € B.(0Jp) und n — oo die Konver-
genz gegen einen Zufallsvektor 4°°(1) folgt. Dieser Zufallsvektor induziert nun seinerseits
ein BildmaR auf R?, das als einzelnes Wahrscheinlichkeitsmaf {iber einem separablen und
vollstdndigen metrischen Raum straff ist. Dies liefert bei Anwendung des Straffheitskrite-
riums von Kolmogorov die Giiltigkeit der ersten Bedingung.

Die zweite Bedingung zeigt man wie zuvor, indem man &hnlich wie in Lemma [3.4.8] eine

Taylor-Entwicklung um 1’ fiir die Funktion

E% 09

ansetzt und die kombinierte Regularitdtsbedingung aus (3.4.26) fiir die Existenz der In-
tegrale ausnutzt. Hieraus folgt schliefslich die Straftheit der Folge (’yn()
O<r<e.

WY fiir
Br(90) / neN

(1) (2)

Wir wenden uns den Prozessen v, ° und 7, ’ zu und definieren dafiir

1 0 i 0
Ul = /I M) [%Ag) — EwAﬁ] dEAy, ,

0 ;
Ui = [ A a[af) ~EAy,|

0
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so dass wir wie zuvor schreiben konnen:

(1) Z Ukz ’ ’YT(L = 7% Z Ugglzz

k,i=1 p,k,i=1

Die Zufallsvektoren U IEZ) und U, }Skz sind dabei dergestalt, dass die Voraussetzungen des Lem-

mas beziehungsweise 3| erfiillt sind; dies zeigt man wie in Lemma [3 Unter

Anwendung der besagten Lemmata zeigt man nun zunéchst fiir m = 1,2 und alle

¥ € B.(d) die stochastische Konvergenz von v(™) (1) gegen 0 und folgert anschlieRend er-

neut mit dem Straffheitskriterium von Kolmogorov die Straftheit der Folgen (%(Lm) () W) .
s ne

Abschliefend kombiniert man die Ergebnisse wie im ausfiihrlichen Beweis von Lemmal[3.4.4]

um das gewiinschte Resultat zu erhalten. g

3.4.2 Die asymptotische Normalverteiltheit von 1,

Wir mdéchten schlieflich das zentrale Resultat des Abschnittes formulieren, welches
zugleich das Hauptresultat des Artikels Stute und Kopperschmidt [2013| darstellt. Dazu

mochten wir hier noch einmal sdmtliche Voraussetzungen komprimiert darstellen.
In der Situation aus Abschnitt gelten die nachfolgenden Forderungen:

Stetigkeit: Der Prozess
(t,9) — Ay(t) (13.2.3)

sei fast sicher stetig und besitze eine stetige Fortsetzung auf I x ©.

Identifizierbarkeit: Es gelte die Bedingung

Ve>0: inf EAy, —EA >0. 3.3.31

Glattheit: In einer Umgebung von ¥y und fiir alle ¢t € I sei der Prozess
(t,0) — Ay(t) (13.4.1)

beziiglich 9 fast sicher zweimal stetig differenzierbar.

Regularitit: In einer Umgebung U von 9q gelte die Bedingung

l
}] < o0 (3-4.26)

firi+j <4, ke{l,2} und [ <2. Fiir l =0 sei U = © zuléssig.

E| sup {N(to)i-A (t9)7 Haﬁk 9(1)

(t,9)eIxU
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Beispiel (11. Fortsetzung)

Wir haben in den vorigen Fortsetzungen dieses Beispiels bereits gezeigt, dass ein reiner
verschobener Geburtsprozess mit Abbruch, dessen Kompensator aus der Doob-Meyer-
Zerlegung dem Modell Hy aus geniigt, die obigen Stetigkeits- und Identifizier-
barkeitsforderung erfiillt. Die Glattheit der Funktion

t
M
t,H— Ay(t) =0 | ———1 ds
( ) 19() " M—N, {Ns<M?}

bei Differentiation beziiglich ¥ ist evident.
Ahnlich wie zuvor lisst sich der Erwartungswert aus (3.4.26)) in diesem Falle beschrénken
durch

194

max

[M(t° - t0)]° < o0, (3.4.60)
weshalb der nachfolgende Satz im Kontext unseres Beispiels anwendbar ist.

Wir erinnern an dieser Stelle die in Gleichung (3.4.14)) aus Bemerkung m eingefiihrte
Funktion

0 9
y(9) = 59 /1 (EAy — EAy,) E%Ag dEAy,

und definieren sodann:

O 819/ A Kﬂo aaﬁAg) day”. (3.4.61)

Auferdem sei an die in (3.4.13)) definierte Funktion ¢ mit

0
Sp(t> /[Lto] |:a,l9 ‘19_ 0:| d 190

erinnert, wobei wir ¢ = (g1, ... ,cpd)T schreiben.

Unter den obigen Voraussetzungen gilt nun das nachfolgende Resultat:

Satz 3.4.10. (Asymptotische Normalverteiltheit des Schdtzers ¥, sieche Stute und
Kopperschmidt [2013, S. 1281)

Fiir n — oo gilt die Verteilungskonvergenz
\/ﬁq)(](ﬂo) (19” — 190) — Nd(O, 9(190)) . (3.4.62)
Dabei bezeichne G(¥g) die d x d-Matrix mit den Eintragen
G,i(0) = [ (e, (1)aBAa 1) (3.4.63)
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Bevor wir den Beweis von Satz fiihren, méchten wir uns noch den im Vorfeld dieses
Satzes definierten Prozessen ®, zuwenden, die wir als Approximation der Standardisie-
rungsmatrix ®g verstehen konnen. Dies wird Gegenstand des ndchsten Unterabschnittes

sein.

3.4.3 Asymptotik der approximativen Standardisierungsmatrix &,

Wir beweisen zunéchst den nachfolgenden Darstellungssatz fiir die parametrischen Prozesse
®,,, der die Grundlage fiir das Korollar [3.4.12] bilden wird.

Lemma 3.4.11. (Darstellungssatz fiir die Folge (@n(')‘K>neN, siehe Stute und Kop-
perschmidt 2013| S. 1293)
Es gelten die iiblichen Identifizierbarkeits- und Glattheitsbedingungen. Unter der Regula-
ritdtsbedingung aus existiert dann ein € > 0, so dass der Prozess ®,, auf B.(¥y)
die Darstellung

D, (V) = Po(9) + R3() (3.4.64)

besitzt. Dabei gilt auf allen kompakten Teilmengen K C B.(¥y) gleichméfig die Konver-
genz

Ry(9) =50  (n— oo).

Beweid %t

Nach Voraussetzung sind die Kgl) als Stichprobenmittelwerte der unabhéngig identisch
verteilten Prozesse Ag ) definiert. Da diese Prozesse den Kompensator eines Zahlprozesses
modellieren sollen, sind sie gemif Konstruktion monoton wachsend. Ahnlich wie im Satz

von Glivenko-Cantelli méchten wir daraus folgern, dass fast sicher gleichméfig auf I gilt:
AV S EAy (n—o0). (3.4.65)

Das Schliisselargument ist dabei der aus der Analysis bekannte Satz von Dini; wir werden
den Beweis dieses Satzes dazu auf unsere Situation iibertragen.

Zunichst beachten wir die Stetigkeit der deterministischen Funktion EAy und den Um-
stand, dass geméf der Forderung zudem

E [Aﬁ(to)] < 00

gilt. Wir konnen daher zu gegebenem 7 > 0 Zeitpunkte tg < t; < ... < t,, = t dergestalt

*Der Beweis wurde vom Autor selbst gefiihrt. In Stute und Kopperschmidt [2013| wird lediglich auf den
Satz von Glivenko-Cantelli verwiesen.
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wéhlen, dass
E[Ay(tis1)] — E[Ap(t)] | < g fiir alle ¢ € {0,1,...,m — 1} (3.4.66)

ist. Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen folgt sofort, dass fiir i € {0,1,...,m} fast

sicher die Konvergenz gilt:
AV (t) — EAg(t)]  (n— o).

Da endliche Vereinigungen von Nullmengen wiederum Nullmengen sind, gilt diese Konver-
genz somit auch fast sicher gleichméfig auf der Menge {to,t1,...,t,}. Wir finden also ein
no € N, so dass fiir alle i € {0,1,...,m} fast sicher gilt:

‘Kf;“ (t:) — E[Ag(t:)] ‘ <7 firalle n > ng. (3.4.67)

N3

(n)

Aus der Monotonie von Ay~ kénnen wir folgern:

ngn)(t) c |:A1(9n)(ti)7xf9n)(ti+1)j| , fir ¢t € [t tiv1]

und aus (3.4.66)) und (3.4.67)) folgt daher mit der Monotonie von EAy fiir alle n > ng fast

sicher:

50 (Bl L EWsttnl+] ) € (B0l EMo(0l4+n) . fir ¢ € ftin].
Fiir jene n > ng gilt deshalb ebenfalls fast sicher

sup Kén) (t) — E[Ay(t)] ‘ < max sup
tel ie{()’lv""m*l} te[ti,ti+1}

K —EAs(0)] | <.

und damit die Behauptung aus (3.4.65)).
Fiir ein v > 0 und § > 0 erhalten wir nun mit der Markovschen Ungleichung, da die Af;)

unabhéngig identisch verteilt sind:

P ({ sup sup }ngn)(t) —Kgf)(tﬂ > I/}) <P ({1 Z sup  sup ‘Ag)(t) — Ag,)(t)} > V})

[9—v]|<5 teT n = o-v|<s tel

<lp

v

1 i i
- Z sup sup ‘Aé)(t) — Afy) (t)’]

ST =<6 tel

1
< ;E [ sup  sup [Ay(t) — Ag(t)|| , fiirallen € N, (3.4.68)

|9—97|| <5 tel
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Eine gleichméfige Majorante fiir den Integranden aus ([3.4.68)) ist geméfs (3.1.12]) gegeben
durch

2 sup Ay(t0),
JYEO

und somit folgt fiir § — 0 aus der Stetigkeitsforderung (3.2.3) die Konvergenz gegen 0. Zu

e > 0 existiert also ein § > 0 mit

P { sup sup ‘Kq(gn)(t) — Kgf) )| > V} <e, firalleneN. (3.4.69)
[9—0"|| <5 tel 3

Weiter folgern wir fiir ein gegebenes ¢ € B, (¥):

P <{| sup sup ngn)(t) — E[Ay(t)] ‘ > u}) < P({ ‘ sup sup ngn)(t) - Kg})(t)‘

[9—1'|| <6 tel [9—9'|| <6 tel

+sup | A (4) — E[Ag (2] ‘ + s sup E[As(t)] — E[Aﬁ/(t)]‘ > V}>

tel |9—9'|| <5 tel
< P({ sup sup ngn)(t) —Kg})(t)‘ > V}) + P({ sup Kg})(t) —E[Ay (1)) ‘ > V})
|[9—9'|| <6 tel 3 tel 3

|9—0|<5 tel 3

+P<{ sup  sup E[Aﬂ(t)]—E[Agr(t)]‘>y}>.

Fiir hinreichend kleines § > 0 kénnen wir geméf (3.4.69|) den ersten Summanden beschréin-
ken; auferdem ist der letzte Summand fiir 4 hinreichend klein gerade identisch 0. Der zweite
Summand verschwindet gleichermafien geméfs (3.4.65)) fiir n hinreichend grof, so dass wir

ein 6 > 0 und ein ny € N finden kénnen mit

P { sup sup ngn)(t) — E[Ay(t)] ‘ > l/} <e, firallen>mn;.
[9—0"|| <6 tel

Mittels des Uberdeckungssatzes von Heine-Borel konnen wir hieraus leicht folgern, dass fiir
beliebige Kompakta K C B.(¢) gleichméabig auf I x K die (stochastische) Konvergenz aus
(3.4.65)) gilt.

Ferner gilt dann gleichmafig auf I x K sogar die stochastische Konvergenz

jfn
A VO

J
507 0 Ay (n—o00), firje{l,2}, (3.4.70)

0vi

(n

da die Folgen (%Kﬁ )(-)‘IX}(> N straff in C'(I x K) sind, wie man mit einem zu (3.4.68))
ne
analogen Argument unter Verwendung der kombinierten Regularitatsbedingung aus (3.4.26))

einsieht. Anders als zuvor erhalten wir dabei zwar lediglich die gleichméfige stochastische
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Konvergenz des differenzierten Prozesses auf I, der obige Beweis ldsst sich fiir diesen Fall
jedoch vollig analog fiihren.

Wir beachten nun, dass die Glattheitsforderung aus die Vertauschung von Differen-
tiation und Integration in der Definition der Funktionen ®,, aus gestattet. Man
erhiilt also auf jeder kompakten Teilmengen K C B.(d):

) _xm] 9 tmT ) 9 +mT ()
@, (1 [A A} iy O VN /A AR, vek.
@)= /I YE ] ot 5 to> VS
Analog folgern wir aus der stetigen Differenzierbarkeit des Integranden der Funktion &
(vergleiche auch Stute und Kopperschmidt 2013, S. 1280 beziehungsweise Bemerkung
3.4.3)):

o N
By (9) = /I [BAg — gy B AT dBAy, + [ BB

B ATdEAg,, VEK.

Um den Beweis dieses Lemmas zu vollenden, geniigt es nun also zu zeigen, dass auf jeder

kompakten Teilmenge K C B.(¢y) gleichmékig die Konvergenzen

<) xm] 9% =mT A 0’
/I[A,9 —A%] Sl dAy /I[EAﬁ—EAﬁO] S APdEAy, 50 (n = o)
(3.4.71)

sowie

Ay A E A E—ATdEA —) — 00 4.72
/819 LAY 09 v a9 Y Yo 0 (n ) (3 7 )

gelten. Wir bemerken zunéchst, dass aus den Konvergenzen (3.4.65) und (3.4.70)) bereits die

gleichméfige stochastische Konvergenz der Integranden folgt. Es geniigt folglich, Integrale

der Gestalt
T fﬁ Yo

zu betrachten, wobei die Zufallsvektoren fén) fiir beliebige Kompakta K C B.() gleich-
maéfig auf I x K stochastisch gegen einen Zufallsvektor fy konvergieren.

Wie schon in der Abschétzung aus (3.4.68) folgern wir mit der Markovschen Ungleichung
fiir a > O:

P ({Kf;jf (t0) > a}) < 21«3 [Aao ()] = <% firallen e N, (3.4.73)

a

wobei die Konstante nicht von n abhingt.
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Zu gegebenem e > 0 konnen wir daher ein ag > 0 finden, so dass gilt:
P ({Kf;j} (t%) > a0}> < Z, fiir alle n € N. (3.4.74)

Aus der Definition der stochastischen Konvergenz erhalten wir fiir v > 0 zudem ein no € N,

so dass fiir ein Kompaktum K gilt:

t,)eIxXK

P ({ sup Hfﬁ f@(t)H > 2;)}) < Z, fir alle n > na . (3.4.75)

Sodann betrachten wir die folgende Abschétzung:

({322\\/ 1708 - [ aeina [}
<{31€1£ ’/fﬁ dAﬁ /fﬁdA,ﬁ ’—l—sup

— / fo dEAy,
1

YeK

'})
I
—(n) —(n) v
<r({p] [~ [oand]>5})
. “+(n) v
+ P ({ ;2}2 /[fﬂdAﬁO /]fﬂ dEAgO > 2}) . (3.4.76)

Wir betrachten die Summanden aus (3.4.76)) separat. Fiir den ersten Summanden erhalten

wir mit (3.4.74]) und (3.4.75)):
(n) () V}>
su dA
}> ({ 062 H / vo 2

YeK
L ( { s [590-p] 2@ > 2})
(tW)eIxK

_p<{( aup [ #80) fw)H-Aé’?anZ}H{AW%“O})

t, el x K

o ({ g o fmu-A;?ao»g}m{Aw»aO})

t, eI xK

v e €
<P su H t”>} +-< =, flirallen>ns.
<{( b 4050 > 1) +5 <5 :

t,)eIxK

" 4Ry / fodAyY

Um den zweiten Summanden zu beschranken, moéchten wir den Satz von Helly-Bray fiir
Stieltjes-Integrale, wie er etwa in Graves|[1956, S. 282 als Theorem 22 zu finden ist, anwen-
den.

Da der Integrand fy fiir alle 9 € B.(tg) stetig beziiglich der Integrationsvariablen ist und

gemal (3.4.65) bereits die fast sichere gleichméfige Konvergenz der Integratoren Kgg) gegen
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EAy, fiir n — oo gewéhrleistet ist, miissen wir dazu lediglich eine gleichmdf$ige Schranke
fiir die totale Variation der Integratoren voraussetzen. Hierfiir verwenden wir erneut die

Abschétzung aus (3.4.74) und erhalten mit ¢y = max {ao, EAy, (to)}:

P({ ] [0am - / s 2))
=7 ({zap| froa / e | = 2} (5 < )

er ({am] froas - [ mamsa[ > 5o >0}

< ({sup| [r0ams) - [ maean[> o (x <a}) 45 Gam

Fiir fast alle w € {Kg;) < al} gilt nun aufgrund des Satzes von Helly-Bray fiir Stieltjes-

Integrale die Konvergenz

sup -0 (n—o00),

YeK

/ fodAGY - / fodEAy,
I I

und daher existiert ein ng € N mit

P({ s
YeK

Geméf der Abschitzung aus kénnen wir also auch den zweiten Summanden aus
durch § beschranken.

Insgesamt kann somit die Summe aus fiir alle n > max{ng, ng} durch e beschrénkt
werden, woraus die geforderte stochastische Konvergenz folgt. Somit erhalten wir schlieft-
lich die Behauptung aus und , was den Beweis vollendet. O

/fﬁdAﬂ /flngAlgo } {A(”><a1}><i, fiir alle n > ns.

Die Relevanz des Lemmas [3.4.11] wird erst in Bemerkung [3.4.13] im Anschluss an das
folgende Korollar ersichtlich.

Korollar 3.4.12.
Es gilt die Konvergenz:

B, (0) 5 Bo(W)  (n — 00). (3.4.78)

Beweiﬂ

Der Beweis erfolgt mit den iiblichen Methoden und soll daher lediglich skizziert werden.

59Die Beweisskizze wurde vom Autor dieser Arbeit angefertigt.
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Aufgrund der Dreiecksungleichung geniigt es, die Konvergenzen
1D, (9) — o (D) =20, |Do(9n) — Bo(P0)] =0 (n — 00) (3.4.79)

nachzuweisen. Die erste Konvergenz folgt sofort aus Lemma da die fast sichere
Konvergenz von 1,, gegen vy sicherstellt, dass abseits einer P-Nullmenge fir ein 0 < r < &
und hinreichend groke n € N stets 9, € B,(g) gilt.

Die zweite Konvergenz folgt leicht, da ®q eine stetige Funktion des Parameters 9 ist. Der

Beweis lauft dann analog zu dem Vorgehen aus Lemma [2.3.6] (|

Bemerkung 3.4.13. (Vergleiche Stute und Kopperschmidt |2013] S. 1293)

Betrachten wir die Matrizen ®¢(9y) und G(Jp) aus Satz so stellen wir fest, dass fiir
die Ermittelung der Verteilung aus zugleich die Kenntnis des unbekannten und zu
schatzenden Parameters 9 erforderlich ist.

Das Lemma von Slutzky impliziert nun mittels des obigen Korollars [3.4.12] dass wir in
der Situation einer endlichen Stichprobenmenge, das heifst fiir endliches n € N, die Stan-
dardisierungsmatrix ®o(y) durch die Approximation ®,(¢,) ersetzen kénnen, ohne die
asymptotische Verteilung zu veréndern.

Ersetzen wir in (3.4.61)) zudem ¥y durch den Schétzer ¥, so lidsst sich der Beweis von
Lemma ganz analog fithren, weshalb wir die Standardisierungsmatrix ®¢ (%) in der

Praxis durch den Ausdruck

19:19n

ersetzen konnen. Ebenso kann auch G(19g) durch das Stichproben-Analogon G™(4,,) mit
n 0 —(n —-—(n
D= [P OAR0. e0 = [ R @) dE @)
[t,2°]
ersetzt werden, wie man adhnlich zeigen kann.

3.4.4 Beweis der asymptotischen Normalverteiltheit

Wir haben nun samtliche Hilfsmittel beisammen, um den Beweis von Satz zu fiih-
ren. Obgleich er verhdltnisméfkig kurz anmuten mag, méchten wir daran erinnern, dass die

Hauptarbeit in der Analyse der parametrischen Prozesse aus Unterabschnitt liegt.
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Beweid"] von Satz [3.4.10k
Wir erinnern zunéchst an die Gleichung (3.4.10)):

n) (m)] O ~(n
B (0n) + Y (9n) f/ ~ K5 | 5k, e
<n> <n> 0 —(n) —~(n)
+\F/ A }8191\ oy ARG BA10)

Unter Verwendung der Lemmata [3.4.4] [3.4.8 und [3.4.9| folgt aus dieser Gleichung;:

—m) D
(V) +\/H/M(n)EA19’ dEAyg, +Ra(9)

+\f/ (85, - K5, | 8A(”)

(n)
Ay
o d

Y=0n

B —n
_ \/ﬁ/ EAg, —EA%]E&?A@] A™ 1 Ry (90)
n 8* n
+f/ A )} 25 g>H dAyY (3.4.80)

Nun konvergiert 9, nach Satz fast sicher gegen 1. Die in Lemma [3.4.4] gezeigte
Straffheit der Folge

(\/ﬁ /I [EA‘—EA%}E aaﬁAﬁ‘ dM(n)>

neN

liefert also mit Lemma die Konvergenz

0

ﬁ/ [EA% —EA%}E Ag
I

w7 _P
50 ’—ﬁndM — 0 (n— ).

Analog erhalten wir aufgrund von Lemma
\F/M o Aﬁ‘ CdEAy, - f/M(")E Aﬁ’ dEAﬁ.OLO (n — 00).

Definieren wir ferner

R(¥) = Ba(¥) + R2(9) — R1(9),

so gilt wiederum gleichméfig auf kompakten Teilmengen K C B.(dg) mit ¢y € K die
Konvergenz
RW) 50 (n— o0).

51Der Beweis orientiert sich an der Vorlage aus Stute und Kopperschmidt[2013] S. 1293. Die wesentlichen
Ergénzungen seitens des Autors betreffen die Ausfithrungen nach Gleichung (|3.4.82), insbesondere die
Berechnung der Kovarianzmatrix.
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Insbesondere folgt demnach

) ) —
Ro(9) = R(00) — \/ﬁ/ EAy — EA%}E%M‘ am™
+\F/M”)E ‘ dBAy, - f/Mn)E A’ dEAﬁOLO (n — 00).

(3.4.81)

Durch Einsetzen in Gleichung (3.4.80)) erhalten wir sodann:

~(n)  +m] 9 +(n)
AV AV A
‘/ﬁ/l[ n 190} o9~

f/M npd Aﬁ‘ dBAy, + Ro(9,)
(3.4.82)

9=>9,

Eine Taylor-Entwicklung der linken Seite von (|3.4.82)) liefert weiter

=1

+m7] 0 +

*TL *n a
2 <ﬁ /1 o) %A,wdA;g)
= \/ﬁq%(@n)(ﬁn - 190)

_ (Un — Do)
9=

fiir eine geeignete Zwischenstelle ¥, auf der Verbindungsstrecke zwischen ¥,, und 9.

Kennen wir die asymptotische Verteilung der rechten Seite dieser Gleichung, so kénnen wir
spater aufgrund von Korollar unter Verwendung des Lemmas von Slutzky @n(ﬁn)
durch ®((y) ersetzen, ohne die asymptotische Verteilung zu verdndern. Fiir den Beweis

des Satzes geniigt es also, die Verteilungskonvergenz der Folge

\/’E(I)n ('gn) (19” - 190)

zu untersuchen. Dazu betrachten wir die rechte Seite von (|3.4.82) und erhalten unter
Verwendung des Satzes von Fubini wegen Al (to) = 0:

f/M E A,g oy ABAg = f//dM EaAﬁ‘ (1) AEA, (1)

99
7 o)

_ /A / / E%m9 oy AT (@) dEA, (0
I [t(),

_\f/ / E&?Ag B (3" (@)
I [z,t9]
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=n / ) dM ™ (z)
\FZ/ 2)dM D (z) (3.4.83)
Die zweiten Momente der rechten Seite von (3.4.83) existieren fiir alle n € N; da die

M unabhéngig identisch verteilt sind, gilt némlich wie zuvor unter Verwendung der

verallgemeinerten Ito-Isometrie, siehe Satz [2.1.32}

EH\/lﬁZZn;/Icp(x)d ) (z) —EH/ )dM (x

und die Behauptung folgt aus der Stetigkeit des Integranden. An dieser Stelle sei noch

= [l e, o

einmal an Bemerkung erinnert:

In Stute und Kopperschmidt 2013| wird dabei lediglich gefordert, dass ¢ beziiglich EAy,
quadratisch integrierbar sei, und diese Voraussetzung geniigt hier offensichtlich.

Da die Integrale aus (3.4.83)) geméR Satz[2.1.32|zudem zentriert sind, kénnen wir schlieflich

den Zentralen Grenzwertsatz anwenden und folgern somit die asymptotische Normalver-
teiltheit.

Fiir die Kovarianzmatrix beachten wir erneut die Unabhéngigkeit der Martingale M ®) und
erhalten wie oben:

[ Lo (G Lo - ) fr) |
-s[(foae) (foo)]..

Fiir 1 < i,j < d erhalten wir unter Verwendung der Identitit 4ab = (a + b)? — (a — b)*

sowie der verallgemeinerten It6-Isometrie, da die Integranden deterministisch sind:

m(feranr)(froan)] = o[ (1o ren ) = (e )|

1

Setzen wir Gleichung ([3.4.85)) in die Gleichung (3.4.84)) ein, so erhalten wir schlieflich das

gewlinschte Ergebnis:

B|([ear)( [ran)] o | [[uer By, L COMINCIES
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Letztlich folgt somit die Behauptung aus (3.4.82)), da mit erneuter Anwendung des Lemmas
von Slutzky in Verteilung folgt:

V@, (9,) (0, — o) — Ng(0,G(0))  (n — 00).

Dies vollendet den Beweis von Satz [3.4.10l O

Mit diesem Resultat schlieften wir die Analyse der asymptotischen Eigenschaften des Minimum-
Distanz-Schétzers ¥, und damit auch das dritte Kapitel dieser Arbeit ab.

Im nachfolgenden und abschliefenden Kapitel méchten wir die wesentlichen Aussagen und
Probleme noch einmal restimierend diskutieren.

AuRerdem greifen wir die Argumente aus Bemerkung [3:4.13] auf und liefern einen Ausblick
auf die weiterfithrende Verwendung des zentralen Beispiels dieser Arbeit.
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4 Diskussion und Ausblick

Um einen genehmen Abschluss der vorliegenden Arbeit zu gewéhrleisten, mochten wir

die zurilickliegenden Kapitel an dieser Stelle noch einmal Revue passieren lassen und den

Leser auf die Probleme aufmerksam machen, die sich im Kontext der jeweiligen Abschnitte

ergaben:

Kapitel 1:

Kapitel 2:

Kapitel 3:

In der Einleitung haben wir die praktische Grundlage fiir das zentrale Beispiel
dieser Arbeit kennengelernt. Riickblickend mag uns auffallen, dass wir im Kontext
dieses Beispiels im dritten Kapitel dieser Arbeit stets angenommen haben, dass der
Versuch unter gleichen Bedingungen wiederholt wurde, wahrend in der Praxis jede
Iteration des Versuches mit einer unterschiedlichen Grundintensitit der Belastung
vorgenommen wurde. Ein Losungsansatz dieses Problems beinhaltet die Interpre-
tation der Grundintensitat als Zufallsgrofie, was jedoch in der Notwendigkeit einer
Anpassung des Modells Hx aus Abschnitt 3.1 resultiert.

Das zweite und damit das erste inhaltlich relevante Kapitel dieser Arbeit befasste
sich mit den mathematischen Grundlagen, die fiir das Versténdnis der nachfolgenden
Theorie unabdingbar waren.

Die eminente Aufgabe dieses Kapitels war es, ein praktisch motiviertes Beispiel her-
vorzubringen, das den technischen Forderungen des dritten Kapitels gentigt:

Mit Beispiel ist es dem Autor gelungen, eine Briicke zwischen der in Kapitel 1
diskutierten Praxis und der Theorie aus Kapitel 3 zu schlagen und gleichermafien eine
neuartige Klasse von Zahlprozessen einzufiihren, die das Prinzip der Lastumvertei-
lung zu modellieren vermag; im Rahmen von Unterabschnitt [2.1.8 haben wir jedoch
gesehen, dass wir eine weitere Verallgemeinerung dieser Klasse bendtigen, méchten
wir auch die Schadensakkumulation beriicksichtigen.

Des Weiteren konnte in diesem Kapitel die Definition des selbstanregenden Punkt-
prozesses iiber den iiblichen Rahmen hinaus motiviert und die Mehrdeutigkeit dieses
Begriffes thematisiert werden.

Schlieflich ist es dem Autor gelungen, das starke Gesetz der groften Zahlen in einer
allgemeinen Version zu beweisen und das bekannte Straftheitskriterium von Kolmo-

gorov ins Mehrdimensionale zu transferieren.

Das dritte und zentrale Kapitel behandelte die asymptotischen Eigenschaft des in
Stute und Kopperschmidt [2013| eingefiithrten Minimum-Distanz-Schétzers 9,,.

Wahrend des Studiums der mitunter skizzenhaften Beweise dieses Artikels wurden
wir mit zwei zentralen Problemen konfrontiert, von denen eines nach wie vor seiner

Loésung harrt:
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Einerseits stellten sich die von Stute und Kopperschmidt formulierten Voraussetzun-
gen als nicht hinreichend heraus, wihrend andererseits kein Beweis fiir das verwende-
te Staffheitskriterium von Kolmogorov im Falle mehrdimensionaler Parameterrdume
vorlag. Der Autor dieser Arbeit verfolgte deshalb die nachfolgenden Lésungsanséitze

zur Beseitigung dieser Komplikationen:

— Die Voraussetzungen wurden verschérft, um mit den dargelegten Beweisen kon-
form zu gehen; ferner wurde anhand des Beispiels gezeigt, dass diese Ver-

scharfung keinen praxisrelevanten Nachteil hat.

— Das ins Mehrdimensionale transferierte Straffheitskriterium von Kolmogorov
geniigt den im dritten Kapitel prasentierten Beweisen nur im Falle eines eindi-
mensionalen Parameterraumes.

Daher wird im Anhang ein alternatives Lipschitz-Kriterium vorgestellt, welches

das Problem perspektivisch 16sen soll.

AbschlieBend soll ein kurzer Ausblick die weiterfiihrende Arbeit des Autors im Rahmen

der selbstanregenden Zahlprozesse skizzieren:

Wie wir in der letzten Fortsetzung des Beispiels [2.1.7] gesehen haben, eignet sich
das Modell H y fiir den Kompensator eines reinen verschobenen Geburtsprozesses
mit Abbruch zur Anwendung der Theorie aus dem dritten Kapitel dieser Arbeit.
Insbesondere ist es uns moglich, anhand der asymptotischen Verteilung des Pa-
rameterschitzers ¢, ein approximatives Konfidenzintervall fiir den wahren Para-

meter Yy zu ermitteln. Auf Grundlage der Identitét
E[N@)] =E[Ag, ()], firaletel,

mochten wir sodann ein approximatives Prognoseintervall fiir die Anzahl der
Spriinge des Zahlprozesses N - im Kontext von Beispiel also die Anzahl der
Drahtbriiche - aufstellen.

Hierzu muss die obige Problematik des ersten Kapitels umgangen werden, da
andernfalls noch keine konkreten Daten, auf deren Grundlage die Berechnung
erfolgen konnte, existieren.

Mochten wir schliefflich das Modell Hy erweitern, um etwa weitere Parameter
zuzulassen oder die Schadensakkumulation zu implementieren, so bedarf es wei-
tergehender Untersuchung der selbstanregenden Zihlprozesse im Snyder € Mil-
ler’schen Sinne, zu denen auch der verschobene Geburtsprozess gehort, sowie
einer Adaption der im dritten Kapitel prasentierten Beweise fiir die Benutzung

des im nachfolgenden Anhang vorgestellten Lipschitz-Straffheitskriteriums.
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A Anhang

A.1 Elementare Hilfssatze

In diesem Abschnitt werden die Hilfssétze, die bereits im Anhang des Artikels Stute und
Kopperschmidt [2013| zu finden sind, formuliert und bewiesen. Thre Bewandtnis fiir diese
Arbeit wird offenbar, wenn wir die Straftheit diverser Folgen C'(K)-wertiger Zufallsfunktion

mittels des Straffheitskriteriums von Kolmogorov nachweisen, sieche Abschnitt

Lemma A.1.1. (siche Stute und Kopperschmidt 2013, S. 1295)

Fiir p,k =1,...,n seien Uy, d-variate Zufallsvektoren mit E||Upyx||? < oo. Ferner gelte
[U Uql] =0 firk¢{pql}oderld{pqk}. (A.1.1)
Dann gilt:
E H Z pkH <92 Z (UL U] - (A.1.2)
oy k<ra
Beweid®2

Aus der Abschitzung (a+b)? < 2 (a? + b?) fiir a,b € R und der Monotonie sowie Linearitt

des Erwartungswertes erhalten wir:

|2 0w+ HZUpkH

] > ol —EHZ%Z Un <

p;ﬁk <p k

2
ngHZUpk) +2EHZUP;€H . (A1.3)
k<p k>p

Ferner gilt unter Verwendung der Bedingung (A.1.1]):

- Z Z E [Ug;chl]

k<p l<q

gt (5

k<p I<q

= > E[ULUx4] , (A.1.4)

k<p,q

da fiir k # [ unmittelbar k & {p,q,l} oder | & {p, q, k} folgt:
e Ist k <[, so gilt wegen | < ¢ auch k < ¢ und daher k # p, q, .

e Ist k > [, so gilt wegen k < p auch [ < p und daher [ # p, q, k.

52Der Beweis findet sich in der angegebenen Quelle.
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Vollig analog erhalten wir zudem:

EHZUMHQ = S E[ULUL] - (A.1.5)

k>p k>p,q

Insgesamt folgt somit durch Einsetzen der Gleichungen (A.1.4) und (A.1.5) in die Abschét-
zung (A.1.3) die Behauptung. O

Lemma A.1.2. (Siehe Stute und Kopperschmidt 2013, S. 1295)

Fiir p,k =1,...,n seien Uy, d-variate Zufallsvektoren mit E||Up,x||? < co. Ferner gelte
E [UpT,;Uql} =0, wann immer sich ein Index von den restlichen unterscheidet. (A.1.6)
Dann gilt:
n 2 n
Bl > Un| <2> E[Uxl?. (A.1.7)
p,k=1 p,k=1
p#k p#k

Bewei@

Wie im Beweis des vorherigen Lemmas zeigt man:

2
2 2
5| 35 o] o8] S 22 S
k<p k>p

n
Z Upk
p,k=1

pF

Aus der Bedingung (A.1.6|) folgt gleichermafsen analog (man beachte, dass die Bedingung
auch die Giiltigkeit von Bedingung (A.1.1]) impliziert):

O3 B LI UARS SN

k<p k<p I<q k<p.,q
= > E[UnUn] = Y E[U]°,
k<p k<p

da jeder Summand mit p # ¢ nach Voraussetzung verschwindet, sowie

)| S U = S Bl

k>p k>p

Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung. O

53Der Beweis findet sich ebenfalls in der angegebenen Quelle.
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Lemma A.1.3. (Siehe Stute und Kopperschmidt 2013, S. 1296)

Fiir p,k,i =1,...,n seien Upy; d-variate Zufallsvektoren mit E||Upg;||? < oo. Ferner gelte
[Up,ﬂUqu] =0, wann immer sich k,¢,[ oder j von den restlichen Indizes unterscheidet.
(A.1.8)
Dann gilﬁ
n
> Upki <%§:E Ughi] (A.1.9)
p,ki=1
pF#kFi#p

wobei die Summation rechts iiber alle Indexkombinationen erfolgt, in denen p und ¢ die

selbe Position relativ zu i und k einnehmen, das heifst:

pg<k<i, pqg<i<k, k<pgqg<i
1 <p,q<k, k<i<p,q, 1<k<p,q
(A.1.10)

Beweidtok

Wir benétigen fiir den Beweis dieses Lemmas die Verallgemeinerung der Ungleichung
(a+ b)? < 2(a®+b%) mit a,b € R, die wir bereits fiir den Beweis von Lemma
verwendet haben:

Fiir ay,...,a; € R? gilt die Abschitzung:

l

> a

j=1

2 l
<271 " agl? (A.1.11)
j=1

Der Beweis ist elementar und beruht auf dem obigen Spezialfall [ = 2, d = 1.

Durch sukzessives Anwenden dieser Ungleichung erhélt man die Behauptung:

HODE (ZH%HualQ

1
1—

l

D a

j_

1

J=
2 — 2
sz[ o +Haz||2]§2[2[(2||%||) +ual_1||2}+||az||2]
j=1 j=1

54In Stute und Kopperschmidt 2013|wird als konstanter Faktor die Zahl 64 verwendet, wir werden jedoch
sehen, dass der Faktor 32 geniigt.

55Der Beweis findet sich in der angegebenen Quelle, wurde jedoch vom Autor dieser Arbeit um wesentliche
Argumente erweitert.
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< 2f|arl* + 4@ [P + ..+ 27 lag]* + 27 (lazl® + [Jan]|?)
l
-1 2
<27 "l
j=1

Wie in der Abschitzung aus Lemma werden wir die verallgemeinerte Un-
gleichung ((A.1.11)) bereits im ersten Schritt des Beweises utilisieren:

2
n
BIl > Ui =B > Umit D Uit D Upki
p,k,i=1 p<k<i p<i<k k<p<i
pFkFAiIFED
2
+ D Uppit Y Upkit Y Upki
<p<k k<i<p i<k<p
2 2 2
§32[E > Upil| +E|| D Upil| +E|| D Upni
p<k<i p<i<k k<p<i
2 2 2
+E(| D Uil +EB| D Uil +E| D Upi (A.1.12)
i<p<k k<i<p i<k<p

Fiir den ersten Summanden aus Gleichung (A.1.12]) erhalten wir:

> Upki 2:E!< > Up;m»)T( > Upki)

p<k<i p<k<i p<k<i

= E[ > UpiUqij

p<k<ig<l<j

E

= > > E[UnUa] - (A.1.13)

p<k<ig<l<j

Jeder Summand mit 7 # j verschwindet nach Voraussetzung, da in diesen Féllen wie zuvor

bereits i & {p, k,q,l,7} oder j & {p, k,i,q,l} folgt. Aus Gleichung (A.1.13) folgt also:

2 n n
Z Upki|| = Z Z E [UhUqi] - (A.1.14)

p<k<i p,k,i=1 q,l=1
p<k<i q<l<i

E

Da nun mit der gleichen Argumentation jeder Summand mit [ # k verschwindet, folgt aus
Gleichung schliefilich:

2 n
E Z Upki|| = Z E [UkiUgki] - (A.1.15)
p<k<i p,q,k,i=1
p,q<k<i
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Véllig analog dazu liefert die Betrachtung der verbleibenden Summanden:

2 n 2 n

T T
Bl D Ui = > E[UnUwi] . Bl X Uil = > E[UnUi]
p<i<k p,q,k,i=1 k<p<i p,q,k,i=1
p,q<i<k k<p,q<i
2 n 2 n
T T
Bl > Ul = > E[UpiUml), E| D Uwil| = > E[UkUsil
i<p<k p,q,k,i=1 k<i<p p,q,k,i=1
i<p,q<k k<i<p,q
2 n
E Upki|| = E [U%iUqki) (A.1.16)
pki pkiY qki] - .
i<p<k p,q.k,i=1
1<k<p,q

Einsetzen der Gleichungen (A.1.15) und (A.1.16]) in die Abschéatzung (A.1.12)) liefert letzt-
lich die Behauptung. O

A.2 Eine Abzihlung des Gitters [0,1]7 N 624

Im Beweis des Straffheitskriteriums von Kolmogorov fiir den d-dimensionalen Einheitswiir-
fel aus Lemma verwenden wir eine spezielle Abzihlung des Gitters [0, 1]dﬂ 674, in der
aufeinanderfolgende Punkte stets benachbart sind. Dass eine solche Abzdhlung tatséchlich

existiert, besagt das nachfolgende technische Lemma.

Lemma A.2.1.
Es sei 0 < § < 1. Das d-dimensionale Gitter Ggl sei definiert durch

Gglz[o,udm&zd:{(xl,...,xd)eRd Vie{l,...,dy3j;€{0,1,..., [0} mit xizéji}.

Dann existiert eine injektive Abzédhlung h aller (1 + L(S_lj)d Elemente von Gg mit

h(k+1) — h(k)|e =6, fiirallek=1,...,(1+[6']) =1, (A.2.1)

wobei || - ||oo die Maximumsnorm auf R? bezeichn@

Beweidl 't

Wir zeigen die Behauptung durch vollsténdige Induktion nach der Dimension d. Um die
Notation iibersichtlicher zu gestalten, definieren wir m = [§7!|, und multiplizieren alle
Elemente des Gitters G¢ mit [§~!], um ganzzahlige Knotenpunkte zu erhalten. Aus der

so konstruierten injektiven Abzéhlung erhélt man sodann mittels Reskalierung die gefor-

56Die Wahl der Norm ist weitestgehend willkiirlich, der Beweis funktioniert beispielsweise auch fiir die
Euklidische Norm.
5"Dieses Lemma wurde vom Autor dieser Arbeit formuliert und bewiesen.
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derte Abbildung h. Um Verwirrung zu vermeiden, werden die im Beweis konstruierten

Abzahlungen daher stets mit h bezeichnet werden.

d =1: Dieser Fall ist trivial mit ﬁ(k) = k. Reskalierung liefert die injektive Abzéhlung
h(k) = 6h(k) = 6k.

d =2: Da fiir den Induktionsbeweis nicht die blofse Existenz einer solchen Abzahlung im
Falle d = 2 geniigt, unterscheiden wir zunéchst, ob m gerade oder ungerade ist, und

zeigen dementsprechend unterschiedliche Aussagen:
1. Falls m gerade ist, existiert eine injektive Abzihlung A mit 2(1) = (0,0) und
h ((m+1)?) = (m,m).
2. Falls m ungerade ist, existiert eine injektive Abzihlung A mit 71(1) = (0,0) und
h ((m+1)?) = (m,0).
Es sei zunéchst m gerade. Wir definieren h sukzessive fiir k = 1,...,m?% + 2m:

h(1) = (0,0)

+(0,1), fallsk=1,...,m mod2(m+1),
h(k+1) =< h(k) 4 (1,0), fallsk=0,m+1 mod 2(m+1),
h(k)—(0,1), fallsk=m+2,....2m+1 mod 2(m+1).

Da die obige Definition auf den ersten Blick umsténdlich erscheinen mag, illustrieren

wir das Vorgehen anhand einer Skizze (siche Abbildung |§[) im Falle m = 4.

] (4,4)

Abbildung 6: Definition der injektiven Abzédhlung im Falle d = 2, m = 4.

Die Abbildung ist nach Konstruktion einerseits injektiv und wegen

h(k+ 1) — h(k) € {(1,0),£(0,1)}
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fiir alle k = 1,...,m? + 2m folgt andererseits auch
1h(k +1) = A(k)[|oo = 1

und damit nach Reskalierung die Behauptung.

Nun sei m ungerade. Wir kénnen erneut die obige Abzéhlung h verwenden, um das
gewlinschte Ergebnis zu erzielen.

Das Vorgehen wird wiederum anhand einer Skizze (siehe Abbildung (7)) verdeutlicht,

hier im Falle m = b.

(5,0)
Abbildung 7: Definition der injektiven Abzéhlung im Falle d = 2, m = 5.

Wie zuvor liefert Reskalierung also die Behauptung und vollendet den Beweis in dem

Fall d = 2, der unseren Induktionsanfang darstellen wird.

: Es sei nun d > 3 beliebig gewéhlt, und die nachfolgende Behauptung sei bereits

bewiesen:

1. Falls m gerade ist, existiert eine injektive Abzihlung h des Gitters Gg_l mit
h(1) = (0,...,0) und B((m + 1)) = (m,...,m).

2. Falls m ungerade ist, existiert eine injektive Abzéhlung h des Gitters Gg_l mit
h(1) = (0,...,0) und fz((m + 1)) = (m,0,...,0).

Wir bemerken, dass dies fiir d = 3 (also d — 1 = 2) gerade die soeben gezeigten
Aussagen sind.

Erneut unterscheiden wir zwei Fille:

Zunichst sei m gerade. Wir beginnen im Punkt (0,...,0) und fixieren die erste
Komponente. Geméfs der Induktionsvoraussetzung konnen wir alle Elemente des Git-

ters, deren erste Komponente 0 ist, durchlaufen und erreichen schliefslich den Punkt
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(0,m,...,m). Von hier aus erreichen wir den Punkt (1,m,...,m) und durchlaufen
die Abzahlung rickwdrts, um zum Punkt (1,0,...,0) zu gelangen. Definieren wir
dann den Punkt (2,0,...,0) als nachfolgendes Gitterelement, so kénnen wir suk-
zessive das selbe Verfahren Anwenden, um - da m gerade ist - schlieflich die Ecke
(m,0,...,0) zu erreichen. Durchlaufen wir letztmalig die Abzéhlung, so erreichen wir
schlussendlich den Punkt (m, ..., m), und haben somit eine injektive Abzahlung des
Gitters G((Sd) konstruiert, welche die Giiltigkeit der ersten Aussage auch in diesem
Falle zeigt.

Nun sei m ungerade. Wir verfahren analog zum geraden Fall und gelangen so vom
Punkt (0,...,0) bis an den Punkt (m—1,0,...,0), da m ungerade ist. Wir durchlau-
fen die Abzdhlung erneut und erreichen den Punkt (m — 1,m,0,...,0), von wo aus
der Punkt (m,m,0,...,0) erreicht wird. Durchlaufen wir letztmalig die Abzdhlung
riickwérts, so erreichen wir hier schlussendlich den Punkt (m,0,...,0), und haben
somit wiederum eine injektive Abzéhlung des Gitters G((;d) konstruiert, welche die
Giiltigkeit der zweiten Aussage auch in diesem Falle zeigt.

Insgesamt folgt somit durch Reskalierung die Behauptung fiir ein beliebiges d und

damit die Aussage des Lemmas. (|

A.3 Das Lipschitz-Straffheitskriterium

In Bemerkung haben wir bereits auf eine Alternative zum Straffheitskriterium von
Kolmogorov aus Abschnitt hingewiesen. Dieses Kriterium mdochten wir im nachfol-
genden Korollar formulieren, das leicht aus Korollar 2:3.5] folgt.

Korollar A.3.1.
Eine Folge (X,,), <y von Zufallsfunktionen mit Werten im Raum C'(K) ist straff, wenn die

nachfolgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Es gibt ein ¥y € K, so dass fiir jedes n > 0 ein a € R existiert mit

P ({l|Xn(%0)|| > a}) <m, firalleneN.

(ii) Es existiert eine Folge (Ly,), o reeller Zufallsvariablen und eine Konstante v > 0 mit
EL, <v, firalleneN, (A.3.1)
so dass die Lipschitz- Bedingung
[ Xn(z) = Xn(W)|| < Lollz —yll, fir alle z,y € K, (A.3.2)
fast sicher erfiillt ist.
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Beweid®

Der Beweis folgt unter Verwendung der Markov’schen Ungleichung aus Korollar 2:3.5]

Zu gegebenem n > 0,& > 0 miissen wir dabei lediglich ein § > 0 und ein ny € N finden, so
dass gilt:

P ({ | suﬁ) S | Xn(z) — Xn(y)|| > 5}) <n, firallen>ng.
r—y||<

Aufgrund der Bedingungen aus (|A.3.1)) und (A.3.2)) gilt jedoch

P ({ sup(Xala) = Xu0)] 2 a}) <P ({ sup Lullw — | = e}>

llz—yll<d

)

gP({Ln > Z}) <°BL, <% —0 (6-0), firalleneN,
€ €

woraus sofort die Behauptung folgt. O

Bemerkung A.3.2.

e Fordern wir anstelle von , dass eine Konstante v > 0 existiert mit
ELigu, fiir alle n € N,
so folgert man aus der Bedingung leicht die Abschéitzung
B[ Xn(z) — Xa(@)|? < vz —y|?, fiir alle z,y € K . (A.3.3)

Diese Abschéitzung erinnert an die Momenten-Bedingung aus dem Straftheitskriteri-
um von Kolmogorov, siche Korollar . Fiir den Fall d = 1 impliziert die Lipschitz-
Bedingung dann sogar die Momenten-Bedingung des Kolmogorov’schen Straffheits-
kriteriums, weshalb die Voraussetzungen des Lipschitz-Kriteriums als eine Verschér-

fung interpretiert werden koénnen.

e Mittels der Forderung aus dem ersten Teil dieser Bemerkung ist es moglich, eine Mo-
difikation des Kriteriums aus Korollar zu formulieren, die eher an das Straff-
heitskriterium von Kolmogorov erinnert. Dazu verdndern wir die zweite Bedingung

des vorherigen Korollars wie folgt:

%8Das Korollar wurde vom Autor dieser Arbeit formuliert und beweisen.

152



(ii*) Es existiert eine Folge (Ly),cy reeller Zufallsvariablen und eine Kon-
stante v > 0 mit
ELigy, fir alle n € N,

so dass die Lipschitz- Bedingung
1Xn(2) = Xn ()| < Lollz — |, fiir alle 2,y € K,

fast sicher erfiillt ist.

Dann kann in Korollar die Bedingung (ii) durch die Bedingung (ii*) ersetzt

werden.
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