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1 Einleitung

Das Erfassen und Analysieren von Daten ist aus der heutigen Gesellschaft nicht mehr
wegzudenken. In vielen Bereichen des offentlichen Lebens werden Daten gesammelt
und verarbeitet, um unter anderem Prozesse besser zu verstehen und so zu optimie-

ren.

Ein aktueller Bereich in dem die Datenanalyse und Vorhersage eine grofe Rolle spielt
ist die Instandhaltung von Briicken im Straflenverkehr. Da der Bauwerksbestand im-
mer dlter wird und auch die Verkehrsbelastung stark zugenommen hat beziehungs-
weise auch, nach dem Bundesministerium fiir Verkehr (2013), noch weiter zunehmen
wird, wichst die Bedeutung der Priifung des Zustandes von Briicken.

Anfang 2020 stiirzte beispielsweise die ,,Ponte di Albiano Magra“ zwischen Ligurien
und der Toskana in Italien ein. Dabei waren zuvor sogar Meldungen iiber grofiere
Risse in der Briicke bekannt gewesen, wie Tagesschau (2020) berichtet. Solche Ris-
se im Beton der Briicke entstehen durch die stetige Belastung des immer weiter
steigenden Verkehrsaufkommens. Dieses Risswachstum kann gemessen und mit Hilfe
von statistischen Verfahren analysiert und prognostiziert werden. Aus den Ergeb-
nissen wird dann geschlossen, ob oder wann die Briicke restauriert beziehungsweise
abgerissen und neu aufgebaut werden muss. Ein neues Verfahren, welches unter ande-
rem solche Prozesse analysieren kann, wird in dieser Arbeit konstruiert. Dieses neue
Verfahren und zwei weitere verwandte Konzepte, die im Rahmen dieser Arbeit the-
matisiert werden, gehoren in den Bereich des Maschinellen Lernens zugeordnet und
werden als Boosting-Verfahren bezeichnet. Urspriinglich wurden Boosting-Verfahren
zur Klassifikation von Daten konstruiert, mittlerweile bearbeiten sie auch Regressi-
onsprobleme erfolgreich. Das am weitesten verbreitete Boosting-Verfahren im Bereich
der Regression ist das klassische Gradienten-Boosting und ist nach Groll (2021) eine
der méchtigsten Lernideen der letzten Jahre. Daher soll es im Rahmen dieser Arbeit

diskutiert und mit Hilfe einer Simulationsstudie mit weiteren Verfahren verglichen



werden. Denn wie das ,,No-Free-Lunch Theorem® besagt, gibt es keinen Algorithmus,
der iiber alle Probleme hinweg besser funktioniert als alle anderen. Wird beispiels-
weise ein kontaminierter Datensatz betrachtet, sind also atypische Beobachtungen
im Datensatz enthalten, werden die Ergebnisse des klassischen Gradienten-Boosting
schnell verfdlscht. Solche Ausreifler sind keine Seltenheit. Beim Modellieren des Riss-
wachstums in Betontrédgern von Briicken beispielsweise, kann es passieren, dass durch
unbekannte Einfliisse, wie technische Fehler der Messgeréte, Beobachtungen verzerrt
werden. Robuste Verfahren wirken genau diesen Problemen entgegen. Ein solches ro-
bustes Boosting-Verfahren fiir Regression ist das RRBoost-Verfahren. Es stellt eines
der drei Verfahren dar, welche im Rahmen dieser Arbeit verglichen werden. RRBoost
weist eine konsistent gute Performance auf, das heifit Vorhersagen fiir unabhéngige
neue Beobachtungen liegen nah an den wahren Werten der Zielvariable. Dieses Ver-
halten wird sowohl auf unkontaminierten als auch auf kontaminierten Daten erreicht.
Jedoch werden diese guten Ergebnisse durch eine hohe Komplexitiat des Verfahrens
erzielt. Wiinschenswert ist es solche guten Ergebnisse mit moglichst simplen Ver-
fahren zu erreichen, da diese leichter zugénglich sind. Einem solchen Verfahren wird
im Rahmen dieser Arbeit der Startschuss gegeben, dem sogenannten K-Vorzeichen-
Boosting. Die Grundlage bildet die K-Vorzeichen-Tiefe, ein sehr simples Kriterium,
um die Anpassung eines Modells an Daten zu messen und zu bewerten. Die Tiefe
basiert auf den Vorzeichen der Abstidnde zwischen den Vorhersagen des jeweiligen
Modells und den zugehorigen wahren Werten der Zielvariablen. Dadurch, dass ledig-
lich die Vorzeichen der Residuen betrachtet werden, ist das Kriterium sehr robust
gegeniiber Ausreiflern in den Daten. In der Anwendung zeigt das hier vorgestellte K-
Vorzeichen-Boosting in der Vorhersagegenauigkeit noch nicht ganz die gewiinschten
Ergebnisse. Aber gemessen mit dem RMSE auf einem unabhéngigen Testdatensatz
ist die erreichte Vorhersagegenauigkeit im Gegensatz zum Gradienten-Boosting kon-
sistent fiir kontaminierte sowie unkontaminierte Daten. Die Vorhersagegenauigkeit
ist jedoch im Vergleich zum RRBoost-Verfahren beziehungsweise dem Gradienten-
Boosting auf unkontaminierten Daten noch nicht sehr hoch. Was man jedoch schon
positiv hervorheben kann ist, dass das K-Vorzeichen-Boosting zumindest auf stark

kontaminierten Daten eine bessere Performance zeigt als das Gradienten-Boosting.

Die Methodik der Grundlagen dieser drei Verfahren wird im dritten Kapitel der
statistischen Methoden vorgestellt. Sie folgt auf die Erlduterung der Problemstel-

lung inklusive der Beschreibung des Datenmaterials und der Vorstellung der Ziele



der Arbeit im zweiten Kapitel. Im vierten Kapitel wird dann die Implementierung
des K-Vorzeichen-Boosting thematisiert. Es wird darauf eingegangen welche Pro-
bleme sich bei der Implementierung gestellt und welche Losungsansétze sich daraus
entwickelt haben. Im fiinften Kapitel wird dann ein Vergleich der Vorhersagegenauig-
keit zwischen den drei vorgestellten Verfahren hergestellt. Die letzten beiden Kapitel
fassen die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit noch einmal zusammen und geben
einen Ausblick fiir mogliche Verbesserungen der Implementierung des K-Vorzeichen-

Boosting.



2 Problemstellung

2.1 Beschreibung des Datenmaterials

Da das K-Vorzeichen-Boosting im Rahmen dieser Arbeit erst konstruiert wird, wer-
den Daten benétigt, um dieses zu evaluieren und erste mogliche Schwachstellen fest-
zustellen und zu verbessern. Fiir diese Aufgaben, den anschliefenden Vergleich der
drei Boosting-Verfahren und um deren Performance zu testen, werden Simulations-
studien angesetzt. Im Folgenden wird beschrieben wie die Daten in diesen Simula-
tionen konstruiert wurden. Das Vorgehen ist an die Simulationsstudie aus Ju und
Salibidn-Barrera (2021)) angelehnt.

Es werden Datensitze der Form D = {(x;,v;)},i = 1,..., N, konstruiert, mit N € N
Beobachtungen. Fiir ¢ = 1,..., N sind x; € RP,p € N, die Werte der erkldrenden
Variablen, und y; € R die Werte der Zielvariablen. Die x1,...,xy sind dabei un-
abhéngige Realisierungen einer Zufallsvariable X, mit X ~ U(0,1), das heifit die
Werte der Zielvariablen werden jeweils aus einer Gleichverteilung auf dem Intervall

(0,1) gezogen. Die Werte der Zielvariablen folgen einem Modell
yZ:f(Xz)—i-CEZ, Z:]_,,N, (21)

mit einer Konstante C' > 0. Fiir die Funktion f : R? — R in Gleichung ({2.1)
werden fiinf verschiedene Funktionen betrachtet mit entsprechend hinreichend grof3

gewdhltem p:

fl (X) = 10X1, f4(X) =5+ 3X1 + 7X2
fa(x) = 3%y + Txa, f5(x) =6+ 2x; — Tx3 + 4x5 — X7



Die Fehler ¢;,2 = 1,..., N sind Realisierungen einer Zufallsvariable £. Fiir die Ver-

teilung der Zufallsvariable &£ stehen vier verschiedenen Optionen zur Auswahl:
1. Dy : &~ N(0,1) (univariate Standardnormalverteilung)
2. Dy : € ~ T; (Studentsche t-Verteilung mit einem Freiheitsgrad)
3. Dy: €~ (1—a)N(0,1) + 0.5aN (B1,0.12) + 0.50N (— 5y, 0.12)
4. Dy:E ~ (1 —a)N(0,1) + 0.5aN (Ba,0.1%) + 0.5aN (—35,0.12).

Die Fehlerverteilungen D3 und D, sind trimodale Normalverteilungen, fiir die zwei
Parameter gewéhlt werden miissen. Der Parameter o > 0 bestimmt den Anteil der
Kontamination in den Daten. Um ein angemessenes Verhéltnis zwischen Ausreiflern
und Nicht-Ausreiern zu schaffen, wird o = 0.2 gewéhlt. Die beiden trimodalen
Verteilungen unterscheiden sich in der Lage der &ufleren Gipfel, die durch (5, bezie-
hungsweise 5 bestimmt sind. In D3 wird #; = 10 gesetzt, um ein moderates Ausmaf
an Ausreiflern zu schaffen. In Dy gilt 55 = 100, um die Verfahren auch bei sehr groflen
Abweichungen vergleichen zu kénnen.

Der Einstellungsparameter C' kontrolliert das Signal-Rausch-Verhéltnis (engl. signal-

to-noise ratio, kurz SNR) gegeben durch

_ Var(f(X))
SNR = i cE)

Ist die Variabilitdt des Rauschens, also der Fehler £, im Vergleich zur Variabilitat
des Signals f(X) zu groB, ist das Signal nicht mehr deutlich genug. Wenn jedoch
andersherum die Variabilitdt des Rauschens im Vergleich zu gering ausfallt werden
die Daten zu ,perfekt® simuliert und die Situation wird unrealistisch. Eine Simu-
lationsstudie soll eine moglichst reale Situation erschaffen um Modelle hinsichtlich
ihrer Féahigkeiten zu beurteilen und zu vergleichen. Im Einklang mit Ju und Sali-
bidn-Barrera (2021) wird SNR = 6 gesetzt.

Als MaSf fiir die Giite eines Modells wird die Wurzel aus der mittleren quadratischen
Abweichung (kurz: RMSE, englisch: root mean squared error) genutzt. Der RMSE
ist definiert durch

N
1
MSE = | = (i — v:)?
R S Ni:]-(yl yl)



mit ¢; als Vorhersage des Modells fiir die Beobachtung mit wahrem Wert y; fiir
1 =1,...,N. Es gilt, desto kleiner der RMSE ausfillt, desto kleiner sind die quadra-
tischen Absténde zwischen den Vorhersagen des Modells und den jeweiligen wahren
Werten der Zielvariablen. Dies spricht fiir eine bessere Anpassung des Modells an die
vorgegebenen Daten D.

Um die drei Boosting-Verfahren anzuwenden, zu evaluieren und mit den jeweils an-
deren beiden Verfahren zu vergleichen, werden bis zu drei Teildatensétze verwendet,
ein Trainings-, Validierungs- und Testdatensatz. Beim RRBoost-Verfahren werden
manche der Parameter im Prozess der Konstruktion validiert, beim K-Vorzeichen-
Boosting und Gradienten-Boosting wird das im Rahmen dieser Arbeit nicht genutzt.
Fiir das K-Vorzeichen-Boosting wird dies aber im Ausblick noch thematisiert. Der
Trainings- beziehungsweise Validierungsdatensatz wird als ein gesamter Datensatz er-
zeugt und erst im Anschluss in zwei Teildatensétze aufgesplittet. Beim K-Vorzeichen-
Boosting und Gradienten-Boosting wird dann keine Aufteilung vorgenommen. Der
Trainingsdatensatz wird mit der gewiinschten Kombination an Einstellungen, das
heilt der Wahl der Zielfunktion, der Fehlerverteilung etc. konstruiert und zum Trai-
nieren des Modells verwendet. Erst wenn das finale Modell steht, kommt der Test-
datensatz zum Einsatz. Er wird zur unabhéngigen Evaluation der Verfahren genutzt
und daher getrennt von den anderen beiden Teildatensétzen erzeugt. Bei den Test-
daten wird immer eine unkontaminierte Verteilung fiir die Fehler gewéhlt. Hier féllt
die Wahl der Verteilung also immer auf die Standardnormalverteilung D;. Da der
Testdatensatz die Konstruktion des Modells nicht beeinflusst, haben die Testdaten
auch keinen Einfluss auf die Vorhersagen. Bei simulierten Daten einen kontaminier-
ten Testdatensatz zur Performancemessung zu verwenden ist in sofern nicht sinnvoll,
als dass dies lediglich eine verfilschte Messung der Performance des Modells mit sich
bringen wiirde. Denn es ist nicht die Performance des Modells bei atypischen Beob-
achtungen von Interesse. Diese entstehen lediglich ungewollt und gehdren nicht zur
Regel. Da Ausreifler in den Testdaten oft grofie Abweichungen zu den zugehéorigen
wahren Werten erzeugen, wiirden diese die Performancemessung, wie zum Beispiel
den RMSE, unnétig negativ beeinflussen. Die Anzahl der Beobachtungen in jedem

der Teildatensétze wird anteilig an N gewahlt.



2.2 Zielsetzung

Der Fokus dieser Arbeit liegt auf der Konstruktion eines robusten Boosting-Verfahr-
ens, dem K-Vorzeichen-Boosting. Bei dieser Konstruktion ist das Ziel vor allem
ein Verfahren zu schaffen, dessen Vorhersagegenauigkeit moglichst prézise ist, um
mit vergleichbaren Verfahren mithalten zu kénnen. Um diesen Aspekt beurteilen
zu konnen, wird ein Vergleich zu anderen Boosting-Verfahren hergestellt. In dem
Vergleich werden neben dem K-Vorzeichen-Boosting ein robustes und nichtrobustes
Boosting-Verfahren betrachtet, das nichtrobuste Gradienten-Boosting und das ro-
buste Boosting-Verfahren fiir Regression, RRBoost. Als Maf fiir die Modellwahl im
K-Vorzeichen-Boosting wird die K-Vorzeichen-Tiefe verwendet. Diese hat den Vorteil
gegeniiber anderen Mafzahlen, dass sie sehr simpel ist, sodass diese Eigenschaft auch

fiir das darauf basierende Boosting-Verfahren wiinschenswert ist.



3 Statistische Methoden

Im Folgenden werden die, in dieser Arbeit verwendeten, statistischen Methoden
vorgestellt. Dazu gehéren das klassische Boosting (Abschnitt [3.1]), das RRBoost-
Vefahren (Abschnitt und die im K-Vorzeichen-Boosting verwendeten Konzepte
(Abschnitt [3.3). Das K-Vorzeichen-Boosting an sich wird im Detail im vierten Ka-
pitel thematisiert und erlautert. Das Ziel aller dieser Boosting-Verfahren ist es den
Zusammenhang zwischen Einfluss- und einer Zielvariablen zu analysieren. Dabei gilt
es eine Zielfunktion F': R? — R, die diesen Zusammenhang beschreibt, zu approxi-
mieren.

Bei der Beschreibung der Verfahren wird folgende Notation verwendet:

D = {(x;,y;)}Y,, mit N € N Beobachtungen, bezeichnet den zu Grunde liegenden
Datensatz. Fiir die p Einflussvariablen gilt x; = (z1,...,2;,) € RP, p € N, und fiir die
Zielvariable y; € R,i = 1,..., N. Die Notation x\) = (zy;,...,2y;)7 € RN gibt alle
N Beobachtungen an, die der j-ten Einflussvariable, j = 1,...,p, zugeordnet sind.
Mit x = (x1,...,xy)7 = (x, ..., xP) € RV*? wird die komplette Datenmatrix
iiber alle Beobachtungen aller Einflussvariablen notiert. Wird eine Funktion auf die
Datenmatrix x angewendet, also beispielsweise die Notation F'(x) genutzt, impliziert
dies eine Anwendung der Funktion auf die Zeilen der Matrix. Das Resultat ist ein
Vektor (F(x1), ..., F(xy))T. Das gilt analog fiir die Funktionen hg : R? — R, die im
Laufe des Kapitels noch nédher erlautert wird. Weiter suggerieren Variablen, die fett
gedruckt sind einen Vektor der Dimension grofler als 1, wihrend Grof3buchstaben
Zufallsvariablen notieren.

Alle Implementierungen und Berechnungen dieser Arbeit wurden mit Hilfe der Soft-
ware R entwickelt (R Core Team (2020)).



3.1 Klassisches Boosting

Das klassische Boosting ist eine der méchtigsten Lernideen der letzten Jahre, wie
Groll (2021)) anmerken. Das Verfahren wurde urspriinglich fiir das Klassifizieren von
Daten konzipiert, jedoch kann es auch fiir die Vorhersage einer stetigen Zielvariable
erweitert werden. Dieser Fall wird im Folgenden thematisiert.

Die grundsétzliche Idee des Boosting ist es ,simple“ Modelle, auch Basislerner ge-
nannt, so zu kombinieren, dass daraus ein starkes Modell resultiert. Wie in Ab-
bildung zu sehen, ist das Verfahren sequentiell aufgebaut, das heifit jede neue

Iteration basiert auf allen vorangegangenen Schritten.

Daten Basislerner
—
/ @
“—
/ @

/ ¥
_ > Vorhersage

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung des Boosting-Verfahrens (Groll (2021)).

In der linken Spalte der Grafik sind fiir jede Iteration die zur Anwendung kommenden
Daten abgebildet. Eine Iteration oder auch Boosting-Runde des Verfahrens ist in dem
Schaubild als eine Zeile zu verstehen. In jeder Runde werden die Informationen des
kompletten Datensatzes verwendet, sodass alle Punktwolken jeder Zeile gleich aus-
sehen. Es folgt die Anpassung eines Basislerners auf die Daten. Dabei wird jedoch
nicht der originale Datensatz verwendet, sondern eine leicht modifizierte Version. Am
Anfang des Verfahrens steht eine ,,naive“ Vorhersage fiir alle Daten. Danach wird die
Diskrepanz zwischen dem gemessenen Wert der Zielvariablen und dieser Vorhersage
gemessen. Diese Diskrepanz sind die Residuen oder auch die Fehler des Modells. Die
Basislerner werden also auf die Residuen angepasst, um diese moglichst zu reduzie-
ren. Diese Anpassung kann jeweils als Korrektur fiir die Anfangsvorhersage gesehen

werden. Die Vorhersagen der Fehler in jedem neuen Schritt werden dann additiv mit
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den vorangegangenen Iterationen des Verfahrens verkniipft. Wie genau diese Initia-
lisierung zustande kommt und wie die Residuen definiert werden wird im Folgenden
noch néher erldutert.

Es gibt viele verschiedene Ansétze diese grundlegende Idee des Boostings umzuset-
zen. Einer dieser Ansétze ist das Gradienten-Boosting, welches unter anderem im
R-Paket mboost (Hothorn u. a.2021)) implementiert ist. Bei diesem Ansatz steht eine
Verlustfunktion L : R x R — R>( im Vordergrund. Sie misst den Verlust, der bei
einem gemessenen Wert y der Zielvariablen und einer zugehérigen Vorhersage F (x)
erreicht wird.

Friedman (2001)) beschreiben die grundlegende Idee des Gradienten-Boosting durch
das Finden einer Zielfunktion F' , die den erwarteten Wert der Verlustfunktion iiber

die gemeinsame Verteilung Py y aller (Y, X)-Werte minimiert. Es gilt

A

F = argmin Eyx L(Y, F*(X)). (3.1)
F*

Da Py x unbekannt ist, kann Gleichung (3.1]) nicht direkt benutzt werden um opti-
male Vorhersagen zu schaffen. Daher wird das obige Problem approximiert durch die
Minimierung des empirischen Risikos Remp(F™), sodass das folgende Optimierungs-

problem im Fokus des Gradienten-Boosting steht

N
F = argmin Repp(F*) = argmin Z L(y;, F*(x;)). (3.2)
B =

Dabei wird die Struktur der Zielfunktion F' als additiv angenommen und durch

F(X) = Z Bmhe,, (X)

mit 3, € R und M € N als Anzahl der Boosting-Runden, dargestellt. Die Funktio-
nen hg,, : RP — R sind sogenannte Basislerner mit Parameter 8,, und werden alle
aus der gleichen Klasse von Funktionen H = {hg | 6 € ©} gewihlt. Diese Wahl wird

im weiteren Verlauf noch naher thematisiert.

Zunéchst soll die Frage geklirt werden, wie das Optimierungsproblem in gelost

werden kann? Beim Gradienten-Boosting wird eine differenzierbare, meist konvexe
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Verlustfunktion verwendet, sodass der Gradient g : R — R mit

IL(y, 2)
96 ="
in jeder Iteration m = 1,..., M leicht berechenbar ist.

Beispiele von Verlustfunktionen

Fiir die Wahl der Verlustfunktion fiir das Boosting im Bereich der Regressionspro-
bleme gibt es je nach Anwendung verschiedene Optionen. Am weitesten verbreitet
ist die L2-Verlustfunktion. Sie ist definiert durch

Ly(y,2z) = (y— 2)%,

mit z,y € R. In der Praxis wird die Funktion dazu genutzt, um den Verlust zwi-
schen den wahren Werten der Zielvariablen y = y; und den Vorhersagen des Modells
z=F (x;), fiir alle Beobachtungen ¢ = 1,..., N, zu messen. Dank ihrer Form bringt
die L2-Verlustfunktion giinstige Eigenschaften mit. Durch die Konvexitdt und Diffe-

renzierbarkeit wird der Gradient leicht berechenbar. Er ist gegeben durch

o(z) = aLgﬁ(g,z) _ 8(ya—z 2)

=2(y — 2).

Dadurch, dass der Verlust der bei einer Vorhersage z = F (x;) gegeniiber einem
wahren Wert y; entsteht quadratisch gemessen wird, sind vor allem Ausreifler pro-
blematisch, da grolen Abstédnden viel Gewicht gegeben wird. Dadurch kénnen solche
atypischen Beobachtungen leicht zur einer Verfialschung der Ergebnisse fiithren.

Die L1-Verlustfunktion ist etwas robuster gegeniiber Ausreiflern bei der Zielvariablen
als die L2-Verlustfunktion, dafiir ist sie aber nicht differenzierbar in 0. Dadurch wird
die Optimierung des empirischen Risikos komplizierter. Die L1-Verlustfunktion ist

gegeben durch

Ll (y,Z) - ‘y_ Z‘

Grofle Werte zwischen einem wahren Wert der Zielvariable und einer Vorhersage
werden also nicht so stark gewichtet wie bei der L2-Verlustfunktion, das Quadrieren
fallt weg.

Eine Kombination der L1- und L2-Verlustfunktion ist die Huber- Verlustfunktion.

12



Sie ist stiickweise definiert, behilt jedoch an den Ubergangspunkten ihre Differen-
zierbarkeit. Um den Nullpunkt herum, verhalt sie sich wie die L2-Verlustfunktion,
ab einem Punkt ¢ > 0 beziehungsweise —c < 0 jedoch wird sie linear weiter-
gefithrt. Damit kombiniert sie die Eigenschaft der Konvexitéit und Differenzierbar-
keit der L2-Verlustfunktion mit der Robustheit der L1-Verlustfunktion. Die Huber-
Verlustfunktion ist gegeben durch

(y — 2)? ,wenn |y — z| < ¢

N |+—=

Lhuber,c(yaz) = .
¢ (ly—z]—3¢) ,wemnl|y—z|>c

Das Optimieren des empirischen Risikos ist jedoch problematischer als bei der L2-
Verlustfunktion. Denn wird in Gleichung F* als konstant vorausgesetzt, das
heifit die Basislerner sind konstante Funktionen, dann gibt es beziiglich der Huber-
Verlustfunktion schon keine Losung dieser Gleichung mit geschlossener Form. Das
Analogon bei der L2-Verlustfunktion, also diejenige Konstante, die das empirische
Risiko minimiert, ist der Mittelwert.

Eine weitere Wahl fiir die Verlustfunktion ist die Tukey- Verlustfunktion. Sie wird vor
allem noch im néchsten Kapitel iiber das RRBoost-Verfahren interessant werden.
Die Tukey-Verlustfunktion ist eine noch robustere Variante der L2-Verlustfunktion

und stiickweise definiert durch

1—(1—(£2)?)3  wemn|y—z| <c

Ltuke ,c(ya Z) = .
' 1 ,wenn |y — z| > c.

mit Konstante ¢ > 0. Ein Verlustgraph mit allen vier vorgestellten Verlustfunktionen
im Vergleich ist in Abbildung gegeben.

Beim Gradienten-Boosting gibt der negative Gradient der m — ten Boosting-Runde
—gm(z) der Verlustfunktion jeweils die Abstiegsrichtung der Funktion am Punkt
z = F (x;) an, also die Richtung in die der Verlust reduziert wird. Der néchste
Basislerner wird dann so gewéhlt, dass er die Abstiegsrichtung —g,,(z;) moglichst
gut approximiert, der quadratische Abstand also minimal ist. Dieser Schritt ist in

Algorithmus [1] in Zeile 10 dargestellt.
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0 : I : — Yy — 2z
2 -1 0 1 2

Abbildung 3.2: Graphische Darstellung der L2-Verlustfunktion L., L1-
Verlustfunktion /.;, Huber-Verlustfunktion und der Tukey-Verlustfunktion

Ltukey,l

Algorithmus 1 Gradienten-Boosting

Eingabe:

1: Daten D = {(x;, v;) }}¥4

2 Verlustfunktion L

3: Anzahl Iterationen M

4: Klasse der Basislerner H mit hg € H

5: Initialisierung:

Fy (x) = argmin Zfil L (y;,0) (optimale Konstante)

6: form:1—>]\/;do:

7: fori=1— N do:

8: == W} )

9: end for Z )
10: Anpassen eines Basislerners fiir Regression auf die Pseudo-Residuen 7;:
11: 0,, = argmin SN (i = hy (x))?

6

12: Liniensuche: 3, = argénin Zfil L (yl-, Ey (x;) +Bhg (XJ)
13: Update: F,, (x) = Fp_1 (X) + B hg, (x)
14: end for

15

. Ausgabe: F (x) = Fy; (x)
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Als néchstes wird die Schrittweite Bm bestimmt, mit welcher in die Richtung des

Abstiegs , gelaufen* werden soll. Dazu wird der Parameter Bm gesucht, der

ﬁ: L (yi7 ﬁmfl (x;)+ 5 hém (xl)>

minimiert, also den Verlust der neuen Vorhersage am meisten reduziert. Anschlieend
wird die Vorhersage des (m — 1)-ten Schrittes additiv durch das Produkt der Schritt-
weite mit der Approximation des negativen Gradienten erweitert. Die Aktualisierung

der Vorhersage ist also gegeben durch

A

Fr (%) = Fruey (x) + B by (%)

Wird keine Abbruchregel eingefiihrt, erfolgt eine M-malige Durchfithrung dieses Vor-
gehens und die M-te Vorhersage ist die finale Vorhersage des gesamten Modells. Die
Basislerner sind alle aus der gleichen Klasse von Funktionen H. Wie kénnen H und

die zugehorigen Parameter @ aussehen?

Beispiele fiir Basislerner

Wie oben schon beschrieben hingen die Basislerner hg (x) von 2 Funktionsargu-
menten ab, den Einflussvariablen x und dem Parametervektor 6, der die Funktion
auch charakterisiert. Die einzelnen Basislerner in den verschiedenen Iterationen un-
terscheiden sich dabei nur durch diesen Parametervektor und sind dariiber hinaus
von gleicher Struktur.

Die simpelste Wahl fiir die Klasse an Funktionen H, aus denen die Basislerner gewéahlt
werden, ist H = {1,21, ... 2®|i = 1,..., N}. Die Bezeichnung 1 notiert die kon-
stante Einsfunktion und die ) die Koordinatenprojektionen fiir die einzelnen Va-
riablen 7 = 1,...,p. Der Basislerner hy € H ist durch die Projektion auf die 6-te
Variable gegeben. Hier gilt also # € {0,...,p}. Die 0-te Variable beschreibt den In-
tercept des Modells, es gilt ho(x;) = 1. Fiir € {1,...,p} konnen die Basislerner
hy : RP — R beschrieben werden durch

ho(x;) = wyg, i=1,...,N.

Die am weitesten verbreitete Wahl fiir die Basislerner im Kontext des klassischen
Gradienten-Boosting ist die der FEntscheidungsbdume, beziehungsweise fiir Regres-

sionsprobleme, der Regressionsbaume. Die Grundidee ist es, die Wertebereiche der
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Einflussvariablen in S € N Teilregionen aufzuteilen und fiir jede dieser Teilregionen
eine konstante Vorhersage zu kalkulieren. Regressionsbdume sind daher sehr simpel
aufgebaut und auch leicht interpretierbar, was sie in der Anwendung sehr attraktiv

macht. Ein solcher Baum hg kann durch

s
ho(xi) =Y 7l(x;€R,), i=1,...,N,
s=1
beschrieben werden. Die Parameter v, sind die Vorhersagen fiir die jeweiligen Teil-
bereiche Ry, C RP, s =1,...,S5. Wird mit w € N die Tiefe des Baumes notiert, gilt
2¥ = S. In Abbildung ist ein solcher Regressionsbaum fiir ein Minimalbeispiel
dargestellt.

Nein

Abbildung 3.3: Darstellung eines Regressionsbaumes. Aufgrund seiner Tiefe kann der
Baum auch als Regressionsstumpf bezeichnet werden. Sei (x1,7;) € D, mit p = 1,
dann sind die Entscheidungsregeln gegeben durch xy € Ry < 21 < a und x1,y; €
Ry < 21 > a, mit a € R.

Die Zuordnung der Datenpunkte in die Teilregionen passiert basierend auf den je-
weiligen Auspragungen der Einflussvariablen. In Abbildung ist ein Regressions-
stumpf zu sehen, es gilt daher w = 1. Das heifit, es gibt nur einen Spaltungspunkt
und daher wird auch nur eine Einflussvariable zum Separieren der Werte verwen-
det. Es ist jedoch moglich Regressionsbdume beliebig zu erweitern. Welche Variable
mit welchem Spaltungswert in welcher Tiefe des Baumes sitzt, wird mit Hilfe von
Risikominimierung einer gewihlten Verlustfunktion entschieden. Welche Splitpunkte
und -variablen gewéhlt werden, charakterisiert den jeweiligen Entscheidungsbaum
und ist in dem Parameter @ der Basisfunktion hg festgehalten. Alle Datenpunkte
{xi|x; € Rs,1 =1,..., N}, die einer Teilregion R, zugeordnet werden, erhalten dann

die gleiche Vorhersage 7. Diese wird ebenfalls durch Risikominimierung mit Hilfe ei-
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ner gewahlten Verlustfunktion ermittelt. Mehr Details kénnen in Hastie, Tibshirani

und Friedman (2009) nachgelesen werden.

Doch um den ersten Basislerner konzipieren zu kénnen braucht es eine erste Vor-
hersage. Dazu wird die Konstante, die das empirische Risiko minimiert, verwendet.
Diese Konstante ist gegeben durch den Wert, der die Verlustfunktion {iber alle Be-

obachtungen minimiert, das heift

A

N
Iy (x) = argmin L (y;,0).
0 (%) ge ; (yi,0)

Es spielt also eine zentrale Rolle, welche Verlustfunktion Anwendung findet. Wie wird
diese also gewahlt? Die Wahl der Verlustfunktion und auch der Basislerner liegt beim
Anwender und richtet sich meist nach dem Kontext des Gebrauchs beziehungsweise
der gegebenen Problemstellung. Beim klassischen Gradienten-Boosting wird héufig
die schon erwédhnte L2-Verlustfunktion benutzt. Diese Funktion findet viel Zuspruch,
da sie sehr benutzerfreundlich ist. Durch die Konvexitét und Differenzierbarkeit der
Funktion, ist der Gradient leicht berechenbar, was den Optimierungsschritt in jeder
Boosting-Iteration deutlich erleichtert. Auch die Wahl des Initialwerts spielt keine
so grofle Rolle. Eine weitere Eigenschaft der L2-Verlustfunktion ist die hohe Verlu-
stanzeige bei groflen Residuen. Durch das quadratische Verhalten wird die Diskre-
panz zwischen wahrem Wert und Vorhersage mit der Potenz 2 sehr stark gewichtet.
Diese Eigenschaft kann beim Vorhandensein von Ausreiflern zu einer drastischen
Verféalschung der Vorhersagen fiithren. In einer solchen Lage bieten robuste Verfah-
ren fiir Regression einen Ausweg. Mehr Robustheit kann beispielsweise durch eine
robustere Wahl der Verlustfunktion erreicht werden, wie in Friedman (2001) vor-
gestellt. Ju und Salibidan-Barrera (2021) sehen dies jedoch kritisch hinsichtlich der
Eigenschaften der unterschiedlichen Verlustfunktionen. Wird beispielsweise die L1-
Verlustfunktion verwendet, schwindet die Performance des Modells. Die Anwendung
von Funktionen wie der Huber- oder Tukey-Verlustfunktion macht die Spezifizierung
eines Skalierungsparameters fiir die Residuen notig. Dafiir wird in jeder Boosting-
Runde ein robuster Skalierungsschétzer, basierend auf den Residuen der Anpassung
des Modells in der Vorrunde, erzeugt. Problematisch ist dabei, dass der Schétzer
schon in den ersten Runden zu grofl ausfallen kann. Der Fokus wird dann zu stark
auf die Ausreifler gelegt, was wiederum in einer Verfilschung der Ergebnisse resul-

tiert. Um das zu vermeiden, wurden weitere robuste Anséitze entwickelt, welche in

17



dieser Arbeit thematisiert werden. Dazu gehoren das K-Vorzeichen-Boosting und das

RRBoost-Verfahren. Letzteres soll im folgenden Abschnitt erldutert werden.

3.2 RRBoost

Alle Informationen des folgenden Kapitels wurden aus Ju und Salibian-Barrera (2021))
entnommen. Das RRBoost-Verfahren ist im R-Paket RRBoost (Ju und Salibian-
Barrera [2020) implementiert.

RRBoost adressiert die Probleme des klassischen Boosting hinsichtlich moglicher
Ausreifler in den Daten. Solche atypischen Beobachtungen entstehen in der Praxis
héufig durch Messfehler, konnen aber auch durch Beobachtungseinheiten entstehen,
die zur Population hinzu genommen wurden, jedoch nicht dazu gehoren. Meist fal-
len solche atypischen Beobachtungen dadurch auf, dass sie klar von den anderen
Datenwerten separierbar sind. Wie stark Ausreifler Ergebnisse und Vorhersagen be-
einflussen konnen, wird schon bei der Lageschatzfunktion des arithmetischen Mittels
klar. Das arithmetische Mittel kann zum Beispiel als Initialwert des im vorherigen
Kapitel erlauterten Gradienten-Boosting mit L2-Verlustfunktion verwendet werden.
Dort reicht schon nur eine Beobachtung aus, um die Schétzung stark zu verfilschen.
Um durch diese atypischen Datenpunkte bei der Anpassung des Modells nicht fehl-
geleitet zu werden, haben Ju und Salibidn-Barrera (2021) fiir die Aufgabe der Re-
gression robuste, nicht-parametrische Regressionsschéitzer entwickelt, die auf dem
Gradienten-Boosting-Verfahren basieren. Im Gegensatz zu den am Ende des letzten
Abschnittes schon thematisierten robusten Verfahren fiir Regression, wie in Friedman
(2001), muss bei dem RRBoost-Verfahren kein zusétzlicher Skalierungsschétzer fiir
die Residuen kalkuliert werden. Sondern es wird direkt eine robuste Skalierung der
Residuen minimiert. Genauer wird der Fokus auf die Minimierung eines M-Schétzers

fiir die Skalierung der Residuen gelegt.

Das RRBoost-Verfahren kann in zwei aufeinander aufbauende Schritte unterteilt wer-

den:

Schritt 1: SBoost
Der erste Schritt wird als SBoost bezeichnet. Das Vorgehen des SBoost-Verfahrens

ist dem des Gradienten-Boosting sehr dhnlich. Beim Gradienten-Boosting gilt es
Gleichung (3.2)) zu losen. Im SBoost-Schritt wird das empirische Risiko durch einen
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M-Skalierungsschétzer 6(F') der Residuen r; = y; — F/(x;),i = 1,..., N ersetzt. Das
heifit es gilt

F = argmin 6(F*(x)). (3.3)
F*
mit & : RY — R zu 16sen. Der Schitzer 6(F(x)) = 6(F(x;),..., F(xy)) ist gegeben

durch die Lésung von

mit Konstante £ > 0 und einer um 0 symmetrischen Funktion Ly : R — R>y. Nach
Ju und Salibidan-Barrera (2021) kontrollieren x und Ly die Robustheit und Effizienz

des resultierenden Schétzers. Fiir Ly wird die Tukey-Verlustfunktion verwendet, die

1
2

mit maximalem Bruchpunkt und wird daher als Einstellung fiir die Implementierung
festgelegt. Um Gleichung (3.3]) zu 16sen, wird in jeder Iteration m = 1,..., M; der
Gradient

nach oben und unten beschrénkt ist. Damit fithrt © = 5 zu einem Skalierungsschétzer

06 (z) .
gm(2) = {8?)(;)} - 8221 . "

06 (z) o n(z

o gm, N (2)

mit z = (21, ..., 2x5)7 berechnet. Dazu werden beide Seiten der Gleichung (3.4 nach
2,7 =1,..., N, abgeleitet. Mit [y als Ableitung von L, ergibt sich

RSN ACIC)
e

vy o 0z,

‘i <yj—2j) , 8(%)

o(z)



&0 = Zlo (%) . (_(yi ;(Z;))gm’j(z))
J:Vlo <?J;(—Z)ZJ> , (—U(Z) — (gg(‘z;zj)gm,j(z)>
&0 = ;lo (%) : ((yi _;(iiilgm(z)>

o (y]é%(_z;j) | (6<1z>> |

Mit Auflésen der Gleichung nach g,, ; folgt

& Gm,j(z) = ; — 2% i— A
’ >l (y;(z) ) ' <y6(Z) )

Wird C,, definiert durch die Inverse des Nenners ausgewertet an der Stelle z =
Fri(x) = (Fpo1(x1), ..., Eoy(x3))7, also

e[S (et (= fet)
P 0 (Fn-1(x)) 0 (Fm-1(x))
dann resultiert daraus Zeile 8 in Algorithmus [2} Das heifit, der Gradient wird jeweils
an der Vorhersage der vorangegangenen Iteration ausgewertet. Anschlieend folgt
eine Approximation des negativen Gradienten —g¢,, durch einen Basislerner hg, :
R? — R, indem der quadratische Abstand minimiert wird. Dies ist auch in Zeile 12

in Algorithmus [2| aufgezeigt. Die Form der Zielfunktion F' wird auch hier als additiv

in Form von

F(x) =) anhe,(x), (3.5)

angenommen. Die Parameter 0,,, der Basislerner hg,, werden durch deren Wahl hy,, €
H,m =1,..., My, festgelegt, das heifit je nach Wahl der Klasse von Funktionen H,

werden die Parameter bestimmt. Die Vorfaktoren «,, € R,m = 1,..., M; werden
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Algorithmus 2 SBoost
Eingabe:
L: Daten D = {(x;,v;) }}¥,
2 Anzahl Interationen M,
3 Klasse der Basislerner H mit hg € H
4: Verlustfunktion Lg
5: Initialisierung:
Fy (x) LAD-Baum
: for m =1 — M, do:

&@%ﬂ@)ew;%zggm@z%;&gzﬁ}
- - -1
) — N Yi=Fm-—1(xi) Yi—Fm-—1(xi)
5 o , [Ziﬂ o ( 6<Fm71(x>>> (57(Fm—1(x)) ﬂ
9: for j=1— N do: )
0 g = =Gl ()
11: end for
12: 0, = argmin SN (g + ho(x;))?
0

N O

13: O, = argmin 6 (F,_y(x) + o - hg, (X))
14 Fp(x) = Fpo1(x) + am - hy, (%)

15: end for A

16: Ausgabe: i, (x), 6(Fay (%))

durch

O = argmin 6(F,_1(x) + a - hg, (X))

kalkuliert, wie auch in Zeile 13 in Algorithmus [2] aufgefiithrt. Anschlieend wird die
alte Vorhersage aktualisiert.

Doch wie wird im SBoost-Schritt der Initialwert bestimmt? Dadurch, dass die Ver-
lustfunktion in Algorithmus [2| nicht konvex ist, ist eine robuste Wahl fiir den An-
fangswert von grofler Bedeutung um eine gute Vorhersagegiite des Modells zu errei-
chen. Wie Ju und Salibian-Barrera (2021)) anmerken, ist dazu die optimale Konstante
beziiglich einer Verlustfunktion nicht die beste Wahl. Stattdessen wird zur Initialisie-
rung des SBoost-Schrittes ein LAD-Baum (LAD, englisch: least absolute deviation,
deutsch: kleinste absolute Abweichung) verwendet. Dies ist ein Regressionsbaum, wie
er schon im vorherigen Abschnitt beschrieben wurde. Zur Konstruktion des Baumes
werden absolute Abstédnde verwendet. Die Aufteilung passiert iiber die Minimierung
des mittleren absoluten Wertes der Residuen. Vor allem aufgrund der erwarteten

Robustheit gegeniiber Ausreiflern und der Handhabbarkeit von Daten mit verschie-
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denen Arten von Auspragungen sehen Ju und Salibidn-Barrera (2021) diese Wahl als
passende Alternative fiir die Initialisierung des SBoost-Verfahrens an.

Dieser SBoost-Schritt kann auch als eigensténdiges Verfahren fiir die Aufgabe der
Regression verwendet werden. Beinhalten die Daten Ausreifler zeigt sich die Ro-
bustheit des SBoost-Verfahrens, da die Pradiktion durch atypischen Beobachtungen
nicht verfilscht wird. Sind jedoch keine abweichenden Datenpunkte im Datensatz
enthalten ist die Effizienz des Verfahrens nicht hoch, wie numerische Experimente
von Ju und Salibian-Barrera (2021)) zeigen. Aus diesem Grund wurde das Verfah-
ren mit einem weiteren Schritt verkniipft, welcher das RRBoost-Verfahren auch bei
nicht kontaminierten Daten effizienter macht. Die Vorhersagegiite des klassischen
Gradienten-Boosting mit L2-Verlustfunktion wird iibertroffen oder zumindest nicht

unterschritten.

Schritt 2: RRoost

Der zweite Schritt von RRBoost steigert die Effizienz des Verfahrens. Ausgehend
vom bereits berechneten M-Schiitzer &(F)y, (x)) und der finalen Vorhersage Fyy, (x)
aus dem SBoost-Schritt wird im zweiten Schritt des RRBoost-Verfahrens analog zum
Gradienten-Boosting eine Verlustfunktion minimiert. Die Zielfunktion F' wird durch

die Losung des folgenden Optimierungsproblems approximiert

" — argmin - Yi— 7K Fr(xi)
F=agnin L (&(me» ) ’ 30

wobei L; : R — Ry eine um 0 symmetrische Funktion ist und M; die Anzahl
an Boosting-Runden des SBoost-Schrittes angibt. Diese Verlustfunktion wird so
gewahlt, dass sie der L2-Verlustfunktion , dhnlicher” ist, als die, die fiir den M-
Skalierungsschéitzer im SBoost-Schritt verwendet wurde. So kann Beobachtungen
mehr Gewicht gegeben werden, die eventuell wichtig fiir die Schiatzung und Vorher-
sage der Daten sind, jedoch durch die Wahl der Verlustfunktion nicht so stark in
die Schéatzung beziehungsweise Anpassung des Modells mit einbezogen wurden. Ein
Beispiel fiir eine solche Wahl ist die Tukey-Verlustfunktion, wie sie in Abschnitt
schon erlautert wurde. Im zweiten Schritt wird die Konstante ¢ grofler gewéhlt als

im ersten Schritt.
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Gelost wird Gleichung (3.6) dann mit Hilfe der Ableitung der Verlustfunktion

0 Yi — %
gi = Li| ———
0z o (Far, (x))

_ ! 11<Ayi_zi ) (3.7)
o(Fu, (x))  \0(Far, (x))

fir ¢+ = 1,..., N. In Algorithmus [3| wird ¢;,7 = 1,..., N, in jeder Iteration M; +
m,m = 1,..., My berechnet und basiert jeweils auf der Vorhersage der vorherigen
Iteration. Die z; aus Gleichung werden in der Anwendung durch My +m—1(X;)
ersetzt, i = 1,..., N. Die Ableitung L) sei mit l; bezeichnet.

Algorithmus 3 RRBoost
Eingabe:
1: Daten D = {(x;,y:)} Y,
2 Anzahl Interationen 1. Phase M;, 2. Phase M,
3 Klasse der Basislerner H mit hg € H
4: Initialisierung £} (x) LAD-Baum
5
6

: Verlustfunktion L
: Phase 1:

Fiihre SBoost fiir M; Iterationen aus und erhalte: Fy, (x) und
& (Fu, (%))
7: Phase 2:

8 for m =1 — M, do:
9: fori=1— N do:

. 1 yi_FMJer*l(xi))

10: Imi = =5 G ( 5(Fur, (x)
11: end for
12: 0, = arg;nin SN (G + he(x:))?

' B . N Yi—Fary pmo1(xi)—ahy (%)
13: Oy = argflln Zi:l Ly ( &(Fary (x)) )
14: Fanyvm (%) = Faypm—1(X) + Q- hém (x)

15: end for

16: Ausgabe: Fyy4ap, (X)

Dieser Gradient g; wird wie in Zeile 12 mit einem Basislerner approximiert und ana-
log zu Zeile 13 die Schrittweite «,,, m = 1,..., My, berechnet, die den minimalen

Wert der neuen Pradiktion fiir die Verlustfunktion erzeugt. Schlussendlich wird die
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alte Vorhersage durch den Summanden - hg,, (x) aktualisiert. Die finale Pradiktion
ist dann gegeben durch Fiy, s, (X).

Durch die iterative Struktur des Verfahrens kann es leicht zu einer Uberanpassung
des Modells an die Daten kommen. Um dies zu vermeiden, haben Ju und Salibian-

Barrera (2021) einen frithzeitigen Stoppmechanismus eingefiihrt.

Early Stopping

Da das RRBoost-Verfahren komplex ist und sich daher schnell zu stark an die Trai-
ningsdaten anpassen kann, wird eine Art Regularisierung eingefiihrt. Diese Regula-
risierung passiert mittels einer sogenannten , Early Stopping“ Regel. Dazu wird die
Performance der Zielvariablen in jeder Boosting-Runde auf dem Validierungsdaten-
satz gemessen. Abgebrochen wird dann bei derjenigen Iteration, welche den kleins-
ten Wert der jeweiligen Verlustfunktion erreicht. Die beiden Schritte des RRBoost-
Verfahrens werden dabei einzeln betrachtet. Das heifit, die Gesamtanzahl an Boosting-
Runden setzt sich zum Schluss aus der Summe der Early Stopping Iterationen zu-

sammen. Fiir weitere Informationen siehe Ju und Salibidn-Barrera (2021)).

3.3 K-Vorzeichen-Tiefe und verwandte Konzepte

Das K-Vorzeichen-Boosting ist ein ebenfalls robustes Boosting-Verfahren fiir Re-
gression und kombiniert die klassische Boosting-Idee mit dem simplen Mafl der K-
Vorzeichen-Tiefe. Dieses Verfahren wird in Kapitel 4 konzipiert, sodass in diesem
Abschnitt zunéchst die dazu notigen statistischen Methoden vorgestellt werden. Ide-
en zur Weiterentwicklung sind im Ausblick dieser Arbeit zu finden. Die Implemen-
tierung basiert hauptsichlich auf dem R-Paket GSignTest (Horn (2021a))). In diesem

Paket sind auch alle in diesem Abschnitt vorgestellten Funktionen enthalten.

Bei Verwendung des K-Vorzeichen-Boosting wird der Einfachheit halber ein linearer
Zusammenhang zwischen den Einfluss- und der Zielvariablen angenommen, sodass
die Zielfunktion F' durch

F(x) =601+ 6,xY + ... +6,xP = (1,x)6 (3.8)

N—mal
—
dargestellt werden kann. In Gleichung 1| wird 1 = (1,...,1)T notiert und mit der

Schreibweise (1,x) ist das Anfiigen des Vektors 1 an die Datenmatrix x gemeint.
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Der Parametervektor 6 = (6, ...,0,)" € © C RP! stellt den Modellparametervek-
tor dar. Wird ein Modell ohne Intercept angenommen, setzt man 6, = 0.

Die Idee des K-Vorzeichen-Boosting ist es auf iterative Weise ein Modell zu konstru-
ieren, dhnlich zum klassischen Boosting. Es gilt das Verhalten der Daten, beschrieben

durch eine Zielfunktion F', moglichst gut zu approximieren.

K-Vorzeichen-Tiefe

Im Fokus des Verfahrens steht die K-Vorzeichen-Tiefe, kurz auch K-Tiefe, die die
Anpassung des Modells an die Daten quantifiziert. Die Definition der K-Tiefe ist
unter anderem in Leckey, Malcherczyk und Miiller (2020) zu finden und wird hier
mit dg (r1(8),...,rn(0)) bezeichnet. Die Funktion benétigt einen Parameter K € N,
der die Grofle der Tupel angibt, die betrachtet werden. Diese Tupel bestehen aus den
Residuen 71(0),...,ry(0), mit 7;,(0) € R,i = 1,..., N. Die r,(0) sind Realisierun-
gen der Zufallsvariablen R;(0),7 = 1,..., N. Die Abhéngigkeit der Residuen von
0 beschreibt deren Zugehorigkeit zu einem Modell mit Parametervektor @, wie in

Gleichung (3.8)). Die Residuen konnen also dargestellt werden durch
Tz(e):yl_(LXl)O? Z:LaN

Die K-Tiefe gibt den relativen Anteil der geordneten K-elementigen Tupel der Resi-

duen 7;(0) an, die alternierende Vorzeichen aufweisen und ist definiert durch

K

dg(ri(0),...,rn(0)) ::% Z (

(K) 1<ni<ne<..<ng <N

1{(=1)*r, (8) > 0} +
k=1

« (3.9)
[T H{(=DFr (0) < 0}) .
k=1
Damit steigt der Wert der K-Tiefe in Gleichung mit jedem K-Tupel mit alter-
nierenden Vorzeichen an. Daher impliziert eine grofie Tiefe einen besseren Fit. Da sie
nur auf den Vorzeichen der Residuen beruht, ist die K-Tiefe ein sehr robustes Krite-
rium um eine Modellanpassung zu messen. Die K-Vorzeichen-Tiefe betrachtet dabei
alle K-Tupel der Residuen, auch solche, die nicht direkt aufeinander folgen. Dies in-
kludiert also alle K-elementigen Tupel der Residuen, die mit Beriicksichtigung der
Reihenfolge kombiniert werden konnen.
Diese Funktion ist unter dem Namen calcDepth im R-Paket GSignTest (Horn (2021a))
implementiert. Dabei wird angenommen, dass P(R;(8) =0) = 0,i =1,..., N. Daher
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ist die Funktion so implementiert, dass wenn ein r;(€),i = 1,..., N existiert, dieses
Residuum zunéchst komplett aus dem Residuenvektor herausgenommen wird. Dann

erst beginnt die Kalkulation der K-Vorzeichen-Tiefe mit der erfiillten Bedingung.

Vereinfachte K-Vorzeichen-Tiefe

Wird die K-Vorzeichen-Tiefe leicht modifiziert, resultiert daraus die vereinfachte K-
Vorzeichen-Tiefe. Der Unterschied der beiden Kriterien liegt bei der Auswahl der
K-Tupel, die fiir die Kalkulation der Tiefen genutzt werden. Die vereinfachte K-
Vorzeichen-Tiefe betrachtet nur solche Tupel, dessen Elemente unmittelbar aufein-

anderfolgen. Sie ist definiert durch

A3 (ri(0),...,rn(0)) = N—;K#l 2 (H 1{(—=1)*rpsr_1(0) > 0} +

- (3.10)
[T H(=DFrnina(6) < 0}).

Die vereinfachte K-Tiefe in Gleichung ([3.10)) gibt den relativen Anteil der aufein-
anderfolgenden K-elementigen Tupel der Residuen an, die alternierende Vorzeichen
aufweisen. Auch hier bedeutet ein gréflerer Wert der Tiefe einen besseren Fit des

zugehorigen Modells an die Daten.

Nachste-Nachbarn-Ordnungsverfahren

Da es um die Eigenschaft des Alternierens geht, sind sowohl die volle als auch verein-
fachte K-Vorzeichen-Tiefe stark abhéngig von der Ordnung der Residuen. In Horn
(2021b) werden verschiedene Ordnungsverfahren fiir den Fall des einfachen sowie
multiplen linearen Modells vorgestellt und verglichen. Vor allem hervorzuheben ist
das Ordnungsverfahren des néchste-Nachbarn Ansatz (kurz: NN, englisch: nearest
neighbor). Dies ist ein abstandbasiertes Verfahren, das heifit, die Ordnung der Resi-
duen wird iiber die Absténde der Datenpunkte generiert. Gemessen wird der Abstand
mit der euklidischen Norm ||d||2 = ||(d1,...,dp) |2 = O, d2)z. Die Datenpunk-
te werden nach ihrem kleinsten Abstand zur néchsten Beobachtung geordnet. Jeder
Datenpunkt x;,7 = 1,..., N wird einmal als Startpunkt genutzt. Es wird also N-mal
ein approximativ kiirzester Weg durch die Daten gesucht. Die finale Ordnung der
Residuen ist dann der approximativ kiirzeste Weg iiber alle NV kiirzesten Wege durch

die Daten. Jeder Datenpunkt darf dabei nur einmal passiert werden, sodass Start-

und Endpunkt des Weges nicht gleich sind. Dieses Problem ist auch bekannt als das
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Hamiltonkreisproblem (kurz: SHP, englisch: shortest hamiltonian path problem). Da
die exakte Losung des Problems sehr rechenaufwendig ist und daher eine sehr lange
Laufzeit des Algorithmus mit sich bringt wird im Rahmen dieser Arbeit ausschlief3-
lich mit der approximativen Losung gerechnet. Diese approximative Losung wird mit
Hilfe des NN-Ansatzes ermittelt. Weitere Informationen dazu sind Horn (2021b)) zu
finden.

(Vereinfachter) K-Vorzeichen-Tiefe-Test
Basierend auf der K-Vorzeichen-Tiefe kann der K-Vorzeichen-Tiefe-Test konzipiert
werden. Er betrachtet fiir 8y € R die Nullhypothese

H0:9:00.

Die Teststatistik ist mit K > 2 gegeben durch

1\ K1
(3.11)
Dabei wird angenommen, dass die r;(0),7 = 1,..., N Realisationen der Zufallsva-

riablen R1(6),..., Ry(0) sind. Die Form der Teststatistik wird durch die Existenz
einer asymptotischen Verteilung dieser begriindet. Erfiillen die R;(6),i = 1,..., N
die Bedingungen

Ry(0),. .., Ry(0) sind unabhéngig und (3.12)
1
P(R;(0) > 0) =P(R;(0) <0) = 3 miti=1,..., N, (3.13)
dann gilt fir N — oo und K > 3
d

T (0) % Wy (W). (3.14)

Mit W = (W})¢eo,1) wird die standardisierte Brownsche Bewegung notiert. Die Funk-
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tion Wy ist dabei definiert durch
3 1
V(W) = 1 ( / (W, — 2Wt)2dt>

Ui (W) = — K 5 /05/tt+05( t—s)K_4((W3A1—WtVO)2—...
. ((sA1)=(tVv0))) dsdt

K—4
K 4 /05/ ( +S_t) W, (W1 —Wy)dsdt, K >4.

Der Beweis von Gleichung kann in Malcherczyk, Leckey und Miiller (2021)
nachgeschlagen werden. Wird mit ¢, das a-Quantil der asymptotischen Verteilung
der Teststatistik Tk (0) in Gleichung unter 6 bezeichnet, dann ist der K-
Vorzeichen-Tiefe-Test gegeben durch

verwerfe Hy : @ = 6y wenn Tk (0g) < qq-

Das heifit, die Nullhypothese Hy wird abgelehnt, wenn die K-Tiefe zu klein ausfillt.
Das spricht dafiir, dass das zum Parameter @ zugehorige Modell die Daten nicht
geniigend gut widerspiegelt. Fiir K = 2 resultiert der klassische Vorzeichen-Test.
Analog wird auch der K-Vorzeichen-Tiefe-Test mit der vereinfachten K-Vorzeichen-
Tiefe konstruiert. In Kustosz, Miiller und Wendler (2016) wird die Teststatistik de-
finiert durch

15(0) o VN =R T1_ R 0). . Rx(8) — (3)"
V- @f“ K -3

Unter den Bedingungen (3.12)) und (3.13)) ist die asymptotische Verteilung der Test-
statistik TR (0) fir N — oo gegeben durch die Standardnormalverteilung, es gilt

also
TS(6) % N(0,1).

fiir K > 3. Wird das a-Quantil der Standardnormalverteilung notiert durch ¢ dann
wird die Nullypothese Hy : @ = 8, verworfen, wenn, T[‘%(OO) < qg , also nicht genug
aufeinanderfolgende K-Tupel in den Daten vorhanden sind, die alterniere Vorzeichen

aufweisen.
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4 Konstruktion und Implementie-

rung des K-Vorzeichen-Boosting

Im folgenden Kapitel wird die Konstruktion und Implementierung des K-Vorzeichen-
Boosting erldautert. Anwendung finden dabei die in Abschnitt vorgestellten sta-
tistischen Methoden. Dabei soll vor allem auch thematisiert werden, welche Ansétze
im Verlauf der Konstruktion verfolgt wurden, welche Probleme aufgetreten sind und
welche Losungsansétze in Folge dessen in Betracht gezogen und verfolgt wurden.
Wie schon in Abschnitt [3.3|angedeutet wird ausschliellich von einem linearen Zusam-
menhang zwischen den Einfluss- und der Zielvariablen ausgegangen. Die Zielfunktion
ist folglich durch

F(x) = 01 + 0,xV + .. +60,x? = (1,x)0 (4.1)

gegeben. Charakterisiert wird die zugehorige Modellgleichung durch den Parameter-
vektor 6 = (6y,...,0,)7 € © C RPFL. Mit dieser Annahme sind die zugehdrigen
Residuen gegeben durch

Die 7;(0) sind Realisierungen der Zufallsvariablen R;(0) = Y; — (1,%;) - 0 fiir i =
1,...,N. Fiir die hier betrachteten linearen Regressionsmodelle der Form Y, =
(1,x;) - 0 + & gilt, dass die Zufallsvariablen R;(8),..., Ry(6) unabhingig sind und
die Bedingung

Po(Ri(6) > 0) — % — Pp(Ri(6) <0), i=1,....N (4.3)

erfiillt ist. Denn im Rahmen dieser Arbeit werden ausschliellich stetige, um 0 sym-

metrische Fehlerverteilungen betrachtet.

29



4.1 Motivation

Der K-Vorzeichen-Tiefe-Test kann als Verallgemeinerung des Vorzeichen-Tests gese-
hen werden, denn fiir K = 2 ist der Vorzeichen-Test ein Sonderfall des K-Vorzeichen-
Tests. Der Vorzeichen-Test kann die Nullhypothese Hy : @ = @, testen. Es wird also
iiberpriift ob ein Modell mit Parameter 8, hinreichend gut an die Daten angepasst ist.
Das Kriterium zum Ablehnen der Nullhypothese ist durch die Anzahl der positiven
Vorzeichen der Residuen r;(€),i = 1,..., N, gegeben. Die Nullhypothese wird ver-
worfen, wenn diese Anzahl zu grof§ oder zu klein ausféllt. Der Vorzeichen-Test weist

jedoch fiir manche Hypothesen eine sehr schlechte Giite auf, wie es zum Beispiel in
Abbildung [4.1] der Fall ist.

1 1 |

|

y
00 0.1 0.2 03 04 05 0.6

1

1

1

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Abbildung 4.1: N = 6 Beobachtungen, die aus dem Modell Y; = 0.3 +0.05&,7 =
1,..., N gezogen wurden. Dabei gilt € ~ N(0, 1). Die gestrichelte Linie ist die kon-
stante Gerade mit dem wahren Parameter @ = (0.3,0)7 und die durchgezogene Linie
zeigt einen Fit mit 8y = (0,1)7. Fiir die ersten drei Datenpunkte resultiert ein posi-
tives Vorzeichen fiir die Residuen, fiir die letzten drei ein Negatives.

Es sind gleich viele positive wie negative Vorzeichen der Residuen vorhanden. Hier
wiirde der Test die Nullhypothese nicht ablehnen, obwohl 6, weit entfernt ist vom
wahren Wert fiir 8. Die K-Vorzeichen-Tiefe adressiert dieses Problem. Es werden
nicht nur die Vorzeichen der Residuen gezéhlt, also nicht nur 2-Tupel betrachtet,
sondern K-Tupel fiir K > 3. Eine grofle Tiefe setzt nun mehr voraus, dass die an

die Daten angepasste Gerade innerhalb der Datenpunkte liegt. In dem Beispiel aus
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Abbildung erreicht die (vereinfachte) K-Tiefe fiir K > 3 ihren kleinstmdoglichen
Wert dg(ri(0),...,r5(0)) = d3(r1(0),...,7x(0)) = 0, da keine (aufeinanderfol-
genden) K-Tupel mit alternierenden Vorzeichen vorhanden sind. Der K-Vorzeichen-

Tiefe-Test wiirde die Nullhypothese also ablehnen.

4.2 Ordnen der Residuen

Bevor ein erster Ansatz fiir die Implementierung des K-Vorzeichen Boosting vorge-
stellt werden kann, ist zunéchst die Frage zu kléren, welche Ordnungsstrategie fiir
die Residuen zur Berechnung der K-Vorzeichen-Tiefe verwendet wird. Wie in Ab-
schnitt schon erldutert, spielt die Anordnung der Residuen fiir das Ergebnis der
K-Vorzeichen-Tiefe und damit auch fiir den K-Vorzeichen-Tiefe-Test eine grofie Rol-
le. Da die Residuen von den Werten der Einfluss- und Zielvariablen abhédngen, basiert

das Ordnen der Residuen auf der Sortierung der Einflussvariablen.

Im Fall der einfachen linearen Regression wird der Zusammenhang zwischen einer
Einfluss- und einer Zielvariablen betrachtet. Dabei werden die Residuen nach den
Werten der einzigen Einflussvaribalen der Groéfie nach geordnet, wie es in Horn
(2021b) beschrieben wird. Doch tritt mehr als eine Einflussvariable auf, ist die
Reihenfolge der Residuen auf diese Weise nicht mehr eindeutig bestimmbar. Horn
(2021b) adressiert dieses Problem und stellt verschiedene Varianten fiir das Ordnen

der Residuen im Mehrdimensionalen gegeniiber.

Fiir das Ordnen der Residuen bei der Berechnung der K-Vorzeichen-Tiefe im Fall
der multiplen linearen Regression ist einer der intuitivsten Ansétze die Datenpunk-
te nach den Werten einer der Einflussvariablen zu sortieren, sodass die Werte aller
anderen Einflussvariablen als Kriterium fiir das Ordnen auflen vor gelassen werden.
Diese Vorgehensweise hat vor allem den Vorteil, dass sie sehr simpel zu verstehen
und anzuwenden ist und daher eine sehr geringe Laufzeit aufweist. Dieser Ansatz
kann vor allem fiir Zeitreihen sinnvoll sein, denn dort steht die Zeitvariable im Fo-
kus. Ein grofler Nachteil, wenn lediglich die Werte einer Variablen betrachtet werden
ist jedoch, dass die Informationen der Werte der p — 1 anderen Variablen fiir das
Ordnen verloren gehen und die Wahl der Ordnungsvariable sehr grofles Gewicht hat.
Eine zweite, komplexere Ordnungsstrategie ist das néchste-Nachbarn Verfahren (kurz:
NN, englisch: nearest neighbor) wie es schon in Abschnitt erlautert wurde. Es
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basiert ausschliefllich auf den paarweisen Absténden der Datenpunkte und bezieht
alle Einflussvariablen mit ein. Die Idee dieser Ordnungsstrategie ist es, dass Daten-
punkte, die nah beieinander liegen, diese Eigenschaft auch beim Ordnen beibehalten
sollten. Dadurch, dass das Sortieren ausschliellich die Absténde der Datenpunkte mit
einbezieht, spielen die Absolutwerte der Einflussvariablen keine Rolle fiir die Ord-
nung. Diese Eigenschaft bringt zwei Vorteile mit sich. Es kénnen nicht nur metrische
Einflussvariablen betrachtet werden, sondern auch nominale und ordinale Variablen,
da auch fiir diese Arten von Ausprigungen Abstandsmetriken existieren. Ein wei-
terer Vorteil des NN-Ordnungsverfahrens ist, wie es Horn (2021b) hervorhebt, dass
die Werte der Einflussvariablen in additiver und multiplikativer Weise transformiert
werden konnen ohne dabei die Ordnung der Residuen zu verdndern. Eine additive
Transformation von zwei Werten dndert den Abstand dieser Werte nicht und auch
durch eine skalare Multiplikation bleiben die Proportionen der Abstédnde erhalten.
Ein Nachteil dieser Vorgehensweise gegeniiber der Sortierung nach einer Variable ist
jedoch weiterhin die vergleichsweise langsame Laufzeit. Das NN-Ordnungsverfahren
ist eine approximative Losung des SHP-Problems.

Eine Gegeniiberstellung der drei Verfahren ist mittels eines Beispiels in Abbildung[4.2]
gegeben.

Abbildung 4.2: Verschiedene Ordnungsverfahren fiir einen Datensatz mit
zwei Einflussvariablen, deren Auspriagungen eine Herzstruktur aufweisen. Ge-
geniiberstellung des exakten SHP-Ordnungsverfahrens (erstes Bild von links), des
NN-Ordnungsverfahrens (zweites Bild) und des Ordnungsverfahrens nach einer Va-
riablen (drittes Bild).

Der Datensatz weist als natiirliche Ordnung eine Herzstruktur auf. Das erste Bild
zeigt die Anwendung des exakten SHP-Ordnungsverfahren und gibt die natiirliche
Struktur genau wieder. In allen drei Bildern sind die Pfade nicht geschlossen, da bei

der Sortierung der Residuen Start- und Endpunkt nicht gleich sind. Das approxima-
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tive NN-Verfahren im mittleren Bild, gibt grob die Herzstruktur wieder, jedoch ist
das Verfahren an der oberen Spitze des Herzens inakkurat. Fiir die deutlich geringere
Laufzeit sind solche Abweichungen jedoch vertretbar. Im letzten der drei Bilder sind
die Ergebnisse des Ordnungsverfahren nach einer der beiden Variablen aufgezeigt.
Die natiirliche Ordnung wird komplett ignoriert und es ist keine Struktur zu erken-

nen.

Aufgrund der vielfialtigen Anwendungsmoglichkeiten und der trotzdem bestehenden
Einfachheit des Verfahren, wird in dieser Arbeit ausschliefilich das NN-Verfahren
zum Ordnen der Residuen fiir die Kalkulation der (vereinfachten) K-Vorzeichen-Tiefe

verwendet.

4.3 Ein erster Ansatz

Die grundlegende Idee des K-Vorzeichen-Boostings ist es den Parametervektor 8 =
(6o, ...,0,)" aus Gleichung so zu schétzen, dass die zugehorigen Residuen
des Modells eine maximale K-Vorzeichen-Tiefe erreichen. Fiir den Anfang werden
zunachst nur Modelle ohne Intercept betrachtet, das heifit es wird 6, = 0 gesetzt.
Ein erster Ansatz fiir die Implementierung des Vorgehens ist in Algorithmus [4] auf-

geschrieben. Gegeben sind ein Datensatz D, ein Wert K fiir die Lange der Tupel

Algorithmus 4 K-Vorzeichen-Boosting: Ansatz 1

Eingabe:
1: Daten D = {(x;,9;)},, Tiefe K, Anzahl Iterationen M
2: Initialisierung:
0o = (01,...,0,)T = 0,p Anzahl Einflussvariablen,

(DT = =y = (g, )T

3: for m =1 to M do:
4: for j =1 to p do:

5: f; € argmax dK(rgm_l] — Oxyj, ... ,rk,n_” — Oz ;)
0cO®;CR
6: end for
T: Bestimme j € argmax dK(rgmfl} —0jz15,. .. ,rk,nfl] —0xN )
je{l,....,p}

8: Update: rm = plm=1] 675.333. und 93 = 03- + 0}

9: if K-Vorzeichen-Tiefe-Test lehnt die Hypothese Hy : @ = 0 nicht ab then
10: break

11: end if

12: end for

13: Ausgabe: 69
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in der K-Vorzeichen-Tiefe und eine Anzahl M der Boosting-Runden. Das Vorge-
hen des Algorithmus soll der allgemeinen Boosting-Struktur treu bleiben, das heifit,
die Werte der Vorhersagen beziehungsweise Parameter werden sequentiell verbessert
und an die jeweiligen wahren Werte herangefiithrt. Um eine sequentielle Verbesserung
erreichen zu konnen, muss ein Startpunkt gesetzt werden. Der Parametervektor
zunachst auf 0 gesetzt, da dies eine neutrale Wahl ist. Die Residuen 7"[10], e ,TES}

sind zu Beginn durch die Werte der Zievariablen gegeben. Jede Boosting-Iteration

m = 1,..., M kann dann in vier Sinnschritte aufgeteilt werden. Anfangs wird fiir
jede der 7 = 1,...,p Variablen derjenige Schétzer éj € O; C R gesucht, sodass die
neuen Residuen rgmfl] — 0115, ... ,7“%”71] —0;xn; die K-Vorzeichen-Tiefe maximieren.

Es gilt dasjenige é]- zu finden, welches fiir die neu formierten Residuen die meisten
K-Tupel mit alternierenden Vorzeichen erzeugt. Denn diese Eigenschaft impliziert
eine gute Anpassung des Modells an die vorgegebenen Daten. Fiir diese Suche wird
die Funktion optim in R benutzt. Hinter optim steckt ein Optimierungsalgorithmus,
der fiir allgemeine Optimierungsprobleme verwendet werden kann. Im Rahmen die-
ser Arbeit verwendet man dazu das simulierte Abkiihlungsverfahren (kurz: SA, eng-
lisch: simulated annealing). Weitere Informationen zum Verfahren kénnen in Bélisle
(1992) nachgelesen werden. Die genauen Einstellungen sind im zugehorigen R-Code
zu finden. Mit Hilfe eines vorgegebenen Startwerts wird die K-Vorzeichen-Tiefe ma-
ximiert. Die Funktion hat den Vorteil, dass nur ein Startwert angegeben werden
muss und der optimale Parameter éj fiir jede Variable dann von optim gesucht und
ausgegeben wird. Fiir ein hoffentlich besseres Ergebnis kann optim noch mit einer
Gittersuche kombiniert werden. Das heifit, es wird fiir jede Variable ein Intervall fiir
den zugehorigen Parameter angegeben und fiir jeden Wert aus diesem Intervall die
optim-Funktion angewendet. Ist der Startwert nahe am Parameter dran, der die ma-
ximale Tiefe erzeugt, erhoht dies die Chance diesen Wert auch zu finden, denn die
K-Vorzeichen-Tiefe ist nicht konvex.

Ist fiir jede Variable der nach dem vorangegangen Kriterium , beste* Parameter ge-
funden, wird die Variable mit dem zugehorigen Parameter ermittelt, die in Kombi-
nation die grofite Tiefe erzeugen. Dies ist in Zeile 7 in Algorithmus [4f aufgeschrieben.
Da die K-Vorzeichen-Tiefe keine injektive Funktion ist, kann es sein, dass mehr als
ein éj € O, gefunden wird, welches die Tiefe maximiert. In diesem Fall, wird der Pa-
rameter gewiahlt, welcher im Parameterbereich ©; als erster in der Reihenfolge steht.
War also die Suche nach dem die Tiefe maximierenden Parameter erfolgreich, werden

die Residuen dementsprechend geupdated. Das Produkt aus geschitztem Parameter
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und zugehoriger Variable wird von den bisher entstandenen Residuen subtrahiert,
wie es in Zeile 8 aufgezeigt ist. Diese Form des Updates kommt durch die additive
Form der Zielfunktion zustande. Der ausgewéhlte Parameter 9} wird, aufgrund der
Additivitdat der Zielfunktion, zu dem jeweiligen bereits existierenden Vorfaktor der
Variablen mit Index j hinzuaddiert. Im letzten Schritt jeder Boosting-Runde wird
noch ein Abbruchkriterium iiberpriift, welches das Verfahren zu einem friihzeitigen
Abbruch fithrt, wenn die Anpassung des Modells an die Daten schon ausreichend
gut ist. Als Kriterium wird der K-Vorzeichen-Tiefe-Test verwendet, wie er in Ab-
schnitt beschrieben wird. Die Nullhypothese Hy : @ = 0, wird iiberpriift, wobei
0, den bis dahin konstruierten Parameterschatzer darstellt. Denn sind in den bis
dahin konstruierten Residuen schon genug K-Tupel mit alternierenden Vorzeichen
enthalten, lehnt der Test die Nullhypothese nicht ab und es wird angenommen, dass

die Approximation der Zielfunktion die Daten schon ausreichend gut beschreibt.

Fiir eine erste Evaluation dieser Implementierung des K-Vorzeichen-Boosting werden
Daten, wie es in Abschnitt beschrieben ist, simuliert. Betrachtet werden, wegen

der Einschréinkung auf lineare Modelle ohne Intercept, nur die Funktionen
f1(x) = 10x; und fo(x) = 3x; + 7xs.

Kombiniert werden diese Zielfunktionen jeweils mit allen vier in Abschnitt vor-
gestellten Fehlerverteilungen. Damit kénnen die drei Verfahren sowohl fiir unkon-
taminierte Daten verglichen werden, als auch fiir Daten, die wenig bis stark durch
Ausreifler belastet sind. Insgesamt werden dabei p = 10 Einflussvariablen betrachtet,
wobei nicht alle einen echten Effekt auf die Zielvariable haben. Die Einflussvaria-
blen sind alle gleichverteilt auf (0,1) gewihlt, sodass deren Ausprigungen im glei-
chen Wertebereich liegen. Fiir den Trainingsdatensatz werden zunéchst, angelehnt
an die Simulationsstudie aus Ju und Salibidn-Barrera (2021), N = 300 Beobach-
tungen verwendet. Fiir den Testdatensatz werden 0.3 - N = 90 extra Datenpunkte
simuliert, die mit D; konstruiert sind und daher keine Ausreifler enthalten. Fiir das
RRBoost-Verfahren sind 30% der Datenpunkte aus dem Trainingsdatensatz, also
90 Beobachtungen, Validierungsdaten. Der Validierungsdatensatz wird vor allem fiir
das Early Stopping Kriterium verwendet, aber auch um die besten Parameter des
Initialisierungs-LAD-Baum zu finden. Dabei wird die Mindestgréfie des Baums und
die Mindestanzahl an Beobachtungen pro Blatt bestmoglich festgelegt. Bestmoglich

heifit dabei, dass die kleinste mittlere absolute Abweichung zwischen den erzeug-
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ten Vorhersagen des jeweiligen resultierenden Modells bei Anwendung des jeweiligen
Baumes und den wahren Werten der Zielvariablen am kleinsten ist. Die Beobach-
tungen werden fiir das K-Vorzeichen-Boosting vor der Anwendung nach dem NN-
Verfahren geordnet. Fiir das Gradienten-Boosting und das RRBoost-Verfahren ist
ein vorheriges Ordnen der Datenpunkte irrelevant und daher unnétig zeitaufwendig.
Das Signifikanzniveau fiir das Abbruchkriterium des K-Vorzeichen-Boosting, also den
K-Vorzeichen-Tiefe-Test, wurde auf 0.05 gesetzt. Auch iiber den Test hinaus wird ei-
ne Tiefe von 3 gew#hlt. Aufgrund der sehr langen Laufzeit der optim-Funktion wird
fiir das K-Vorzeichen-Boosting zur Bestimmung des optimalen Parameters in Zeile 5
in Algorithmus |4 nur ein Startwert verwendet. Der Startpunkt wird aus der Student-
schen t-Verteilung mit einem Freiheitsgrad gezogen. Alle weiteren Einstellungen der
Verfahren konnen im zugehorigen R-Code nachgelesen werden. Aufgrund der langen
Rechenzeit werden bei dem K-Vorzeichen-Boosting lediglich zehn Boosting-Runden
eingestellt, bei den anderen beiden Verfahren jeweils 100. Weiter wird 10 mal simu-
liert, das heifit es werden 10 unabhéngige Datenséitze erzeugt. Nach dem Anpassen
der Verfahren auf den Trainingsdatensatz wird der RMSE fiir jedes Verfahren und
jede Simulation auf dem Testdatensatz berechnet und anschliefend der Mittelwert
iiber die 10 Datensétze kalkuliert. Die Ergebnisse dieser Simulationsstudie fiir die
zwei verschiedenen Zielfunktionen f; und fs sind in Tabelle 4.1] und Tabelle [4.2] dar-
gestellt. Schaut man sich die Werte in Tabelle[4.T]an, wo bei der Simulation der Daten

RRBoost | GBoost | KVBoost
D, 1.3687 1.2215 15.2200
D, 1.4298 10.6957 16.6938
D4 1.4139 2.3675 16.0743
D, 1.4766 19.7534 16.2471

Tabelle 4.1: Mittelwerte des RMSE der drei Verfahren bei Verwendung der Zielfunk-
tion f; mit 300 Trainings- und 90 Testbeobachtungen iiber 10 unabhéngige Simula-
tionen.

lediglich die erste Einflussvariable eine echten Effekt auf die Zielvariable hat, dann
zeigt sich ein klares Bild. Das RRBoost-Verfahren erzielt durchweg fiir alle vier Feh-
lerverteilungen einen vergleichsweise kleinen mittleren RMSE. Alle vier Werte liegen
zwischen 1.3687 fiir die Standardnormalverteilung der Fehler und 1.4766 fiir D,. Das

RRBoost-Verfahren performt also sowohl fiir Daten ohne als auch mit Ausreiffern
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gut, so wie es Ju und Salibidn-Barrera (2021) auch in ihrer Simulationsstudie zeigen.
Die Werte des klassichen Gradienten-Boosting mit L2-Verlustfunktion, hier kurz mit
,GBoost* bezeichnet, weichen teilweise sehr stark von diesen Werten des RRBoost-
Verfahrens ab. Denn bei den Fehlerverteilungen D, und Dy, die sehr stark durch
Ausreifler belastet sind, sind die mittleren RMSE sehr grof3. Mit Werten von 10.6957
und 19.7534 ist der mittlere RMSE deutlich grofer als beim RRBoost-Verfahren. Bei
der Fehlerverteilung D3 mit kleineren Ausreiflern ist der mittlere RMSE dagegen nur
leicht groBler mit einem Wert von 2.3675 gegeniiber 1.4139 bei RRBoost. Im Fall der
unkontaminierten Daten D; schneidet das Gradienten-Boosting dagegen leicht bes-
ser ab als das RRBoost-Verfahren. Die Werte fiir das K-Vorzeichen-Boosting, kurz
mit ., KVBoost“ bezeichnet, zeigen ein anderes Bild. Denn die Werte der mittleren
RMSE sind bei allen Einstellungen der Fehlerverteilung deutlich grofler als beim
RRBoost-Verfahren. Was jedoch positiv bewertet werden kann ist, dass der mitt-
lere RMSE beim K-Vorzeichen-Boosting kleiner ist als beim Gradienten-Boosting
bei der stark kontaminierten Verteilung D,. Dies ist schonmal ein Indiz dafiir, dass
das K-Vorzeichen-Boosting bei stark kontaminierten Daten besser beziehungsweise
verlasslicher funktioniert als das Gradienten-Boosting. Der kleinste Wert wird beim
KVBoost fiir die Fehlerverteilung D, erreicht, mit einem Wert von 15.2200 und am
schlechtesten ist die Performance auf den Daten mit D,. Dort ergibt sich iiber die 10
Simulationen ein mittlerer RMSE von 16.6938. Diese Konsistenz der Werte ist nicht
sehr verwunderlich, da die Resiuden Gleichung erfiillen. Da nur die Vorzeichen
der Datenpunkte betrachtet werden, sollte die Art der Fehlerverteilung hier keine all-
zu grofle Rolle spielen. Die Werte fiir die zweite Zielfunktion f5 in Tabelle zeigen

dghnliches Verhalten. Der einzige Unterschied in der zweiten Tabelle ist, dass fiir die

RRBoost | GBoost | KVBoost
Dy 1.2312 0.9969 15.7309
D, 1.2294 14.9794 15.9090
D5 1.4025 1.8164 16.1475
D, 1.2737 14.3135 15.1359

Tabelle 4.2: Mittelwerte des RMSE der drei Verfahren bei Verwendung der Zielfunkti-
on fo mit 300 Trainings- und 90 Testbeobachtungen iiber 10 unabhéngige Iterationen.

Fehlerverteilung D, hier keine bessere Performance des K-Vorzeichen-Boosting vorzu-

weisen ist. Das K-Vorzeichen-Boosting und Gradienten-Boosting zeigen hier dhnlich
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grofe Werte des mittleren RMSE iiber die 10 Testsimultionen. Die Werte zwischen
den beiden Tabellen sind nicht vergleichbar, denn der RMSE ist ein absolutes und

kein relatives Maf.

4.4 Untersuchen der K-Vorzeichen-Tiefe

Da die Performance dieser Implementierung des K-Vorzeichen-Boosting noch nicht
zufriedenstellend ist, soll im Folgenden die Vorgehensweise des Verfahrens néher ana-
lysiert werden. Dazu wird erneut ein Datensatz mit der sehr simplen Zielfunktion f;
in Kombination mit der Studentschen t-Verteilung mit einem Freiheitsgrad D, als
Fehlerverteilung betrachtet. Um das Verhalten der K-Tiefe besser untersuchen zu
konnen, wird zunéchst nur die erste Iteration des Algorithmus [4|isoliert durchlaufen.
Bei einer so simplen Zielfunktion, die eine Variable deutlich hervorhebt, sollte diese
Einflussvariable schon in der ersten Iteration die grofite K-Vorzeichen-Tiefe hervor-
bringen. Um das Verhalten der Tiefen der einzelnen Variablen besser visualisieren und
damit analysieren zu kénnen, wird eine Anderung vorgenommen im Vergleich zu der
obigen Simulationsstudie. In Zeile 5 des Algorithmus 4] wird nicht die optim-Funktion
mit einem randomisiert gewdhlten Startwert genutzt. Sondern es wird fiir jede der
p = 10 Variablen die Tiefe {iber die Residuen 7"1[0] —Ox;j = y; —Ox5,1=1,..., N der
ersten Iteration mit 6 € [—20,20] N Z kalkuliert. Das Ergebnis ist in Abbildung
dargestellt.

Sofort ins Auge fallt, dass alle Kurven der K-Vorzeichen-Tiefe der verschiedenen
Variablen ihr Maximum ungefdhr bei dem gleichen Wert von 6 = 10 erreichen. Zu
erwarten gewesen wére, dass alle bis auf die erste Variable ihren Hohepunkt bei ei-
nem Parameterwert von 0 erreichen, da dies den wahren Werten der Parameter, also
0; = 0, fiir die Variablen im Modell entsprechen wiirde. Dass dieses Verhalten nicht
erreicht wird, ldsst sich durch die Art des Erzeugens der Variablen erkléaren. Dadurch,
dass alle Realisierungen der Einflussvariablen aus X ~ U(0, 1) gezogen werden, liegen
die Auspriagungen aller Variablen in der gleichen Gréflienordnung. Die dhnliche Lo-
kalisierung der Hohepunkte entsteht also in Folge dessen, dass in der ersten Iteration
jede Variable zunéchst einzeln fiir die K-Tiefe betrachtet wird. Damit ist gemeint,
dass die Variablen, die keinen Einfluss haben, isoliert bewertet werden und somit
noch kein Teil der Variabilitdt in den Daten durch die erste Variable erklart wird.
Werden die Wertebereiche der Einflussvariablen verschoben, verschieben sich auch
die Maxima der Kurven. Die Abbildung im Anhang zeigt dieses Verhalten an
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Abbildung 4.3: Linear interpolierte Kurven der K-Vorzeichen-Tiefe dg(y1 —
Oz1j,...,yn —Ozn;) der j =1,...,10 Variablen fiir § € [-20,20] N Z.

einem Beispiel.

Betrachtet man die Maxima der Kurven der K-Vorzeichen-Tiefe aus Abbildung 4.3
fiir die ausgewéhlten éj € [-20,20]NZ,j = 1,...,10, dann bleibt das eindeutige Her-
vorheben der ersten Variable aus. Die Werte der Maxima sind in Tabelle aufgelis-
tet. Schaut man sich die Zahlen in der zweiten Spalte genauer an, fillt sogar auf, dass
die erste Variable nicht die maximale K-Tiefe, iiber alle Variablen hinweg, erzeugt.
Das Maximum der K-Tiefe der ersten Variablen, mit einem Wert von 0.2507, wird
wie erwartet bei einem Parameterwert von 10 erreicht, allerdings ist die maximale
K-Tiefe der neunten Variable, mit einem Wert von 0.2510, bei einem Parameterwert
von 11 noch leicht grofler. Und auch die Maxima der K-Vorzeichen-Tiefen aller an-
deren Variablen sind nur minimal schlechter. Dies wirft die Frage auf, inwieweit es
nach dieser Beobachtung iiberhaupt sinnvoll ist die maximale K-Vorzeichen-Tiefe als
Kriterium fiir die Anpassung des Modells zu verwenden, wenn in einem so simplen
Fall schon keine Eindeutigkeit herrscht.

Zunichst fillt an dem Verlauf der Kurven in Abbildung 4.3 noch etwas auf. Wie
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H K-Vorzeichen-Tiefe ‘ 6} max

T 0.2507 10
T 0.2497 10
T3 0.2509 10
T4 0.2501 10
Ts 0.2470 11
T7 0.2500 10
xg 0.2506 11
To 0.2510 11
T10 0.2493 11

Tabelle 4.3: In der zweiten Spalte sind die Werte der Maxima der K-Vorzeichen-Tiefe
fiir die Kurven in Abbildung fiir die jeweilige Variable in erste Spalte aufgelistet.
Die dritte Spalte gibt fiir jede Variable den Wert 0; ,.x des Parameters an, der die
maximale K-Tiefe erzeugt.

zuvor schon festgestellt, haben alle Kurven einen dhnlichen Verlauf, nur die Kurve
der ersten Variable weist eine Besonderheit auf. Denn um das Maximum herum ist
die Kurve der ersten Variable viel steiler als die der restlichen Variablen. Das heifit,
vor dem Maximum steigt die Kurve schneller an und danach fallt sie auch schneller
wieder ab. Die Erklarung fiir diese Beobachtung ist sehr naheliegend. Denn wird jede
Einflussvariable gesondert der Zielvariablen gegeniibergestellt, dann streuen die Da-
tenpunkte mit der ersten Variable viel weniger als die der anderen Einflussvariablen.
Fiir das obige Beispiel sind Scatterplots in Abbildung und Abbildung fiir die
Kombinationen mit der erste und neunten Variablen dargestellt. Die neunte Varia-
ble wird hier mit x,,,, bezeichnet, da sie diejenige Variable ist, die die maximale
K-Tiefe der Variablen erzeugt. Die drei Geraden in den beiden Abbildungen stellen
eine Anpassung des Modells mit bestimmtem Parameter dar. Die rote Gerade in Ab-
bildung ist beispielsweise durch die Gleichung g(z1) = 0, - 1 gegeben. Die rote
Gerade ist die Modellgerade, welche fiir die jeweilige Variable die maximale K-Tiefe
erzeugt. Die griine und blaue Gerade sind die Geraden, welche durch die zugehérigen
zweitndchsten Nachbarparameter entstehen. Ist also beispielsweise 9} = 10, dann gilt
éj +2 =12 und éj —2 = 8, da der Parameterbereich ©; nur ganze Zahlen enthalt. Fiir
eine bessere Sichtbarkeit des hier beleuchteten Sachverhalts, ist der Wertebereich der
Einflussvariablen hier auf (—5, 15) eingeschrankt. Dadurch werden einzelne Ausreifier
aus dem Bild heraus geschnitten, da diese fiir die Erklarung vernachléssigbar sind.

In Abbildung ist gut zu erkennen, dass die Datenpunkte sehr viel weiter um die
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Abbildung 4.4: Scatterplot der Werte der ersten Variablen x; gegeniiber den Aus-
pragungen der Zielvariablen gy inklusive drei Modellgeraden.

Geraden streuen als in Abbildung [4.4] Diese Beobachtung ist auch erwartbar, denn
die neunte Variable hat keinen echten Einfluss auf die Zielvariable, die erste hin-
gegen schon. Die Einflussvariable und die Zielvariable sind unkorreliert und zeigen
daher keinen Zusammenhang. Bei der ersten Variablen ergibt sich ein anderes Bild.
Die Datenpunkte in Abbildung liegen vergleichsweise nah an den Geraden und
bilden einen schmaleren Schlauch um die rote Gerade und nicht in x;-Richtung. Es
stellt sich die Frage, warum die K-Vorzeichen-Tiefe der neunten Variablen trotzdem
grofer ist als die Tiefe der ersten Variablen? Dies liegt daran, dass die K-Tiefe nur
die Vorzeichen der Residuen betrachtet, nicht aber deren absolute Grofle. Im Scat-
terplot der neunten Variablen liegen links viele Datenpunkte iiber und rechts viele
unterhalb der Geraden. Da die volle K-Tiefe mit K = 3 alle Tupel mit Lénge 3 in
die Bewertung mit einbezieht, tragen auch solche Tupel zu einer Erhchung der Tiefe
bei, dessen Eintrage weit auseinanderliegen. Es ist also mehr oder weniger Zufall,
welche Variable die maximale K-Tiefe erreicht. Der Grund fiir den ausgepriagten An-
stieg um das Maximum der K-Vorzeichen-Tiefe bei der wahren Variable wird durch
das Betrachten der griinen und blauen Linie in den beiden Abbildungen klarer. Ein
Wegbewegen vom wahrem Parameter 0} impliziert ein Verdndern der Steigung der
Geraden. In Abbildung[4.4]liegen zwischen der roten und der griinen beziehungsweise
der roten und der blauen Geraden viele Datenpunkte. In Abbildung ist das nicht
so. Dadurch, dass bei z; schon nur durch ein leichtes Verdndern der Steigung der

Geraden viele Residuen ihr Vorzeichen wechseln, verdndert sich die K-Tiefe dadurch

41



xmax

Abbildung 4.5: Scatterplot der Werte der neunten Variablen zg = x,,,, gegeniiber
den Ausprigungen der Zielvariablen y inklusive drei Modellgeraden.

stiarker, als wenn dieses Verhalten nur wenige der Residuen zeigen. Dadurch steigt
die Kurve der K-Vorzeichen-Tiefe schneller an und fillt aber nach dem Erreichen des

Maximums auch schneller wieder ab.

Nach dieser Erkenntnis stellt sich nun die Frage, wie ein solcher stéirksten An- und
Abstieg um das Maximum gemessen beziehungsweise gefiltert werden kann? Ein ers-
te Idee wire es, den grofiten L2-Abstand zu messen. Damit ist gemeint, dass ein
Wert der K-Tiefe vorgegeben wird und dann der Abstand der Parameter, die diese
K-Vorzeichen-Tiefe erzeugen, gemessen wird. Bei diesem Ansatz ist es jedoch erstmal
nicht naheliegend wie dieser Wert der K-Tiefe gewéhlt werden soll.

Ein weiterer Ansatz fiir die Messung des steilsten Anstiegs um das Maximum der
K-Tiefe ware es, die Standardabweichung als Ma$ fiir die Streuung der Werte um den
maximalen Wert der K-Vorzeichen-Tiefe zu verwenden. Dies ist jedoch nur schwer
umzusetzen, da der Schétzer éj, der fiir jede Variable mit dem Index 7 =1,...,p, die
maximale K-Tiefe erzeugt, nicht bekannt ist. Dadurch wird es schwierig ein geeigne-
tes Intervall um das Maximum zu legen, indem die Standardabweichung berechnet
werden soll. Wie in Abbildung zu erkennen ist, liegt die Kurve der K-Vorzeichen-
Tiefe der wahren Variablen ab einem Wert des Parameters éj iiber den Kurven der

anderen Variablen. Dies macht eine sinnvolle Wahl des Intervalls wichtig.
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4.5 Ein zweiter Ansatz

Parameterwahl

Wie kann man also sinnvoll eine Vorauswahl fiir die Parameter treffen, fiir die das
Verhalten der K-Vorzeichen-Tiefe analysiert wird? Beziehungsweise eine andere For-
mulierung der Frage wére: Wie soll der Parameterbereich ©; aus Algorithmus
gewihlt werden, sodass der wahre Parameterwert der Variablen 6; mdoglichst darin
liegt? Zu dieser Fragestellung soll im Folgenden eine mogliche Losung vorgestellt
werden.

Ein Ansatz fiir die Losung dieses Problems ist es, die Datenpunkte an sich dafiir
zu verwenden. Damit ist gemeint, dass jeweils die Variable mit Index 7, fiir die der
Parameterbereich gesucht wird, mit der Zielvariablen kombiniert wird. Dazu werden
jeweils alle Datenpunkte der Form (z;5,v;),7 = 1,..., N betrachtet. Die Idee ist es, fiir
alle Zweier-Kombinationen von Datenpunkten eine Verbindungsgerade zu konstruie-
ren und deren Steigung zu betrachten. Fiir die Laufzeit des Verfahrens macht es einen
Unterschied, ob ein lineares Modell ohne oder mit Intercept betrachtet wird. Nimmt
man keinen Intercept in das Modell auf, ist einer dieser zwei Datenpunkte immer der
Punkt (0,0). Damit miissen nur N Kombinationen betrachtet werden. Der Parame-
terbereich der j-ten Variablen ist dann gegeben durch ©; = {y;/z;; i = 1,...,N}.
Wird ein Intercept in das Modell mit aufgenommen, werden alle Zweiertupel von
Datenpunkten ohne Betrachten der Reihenfolge kombiniert. Damit steigt die Anzahl
an zu evaluierenden Kombinationen auf (]g) Man erhélt dann jeweils einen Wert
fiir den Intercept 6y und einen fiir die Steigung 6, der jeweiligen Geraden. Fiir ein
Datenpaar {(z1,y1), (x2,92)} konnen diese beiden Werte kalkuliert werden durch

Y2 — U1 01292—%

I .
To — X1 ’ To — 1

90:?/1—

Zur Veranschaulichung der beiden Fille ist in Abbildung [4.6| und Abbildung [4.7] ein
Beispiel angegeben. Die erste Grafik setzt ein Modell ohne Intercept voraus, sodass
alle drei Geraden durch den Ursprung gehen. Bei der zweiten Grafik wurde auch ein
Intercept mit in das Modell aufgenommen.

Dieser Ansatz ist insofern sinnvoll um ¢; fiir j = 1,...,p zu bestimmen, als dass die
Informationen der Datenpunkte verwendet werden. Damit ist gemeint, dass es sehr
naheliegend ist, dass die beste Anpassung des Modells an die Daten eine Gerade ist,

die inmitten der Datenpunkte liegt. Legt man nun die Gerade durch die Punkte,
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Abbildung 4.6: Beispiel fiir eine Wahl fiir den Wertebereich von 6. Hier gilt © =
{9.68,15.24, 40.82}.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Abbildung 4.7: Beispiel fiir eine Wahl fiir den Wertebereich von 6. Hier gilt © =
{(10.83,—1.89), (2.11,11.90), (2.46,7.05)}.

wird diese Bedingung automatisch erfiillt. Wichtig zu beachten ist jedoch, dass die

Bedingung

durch die Konstruktion der Geraden nicht mehr erfiillt ist. Dies ist jedoch nicht wei-
ter tragisch, denn ein Residuum, welches den Wert 0 besitzt, spricht fiir eine gute
Anpassung des zugehorigen Modells. Die zwei Residuen, fiir die r;(0) = 0 gilt, wer-

den in allen Bewertungen nicht miteinbezogen.
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Vereinfachte K-Vorzeichen-Tiefe

Eine weitere Stellschraube an der noch gedreht werden kann, ist die Wahl der K-
Vorzeichen-Tiefe als Kriterium fiir die Giite der Anpassung der Modelle. Denn es
gibt eine Modifikation der vollen K-Vorzeichen-Tiefe, die vereinfachte K-Tiefe wie
sie schon in Abschnitt vorgestellt wurde, die vielversprechend ist die beste Mo-
dellanpassung eindeutiger zu identifizieren.

Der Unterschied zwischen der vollen im Vergleich zu der vereinfachten K-Tiefe liegt
in der Art und damit auch der Anzahl der K-Tupel, die fiir die Beurteilung der An-
passung des Modells an die Daten betrachtet wird. Welchen Unterschied dies macht
wird im Folgenden herausgestellt. Dazu wird noch einmal der oben schon verwendete
Datensatz mit Zielfunktion f; betrachtet. Es werden die exakt gleichen Datenpunk-
te genutzt, wie zuvor. Wiinschenswert ist auch hier ein eindeutiges Hervorheben
der ersten Variablen durch eine vergleichsweise grofle vereinfachte K-Tiefe. Wird das
Analogon zu Abbildung fiir die vereinfachte K-Vorzeichen-Tiefe konstruiert, zeigt
sich ein ganz anderes Bild. Dieses ist in Abbildung dargestellt. Die Kurven der

Tiefe
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
|

Parameter

Abbildung 4.8: Linear interpolierte Kurven der vereinfachten K-Vorzeichen-Tiefe
d3(y1 — 0z1j, ..., yn — Ozn;) der j =1,...,10 Variablen fiir § € [—20,20] N Z.

vereinfachten Tiefen der Variablen x,, ..., z1o zeigen einen deutlicheren Unterschied
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zu der Kurve der ersten Variable. Alle zehn Kurven haben einen dhnlichen Verlauf.
Das heifit, ab einem Parameterwert von 6 = 0 steigen alle Kurven an, und fallen
dann spétestens ab einem Wert von # = 10 wieder ab. Ein klarer Unterschied ist in
der Ausprigung des Hochpunkts der Kurven zu erkennen. Denn der An- und Ab-
stieg nach dem Maximum der Kurve der Variablen x; ist wie auch in Abbildung
deutlich steiler. Hier hebt sich das Maximum klar von denen der anderen Variablen
ab. In Tabelle sind in der zweiten Spalte die maximalen Werte der vereinfachten
K-Vorzeichen-Tiefe der jeweiligen Variablen in der ersten Spalte dargestellt. Das Er-

H Vereinfachte K-Vorzeichen-Tiefe ‘ 0} max

T 0.2550 10
T 0.1677 6
T3 0.1644 5
T4 0.1610 10
Ts 0.1543 5
T 0.1577 5
Ty 0.1644 8
xg 0.1543 10
T 0.1409 10

Tabelle 4.4: In der zweiten Spalte sind die Werte der Maxima der vereinfachten K-
Vorzeichen-Tiefe fiir die Kurven in Abbildung fiir die jeweilige Variable in Spalte
1 aufgelistet. Die dritte Spalte gibt fiir jede Variable den Wert 8; . des Parameters
aus den gewihlten Werten an, der die maximale vereinfachte K-Tiefe erzeugt.

gebnis ist klar. Der Wert der vereinfachten K-Vorzeichen-Tiefe der ersten Variablen
ist fast doppelt so grofl wie die Werte der Maxima der anderen Einflussvariablen. Die
maximale vereinfachte K-Tiefe der ersten Variablen ist mit 0.2550 angegeben und die
zweit grofite vereinfachte K-Tiefe erreicht die zweite Variable mit einem Wert von nur
0.1677. Dies ist ein viel eindeutigeres Ergebnis als noch bei der vollen K-Vorzeichen-
Tiefe. Das ldsst sich gut an den Scatterplots in Abbildung und Abbildung
erklaren. Wie weiter oben schon angemerkt wurde, sammeln sich in Abbildung[4.4]die
Datenpunkte niaher um die Geraden, wihrend die Punkte in Abbildung[4.5]einen brei-
ten Schlauch in x,,,,-Richtung bilden. Das heif3t, die Ausprédgungen der Zielvariablen
sind nicht korreliert mit den Werten der Variable x,.x. Da die volle K-Vorzeichen-
Tiefe alle K-Tupel betrachtet, wird eine Anpassung eines Modells, welche zunéchst
viele positive und am Ende viele negative Vorzeichen erzeugt, mit einer hohen vollen

Tiefe assoziiert. Denn dadurch entstehen, auch iiber weitere Entfernungen der Vor-
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zeichen, K-Tupel, die alternierende Vorzeichen aufweisen und damit als positiv in die
Bewertung mit einflielen. Dass eine solche Bewertung nicht immer sinnvoll ist, wird
im Beispiel aus Abbildung [4.5 deutlich. Da bei der vereinfachten K-Vorzeichen-Tiefe
nur direkt aufeinander folgende K-Tupel gewertet werden, fillt die Bewertung der

vereinfachten Tiefe in einem solchen Fall schlechter aus.

Einfaches lineares Modell ohne Intercept

Diese beiden gerade vorgestellten Ansétze sollen in einem Boosting-Verfahren kom-
biniert und evaluiert werden. Zunéchst wird dazu ein einfaches lineares Modell oh-
ne Intercept beziehungsweise ein multiples lineares Modell mit nur einer Variablen
betrachtet, die einen echten Effekt auf die Zielvariable hat. Das heifit, aus p Ein-
flussvariablen soll die Variable herausgesucht werden, welche einen echten Einfluss
auf die Zielvariable hat. Alle anderen Variablen erhalten einen wahren Parameter-
wert von 0. Die Zielfunktion wird daher wie in Gleichung angenommen, wobei
=60, = ... =01 =041 = ... =0, =0und 0; # 0 gilt. Gesucht wird
j € {1,...,p} mit dem zugehorigen Wert 6;. In Algorithmus [5] ist ein Pseudocode
fiir die Umsetzung aufgefiihrt. Fiir diesen Ansatz gibt es sowohl die Moglichkeit die

Algorithmus 5 K-Vorzeichen-Boosting (Einfaches lineares Modell ohne Intercept)

Eingabe:
1: Daten D = {(x;,vi)}¥,, volle K-Tiefe V' (Boolesch), Linge der Tupel K
2: for j =1 — p do:
3: ©; ={yi/zi;li=1,...,N}
4: if V == TRUE then
5 éj € argmax df{(zn —0x14,...,yn — 0N )
9eo);
6: else
7 éj € argmax dK<y1 —lej,...,yN—HxNj)
0co);
8: end if
9: end for
10: if V == TRUE then
11: Bestimme j € argmax df((yl — éjxlj, Co YN — éj:rNj)
je{l,....p}
12: else
13: Bestimme j € argmax dg(y; — éjazlj, C L UN — éijj)
je{l,...,p}
14: end if

15: Ausgabe: éj’ d%(yl - éjxlj" e YN — éj:ENj)
16: (Volle K-Tiefe: dK(y1 — ej-lblj-, YN — 9§:BN5))

vereinfachte als auch die volle K-Tiefe als Kriterium fiir die Auswahl des , besten*
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Parameters zu wéahlen. So kann mittels einer Simulationsstudie evaluiert werden,
welches Kriterium zu besseren Ergebnissen fiihrt. Da kein Intercept in das Modell
mit aufgenommen wird, besteht der Parameterbereich © fiir jede Variable mit Index
j =1,...,p aus den Steigungen der Geraden, die fiir ¢ = 1,..., N durch 0, = ;’T’J
gegeben sind. Danach wird fiir jede Variable der Parameter 0; € ©; gesucht, der
die (vereinfachte) K-Tiefe der Residuen maximiert und anschliefend die Variable
angegeben, dessen Kombination aus Parameter und Variable fiir die entsprechenden
Residuen die maximale (vereinfachte) K-Tiefe erzeugt. Dabei werden einige Einstel-
lungen variiert, um verschiedene Szenarien nachzubauen. Die Zielfunktion ist wieder

durch fi(x) = 10x; gegeben. Die Werte der Zielvariablen werden simuliert durch
yi = fi(xi) + Ce, i=1,...,N.

mit p = 10 Einflussvariablen, die alle gleichverteilt auf (0,1) sind. Es wird eine
Tupellinge von K = 3 gewihlt. Weitere Einstellungen, welche fiir die Simulation

variiert werden sind
e die Verteilung der Fehler £ € {D;, Dy, D3, Dy}
e die Anzahl an Beobachtungen N € {30,300}

e ob die vereinfachte K-Tiefe verwendet wird V' € {TRUE, FALSE}.

Aufgrund der langen Laufzeit wird auch mit 30 Beobachtungen simuliert, um al-
le Fehlerverteilungen einmal evaluieren zu kénnen. Fiir N = 300 werden nur die
Fehlerverteilungen D; und D, verglichen, um das Verhalten des Verfahrens sowohl
auf kontaminierten als auch unkontaminierten Datensétzen zu beobachten. Mit jeder
Kombination an Einstellungen werden jeweils 100 unabhéngige Datensimulationen
durchgefithrt und danach alle Werte der (vereinfachten) K-Vorzeichen-Tiefe fiir je-
de Variable iiber alle S = 100 Simulationen gemittelt. Von den jeweils zugehdrigen
Parameterwerten wird der Mittelwert bestimmt. Die Ergebnisse dieser Simulationen
sind fiir die vereinfachte K-Vorzeichen-Tiefe in Tabelle dargestellt. Was auffallt
ist, dass die erste Variable in allen hier betrachteten Féllen die maximale mittlere
K-Vorzeichen-Tiefe erzeugt. Hinsichtlich der Tatsache, dass die erste Variable die ein-
zige mit echtem Einfluss auf die Zielvariable ist, ist dieses Ergebnis wiinschenswert.
Weiter ist zu erkennen, dass auch der wahre Parameter 0, der die Gréfle des Ein-

flusses bestimmt, bei allen Einstellungskombinationen gut approximiert wird. Die
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# Beob. | Fehlervert. grofite Tiefe max. Tiefe-Index | 2. grofite Tiefe

30 D, 0.3678 (9.9652) 1 0.2675 (12.4383)
30 D, 0.3682 (9.9954) 1 0.3050 (13.9622)
30 D, 0.3782 (10.3974) 1 0.3035 (11.7743)
30 D, 0.3828 (11.3274) 1 0.3089 (10.5040)
300 D, 0.2781 (10.0200) 1 0.1228 (9.7883)
300 D, 0.2763 (9.9896) 1 0.1772 (8.2575)

Tabelle 4.5: Kennzahlen einer Simulationsstudie iiber 100 unabhéngige Simulationen
mit Verwendung der vereinfachten K-Vorzeichen-Tiefe. Die verschiedenen Einstellun-
gen werden in den ersten beiden Spalten angegeben. In der ersten steht die jeweilige
Anzahl der verwendeten Beobachtungen und in der zweiten die Wahl der Fehlerver-
teilung. Die letzten drei Spalten geben die Ergebnisse der Simulationsstudie an. Es
wird die jeweilige maximale mittlere Tiefe iiber die p = 10 Einflussvariablen in der
dritten Spalte angegeben. Der Mittelwert der zur Variable zugehorigen Parameter
steht in Klammern dahinter. Die zweitgrofite mittlere Tiefe wird in der letzten Spal-
te der Tabelle festgehalten mit zugehorigem Mittelwert der Parameter.

groffte Abweichung im Mittelwert besteht bei der Fehlerverteilung D4 mit einer Ab-
weichung des Mittels zum wahren Wert von ungefahr 1.3. Die Parametermittelwerte
bei N = 300 Beobachtungen liegen im Vergleich zu denen bei 30 Beobachtungen
noch naher an den wahren Werten. Das kann damit begriindet werden, dass die
Steigungen der Datenpunkte zur Parameterwahl verwendet werden. Stehen mehr
Datenpunkte zur Verfiigung, ist es wahrscheinlicher eine bessere Approximation an
den wahren Wert der Parameter zu erhalten. Schaut man zum Vergleich die Mit-
telwerte der Parameter fiir die Variablen an, die die zweitgrofite Tiefe erzeugen,
sind die Approximationen weiter vom wahren Wert entfernt. Dort liegt die gréfite
Abweichung bei einem Wert von ungefihr 4. Vergleicht man die Werte der verein-
fachten K-Vorzeichen-Tiefe zwischen der dritten und letzten Spalte in Tabelle 4.5
dann bestétigt sich die Beobachtung, die sich nach Betrachten von Abbildung
schon aufgetan hat. Die Absténde der Mittelwerte der Tiefen sind hier deutlich, denn
die Werte liegen immer mindestens (.07 auseinander. Bei N = 300 Beobachtungen
liegt der kleinste Abstand bei 1. Wie schon bei der Untersuchung des ersten Ansatzes
fiir das K-Vorzeichen-Boosting festgestellt wurde, ist diese Eigenschaft bei der vollen
Tiefe nicht so ausgeprégt. Die Ergebnisse der Simulationsstudie wie sie in Tabelle
fiir die vereinfachte K-Vorzeichen-Tiefe festgehalten sind, sind in Tabelle fiir die
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volle Tiefe aufgefithrt. Was zunéchst auch bei den Simulationen mit der vollen Tiefe

# Beob. | Fehlervert. grofite Tiefe max. Tiefe-Index | 2. grofite Tiefe
30 D, 0.2645 (9.9476) 1 0.2595 (11.1229)
30 D, 0.2654 (9.8712) 1 0.2607 (10.8161)
30 Dy 0.2666 (10.0673) 1 0.2599 (10.4409)
30 Dy 0.2663 (10.0870) 1 0.2607 (11.0756)
300 D, 0.2513 (10.0051) 1 0.2493 (9.9534)
300 D, 0.2510 (10.0000) 1 0.2498 (9.9620)

Tabelle 4.6: Kennzahlen einer Simulationsstudie iiber 100 unabhéngige Simulationen
mit Verwendung der vollen K-Vorzeichen-Tiefe. Die verschiedenen Einstellungen wer-
den in den ersten beiden Spalten angegeben. In der ersten steht die jeweilige Anzahl
der verwendeten Beobachtungen und in der zweiten die Wahl der Fehlerverteilung.
Die letzten drei Spalten geben die Ergebnisse der Simulationsstudie an. Es werden
die maximale mittlere Tiefe iiber die p = 10 Einflussvariablen in der dritten Spalte
angegeben. Der Mittelwert der zur Variable zugehérigen Parameter steht in Klam-
mern dahinter. Die zweitgrofite mittlere Tiefe wird in der letzten Spalte der Tabelle
festgehalten mit zugehorigem Mittelwert der Parameter.

auffillt, ist dass auch hier im Mittel die erste Variable die grofite volle K-Vorzeichen-
Tiefe erzeugt. Das war in der Untersuchung des ersten Ansatzes noch nicht so. Dort
wurde jedoch auch nur eine Simulation angeschaut. Auch schon auffillig war, dass
die Werte der Tiefen alle sehr nah beieinander liegen. Diese Beobachtung bestétigt
sich auch in dieser Simulationsstudie. Denn der Abstand zur zweitgroften mittleren
Tiefe ist jeweils uneindeutiger als noch in Tabelle [4.5] Hier liegen die Werte maximal
0.007 auseinander, sodass sich die Abstédnde ungefihr um einen Faktor 10 unterschei-
den. Bei N = 30 und Ds liegt der Abstand der Tiefen sogar bei einem Wert kleiner
als 0.005. Das Verhalten der Mittelwerte der Parameter zeigt ein &hnliches Verhalten
wie im Fall der vereinfachten K-Vorzeichen-Tiefe. Die Mittelwerte der Parameter lie-
gen durchweg nah am wahren Wert 6; = 10, fiir NV = 300 néher als fiir N = 30. Die
maximale Abweichung des Mittelwerts der Parameter vom wahren Wert wird bei der
Studentschen t-Verteilung mit einem Abstand von 0.13 erreicht. Dieser Wert fillt im
Vergleich zu dem maximalen Abstand von 1.3 bei der vereinfachten K-Vorzeichen-
Tiefe klein aus.

Was man zu Tabelle noch sagen kann ist, dass obwohl die zweitgroffiten mittleren

vollen Tiefe-Werte nur wenig schlechter sind als die grofiten mittleren vollen Tiefen,

20



die Mittelwerte der Parameter deutlich weiter vom wahren Wert entfernt sind. Denn

hier liegt der maximale Abstand schon bei ca. 1.1.

Multiples lineares Modell ohne Intercept

Nachdem der wahre Parameter im einfachen linearen Modell schon gut approximiert
wurde, soll das K-Vorzeichen-Boosting auch auf multiple lineare Modelle ohne Inter-
cept erweitert werden. Die Zielfunktion wird also wie in Gleichung angenom-
men, wobei 6y = 0, und 64, ...,0, € R. Gesucht werden 0y, ...,0,. Im Vergleich zum
Vorgehen bei dem einfachen linearen Modell, werden in M > 1 Boosting-Runden
die p Parameter einzeln an ihre wahren Werte herangefiihrt. Dafiir ist ein Initialisie-
rungsschritt notig. Das heifit, zu Beginn des Verfahrens wird, wie es in Algorithmus 0]
mit Hilfe von Pseudocode aufgeschrieben ist, (6y,...,6,)" = 0 gesetzt. Die Residuen

entsprechen anfangs den Werten der Einflussvariable y. In allen M Boosting-Runden

Algorithmus 6 K-Vorzeichen-Boosting (Multiples lineares Modell ohne Intercept)

Eingabe:
1: Daten D = {(x;, ;) }}*,, Linge der Tupel K, Anzahl Iterationen M, Toleranz tol, volle
K-Tiefe V' (Boolesch)
2: Initialisierung:
0y = (61,..., HP)T = 0, p Anzahl Einflussvariablen,
(r£0}7 .. .,TE?,})T =l = y = (y1,... ,yN)T
3: form=1 — M do:
4: for j =1 — pdo:
5 0, = {r™ Wz, li=1,... N}
6 [m—1]

éj € argmax dg) (r[lmfl] —Ox1j,...,ry  —0xNj)
96@]'
end for

. : 5 () m=1 _ 5 [m—=1] _ 45 .

8: Bestimme j € argmax dj;’ (] Ojz15,...,ry Ojxnj)
je{l"“?p}

. . oMl — nm=1] _ J. . N — O L P
9: Update: rl™ = ¢lm—1] 6?].:1:]. und 9]. = 9]. + 9].
10: if \d}q((r[lm], . ,TR?]) - d%(r[lm_l], . ,rkf_”ﬂ < tol then
11: break
12: end if
13: end for

14: Ausgabe: 69

wird fiir jede der p Variablen zundchst der Parameterbereich ©; bestimmt, aus wel-
chem die Werte fiir 6; gewéhlt werden. Dieser besteht analog wie in Algorithmus
aus den Steigungen der Geraden durch die Datenpunkte. Nach Bestimmen der Kom-
bination aus der Variable j mit zugehérigem Parameter 9}, die die maximale (ver-

einfachte) Tiefe erzeugen, folgt ein Update der Residuen und Parameter. Von den
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Werten der Residuen aus der vorangegangen Iteration wird das Produkt aus den Aus-
priagungen der gewéahlten Variablen und dem zugehorigen geschitzten Parameterwert
subtrahiert. Die bereits erkldrte Variabilitdt in den Daten wird herausgerechnet. In
den folgenden Iterationen kann dann darauf aufbauend die verbleibende Variabilitét
erkldrt werden kann. So werden die Residuen schrittweise verkleinert und die Parame-
ter an ihren wahren Wert herangefiihrt. Um eine Uberanpassung und unnétig lange
Laufzeit des Modells zu verhindern, gibt es ein Abbruchkriterium. Verbessert sich
die (vereinfachte) K-Vorzeichen-Tiefe nicht mehr hinreichend von einer Iteration zur
nichsten, das heifit, ist der Abstand zwischen der neuen und der alten (vereinfachten)
Tiefe kleiner als eine gesetzte Toleranzgrenze, dann wird das Verfahren frithzeitig ab-
gebrochen und der aktuell geschéitzte Parametervektor ausgegeben.

Die Performance des K-Vorzeichen-Boostings fiir den Fall des multiplen linearen Mo-
dells ohne Intercept soll ebenfalls mit Hilfe einer Simulationsstudie evaluiert werden.
Mit der Zielfunktion f; und den zwei Fehlerverteilungen D; und D, werden in 20
Simulationen unabhéngige Datensétze konstruiert. Bei der Funktion f; haben ledig-
lich die ersten beiden Variablen einen echten Einfluss auf die Zielvariable. Die wahren
Werte der Parameter 6; und 6, sind 3 und 5. Diese gilt es moglichst gut zu appro-
ximieren. Dadurch, dass die Einflussvariablen wie bisher alle gleichverteilt auf (0,1)
gewéhlt sind, kann herausgelesen werden, dass die zweite Variable mehr Einfluss hat
als die erste. Es gibt zwei unterschiedliche Anzahlen an méglichen Einflussvariablen,
p =2 und p = 10. In Tabelle sind die Ergebnisse der Studie fiir p = 10 Einfluss-
variablen aufgezeigt fiir N = 300 und N = 30 Beobachtungen und sowohl die ver-
einfachte als auch die volle Tiefe wurden verwendet. Lediglich die Félle mit N = 300
Beobachtungen und der vereinfachten Tiefe spiegeln den grofiten Einfluss der ersten
und zweiten Variablen durch das Mittel der geschitzten Parameter wieder. Bei den
unkontaminierten Datensitzen werden die Parameter im Mittel durch él ~ 1.27 und
0y ~ 8.70 geschitzt. Der groflere Einfluss der zweiten Variable wird also deutlich,
jedoch sind die Schétzer an sich noch weit von den wahren Werten entfernt. Alle
restlichen Schétzer der Parameter liegen im Mittel nahe bei 0, sodass zumindest die
Gewichtung der Einfliisse bei den richtigen Variablen liegt. Ein dhnliches Verhalten
zeigt sich auch bei den kontaminierten Datensétzen mit der Fehlerverteilung D,. Hier
ist das Herausarbeiten der ersten beiden Variablen nicht ganz so gelungen, denn der
Parameter der ersten Variablen wird im Mittel mit 6; ~ 1.04 geschitzt, die vierte
Variable erhilt jedoch im Mittel auch eine Gewichtung von 0, ~ 0.72, sodass hier

keine klare Abgrenzung stattfindet. Bei den Kombinationen dieser beiden gerade ge-
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Dlv

N =300

V =TRUE | 1.27 | 870 | 0.08 | -0.11 | 0.04 | 0.03 | 0.01 | 0.00 | -0.04 | 0.05
D27

N = 300

V =TRUE | 1.04 | 8.20 | 0.26 | 0.72 | -0.06 | -0.04 | -0.14 | -0.11 | -0.06 | 0.05
Db

N =30

V =TRUE | 2.80 | 1.95 | -0.03 | 0.37 | -0.86 | 0.54 | 0.00 | 1.81 | 3.19 | 0.95
D27

N =30

V =TRUE | 0.75 | 0.70 | 1.41 | 1.40 | 2.03 | -0.06 | 0.64 | 0.80 | 0.49 | 2.16
D17

N =300

V =FALSE | 0.55 | 1.98 | 0.01 | 0.46 | 2.64 | 1.50 | 1.05 | 0.54 | 1.52 | 0.04
D27

N = 300

V =FALSE || 0.49 | 2.53 | 0.95 | -0.02 | 0.47 | 1.56 | 1.59 | 0.93 | 0.48 | 1.04

Tabelle 4.7: Mittelwerte der geschétzten Modellparameter iiber 20 unabhéngige Si-
mulationen hinweg. Verwendet wurden: Zielfunktion fs(x) = 3x; + 7x2 mit insge-
samt p = 10 Variablen, jeweils M = 20 Boosting-Runden, eine Toleranzgrenze von
tol = 1073. Die Daten wurden nach dem NN-Verfahren sortiert und es wurde eine
Tupellénge von K = 3 evaluiert.

nannten Fehlerverteilung D; und D mit jeweils nur N = 30 Beobachtungen bei der
vereinfachten Tiefe und N = 300 Beobachtungen bei der vollen K-Vorzeichen-Tiefe,
kann dieses Verhalten nicht beobachtet werden. Die Schiatzungen der Parameter wir-
ken willkiirlich und sind weit weg von den wahren Werten.

Werden nur p = 2 Variablen betrachtet, also lediglich die Variablen, die unter Ver-
wendung der Zielfunktion fs auch einen echten Einfluss haben, zeigt sich ein &hnliches
Bild, wie schon bei der Studie zuvor fiir N = 300 Beobachtungen und der verein-
fachten Tiefe. Die Ergebnisse dieser Simulationsstudie sind in Tabelle aufgezeigt.
Die Mittelwerte der Schiatzungen der ersten und zweiten Variablen spiegeln in allen
Féllen den grofleren Einfluss der zweiten Variablen wieder. Lediglich die Kombina-
tion aus N = 30 Beobachtungen, Dy und der vereinfachten Tiefe als Maf} fillt in
dieser Hinsicht aus der Reihe. Das Betrachten von ausschliefllich zwei Variablen, die
beide einen echten Einfluss auf die Zielvariable haben, verbessert also nur begrenzt

die Schétzung der Parameter.

23



Dy, Do, Dy, Do, Dy, Do,
N = 300 N = 300 N =30 N =30 N = 300 N = 300
V =TRUE | V=TRUE | V=TRUE | V=TRUE | V =FALSE | V = FALSE
0, 1.61 1.57 2.80 5.17 3.58 1.28
0, 8.40 8.28 7.29 4.82 6.10 8.74

Tabelle 4.8: Mittelwerte der geschétzten Modellparameter iiber 20 unabhéngige Si-
mulationen hinweg. Verwendet wurden: Zielfunktion f3(x) = 3x; + 7x3 mit insge-
samt p = 2 Variablen, jeweils M = 20 Boosting-Runden, eine Toleranzgrenze von
tol = 1073. Die Daten wurden nach dem NN-Verfahren sortiert und es wurde eine
Tupellinge von K = 3 evaluiert.

Multiples lineares Modell mit Intercept

Um das K-Vorzeichen-Boosting auch auf multiple lineare Modelle mit Intercept an-
wenden zu kénnen, miissen in Algorithmus[6]ein paar Kleinigkeiten gedndert werden.
Dazu gehort vor allem das Erweitern des Parametervektors um einen Intercept, da
p + 1 Parameter geschitzt werden. Die grundlegende Idee bei Hinzunahme eines
Intercept ist es, in jedem Boosting-Schritt nun fiir jede Variable die Geraden zwi-
schen allen (];[ ) Zweierkombinationen an Datenpunkten betrachtet, sodass fiir jede
Variable zwei Parameter gesucht werden, die die maximale (vereinfachte) Tiefe er-
zeugen, jeweils ein Intercept und die zugehorige Steigung der Geraden. Dadurch, dass
fiir jede Variable ein Intercept geschétzt wird, wird dieser in jeder Boosting-Runde
geupdated. Der Parameterbereich enthélt jetzt Zweiertupel. Das erste Element der
Tupel gibt jeweils den Intercept der Verbindungsgeraden an und das zweite Element
die Steigung wie es in Zeile 5 in Algorithmus 7] angegeben ist. Ist die Kombinati-
on éoj‘a 633 der m-ten Boosting-Runde gefunden, werden die Parameter und Residuen
geupdated. Die Residuen werden um die Linearkombination 6; + :x: reduziert, da
die dadurch entstehende Variabilitét schon erklédrt wird. Das Update des Parameters
passiert analog wie in Algorithmus [6] mit dem einzigen Unterschied, dass zusétzlich
der Intercept in jeder Boosting-Runde geupdated wird. Das heifit, der neu geschétzte
Intercept der jeweiligen Variablen wird auf den schon existierenden Wert fiir den In-
tercept des gesamten Modells aufaddiert.

Auch das K-Vorzeichen-Boosting fiir das multiple lineare Modell mit Intercept wird
mit Hilfe einer Simulationsstudie evaluiert. Dazu werden die Zielfunktionen fy(x) =
5+ 3x; + Txy und f5(x) = 6 + 2x; — 7Tx3 + 4x¢ — X7 genutzt. Das Verfahren hat
eine sehr lange Laufzeit, da im Gegensatz zum K-Vorzeichen-Boosting nicht in je-
der Boosting-Runde N-mal die (vereinfachte) K-Vorzeichen-Tiefe berechnet werden

muss, sondern (N )—mal. Diese Gegebenheit verlangsamt die Laufzeit deutlich. Aus
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Algorithmus 7 K-Vorzeichen-Boosting (Multiples lineares Modell mit Intercept)

Eingabe:
1: Daten D = {(x;, yi)}g\il, Lénge der Tupel K, Anzahl Iterationen M, Toleranz tol, volle
K-Tiefe V' (Boolesch)
2: Initialisierung:
0o = (0o, ..., Hp)T = 0, p Anzahl Einflussvariablen,

()T =2l =y = (1, )T

3: form=1 — M do:
4: for j =1 — pdo:

o, = (it T o e
5: J “ Liy — Liy o iy — Ty
in=1,...,N—1,ip =11,...,N}
6: é()j, éj € argmax dg)(’r’gm_l] — (90 + ijlj), . ,T][:[n_” — (90 + (gj.’L‘Nj))
(60,0,)€0;
T end for ) ) ) R
8: Bestimme j € argmax d(f?) (T[lm_l] — (90]' + Qjmlj), R T%’L—l] — (90]' + le'Nj))
je{l7"'7p}
9: Update: rl™ = rlm=1] — (0; + 03x;) und 0; = 6 + 6, 0o = b0 + 6
10 f (@S ey —ag ek < ol then
11: break
12: end if
13: end for

14: Ausgabe: 09

diesem Grund werden in der Evaluation des K-Vorzeichen-Boostings fiir das multiple
lineare Modell mit Intercept jeweils nur 100 Datenpunkte betrachtet. Die Ergebnisse
einer Simulationsstudie fiir 20 unabhéngige Datensétze mit p = 10 Einflussvariablen
ist in Tabelle d.9|festgehalten. Die besten Approximationen der wahren Parameter im
Mittel werden auch hier mit den unkontaminierten Datensétzen erreicht. In Kombi-
nation mit der Zielfunktion f; erreichen die geschétzten Parameter im Mittel Werte
von (él, 0, ég) ~ (5.98,1.40,6.45). Diese Approximation gibt vor allem die Grofle des
Einflusses der Variablen und den Intercept richtig wieder. Die Mittel der Schétzungen
der iibrigen Parameter der Variablen sind auch alle vergleichsweise klein. Fiir die kon-
taminierten Datensétze sind die Schétzungen der Parameter 6o und y am grofiten,
das heifit, hier werden die Variablen mit echtem Einfluss teilweise richtig gefiltert.
0, wird im Mittel mit nur 0.63 geschétzt und liegt damit unter den Schéatzungen der
Parameter fiir die vierte beziehungsweise neunte Variable. Ein &hnliches Bild zeigt
sich auch fiir die Zielfunktion f5, bei welcher mehr Einflussvariablen einen echten
Einfluss auf die Zielvariable haben. Wahrend die Mittelwerte der geschéitzten Pa-

rameter {iber die 20 Simulationen bei den unkontaminierten Daten noch recht gute
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?ﬂl;’ 5.98 | 1.40 | 6.45 | -0.20 | -0.09 | -0.04 | 0.26 0.10 | -0.20 | -0.27 | 0.18
2;421’ 6.81 | 0.63 | 3.51 | -0.12 | 1.08 | 0.16 | 0.00 0.40 | 0.23 | 0.70 | -0.29
Dy,

f5 7.01 | 0.15 | 0.64 | -6.44 | 0.22 | 0.02 | 0.38 | -0.08 | 0.28 | 0.389 | 0.86
Z?f? 6.53 | 0.30 | 049 | -4.08 | 0.11 | 0.22 | 0.27 | -0.18 | 0.05 | -0.05 | -0.55
7;2’ 7.07 | 1.93 | 0.26 | -1.76 | -1.73 | -0.57 | -0.11 | -0.77 | -1.06 | -0.03 | -0.36
?f:’ 8.92 | -0.32 | -2.00 | -2.55 | 1.97 | -0.69 | -8.22 | 0.11 | 0.37 | -0.15 | 2.58

Tabelle 4.9: Mittelwerte der geschétzten Modellparameter iiber 20 unabhéngige Si-
mulationen hinweg. Verwendet wurden: Zielfunktionen f; und f5; mit insgesamt
p = 10 Variablen, jeweils M = 20 Boosting-Runden, eine Toleranzgrenze von
tol = 1073, Die Daten wurden nach dem NN-Verfahren sortiert und es wurde ei-
ne Tupelldnge von K = 3 evaluiert.

Approximationen an die wahren Werte liefern, sind die Schétzungen fiir die weiteren
Fehlerverteilungen Dy, D3 und D, wieder recht willkiirlich und zeigen nur selten die
Tendenzen in die Richtung der wahren Werte.

Anders sieht es in der Simulationsstudie aus, in welcher fiir f; lediglich p = 2 Ein-
flussvariablen betrachtet werden. Die Ergebnisse der Mittelwerte der Parameter iiber
20 unabhéngige Simulationen sind in Tabelle notiert. Fiir die Fehlerverteilun-

Dy, Do, Dy, D,,

V =TRUE | V =TRUE | V = FALSE | V = FALSE
0 5.07 5.29 5.80 5.58
0, 2.60 2.16 2.80 2.60
0, 7.10 7.16 6.31 6.10

Tabelle 4.10: Mittelwerte der geschéitzten Modellparameter iiber 20 unabhéingige
Simulationen hinweg. Verwendet wurden: Zielfunktion f;(x) = 5 + 3x; + 7x5 mit
insgesamt p = 2 Variablen, jeweils M = 20 Boosting-Runden, eine Toleranzgrenze
von tol = 1073. Die Daten wurden nach dem NN-Verfahren sortiert und es wurde
eine Tupellange von K = 3 evaluiert.

gen D; und D,, in Kombination mit dem Mafl der vereinfachten beziehungsweise
vollen K-Vorzeichen-Tiefe, werden die Parameter des Modells im Mittel durchweg
gut approximiert. Die Schatzungen des Intercepts 6o liegen im Mittel zwischen 5.07

und 5.80. Diese Werte sind im Vergleich zu den bis hierhin betrachteten Approxi-
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mationen nah am wahren Wert von 5. Doch es wird nicht nur der Intercept gut
approximiert. Denn auch fiir die zwei weiteren Modellparameter 6; = 3 und 0y = 7
liegen die mittleren Schéitzungen mit Werten zwischen 2.16 und 2.8 beziehungsweise

6.1 und 7.16 nah an den wahren Werten der Parameter.
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5 Vergleich der Verfahren in einer

Simulationsstudie

Zum Abschluss soll das im Rahmen dieser Arbeit implementierte K-Vorzeichen-
Boosting fiir multiple lineare Modelle mit Intercept, wie es in Algorithmus [7] auf-
geschrieben ist, noch einmal mit dem RRBoost-Verfahren und dem Gradienten-
Boosting innerhalb einer Simulationsstudie verglichen werden. Dabei wird, wie zu-
vor auch, in jeder Simulation ein neuer Datensatz mit den gegebenen Einstellun-
gen konstruiert und das jeweilige Verfahren auf diesen Datensatz angewandt. Alle
Verfahren werden auf einen Trainingsdatensatz angepasst und anschlieBend mit Hil-
fe des RMSE auf einem Testdatensatz evaluiert. Fiir das RRBoost-Verfahren wer-
den dabei 30% der Trainingsdaten zur Validierung des Initialbaums verwendet. Bei
der Einstellung mancher Parameter miissen aufgrund der sehr langen Laufzeit Ab-
striche gemacht werden. Das bedeutet, es werden nur 20 Simulationen gekoppelt
mit jeweils 100 Trainings- und 30 Testdatenpunkten betrachtet. Und auch die An-
zahl der Boosting-Runden wird klein gehalten. Beim RRBoost-Verfahren sowie dem
Gradienten-Boosting werden 100 Iterationen eingestellt, beim K-Vorzeichen-Boosting
werden 20 Boosting-Runden angesetzt. Alle weiteren Einstellungen beim RRBoost-
Verfahren und Gradienten-Boosting halten sich an die Grundeinstellungen der Funk-
tionen in den R-Paketen. Die Feineinstellungen beim K-Vorzeichen-Boosting bleiben
wie im vorherigen Abschnitt bestehen. Fiir mehr Details kann im zugehorigen R-
Code nachgelesen werden. In Tabelle [5.1] sind die Ergebnisse der Simulationsstudie
mit der Zielfunktion f; dargestellt. Die Zeilen in Tabelle geben die verwendete
Fehlerverteilung fiir die Datenerzeugung an und die Spalten kennzeichnen welches
Verfahren evaluiert wird. Die Mittelwerte des RMSE zeigen fiir alle Verfahren und
Fehlerverteilungen ein &dhnliches Verhalten, wie schon bei dem Vergleich der Ver-
fahren mit dem ersten Ansatz des K-Vorzeichen-Boosting. Das RRBoost-Verfahren

schneidet iiber alle Fehlerverteilungen konsistent gut ab. Die Werte liegen alle um
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RRBoost GBoost KVBoost
Dy || 1.5783 (0.2997) | 1.3215 (0.2052) | 9.9841 (1.4645)
Dy || 1.7009 (0.2609) | 32.3651 (90.5051) | 10.8743 (3.2397)
Ds || 1.6351 (0.2826) | 2.8325 (0.5607) | 10.5347 (3.4724)
Dy || 1.6547 (0.2755) | 24.4738 (5.9242) | 10.2786 (1.9528)

Tabelle 5.1: Mittelwerte des RMSE mit den zugehorigen Standardabweichungen in
Klammern der drei Verfahren bei Verwendung der Zielfunktion f;(x) = 10x; mit 100
Trainings- und 30 Testbeobachtungen iiber 20 unabhéngige Simulationen.

1.5. Und auch die in Klammern jeweils dahinter stehende empirische Standardab-
weichung gegeben durch SD = \/ T Zle(zs — 2)? ist klein, sodass die Werte des
RMSE 2z, nicht weit um den Mittelwert Z streuen. Dies ist auch in Abbildung[5.1] gut

einzusehen. Erwartbar war auch die gute Performance des Gradienten-Boosting auf

den unkontaminierten Daten. Dort ist der mittlere RMSE kleiner als beim RRBoost
mit einem Wert von circa 1.32 und einer Standardabweichung von circa 0.2. Fiir die
trimodale Fehlerverteilung D3, dessen duflere Gipfel der Wahrscheinlichkeitsdichte
bei -10 beziehungsweise 10 liegen, fillt der mittlere RMSE {iber die 20 Simulationen
schon grofler aus, mit einem Wert von circa 2.83. Die Ausreifer, die bei der Anwen-
dung der Fehlerverteilung D5 entstehen, sind jedoch mit grofler Wahrscheinlichkeit
noch vergleichsweise gering, sodass die Werte des RMSE hier im Schnitt noch nicht
allzu weit ausschlagen. Denn auch die Standardabweichung ist mit circa 0.5 noch
klein. Anders ist es bei Dy und Dy. Da diese Verteilungen sehr wahrscheinlich grofie
Ausreifler produzieren, fallen die Mittelwerte der RMSE hier sehr grof3 aus. Es werden
mittlere RMSE-Werte von circa 32.36 beziehungsweise 24.47 erreicht, was im Ver-
gleich zu circa 1.7 sehr hoch ausfallt. Durch die Wahl der L2-Verlustfunktion wird
beim Gradienten-Boosting Ausreiflern schnell zu viel Gewicht beim Lernen zugeteilt,
sodass sich das Modell zu stark an die atypischen Beobachtungen anpasst. Dadurch
werden auch die neuen Vorhersagen verfilscht und es entstehen grofie Abweichungen
der Vorhersagen zu den wahren Werten der Zielvariablen. Und auch die Standardab-
weichungen sind sehr grof}, da die RMSE fiir die verschiedenen Simulationen sehr un-
terschiedlich ausfallen. Vor allem bei D, ist die SD mit einem Wert von iiber 90 sehr
grof, sodass die Daten sehr stark um den Mittelwert streuen. Dies lédsst sich durch
die hohe Wahrscheinlichkeit fiir grofe Ausreifler erklaren. Denn sind solche Ausreifler

enthalten, steigt der RMSE stark an. Die Abweichungen sind hier so stark, dass in
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Abbildung 5.1: Boxplot der Werte des RMSE zwischen 0 und 35 der drei Verfahren
iiber die 20 Simulationen mit Zielfunktion f;.

Abbildung der Wertebereich des RMSE fiir eine bessere Ansicht der iibrigen Da-
ten eingeschrénkt wurde. Der vollstédndige Boxplot ist in Abbildung[5.2|zu finden und
zeigt deutlich, wie stark die Ausreifler ausfallen. Mit RMSE-Werten iiber 400 sind
die Ergebnisse des Gradienten-Boosting sehr inkonsistent bei stark durch Ausreifler
belasteten Daten. Das K-Vorzeichen-Boosting zeigt im Gegensatz zum Gradienten-
Boosting Konsistenz in den Mittelwerten des RMSE. Zu Beobachten ist jedoch, dass
die Abweichungen zwischen Vorhersage und wahrem Wert im Mittel deutlich groler
sind als zum Beispiel beim RRBoost-Verfahren. Denn die Werte liegen zwischen 9.98
und 10.88. Mit Werten zwischen 1.46 bis 3.5 streuen die RMSE {iber die Simulatio-
nen nicht stark. Auch wenn die Mittelwerte des RMSE beim K-Vorzeichen-Boosting

grofl ausfallen, ist das geringe Schwanken der Werte auch positiv zu deuten, da es
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Abbildung 5.2: Boxplot der Werte des RMSE der drei Verfahren iiber die 20 Simu-
lationen mit Zielfunktion f.

das Verfahren verlédsslich macht. Dies steht im Gegensatz zum Gradienten-Boosting.
Auch anzumerken ist, dass das KVBoost-Verfahren bei stark durch Ausreifler be-
lasteten Daten &dhnlich gute beziehungsweise bessere Ergebnisse im Mittelwert des
RMSE liefert als GBoost. Bei der in Tabelle [5.1] und Abbildung [5.1] beziehungsweise
Abbildung 5.2 betrachteten Zielfunktion f; ist dieses Verhalten vergleichsweise stark
ausgepragt. Schaut man sich die Ergebnisse der Mittelwerte des RMSE fiir die Ziel-
funktionen f, f3, fi und f5 in Tabelle[5.2] [5.3} [5.4) und [5.5] an, dann zeigt sich dieses
Verhalten ebenfalls. Die zugehorigen Boxplots der Ergebnisse sind in Abbildung
A3 [A 4] [A5] [A6] [A7], [A.§ im Anhang zu finden.
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RRBoost GBoost KVBoost
D, || 1.2571 (0.1767) | 1.0320 (0.1152) | 5.9897 (1.3399)
Dy || 1.2897 (0.2578) | 8.5009 (8.2526) | 6.6030 (2.8844)
D3 || 1.2208 (0.1944) | 2.2185 (0.4044) | 6.2285 (2.2920)
D, || 1.2700 (0.2297) | 19.4611 (4.9907) | 9.0750 (9.3082)

Tabelle 5.2: Mittelwerte des RMSE mit den zugehorigen Standardabweichungen in
Klammern der drei Verfahren bei Verwendung der Zielfunktion fo(x) = 3x; + 7x2
mit 100 Trainings- und 30 Testbeobachtungen iiber 20 unabhéngige Simulationen.

RRBoost GBoost KVBoost
Dy || 1.4896 (0.2481) | 1.2760 (0.1952) | 9.3061 (1.8555)
Dy || 1.6611 (0.3044) | 7.8912 (7.2263) | 8.5044 (1.6313)
D3 || 1.5623 (0.2826) | 2.7349 (0.3716) | 9.4612 (1.805)
Dy || 1.5120 (0.2694) | 23.9959 (4.7015) | 8.9609 (1.7135)

Tabelle 5.3: Mittelwerte des RMSE mit den zugehorigen Standardabweichungen in
Klammern der drei Verfahren bei Verwendung der Zielfunktion f3(x) = 3+ 10x; mit
100 Trainings- und 30 Testbeobachtungen iiber 20 unabhéngige Simulationen.

RRBoost GBoost KVBoost
D, || 1.3254 (0.1163) | 1.0400 (0.1796) | 3.9854 (0.9253)
Dy || 1.3783 (0.2597) | 14.5457 (22.8518) | 5.0238 (2.3326)
D3 || 1.2701 (0.1909) | 2.0897 (0.3338) | 6.2475 (3.4301)
Dy || 1.2756 (0.1603) | 17.9829 (4.5291) | 5.1100 (1.9438)

Tabelle 5.4: Mittelwerte des RMSE mit den zugehorigen Standardabweichungen in
Klammern der drei Verfahren bei Verwendung der Zielfunktion f;(x) = 54 3x; + 7x5
mit 100 Trainings- und 30 Testbeobachtungen iiber 20 unabhingige Simulationen.
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RRBoost GBoost KVBoost

Dy || 1.5484 (0.3282) | 1.2238 (0.1785) | 14.7613 (2.9823)

Dy || 1.7404 (0.2807) | 53.8133 (98.7317) | 13.1397 (4.8269)

Ds | 1.5701 (0.2353) | 2.5463 (0.4606) | 15.7682 (4.8451)

Dy | 1.5060 (0.2509) | 23.0106 (4.6721) | 22.8770 (18.1726)

Tabelle 5.5: Mittelwerte des RMSE mit den zugehorigen Standardabweichungen in
Klammern der drei Verfahren bei Verwendung der Zielfunktion f5(x) = 6 + 2x; —
Tx3 + 4x¢ — x7 mit 100 Trainings- und 30 Testbeobachtungen iiber 20 unabhéngige
Simulationen.

Fiir alle Funktionen, die hier betrachtet werden, zeigt sich das gleiche Verhalten
hinsichtlich der Mittelwerte des RMSE. Lediglich fiir die Zielfunktion f3 erreicht
das K-Vorzeichen-Boosting fiir die Verteilung der Fehler Dy einen mittleren RMSE;,
welcher leicht grofler ist als der des Gradienten-Boosting.

Was abschlielend noch bei den Ergebnissen der Simulationsstudie bei Verwendung
der Zielfunktion f; auffallt ist, dass die Mittelwerte des RMSE bei dem K-Vorzeichen-
Boosting durchweg sehr grof3 sind, obwohl die Werte der anderen beiden Verfahren
in der gleichen Gréflenordnung einzusortieren sind wie bei den anderen Funktionen.
Wie schon im vorherigen Kapitel festgestellt wurde, waren die Approximationen der
Parameter weit von den wahren Werten entfernt. Dieses Verhalten spiegelt sich nun
auch in den Vorhersagen wieder. Auch wird hier die Konsistenz in den Werten des
mittleren RMSE durchbrochen. Denn schaut man sich das Ergebnis in der Tabelle bei
Verwendung von D, an, fillt auf, dass der RMSE hier ausschldgt. Liegen die Werte
bei den iibrigen Fehlerverteilungen bei Werten um die 14, wird bei Verwendung von

D, iber die 20 Simulationen ein mittlerer RMSE von fast 23 erreicht.
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6 Zusammenfassung

Die Zielsetzung dieser Arbeit ist ein moglichst simples, robustes Boosting-Verfahren
basierend auf der K-Vorzeichen-Tiefe zu konstruieren. Dieses Verfahren sollte trotz
seiner Einfachheit eine mdoglichst gute Vorhersagegenauigkeit erreichen. Um die Per-
formance des K-Vorzeichen-Boosting zu evaluieren, wird es mit anderen state-of-the-
art Boosting-Verfahren verglichen, dem robusten RRBoost-Verfahren und dem nicht-
robusten Gradienten-Boosting. Der erste Ansatz des K-Vorzeichen-Boosting bestand
darin, in jeder Boosting-Runde, die solche Variable mit zugehorigem Parameter zu
bestimmen, die die grofite volle Tiefe bei Hinzufiigen zum bereits konstruierten Mo-
dell erreicht. Die Parameterwahl wurde dabei mit der R-Funktion optim bewéltigt.
Mit dem Auswahlkriterium der vollen K-Vorzeichen-Tiefe jedoch waren die Mittel-
werte des RMSE auf einem unabhéngigen Testdatensatz iiber 10 Simulationen noch
vergleichsweise grof. Und bei weiterer Analyse der ersten Iteration eines Datensatzes
der mit Hilfe der Zielfunktion f; konstruiert wurde, lagen die Maxima der vollen Tie-
fen der verschiedenen Variablen, nah beieinander. Die einzige Variable mit echtem
Einfluss wurde beziiglich der maximalen volle K-Tiefe nicht gefiltert. Dieses Verhal-
ten wurde erreicht, obwohl in der weiterfiihrenden Analyse des ersten Ansatz der
Parameterbereich noch eigenstandig gesetzt wurde, sodass die wahren Werte der Pa-
rameter in jedem Fall in dem Parameterbereich enthalten waren. Aus diesem Grund
wurde ein neues Maf fiir die Giite der Anpassung des Modells verwendet. Die volle
K-Vorzeichen-Tiefe wurde durch die vereinfachte Tiefe ersetzt. Der Parameterbe-
reich, wird aus den Geraden durch je zwei Datenpunkte gestellt. Diese Auswahl fiir
den Parameterbereich ist sinnvoll, denn es liegt nahe, dass die Zielfunktion in mit-
ten der Punktwolke liegt. Aus der Kombination dieser beiden Vorgehensweisen mit
der Boosting-Idee ist schlussendlich das in Abschnitt erlduterte K-Vorzeichen-
Boosting entstanden. Wie in Tabelle dargestellt, liegen die geschitzten Para-
meter eines multiplen linearen Modells mit Intercept im Mittel schon recht nah an

den wahren Werten. Dies ist jedoch nur beim ausschliellichen Betrachten der Varia-
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blen der Fall, die auch einen echten Einfluss auf die Zielvariable haben. Werden noch
weitere Variablen ohne echten Effekt als ,,Storvariablen® mit in das Modell aufge-
nommen, sind die Schédtzungen des Einflusses der Variablen weiter von den wahren
Werten entfernt, wie es in Tabelle gezeigt wird. Im Vergleich der Verfahren auf
einem unabhéngigen Testdatensatz mit Hilfe des RMSE gibt es sowohl positive als
auch negative Anmerkungen fiir die Ergebnisse des K-Vorzeichen-Boosting zu ma-
chen. Denn obwohl die Mittelwerte des RMSE beim K-Vorzeichen-Boosting durchweg
deutlich grofler sind als beim robusten RRBoost-Verfahren, sind die Abweichungen
zwischen den wahren Werten und den Auspridgungen der Zielvariablen doch teil-
weise deutlich kleiner als beim Gradienten-Boosting. Da das Gradienten-Boosting
kein robustes Verfahren ist, wird das Vorgehen durch Ausreifler belastet. Vor allem
bei den Fehlerverteilungen Dy und D, ist dies durchweg stark ausgepréigt. Trotz
der vergleichsweise hohen Werte des RMSE im Mittel sind diese beim K-Vorzeichen-
Boosting durchweg sehr konsistent und bei den stark kontaminierten Datensétzen ist
der RMSE im Mittel kleiner als beim Gradienten-Boosting. Diese Ergebnisse geben
einen guten Startschuss vor allem unter dem Aspekt, dass das K-Vorzeichen-Boosting

sehr simpel ist und daher leicht zugénglich.
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7 Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde lediglich ein erster Anstof} fiir die Konstruktion ei-
nes K-Vorzeichen-Boosting-Verfahrens gegeben. Aufgrund des begrenzten Zeitraums
wurden noch viele Vorgehensweisen, Konzepte und Einstellungen der Parameter nicht
ausgeschopft und evaluiert, sodass es noch zahlreiche Moglichkeiten gibt das Verfah-
ren weiter zu entwickeln und damit auch zu verbessern.

Eine dieser Verbesserungsmoglichkeiten greift direkt im Kern des Verfahrens, der vol-
len beziehungsweise vereinfachten K-Vorzeichen-Tiefe. Denn im R-Paket GSignTest

Horn (2021al) werden aufgrund der Bedingung

alle Residuen, die einen Wert von 0 haben, nicht fiir die Berechnung der (vereinfach-
ten) Tiefe betrachtet. Das Verfahren, welches den Parameterbereich im K-Vorzeichen-
Boosting definiert, basiert darauf, dass mindestens ein oder zwei Residuen den Wert
0 haben. Dies fithrt dazu, dass bei jeder Berechnung Informationen verloren gehen.
Dariiber hinaus weist ein Residuum, dass gleich 0 ist, auf eine gute Anpassung des
Modells hin, denn im besten Fall sind alle Residuen gleich 0. Eine Mdglichkeit die
Anpassung des Modells an die Daten besser messen zu kénnen wére es also, Resi-
duen mit dem Wert 0 in die vereinfachte beziehungsweise volle Tiefe mit einzube-
ziehen. K-Tupel, die Nullen enthalten konnten trotzdem positiv in die Bewertung
mit einfliefen, wenn sie iiber die Nullen hinaus alternierende Vorzeichen aufweisen.
Enthélt ein K-Tupel nur Nullen beziehungsweise ausschlielliche einen Eintrag, der
nicht 0 ist, dann spricht dies fiir eine gute Anpassung des Modells. Die Lange K
der Tupel ist noch ein weitere Stellschraube, an welcher gedreht werden kann. Im
Rahmen dieser Arbeit wurde ausschliellich eine Tupellinge von drei gesetzt. Das
Validieren dieses Parameters ist auch eine weitere Option um das Verfahren zu opti-

mieren. Wie im RRBoost-Verfahren auch, konnte ein Validierungsdatensatz aus dem
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Trainingsdatensatz entnommen werden, und damit fiir eine bestimmte Auswahl an
Werten fiir K geschaut werden, welcher dieser Werte fiir ein gewéhltes Kriterium
die beste Performance auf dem Validierungsdatensatz liefert. Ein weiterer Parame-
ter, welcher validiert werden koénnte, wére die Anzahl der Boosting-Runden. Dies
wiirde gegebenenfalls eine Uberanpassung des Modells verhindern. Das Vorgehen
des Validierens beansprucht jedoch viel Rechenzeit. Eine weitere Moglichkeit um mit
dem K-Vorzeichen-Boosting eine héhere Vorhersagegenauigkeit zu erreichen, ist es
einen Schrumpfungsparameter einzufiihren. Diese Option wird von vielen Boosting-
Verfahren genutzt, um den Einfluss jedes Basislerners zu reduzieren und dadurch
noch kleinschrittiger und akkurater die wahren Werte der Zielvariablen zu appro-
ximieren. Der Schrumpfungsparameter ist eine Konstante v € (0, 1), welche in je-
der Aktualisierung die Schrittweite, beziehungsweise beim K-Vorzeichen-Boosting die
Approximation an die Parameter des Modells, ,,schrumpft®. Durch das kleinschritti-
gere Heranfithren an die wahren Parameter, bleibt mehr Spielraum mogliche Fehler
zu korrigieren, jedoch wird dadurch auch die Laufzeit des Verfahrens verldngert. Bei
der Analyse des ersten Ansatzes fiir das K-Vorzeichen-Boosting wurde auch beob-
achtet, dass fiir die Variable, die den gréfiten Einfluss auf die Zielvariable hat, ein
starkerer An- und Abfall um das Maximum der Tiefe stattfindet. Dieses Verhalten
war zumindest bei dem einfachen linearen Modell ohne Intercept sehr ausgepragt,
sodass es sich moglicherweise auszahlt diesen Gedanken weiter zu verfolgen. Proble-
matisch ist dabei vor allem die Parameterwahl, da der Abfall sehr davon abhéngt
wie weit man sich von der maximalen Tiefe entfernt. Ein weiterer Ansatz, den man
zur Verbesserung der Vorhersagegiite des Verfahrens noch verfolgen kann, ist ein
anderes Abbruchkriterium zu verwenden. Das Abbruchkriterium ist hier durch ein
nicht-signifikantes Verbessern der vereinfachten Tiefe gegeben. Dies kénnte durch
das Nicht-Ablehnen der Nullhypothese des vereinfachten K-Vorzeichen-Tiefe-Tests
ersetzt werden. Denn das Nicht-Ablehnen der Nullhypothese wiirde bereits eine gute
Anpassung des Modells bedeuten. Da hier nur lineare Modelle betrachtet werden,
ist man sehr eingeschrankt in der Anwendung. Denn einen linearen Zusammenhang
zwischen den Einflussvariablen und der Zielvariablen vorauszusetzen bringt nicht
viel Flexibilitdt mit sich. Daher konnte man die Basislerner, die beim K-Vorzeichen-
Boosting lediglich durch die Projektionen auf die einzelnen Einflussvariablen gegeben
sind, durch flexiblere Funktionen ersetzen. Die in Abschnitt vorgestellten Regres-

sionsbdume oder auch Splines konnten hier ihre Anwendung finden.

67



A Abbildungen

Lo
N
o
— X
o — X
AN X3
o — X
X5
Xg
S|
L o X
2 — X
= o — X0
— -
o
Lo
o -
o
o
Q T T T T —
o
=20 -10 0 10 20
Parameter

Abbildung A.1: Linear interpolierte Kurven der K-Vorzeichen-Tiefe dy(y; —
0;x1;,...,yn — Ojxy;) der j = 1,...,10 Einflussvariablen fur § € [—20,20] N Z.
Die Variablen sind jedoch nicht alle gleichverteilt auf (0, 1), sondern die j-te Varia-
ble ist gleichverteilt auf (5,7 + 1) fur j = 1,...,10. Die Maxima mancher Variablen
fallen klein aus, da die Parameter, die die maximale K-Vorzeichen-Tiefe erzeugen,
nicht im betrachteten Intervall enthalten sind. Da hier die Groflenordnungen der
Ausprigungen der Variablen verschieden sind, erzeugen unterschiedliche Parameter
die maximale Tiefe.
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Abbildung A.2: Boxplot der Werte des RMSE zwischen 0 und 32 der drei Verfahren
iiber die 20 Simulationen mit Zielfunktion fs.
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Abbildung A.3: Boxplot der Werte des RMSE der drei Verfahren iiber die 20 Simu-
lationen mit Zielfunktion fs.
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Abbildung A.4: Boxplot der Werte des RMSE der drei Verfahren iiber die 20 Simu-
lationen mit Zielfunktion fs.
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Abbildung A.5: Boxplot der Werte des RMSE zwischen 0 und 30 der drei Verfahren
iiber die 20 Simulationen mit Zielfunktion f;.
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Abbildung A.6: Boxplot der Werte des RMSE der drei Verfahren iiber die 20 Simu-
lationen mit Zielfunktion fy.
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Abbildung A.7: Boxplot der Werte des RMSE zwischen 0 und 30 der drei Verfahren
iiber die 20 Simulationen mit Zielfunktion f5.
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Abbildung A.8: Boxplot der Werte des RMSE der drei Verfahren iiber die 20 Simu-
lationen mit Zielfunktion fs.
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