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1 FEinleitung

1 Einleitung

In dieser Arbeit beschéftige ich mich mit der Konsistenz und den Anwendungen der
Vorzeichen-Tiefe-Methode. Im ersten Teil, welcher hauptséchlich auf den Resultaten von
Leckey et al., 2022, basiert, beschéftige ich mich eher mit den theoretischen Resultaten
und Beweisen, die ich fiir die Konsistenzaussagen zum sogenannten 3- Vorzeichen- Tiefe-
Test benotige, wiahrend ich im zweiten Teil die Anwendung dieses Tests in der Praxis
und dafiir in Frage kommende Vorgehensweisen und Methoden behandele.

Die folgende Literaturiibersicht basiert auf der Einfiihrung von Leckey et al., 2022.

Literaturiibersicht

Rousseeuw und Hubert, 1999, schlugen den Begriff der Regressionstiefe als Maf fiir die
Anpassung einer Regressionsfunktion an einen bestimmten Datensatz vor. Dieses An-
passungsmaf basiert auf dem Konzept des Nonfits, wonach eine Regressionsfunktion ein
Nonlfit ist, wenn es eine andere Regressionsfunktion desselben Regressionsmodells gibt,
die kleinere Residuen zum Quadrat fiir alle Datenpunkte liefert. Die Regressionstiefe
einer Regressionsfunktion ist dann die Anzahl der Datenpunkte, die entfernt werden
miissen, damit die gegebene Regressionsfunktion fiir die verbleibenden Datenpunkte ein
Nonfit ist. Rousseeuw und Hubert, 1999, schlugen auch eine simpliziale Regressionstiefe
vor, indem sie die Anzahl der Teilmengen der Datenpunkten mit p + 1 Elementen z&hl-
ten, die zu keinem Nonfit fithren, wenn p € N die Dimension des Regressionsparameters
ist. Der Name simpliziale Regressionstiefe stammt von der simplizialen Tiefe von Liu,
1988, 1990, fiir die Tiefe eines Lageparameters 1 € R? in einem multivariaten Datensatz
der Dimension p. Diese simpliziale Tiefe zahlt die Anzahl der von p + 1 Datenpunkten
aufgespannten Simplexe, die den Lageparameter p enthalten. Die Eigenschaft, dass p
in einem von p + 1 Datenpunkten aufgespannten Simplex liegt, ist jedoch gleichbedeu-
tend mit der Eigenschaft, dass Tukeys (Tukey, 1975) Halbraumtiefe von p in Bezug auf
diese p + 1 Datenpunkte grofser als Null ist. Ersetzt man die Halbraumtiefe mit der
Regressionstiefe in Lius Definition der simplizialen Tiefe, so erhédlt man den Begrift der
simplizialen Regressionstiefe.

Alle Begriffe fiir simpliziale Tiefen sind U-Statistiken, sodass ihre asymptotische Ver-
teilung abgeleitet werden kann, siehe z.B. Liu, 1990, Diimbgen, 1992, Arcones und Gine,
1993, Miiller, 2005, Wellmann et al., 2009, Wellmann und Miiller, 2010. Dariiber hinaus
stellten Rousseeuw und Hubert, 1999, fest, dass sich die Berechnung der simplizialen
Regressionstiefe in einigen polynomiellen Modellen auf das Zéhlen der Teilmengen mit
alternierenden Vorzeichen der Residuen reduziert, was die Berechnung erleichtert. Kus-
tosz et al., 2016, stellten hinreichende Bedingungen fiir lineare und nichtlineare Modelle
fiir diese angenehme Eigenschaft auf. Insbesondere bewiesen sie, dass die Regressions-
tiefe einer Regressionsfunktion, die durch einen p-dimensionalen Regressionsparameter
gegeben ist, durch die relative Anzahl von p + 1-Tupeln von Residuen mit alternieren-
den Vorzeichen der Residuen gegeben ist. Dies fiihrt zu der Idee, die Tiefe nur iiber
die relative Anzahl von K-Tupeln mit alternierenden Vorzeichen der Residuen zu defi-
nieren, wobei K nicht auf p 4+ 1 beschrankt ist, d.h. K ist nicht unbedingt durch die
Dimension des unbekannten Regressionsparameters gegeben. Dieser Tiefenbegriff wird
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K-Vorzeichen-Tiefe oder kurz K-Tiefe genannt.

Auf der Grundlage der K-Vorzeichen-Tiefe definierten Leckey et al., 2023, sogenann-
te K-Vorzeichen-Tiefe-Tests, bei denen eine Nullhypothese abgelehnt wird, wenn die
K-Vorzeichen-Tiefe der Parameter in der Nullhypothese zu klein ist. Dies sind sehr
einfache Tests, die robust gegeniiber Ausreiffern sind, da sie auf Vorzeichen basieren.
Wenn der Stichprobenumfang N klein ist, kénnen die kritischen Werte aufterdem leicht
genau berechnet werden, indem alle 2 méglichen Vorzeichenkombinationen beriicksich-
tigt werden. Fiir grofere Stichprobenumfiange wird jedoch die asymptotische Verteilung
der K-Vorzeichen-Tiefe benotigt, die mit Standardmethoden nicht abgeleitet werden
kann. Der Grund dafiir ist, dass die K-Vorzeichen-Tiefe keine U-Statistik mehr ist, da
die Reihenfolge innerhalb der K-Tupel fiir die Eigenschaft der alternierenden Vorzeichen
relevant ist. Zunéachst leiteten Falkenau et al., 2014, die asymptotische Verteilung der
K-Vorzeichen-Tiefe fiir K = 3 ab und dann Malcherczyk et al., 2021, fiir allgemeines K.

Ein weiterer urspriinglicher Nachteil war der Aufwand der Berechnung der Tiefe der
K-Vorzeichen-Tiefe, die auch fiir alle Begriffe der simplizialen Tiefe gilt. Wenn n&mlich
N die Stichprobengréfe ist, hat eine naive Berechnung einen Aufwand der Groéfsenord-
nung N¥, da (ﬁ) Tupel beriicksichtigt werden miissen. Die Herleitung der asympto-
tischen Verteilung in Malcherczyk et al., 2021, fithrt jedoch zu einer Darstellung der
K-Vorzeichen-Tiefe, die in linearer Zeit bzgl. N berechnet werden kann. Dariiber hin-
aus fand Malcherczyk, 2022, eine Blockimplementierung, die viel schneller ist als die
Implementierung auf der Grundlage der asymptotischen Darstellung, siche auch Leckey
et al., 2023. Ein dritter urspriinglicher Nachteil war, dass eine Ordnung fiir die Residuen
erforderlich ist. Eine natiirliche Ordnung existiert fiir Zeitreihen und univariate erklé-
rende Variablen, aber nicht fiir multivariate erkldrende Variablen. Fiir diese Situation
untersuchten Horn, 2021b, Horn und Miiller, 2020, verschiedene Ordnungsmethoden und
stellten fest, dass die Ordnung entlang eines kiirzesten Pfades durch die beobachteten
erklarenden Variablen zu den effizientesten Tests fiihrt.

Ein offenes Problem war bisher, warum die K-Vorzeichen-Tiefe-Tests fiir K > 3 so
effizient sind, wie in Kustosz et al., 2016, Falkenau et al., 2014, Leckey et al., 2023,
Horn, 2021b, Horn und Miiller, 2020, Malcherczyk, 2022, durch Simulationen gezeigt.
Dies ist insbesondere deshalb iiberraschend, weil Leckey et al., 2023, gezeigt haben, dass
die K-Vorzeichen-Tiefe-Tests mit K = 2, d.h. die 2-Vorzeichen-Tiefe-Tests, dquivalent
zu den klassischen Vorzeichentests sind, die nur die Anzahl der positiven oder negativen
Residuen zéhlen, siehe z.B. Gibbons und Chakraborti, 2003. Diese klassischen Vorzei-
chentests sind nicht in der Lage, bestimmte Alternativen der Nullhypothese abzulehnen,
namlich jene Alternativen, bei denen die erwartete Anzahl der positiven und negativen
Vorzeichen der Residuen gleich ist. Infolgedessen sind die klassischen Vorzeichentests
bei diesen Alternativen keine konsistenten Tests, d.h. die Trennschérfe dieser Tests bei
diesen Alternativen konvergiert bei wachsendem Stichprobenumfang nicht gegen 1. Sol-
che Alternativen treten bereits bei der linecaren Regression auf. Leckey et al., 2022,
zeigten jedoch, dass die K-Vorzeichen-Tiefe-Tests mit K = 3, d.h. 3-Vorzeichen-Tiefe-
Tests, konsistente Tests fiir mehrere relevanten Hypothesen in allgemeinen polynomiellen
Modellen sind. Insbesondere zeigten sie, dass K nicht mit der Dimension p des unbe-
kannten Regressionsparameters verkniipft sein muss, d.h. dass K = 3 immer ausreicht.
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Sie bewiesen dies, indem sie zunéchst eine allgemeine Bedingung fiir die Konsistenz der
3-Vorzeichen-Tiefe-Tests ableiteten.

Zunéachst gebe ich in Kapitel 2 eine grundlegende Motivation fiir die Betrachtung der
Vorzeichen-Tiefe, wobei ich dort der Einfachheit halber lediglich ein lineares Regressi-
onsmodell betrachte. Diese Motivation basiert auf einem Dokument, welches ich durch
personliche Kommunikation von Malcherczyk erhalten habe und die Grundlagen und
die wesentliche Aufgabenstellung meiner Beschéftigung mit Forschungsarbeiten zu der
Vorzeichen-Tiefe im Wintersemester 21/22 darlegt.

In Kapitel 3 definiere ich dann vorzeichenbasierte Tests fiir ein generelles Regressi-
onsmodell, wobei der 3-Vorzeichen-Tiefe-Test ein Spezialfall solcher Tests ist. Fiir diesen
Test wird die Definition eines zeitstetigen stochastischen Prozesses WY (6) benétigt, wel-
cher von dem vorgeschlagenen Parameter # abhingt und lediglich auf den Vorzeichen
der zugehorigen Residuen basiert. Die Konvergenzeigenschaften dieses stochastischen
Prozesses motivieren dann die Formulierung der vorzeichenbasierten Tests und mit der
Bezichung zwischen dem Prozess und der 3-Vorzeichen-Tiefe folgt insbesondere der 3-
Vorzeichen-Tiefe-Test. Wie oben schon angedeutet, stammt dieser sehr spezielle Zugang
zu dem 3-Vorzeichen-Tiefe-Test liber generelle vorzeichenbasierte Tests von Leckey et al.,
2022, und er wird benoétigt fiir die spateren Aussagen und Beweise zu der Konsistenz.

In Kapitel 4 leite ich allgemeine Bedingungen fiir die Konsistenz des 3-Vorzeichen-
Tiefe-Tests fiir das allgemeine Modell und die allgemeine Nullhypothese des Kapitels 3
her. Mein Ansatz ist es, aus dem asymptotischen Verhalten von |[W¥(0)||s die Kon-
sistenz zu folgern. In Abschnitt 4.1 leite ich dann wiederum hinreichende Bedingungen
fiir das gewiinschte asymptotische Verhalten von [[W"(0)||s her. Hierbei habe ich die
Beweise von Leckey et al., 2022, nachvollzogen, wobei mir einige Unstimmigkeiten auf-
gefallen sind. So betrachten sie Re%-wertige Zufallsvariablen als erklirende Variablen,
erldutern aber nicht ausreichend, wie genau nun diese Variablen geordnet werden sollen.
Um diese Problematik zu umgehen, definiere ich die Variablen als univariate, (fast si-
cher) natiirlich geordnete Zufallsvariablen. Aufserdem fiel mir auf, dass bei der Definition
vom Ereignis Ay .(6) Null-Residuen nicht mitbedacht wurden, was darauthin korrigiert
wurde. In der urspriinglichen Definition {iberpriifte dieses Ereignis, ob Indexbereiche
existieren, in denen Residuen dazu neigen, entweder atypisch viele oder wenige positive
Vorzeichen zu haben. Die Korrektur besteht darin, dass ich nun nicht an atypisch vielen
oder wenigen positiven Vorzeichen interessiert bin, sondern an atypisch vielen positiven
oder atypisch vielen negativen Vorzeichen.

In Kapitel 5 behandele ich in einem spezielleren Modell mit deterministischen und
aquidistanten Kovariaten weitere Bedingungen fiir die Konsistenz des 3-Vorzeichen-
Tiefe-Tests. Ich betrachte dann in Abschnitt 5.1 das polynomielle Modell als Spezialfall.
Es zeigt sich, dass diese weiteren Bedingungen erfiillt sind fiir bestimmte Nullhypothe-
sen, welche besagen, dass das Modell gegeben ist durch ein Polynom mit einem Grad,
der durch eine gegebene obere Schranke begrenzt ist. Leckey et al., 2022, betrachteten
unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen, die einen Tréager [S,7] C R und eine
stetige Verteilung haben. Deswegen definierten sie die 3-Vorzeichen-Tiefe fiir die Residu-
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en erst nach der Ordnung der univariaten erkldarenden Variablen nach ihrer natiirlichen
Ordnung. Da die Ordnung dann abhéngig vom Zufall ist und ich dies als problematisch
empfand, definiere ich die erkldrenden Variablen als deterministisch und &dquidistant.
Aufgrund dieser Anderung, musste ich den Beweis von Satz 5.2 selbststindig in relativ
grokem Ausmafse anpassen.

Bei der Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in Simulationsstudien in Kapitel 6
betrachte ich lediglich ein quadratisches Modell und eine Nullhypothese, welche besagt,
dass das Modell durch ein lineares Polynom gegeben ist. Ich erldutere Methoden, die
Teststatistik, welche durch ein Supremum gegeben ist, und den kritischen Wert (an-
nidhernd) zu berechnen. Die Berechnung des Supremums der Tiefe hat noch keiner in
einer groferen Menge untersucht. Dazu habe ich verschiedene Methoden entwickelt. Zu-
néchst ist die sogenannte Gittersuche naheliegend. Diese Methode ist aber im Vergleich
zu dem sogenannten Datenpunktpaar-Methode eher unvorteilhaft. Bei dieser Methode
betrachte ich Geraden durch Paare von Datenpunkten. Da wir dabei aber stets zwei
Null-Residuen erhalten und Tripel mit mindestens einem Null-Residuum nicht bei der
3-Vorzeichen-Tiefe mitgezahlt werden, erlautere ich eine alternative Methode, bei der
ich fiir jede im reguldren Datenpunktpaar-Verfahren betrachtete Gerade vier leicht ver-
schobene Geraden betrachte, sodass ich Null-Residuen vermeide. Diese Idee stammt von
Falkenau, 2016. Da bei dieser alternativen Methode nicht klar ist, in welcher Grofen-
ordnung die Geraden verschoben werden sollen, besteht meine wesentliche alternative
Methode darin, die Null-Residuen einfach mit den Werten +1 oder —1 zu ersetzen,
was ausreichend kleinen Verschiebungen der Gerade in der ersten alternativen Metho-
de entspricht. Die zweite alternative Methode vergleichen wir dann mit der reguldren
Version des Datenpunktpaar-Verfahrens. Eine weitere Fragestellung besteht darin, wie
genau dieses Verfahren durchgefiihrt werden sollte, damit es das geforderte Niveau des
3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in der Praxis einhélt. Zuletzt vergleichen wir den mit Hilfe des
Datenpunktpaar-Verfahrens durchgefithrten 3-Vorzeichen-Tiefe-Test mit einem bereits
in R implementierten, robusten und relativ komplexen Test und dem klassischen F-Test
in Hinsicht auf Giite und Konsistenz.

2 Grundlegende Motivation der Vorzeichen-Tiefe
Wir betrachten der Einfachheit halber zunédchst die Modellgleichung

Yo =05+ 60z, +e,, n=1,... )N

fiir den unbekannten wahren Parameter (65, 0;) € R%. (In den folgenden Abschnitten der
Masterarbeit betrachten wir dann allgemeinere Modellgleichungen.) Fiir die Regressoren
(x1,...,xy) nehmen wir an, dass sie natiirlich sortiert sind, d.h.

T, < - < TN
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Die Modellfehler ey, ..., ey sind Realisierungen von Zufallsvariablen F1, ..., Ey mit den
Eigenschaften
E1, ..., Ey sind stochastisch unabhéngig, (2.1)
1
P(En>0):IP’(En<O):§fiir allen=1,..., N. (2.2)

Fiir jeden Parameter 6 = (6, 0;) € R? definieren wir die Residuen
rn(0) == yn — (0 + O12,), n=1,... N.

Die Vorzeichen-Tiefe bewertet einen vorgeschlagenen Parameter § € R? anhand der
Residuen zum vorgeschlagenen Parameter. Die K-Vorzeichen-Tiefe

dK(rl(H),...,rN(H))
R (n{rnkw)(—l)’f>0}+Hn{rnk<e><—1>’f<0})

(K) 1<ng<-<ng <N

gibt den relativen Anteil der geordneten K-Tupel aus den Residuen an, bei denen die
Vorzeichen alternierend sind, d.h. es gibt K — 1 Vorzeichenwechsel bzw. eine Struktur
der Form (+ — + ...) oder (— + — ...). Dabeiist K € N\ {1} ein frei wihlbarer
Hyper-Parameter.

Je hoher der Wert der Tiefe fiir einen Parameter 6 ist, desto passender (bzw. tiefer)
wird dieser Parameter verstanden. Dies geht damit einher, dass die Anzahl der Vorzei-
chenwechsel dann hoher ist, was plausibel unter den Annahmen (2.1) und (2.2) ist. Die
untere Abbildung 1 illustriert, warum eine zu geringe Anzahl an Vorzeichen-Wechseln
gegen die Annahmen und damit gegen den betrachteten Parameter 6 spricht.

Die blauen Punkte entsprechen den beobachteten Daten. Links wird das Model zum
wahren Parameter (gestrichelt schwarze Linie links) zu den Daten vorgeschlagen, rechts
ein Modell zu einem falschen Parameter (gestrichelt schwarze Linie rechts). Die Residuen
entsprechen den roten Strichen, die sich aus dem Abstand von den blauen Punkten
und der schwarz gestrichelten Linie ergeben. Die Vorzeichen der Residuen sind oben
angegeben.
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true model wrong model

Abbildung 1: Vergleich von zwei Modellen

Rechts sind deutlich weniger Vorzeichenwechsel sichtbar als links. Insbesondere spricht
die Struktur der Vorzeichen gegen die Annahme (2.1), da klare Block-Strukturen, d.h.
Abhéngigkeiten, in den Vorzeichen erkennbar sind. Anhand dieser Abbildung kénnen
wir ebenfalls sofort erkennen, dass im Falle K > 4 wir sogar eine K-Vorzeichen-Tiefe
von Null fiir den falschen Parameter erhalten.

3 Definitionen, Modell und Tests

In diesem Kapitel fiihren wir vorzeichenbasierte Tests fiir ein allgemeines Modell und
die Definitionen, die dafiir benotigt werden, ein. Ein Spezialfall fiir einen solchen Test
ist der 3-Vorzeichen-Tiefe-Test. Die Konsistenz dieses Tests und die Bedingungen dafiir
werden wir dann auch in den folgenden Kapiteln studieren.

Notation 3.1. In einem parametrischen Modell mit einem Parameter 0* € © notie-
ren wir das Wahrscheinlichkeitsmaf$ und den Erwartungswert mit Py« und Eg«. Damit
driicken wir aus, dass wir den wahren Modellparameter als 0* annehmen. Wenn die Ver-
teilung einer Zufallsvariable nicht vom Modellparameter 8* abhdingt, nutzen wir P und
E stattdessen.

Mit 1 bezeichnen wir die Indikatorfunktion. Dies ist eine {0, 1}-wertige Funktion, die
gleich eins ist genau dann, wenn die Bedingung in der geschwungenen Klammer erfillt
15t.

Wir bezeichnen eine Funktion f : [0,1] — R als Cadlag-Funktion, wenn die links-
seitigen Limiten limgy, f(x) existieren fir alle y € (0,1] und f rechtsstetig ist, d.h.
lim,, f(x) = f(y) fir alley € [0,1). Die Menge aller Cadlag-Funktionen mit Definiti-
onsbereich [0, 1] bezeichnen wir als Skorochod-Raum D|0, 1].
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Zunéachst definieren wir das sehr allgemeine Modell, das wir betrachten. Das Regres-
sionsmodell hat die Form

Y, = f(Xpn,0") + E,, n=1,...,N, (3.1)

wobei Y,, die abhéngige, reellwertige Zufallsvariable ist, f : R xRP — R eine reellwertige
Funktion, * € © C RP, p € N, der Modellparameter und die Stérgrofen Fy,..., Eyx
unabhéngige, reellwertige Zufallsvariablen mit P(E, > 0) = 0.5 = P(E, < 0). Die
erklarenden Variablen Xi.n, Xo.v, ..., Xn,n sind reellwertige Zufallsvariablen fiir die wir
eine natiirliche Ordnung

Xl;N < XQ;N < < XN;N P-f.s. (32)

annchmen. In dem Modell (3.1) definieren wir das n-te Residuum abhéngig vom Para-
meter 6 € © als

Ro(0) =Y, — f(Xpn.0), n=1,...,N. (3.3)

Da fiir den wahren Parameter 60* R, (0*) = E, gilt, folgt aus den Annahmen fir die
Storgrofen Ey, ..., Ey, dass

R1(0%), Ry(67), ..., Ry(6%) sind unabhéngig bzgl. Py-, (A1)
Py (Ro(67) > 0) = 0.5 = Py (R, (6") < 0) fiir alle n = 1,..., N. (A2)

3.1 Der 3-Vorzeichen-Tiefe-Test und andere Tests
In diesem Abschnitt definieren wir Tests fiir Hypothesen der Form
Hy: 0" €0y vs. Hy: 0"€0O)\ 0Oy, (3.4)

wobei ©y C O eine beliebige Teilmenge ist und 6* der Modellparameter des parame-
trischen Modells (3.1). Der Einfachheit betrachten wir zunéchst den Spezialfall der
Einpunkt-Hypothese, wobei ©¢ = {#°} mit §° € ©, d.h.

Hy: 0°=6" vs. Hy: 0" #6° (3.5)
Mir v (z) bezeichnen wir das Vorzeichen von z € R, d.h.
Y(z) = 1{x > 0} — 1{z < 0}.

Wenn wir die Hypothese Hy in (3.5) als wahr annehmen, so sind ¢ (R, (6°)), ..., ¥ (Rx(0%))
unabhéngig und diskret gleichverteilt mit Tréger {—1,+1} nach (A1) und (A2). Wir de-
finieren nun WY (0) = (W (0))sep0,1) mit

[tN]

W () = \/—% S G(RA(0), te0,1] (3.6)
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wobei wir WXN(0) = 0 fiir t < 1/N als Konvention setzen. Im Falle * = 0° ist al-
so WY (0°) der Pfad einer reskalierten symmetrischen einfachen Irrfahrt. In dem Fall
konvergiert W (6°) nach dem Donskerschen Invarianzprinzip in Verteilung gegen eine
Standard-Brownsche Bewegung W (eingeschriankt auf den Zeitbereich [0, 1]) im Skorochod-
Raum D[0, 1] (Billingsley, 1999, Theorem 14.1). Dies ist die Motivation dafiir, dass wir
Tests herleiten, die iiberpriifen inwiefern Eigenschaften von W (6°) sich signifikant von
denen der Brownschen Bewegung unterscheiden. Wir betrachten eine stetige Funktion

v D[0,1] — R,
und definieren einen Test fiir die Einpunkt-Hypothese (3.5) durch
Lehne Hy ab, falls W(W" (0°)) < ¢.(¥), (3.7)

wobei a € (0, 1) das gegebene Signifikanzniveau und ¢, (V) das a-Quantil von W (W) mit
Standard-Brownscher Bewegung W ist. Auf dhnliche Weise testen wir die allgemeinen
Hypothesen (3.4) durch

Lehne Hy ab, falls sup W(WN(0)) < o (V), (3.8)
USISH)

s. Miiller, 2005. Dies ist ein asymptotischer Test zum Niveau «, da nach Continuous
Mapping Theorem

lim sup Py (sup W(WN(0)) < ¢o(¥)) < limsup Py« (WY (6*)) < g (V)

N—oo [ASISH) N—o00

= lim Py (WWY(07)) < ga(P))

= Py (U(W) < (1))
. (3.9)

fiir alle 0* € O,.

Bemerkung 3.2. Wir betrachten den Skorochod-Raum D|0, 1] versehen mit der Skoro-
chod-Metrik
ds(w,v) := )i\nflmaX{H/\ — id|]oo, [|[w o A — V||so }
S

wobei A die Menge aller stetigen, bijektiven, streng monoton wachsenden Funktionen
Ao [0,1] — [0,1] dst, id = [0,1] — [0,1], t — t die Identitit auf [0,1] und ||+ ||
die Supremumsnorm auf [0, 1]. Fir den linksseitigen Limes im Punkt t eines Elements
w = (wy)eo) € D0, 1] schreiben wir w,— = limgs ws. Es gelten die folgenden Fakten
fiir den Skorochod-Raum D|0, 1] und dessen Elemente.

(i) Fiir eine Folge (w™) ey in D[0,1] und w € D[0,1] gilt w™ =% w in D0, 1]
genau dann, wenn eine Folge X in A existiert mit

sup [A(t) =t =50 und  sup [wyon gy — wi™] == 0.

te[0,1] t€[0,1]

10



3 Definitionen, Modell und Tests

(ii) Die Funktion x : D[0,1] — R, w > inf,co 1wy ist wohldefiniert und stetig. Fiir

(iii)

den Nachweis der Wohldefiniertheit nehmen wir x(w) = —oo fir ein w € D0, 1]
an. Dann existiert fir allen € N ein t,, € [0, 1] mit wy, < —n. Damit existiert eine
Teilfolge (tn,,)men von (tn)nen und ein ty € [0, 1], sodass t,, 1ty (oder t,, | to)
fiir m — oo. Damit folgt

m—r0o0

wy, ~————r —00,
was heifit, dass der linksseitige (oder rechtsseitige) Limes von w in tg nicht exis-
tiert. Dies fiihrt uns zum Widerspruch. Fiir den Nachweis der Stetigkeit betrach-
ten wir wieder eine Folge (w™)nen in D)0, 1] und w € D0, 1] mit w™ =25 w in
D[0, 1]. Auferdem sei eine Folge (A™),cx wie in (i) gegeben. Durch die Anwendung
der bekannten allgemeinen Ungleichung sup, (f(z) +g(x)) < sup, f(z)+sup, g(x)
konnen wir sehr leicht die allgemeine Ungleichung

inf f(x) — inf g(x)| < sup () — g(a)

herleiten. Damit folgt
)

Ix(w'"™) — x(w)] |té}%,1] wy” = nf w|
- 1 f (n) — 1 f n
’tel%,u W té%@] Wy o)

< sup |w - Wxe g |
te(0,1]
n—ro0 O‘

Hieraus folgt somit auch die Stetigkeit von

DI0,1] 3w+ ||w||e = max{—teiﬁl)fl] wy, Sup wi}

te(0,1]
= — inf — inf (— .
max{ ttel%,l] o telftl),l}( w)}

Fiir alle w € D|0,1] ist die Menge der Sprungstellen {t € (0,1] | |wy —w;—| > 0}
hochstens abzihlbar. Dafir nehmen wir an, dass fir ein € > 0 die Menge S(¢) :=
{t € (0,1] | |wy —wy_| > €} unendlich ist. Dann existiert also eine Folge (t,)nen in
S(e) und ein ty € [0,1] mit t, Tty (odert, | to) fir n — oo und |wy, —wy,—| > ¢€
fir alle n € N. Dann existieren t, 1 < s, < t, (oder t,_1 > s,_1 > t,) fir alle
n € N\ {1}, sodass |wy, — ws,| > €/2 fir alle n € N\ {1}. Wenn wir dann aber
die Folge

(’{1,’{2,) = (tl,SQ,tQ,Sg,...) (Od@’f’ (’{1,/{2,) = (tl,Sl,t27SQ,...>)

betrachten, so folgt |wg, —wy, .| > €/2 fiir alle geraden n (oder fiir alle ungeraden
n). Dies bedeutet aber, dass der linksseitige (oder rechtsseitige) Limes in ty nicht
existiert, was zum Widerspruch fihrt. Somit ist also

{t € (0,1 | we—w| >0} = U{te(O’“ \ ‘Wt‘wf—'>%}

neN

11



3 Definitionen, Modell und Tests

als abzahlbare Vereinigung von endlichen Mengen hochstens abzdahlbar.

(i) Seit € [0,1]. Die Funktion m : D[0,1] — R, w — w; ist stetig in allen w € D[0, 1],
die stetig in t sind. Betrachte also ein w € D[0,1], das stetig in t ist, und eine
Folge (w™), e in D0, 1] mit w™ =2 w in D[0,1]. Auferdem sei eine Folge
(AM) ey wie in (i) gegeben. Dann gilt

|7 (w™) — o (w)] = [wi™ — w|

< ’wﬁn) - w/\(")(t)’ + ’w)\(")(t) — wy, (3.10)

wobei der erste Summand in (3.10) kleiner gleich ||w™ — w o A\™||, — 0 fiir
n — oo ist, und der zweite Summand aufgrund von A™(t) — t fiir n — oo und
der Stetigkeit von w in t auch gegen 0 konvergiert fiir n — oo. Somit haben wir
also die Stetigkeit von 7 in w gezeigt.

Beispiel 3.3. Ein mdgliches Beispiel fiir W ist die Betrachtung der Supremumsnorm
von WN(0). Dafiir definieren wir

Voo (W) := —||[W]|oo := — sup |Wy]
te[0,1]

fiir einen Prozess W = (Wy)icpo]- Yoo : D0, 1] — R ist nach Bemerkung 3.2 (ii) stetig,
d.h. nach dem Continuous Mapping Theorem konvergiert W, (WN(0*)) in Verteilung
gegen V(W) fiir eine Standard-Brownsche Bewegung W, falls 0* der wahre Modellpa-
rameter ist. Man konnte also die Tests (3.7) und (3.8) mit W = W, definieren.

Definition 3.4 (K-Vorzeichen-Tiefe). Die 3-Vorzeichen-Tiefe ist ein Spezialfall der K -
Vorzeichen-Tiefe, welche fiir einen Vektor (ri,...,rn) € RN die relative Héiufigkeit an
geordneten K -Tupel aus dem Vektor angibt, bei denen die Vorzeichen alternierend sind.
Fiir ein K € N\ {1} definieren wir die K-Vorzeichen-Tiefe von (r1,...,ryN) durch

1
dg(ri,...,ry) = (T Z L{(rny, - Tng) € Ank },

K) 1<ni<--<ng <N
Avk i ={(z1,.. ., 2) €ERE | 2 241 <0 fiir allei=1,..., K —1}.

Bemerkung 3.5. Die obige Darstellung der K -Vorzeichen-Tiefe ist in der Tat identisch
zu der in Kapitel 2.

Der K-Vorzeichen-Tiefe-Test fiir die Hypothesen (3.4) ist gegeben durch

Lehne Hy ab, falls sup dg(R1(0),...,Rn(0)) < ¢k.a,
(ASSH)

wobei gk o das a-Quantil von dx (R (6%),..., Ry(6%)) ist.
Da jedoch diese Darstellung der 3-Vorzeichen-Tiefe relativ kompliziert ist, betrachten
wir eine andere Darstellung. Es lésst sich ndmlich zeigen, dass die 3-Vorzeichen-Tiefe

12



3 Definitionen, Modell und Tests

bis auf eine lineare Transformation dquivalent zu W3(W?(6)) ist, wobei W (6) in (3.6)
gegeben ist und

Ts(WN(0)) = % (1 —/O WN () — QWgV(e))?dt) : (3.11)

In Malcherczyk et al., 2021, Theorem 2.3, wurde genauer gezeigt, dass

(N - (N -2)
N

falls R, (0) # 0 Py-f.s. fiir alle n. Somit ist also der 3-Vorzeichen-Tiefe-Test ein Test der
Form (3.8).

U3 : D[0,1] — R ist stetig. Betrachte dafiir eine Folge (w(™),cy in D[0, 1] und
w € D[0,1] mit w™ =2  in D[0, 1]. AuRerdem sei eine Folge (A™), ey mit

(ds(R1(0), ..., Rn(0)) — 0.25) = WU3(WN(0)) Py-fs., (3.12)

sup AP (t) =t =0 und  sup |wye ) — wi™| 222

tef0,1] t€[0,1]

gegeben. Nach Bemerkung 3.2 (iii) und (iv) existiert eine héchstens abzidhlbare Menge
E C [0,1], sodass w™ — w, fiir n — oo fiir alle ¢ € [0,1] \ E, und somit

n)

wi™ 222, fiir fast alle ¢ € [0, 1].
Da A(1) = 1 fiir alle A € A, gilt nach Bemerkung 3.2 (i) insbesondere wY‘) — w; fiir
n — 0o. Zusammen erhalten wir also

(n)

7 — 2y 2

7% (wy — 2wy)?  fiir fast alle t € [0, 1].

Nun reicht es aufgrund des Satzes von der majorisierten Konvergenz aus zu zeigen, dass
die Funktionenfolge ([0,1] 3 ¢ — (w{"” —2w{™)?),.cy eine integrierbare Majorante besitzt.
Es gilt

(W — 2w™)? < 9[Jw ™|,
< 9(||w™ — w o X ||o + |Jw o A™||0)% (3.13)
N e’

=[lw|loo

Der erste Summand in (3.13) ist beschrénkt (bzgl. n), da er nach Voraussetzung gegen 0
konvergiert. Der zweite Summand ist endlich, da w eine Cadlag-Funktion ist und somit
auch beschrankt sein muss. (In Bemerkung 3.2 haben wir gezeigt, dass das Infimum
einer Cadlag-Funktion endlich ist. Auf analoge Weise kann man auch die Endlichkeit
des Supremums herleiten.) Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz erhalten wir
also

1 1 1
lim (wgn) - 2w£n))2 dt = / lim (w%n) - 2w§n))2 dt = / (wy — 2wy)? dt,
0 0

n—o0 0 n—oo

woraus nach Darstellung von W3 die Stetigkeit folgt.

13



4 Bedingungen fiir Konsistenz

Bemerkung 3.6. In Malcherczyk et al., 2021 wurde sogar gezeigt, dass fir beliebige
K > 4 die K-Vorzeichen-Tiefe asymptotisch dquivalent ist zu W(ONVN(0)), wobei ¥ eine
passende Funktion ist. Falls die Residuen (A1) und (A2) erfillen fir 0 = 6*, so gilt

N (dK(Rl(G), L Ry(0)) — (%) i ) — D (WY (0) + om, (1),

wobei op, (1) eine Zufallsvariable ist, die stochastisch gegen 0 konvergiert, und

t+0.5 K—4
W) = (340-5) OV - Wiodsar

—-0.5

t—0.5 K—-4
( s—t) WY WY —wh)dsdt.

tv

0.5

Dabei ist Cx > 0 eine Konstante und (K)4 = K!/(K —4)!. Aufgrund dieser Darstellung,
welche komplizierter ist als W3, ist aber nicht klar, ob dhnliche Ergebnisse wie in Kapitel
4 auch fiir Tests gelten, die fiir K > 4 auf Vi (WY (0)) basieren.

4 Bedingungen fiir Konsistenz

Ein Test ¢y zum Niveau « fiir die Nullhypothese Hy : 6 € O heifst konsistent genau
dann, wenn
A}im Py (N lehnt Hy ab) = 1 fiir alle 0" ¢ O.
— 00

In diesem Kapitel leiten wir allgemeine Bedingungen fiir die Konsistenz des 3-Vorzeichen-
Tiefe-Tests her. Ein wichtiger Ansatz fiir die Folgerung der Konsistenz ist das asympto-
tische Verhalten von |[[W¥(0)||s. Dieser Ansatz wird in dem folgenden Satz verfolgt,
welcher unser Hauptresultat ist.

Satz 4.1. Sei U3 gegeben wie in (3.11) und WY (0) wie in (3.6). Fulls fiir alle 6* ¢ ©,

. infgeq, WY ()]s B
Py. (thglO%f - ~0) =1, (C1)

dann

Py ( lim sup U3(WN () = —o00) = 1.

N—oo 0cO,

Wir kénnen Satz 4.1 beweisen, indem wir zeigen, dass aus (C1) die Divergenz des
Integrand in der Definition (3.11) von W3 gegen unendlich auf einem beliebigen Intervall
positiver Lange folgt. Ein wichtiges Resultat fiir den Beweis von Satz 4.1 ist das folgende
Lemma, das wir spiter beweisen werden.

14



4 Bedingungen fiir Konsistenz

Lemma 4.2. Wenn (C1) gilt fiir ein 0* ¢ Oy, so gilt

Pg- | lim inf sup (b—a) inf WV (@) —2WN ()2 =00 | =1.  (4.1)
N—00 0€0q (a,b)€[0,1]2 tela,b]
a<b

Beweis von Satz 4.1. Nach Lemma 4.2 kénnen wir annehmen, dass (4.1) fiir alle 0* ¢ O
gilt. Zunéachst gilt

/ 1(W{V (0) — 2/ (9))* dt > / b(W{V (0) — 20N (0))? dt
> (b—a) inf (WY(0) —2W/(9))

tela,b]

fir alle N € N, § € 69 und (a,b) € [0,1]? mit a < b. Wenn man also zunichst das
Supremum bzgl. der a,b und dann das Infimum bzgl. € ©y anwendet, erhdlt man

Iim inf su b—a) inf WN(6) —2WN(0))? = o
Jm g s (6-a) inf OVY(0) 20 0)
a<b

1
C { lim inf / WN(0) —2WXN(9))* dt = oo} :
N—00 €0 0
Wegen der Definition (3.11) folgt also

Pg-( lim sup U3(WN(0)) = —00) =1

N—oo €O,

fir alle 0* ¢ O,. O

Der Beweis von Lemma 4.2 basiert aus der folgenden Lipschitzbedingung von W (6).

Lemma 4.3. Fiir alle N € N und 6 € © gilt

1
WX(0) - WN ()| < t — s|V'N + —— fiir alle s,t € [0,1].
(W, (0) )] < |t — s Nk [0,1]
Beweis. Sei 0.B.d.A. s < t. Nach Definition ist (W}¥(0))ep0,1] stiickweise konstant mit
Sprunghohen 1/v/N, 0 oder —1v/N an den Stellen ¢t € {1/N,2/N,...,N/N = 1} (und
sonst keinen Spriingen). Es ldsst sich sehr leicht graphisch herleiten, dass somit die
Anzahl an Spriingen auf Intervall [s,t], s < ¢, hochstens | (t — s)N| + 1 ist. Somit gilt

1

< |t —s|VN +
S VN

W (0) =W (0)] < (Lt = s)N] +1)

2=

15



4 Bedingungen fiir Konsistenz

Korollar 4.4. Seic € (0,8], 0 € © und N € N mit VN > 8/e. Wenn w™ = (w)) o
eine Realisierung von W™ () mit

[N || > eV N

ist, so existiert ein Intervall [a,b] C [0,1], sodass b—a > ¢/8
inf | > 2l
te[a,b] — 4

Beweis. Da w™ = (w;} )iepo1] stiickweise konstant ist, wird das Supremum an einem

Punkt 7" angenommen, d.h. es existiert ein T € [0, 1], sodass
wh = |JwV]| > eVN.

Nach Lemma 4.3 gilt

jwh —wV| < |T—s|\/ﬁ+i<5\/ﬁ+§<5\/ﬁ<%
ool VN ~ 8 847~ 4

fur alle s € [0,1] mit |s — T| < ¢/8. Wenn wir nun a = max{7 — ¢/8,0} und b =

min{7 + ¢/8, 1} setzen, gilt |s —T| < ¢/8 fur alle s € [a, b]. Aufgrund der umgekehrten

Dreiecksungleichung folgt also

| > [wy] = [wy —w)]
N
w
2 HwNHoo o || 4“00
3
:ZHwNHoo

fur alle s € [a, b], und somit auch

3
inf |w™| > S||wV]]w.
nf [ul'| > Jl”|

O

Beweis von Lemma 4.2. Fiir die Behauptung von Lemma 4.2 geniigt es zu zeigen, dass
aus dem Ereignis in (C1) das Ereignis in (4.1) folgt. Seien also w™ (0) = (w;¥(0))tef0.1]
Realisierungen von W (0) fiir € ©g und N € N mit

infpeo, || (60)[]s

11]VHL1£f N > 0.
Dann existieren Ny € N und € > 0, sodass
|w™(0)|]s > eV/N fiir alle N > Ny und 0 € O. (4.2)

16



4 Bedingungen fiir Konsistenz

Da wir in der Bedingung (4.2) Ny € N beliebig vergrofern und € > 0 beliebig verkleinern
kénnen, kann £ < 8 und Ny > 8/ angenommen werden. Nach Korollar 4.4 existiert fiir
alle N > Nj ein Intervall [ay, by]|, sodass

by —ay > S und infb ] lw ()] > %HwN(Q)HOO. (4.3)

telan,by

oo

Somit folgt mit der umgekehrten Dreiecksungleichung fiir alle t € [ay, by]

i’ () — 20" (0)] > 2|wy” (0)] — i’ (9)]

Also folgt fiir alle N > Ny

sup (b—a) inf (w)(9) — Qwiv(e))Q > (by —ay) inf (wi(6) — 2w§(9))2

((l,b)E[O,]_]2 tG[CL,b] tE[CLN,bN]
a<b
€ (€ 2
> (< N)
N
3
=N
32

Da die Wahl von Ny € N und € > 0 nicht von 6 abhéngt, erhalten wir schlieflich

. . . - . N - N 2> . <
NS, i 0 @ iyl () = 20072 i

a<b
= .

Somit folgt aus dem Ereignis in (C1) das Ereignis in (4.1), und Lemma 4.2 ist daher
bewiesen. ]

Korollar 4.5. Wenn (C1) gilt fir alle 6* ¢ Oy, so ist der 3-Vorzeichen-Tiefe-Test
konsistent, d.h.

im Py (sup Us(WY(0)) < qo(¥3)) = 1 fiir alle o € (0, 1] und 6* ¢ O.

1
N—o00 €Oy

17



4 Bedingungen fiir Konsistenz

Beweis. Dieses Resultat folgt sofort aus Satz 4.1 und

Py ( lim sup U3(WN(0)) = —o0) = Pp- <m U ﬂ sup U3(WN(9)) < —L)

N—o00 0cO, 0€Bg

L>0 NoeN N>Ny

< P, ( U ) swp 007 (0))

NoeN N> N, /€60

< qg<\113>>

= lim P ( ﬂ sup s(WN(0)) < qa(\PS)>

[US(SH

No—o0

< lim Py <sup T (W () < qa(%)) ,

[ASCH

wobei wir hier die o-Stetigkeit verwendet haben.

4.1 Hinreichende Bedingungen fiir (C1)
Wir kénnen die Giiltigkeit der Bedingung (C1) herleiten, indem wir

Intervalle [a, b],

a < b, betrachten, bei denen der absolute Zuwachs |WY (6) — WX (0)| besonders groR ist.

Dalfiir definieren wir

=Y I{R;(0) >0}, Ny =Y 1{R;(6) < 0}.

(4.4)

Dann ist das Ereignis Ay, fiir € > 0 eine hinreichende Bedingung fiir grofe Werte von

WY (0)]], wobei

max{N,", N} 1
Anc(0) = sup : — ——>c
we(6) kie{l,...Ny l—k+1 2
I—k+1>eN

Lemma 4.6. Seie >0 und N € N. Fulls
maX{./\/’,;l,Nle} 1

sup ~ > ¢,
kiefl,..Ny L—k+1 2
I—k+1>eN

s0 gilt |[WN(0)]]ee > €2V/N, d.h. Ax(0) C {|WVN(0)]|0 > >V N}.

Beweis von Lemma 4.6. Es gelte An (). Es existieren also k,1 € {1,
k+12>¢eN, sodass

max{N,", N } 1

I—k+1 27 ¢
Wir werden im Folgenden lediglich den Fall
Jr
1
k,l 1
k1 2°°

18
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4 Bedingungen fiir Konsistenz

betrachten, da der Beweis fiir den anderen Fall analog folgt. Nun gilt

- %Nwm — N ()
> (NG(0) = (L= k1) = N(6)))

wobei die Ungleichung sogar eine Gleichung ist, wenn alle Residuen ungleich Null sind.
Somit folgt

(4.6) 1 1

> \/_N<2(l_k+1) (§+s) —(l—k;+1)>
1

:2\/_N€(l_k+1)

>252\/ﬁ,

dal—k+1>ecN. Wegen der Dreiecksungleichung gilt nun
WI(0) = Wita (0)] < 2/ (0)] |,
und deswegen
1
WY O)lloe > 5IWE(0) = WL (0)] > £*VN.

Somit haben wir Lemma 4.6 fiir den Fall (4.6) gezeigt. Fiir den Fall

l—k+1 2

betrachten wir W, (6) — W (0) statt WY (6) — WL, (0) und fiihren die obigen Ab-

schiatzungen auf angloge Weise durch. [
Korollar 4.7. Sei 0* ¢ ©y. Falls ein € > 0 existiert, sodass
Py- (nNngoréf N ANﬁ(e)) =1, (C2)
[ISSH

so gilt (C1). Falls (C2) sogar fiir alle 0* ¢ Oy gilt, so ist der 3-Vorzeichen-Tiefe-Test
konsistent.
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5 Konsistenz in Modellen mit deterministischen, aquidistanten Kovariaten

Beweis. Nach Lemma 4.6 gilt

.. .. N 2
lim inf () Anc(0) C lim inf WY O)ll = eV N}
0€0g 0€Bg

N
= liminf{ inf M > 62}
N—oo | 6€6q VN

N
— {liminf inf V7Ol > 52}
N—oco 0€0g \/N

N
C {liminf inf M > O}.
N—oo 60€0g \/N

Die zweite Aussage aus Korollar 4.7 folgt somit direkt aus Satz 4.1. O

5 Konsistenz in Modellen mit deterministischen,
aquidistanten Kovariaten

In diesem Abschnitt betrachten wir ein Modell der Form Y, = f(x,.n,0") + E,, n =
1,..., N, wobei

f(-,0) : R — R ist stetig fiir alle § € © C R?, (5.1)

Ei, ..., Ey sind reellwertige, unabhéngige Zufallsvariablen fiir alle N € N, (5.2)

die Kovariaten xy.n, 2.y, - . ., n,n sind deterministisch, dquidistant auf [S, 7], S < T,
kE—1

d.h. xk;N:S—i—m(T—S) firalle k =1,..., N, (5.3)

Ey, ..., Ey sind identisch verteilt fiir alle N € N mit P(FE,, > 0) = 0.5 = P(E, < 0)
und F,, hat eine Verteilungsfunktion, die streng monoton wachsend ist
auf einem Intervall [—dy, dp] fiir ein dy > 0. (5.4)

Ein Spezialfalls dieses Modells ist das polynomielle Modell, welches wir in Abschnitt 5.1
betrachten werden. Eine benotigte Definition fiir unser Hauptresultat in diesem Kapitel
beschéftigt sich mit den Vorzeichenwechseln einer Funktion g auf [S, 7.

Definition 5.1. Sei I € N.

(i) g: [S,T] = R hat I Vorzeichenwechsel bei S < zy < zo < -+- < zr < T, falls g
alternierende Vorzeichen auf

By :=(S,21), By:=(21,22), .., Br:==(21-1,21), Bry1:= (21,7T)
hat und die Funktionswerte auf B; entweder echt positiv oder echt negativ sind,

d.h. entweder g(x) - (—1)" > 0 fir allei =1,2,..., 1+ 1 oder g(z) - (=1)" < 0 fiir
alletr=1,2,..., 1+ 1.
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5 Konsistenz in Modellen mit deterministischen, aquidistanten Kovariaten
(i) g: [S,T] = R hat I schwache Vorzeichenwechsel bei S < zy < zo < --- < 21 < T,
falls g schwach alternierende Vorzeichen auf
Bl = (87 Zl)) B2 = <Z1722>7 sty BI = (Zl—lazf)7 BI-I—I = (ZfaT)

hat, d.h. entweder g(x)-(—=1)" >0 fir allei =1,2,..., I +1 oder g(x)-(—=1)" <0
fiur allei=1,2,..., 1+ 1.

Satz 5.2. Sei 0* ¢ ©y. Falls ein Parameter 0° € © existiert, sodass

g: [S,T] — R gegeben durch g(z) = f(x,0) — f(x,6°)
mindestens I Vorzeichenwechsel auf [S,T| hat, (5.5)

und fiir alle 0 € ©q mit 6 # 6°

h: [S,T] = R gegeben durch h(z) = f(z,0°) — f(x,0)
hochstens I — 1 schwache Vorzeichenwechsel auf [S,T] hat, (5.6)

dann ezistiert ein € > 0, sodass (C2) gilt. Falls sogar (5.5) und (5.6) fiir alle 0* ¢ O
gelten, so ist der 3-Vorzeichen-Tiefe-Test konsistent.

Wir benutzen fiir den Beweis von Satz 5.2 das folgende Lemma.
Lemma 5.3. Fulls g: [S,T] — R I Vorzeichenwechsel auf
By = (S,21), By:=(21,2), ..., Br:=(21-1,21), Bry1:= (21,7)

hat und h : [S,T] — R hochstens I — 1 schwache Vorzeichenwechsel, so existiert ein
ied{l,..., I+ 1} mit

entweder g(x) + h(x)
oder g(x) + h(x)

(x) >0 fiir alle x € B;

> 9
< g(z) <0 fir alle x € B,. (5.7)
Beweis. Wir beweisen die Aussage mit vollstdndiger Induktion bzgl. [ € N\ {1}.

Induktionsanfang. Fiir den Induktionsanfang betrachten wir I = 2, sodass h also
hochstens einen schwachen Vorzeichenwechsel hat. Falls A keinen schwachen Vorzei-
chenwechsel hat, so ist entweder h(z) > 0 fir alle z € [S,T] oder h(x) < 0 fiir al-
le z € [S,T]. Somit gilt also (5.7) fiir entweder ¢ = 1 oder ¢ = 2. Wenn h einen
schwachen Vorzeichenwechsel bei zy € [S,21] hat, so hat h keinen Vorzeichenwechsel
auf (z1,7T] = By U B3 U {2, T}. Da g verschiedene Vorzeichen auf By und Bj hat, gilt
(5.7) fiir i = 2 oder @ = 3. Wenn h einen schwachen Vorzeichenwechsel bei zy € [22,T]
hat, verlduft die Argumentation analog. Wenn h einen schwachen Vorzeichenwechsel bei
29 € |21, 22] hat, so hat h verschiedene Vorzeichen auf By und B; (im schwachen Sinne),
wahrend ¢ gleiche Vorzeichen auf B; und Bs hat. Somit gilt auch hier (5.7) fiir i = 1
oder ¢ = 3.

Induktionsvoraussetzung. Die Behauptung von Lemma 5.3 gelte fiir ein I € N\ {1}
fir alle S < T.
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Induktionsschritt. Wir wollen nun die Behauptung von Lemma 5.3 fiir  + 1 beweisen.
Sei also nun ¢ gegeben mit I + 1 Vorzeichenwechseln und h mit héchstens I schwachen
Vorzeichenwechseln. g habe also alternierende Vorzeichen auf

By = (S,21), By = (z1,22), ..., Brs1:= (21, 21+1), Brio = (2111, 7).

Falls h einen schwachen Vorzeichenwechsel bei zy € (z741,7] hat, so hat h hochstens
I — 1 schwache Vorzeichenwechsel auf [S, z;.1]. Da g I Vorzeichenwechsel auf [S, zy41]
hat, folgt (5.7) aus der Induktionsvoraussetzung mit zy,, = 7T'. Falls h einen schwachen
Vorzeichenwechsel bei zy € |5, z1) hat, so folgt (5.7) ebenfalls aus der Induktionsvoraus-
setzung mit z; = 5.

Falls h keinen schwachen Vorzeichenwechsel auf [S,z1) U (z741,T] = By U By U
{S, T} hat, so hat h also hochstens I schwache Vorzeichenwechsel auf [z1, z7,1]. Wenn
h weniger als I schwache Vorzeichenwechsel auf [21, z741] hat, so folgt (5.7) aus der
Induktionsvoraussetzung, indem wir [S, zr41] = [S,T] oder [z1,T] = [S,T] betrachten.

Wenn h genau I schwache Vorzeichenwechsel auf [21, z741] hat, so existieren zy,..., 2 €
(21, z141], sodass h schwach alternierende Vorzeichen auf
Ol = (SJ El)a CQ = (:?71,:52), s eey CI = (51—1721>) CI+1 = <517T>

hat. Da h keine schwachen Vorzeichenwechsel auf [S, z;) U (2141, T] = ByUBr 1 U{S, T}
hat, muss By C Cj und Byys C Cryq gelten. Wenn I ungerade ist, so sind die Vorzeichen
von g auf By und By gleich, wihrend die Vorzeichen (im schwachen Sinne) von h auf
C} und C74q unterschiedlich sind. Wenn I gerade ist, so hat mit analoger Begriindung ¢
verschiedene Vorzeichen auf By und By.s, und h hat gleiche Vorzeichen (im schwachen
Sinne) auf C; und Cpyq. In den beiden beschriebenen Fillen gilt (5.7) fiir ¢« = 1 oder
1=1+42. O

Beweis von Satz 5.2. Nach Annahme (5.5) hat g gegeben durch g(z) = f(x, 0*)— f(x,6°)
alternierende Vorzeichen auf

Bl = (S, Zl), BQ = (Zl,ZQ), ceay B[ = (,2171,2[), BI+1 = (Z[,T).

Da entweder g(z) > 0 auf B; oder g(z) < 0 auf B; fir allei =1,...,1 + 1 und g stetig
ist aufgrund von (5.1), existieren 6 € (0,0), a; < b;, i = 1,..., 1 + 1, mit [a;,b;] C B;
firallei=1,...., 1+ 1 und

entweder g(z) > 0 auf [a;,b;] oder g(z) < —¢ auf [a;, b;] fir alledi =1,..., T + 1.

Nach (5.4) existiert ein £ > 0 mit
1 1
Po(E,, > —0) — 5 >g, Pp(E,<6)— 5 > e
firallen=1,..., N, N € N. Wir definieren nun

NF(0) =Y I{R.(0) > 0, zoy € [ai, b},

N7 (0) =Y I{R.(0) <0, zpn € [a;, b}
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Zunichst zeigen wir, dass fir beliebige [a,b] C [S,T], a < b,

1 N N b—a
N ; {'ITMN G [(I, b]} T S’

N
! 00 b —a
N Z;]I{En > =0, Ty € [a, b} T2 T SIPQ*(El > —0) Pp+-fs., und
1 & b
N—o0 —
N ;]].{En < 57 xn;N € [a, b]} ;> T — S]Pg* (El < 5) PQ*‘f.S.

Dafiir definieren wir Intervalle [ac,bc] C [a,b] C [a~, b5], dessen Grenzen in einer Form
wie in (5.3) gegeben sind, d.h.

ac—a¥ =5+ ;:i(zv—m ﬁ(T_S)
P, _;:iw—n_ (T 9)
be =bY =5+ _%(N—l)_ ﬁ(T—S)
b =bY =S+ _%(N—l)_ ﬁ(T—S).

Die folgende Abbildung 2 veranschaulicht diese Beziehung zwischen [a,b], [ac,b-] und
las, b5].

> CLD CLC bc bD
| | | | | | | |
I I I I I I I I I I I I I I I I I

S a b| T

Abbildung 2: Beziehung von [a, ], [ac, bc] und [a, b-]

Fiir den Beweis der Konvergenzen betrachten wir jeweils Abschitzungen nach oben
und unten. Dabei kénnen wir + En L H{z,. v € [a,b]} nach oben abschétzen durch

N

=3 U € 00}

n=1

_ ]1[ ([%(N—l)w - H:?(N—l)J +1)

N—o0 b—a
—

T-5

—Z]l{m € la,b]} <

2 |
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und nach oben durch

¥ 2 Mo € ot} > 5 3 Uy € o2, 02)

Analog zeigen wir die Konvergenz von SN 1{E, > =0, 2n.n € [a,b]}. Dies kénnen
wir nach oben abschétzen durch

NZ]I{E > —0, Tpn € [a,b]}

1 ; N
SN; {E, > =04, zpn € [a,bY]}
v ([r=sev-n] - [r=sov -] ) o
' [2=5(N-1)]
TEE e e 2 e 6

Die Konvergenz von dem Term in (5.8) gegen (b — a)/(T — S) haben wir oben schon
gezeigt. Die (fast sichere) Konvergenz des Terms in (5.9) gegen Py« (E; > —¢) folgt wegen

[ﬂ(N—l)w - V—S(N—DJHZ LA NS S NN

T-—-5 T-—-S5 T-—-5 T—-S5
b—a
= (N=1)z—5 -1
N—o0
0.@)

aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen und der unabhéngigen, identischen Vertei-
lung der Ej, ..., Ex nach (5.2) und (5.4). Durch eine analoge Abschitzung nach unten
erhalten wir also

b—
Py (B, > —8) Pyt

N
1 N—oo
— 1{E - .
N; {En > =0, aun € [0, 0]} — ——

Natiirlich folgt die (fast sichere) Konvergenz von SN 1{E, <6, z.n € [a,0]} auf
gleiche Weise.
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Fiir alle ¢ mit g(x) > ¢ auf [a;, b;] gilt
N
NF(6°) = 1{Yy = f(xan,0°) > 0, 2oy € [a;, b}
n=1
N
= Z ]l{f(wn,Na 9*> + En - f(xn;Na 60) > 07 Tp;N S [ai7 bz]}

n=1

N

= Z ﬂ{g(xn;N) + En > 07 Tn;N € [Cli, bz]}
n=1
N

> U{E, > =6, T € [ai,bi]},

n=1
und somit folgt fiir diese ¢ mit den oben gezeigten Konvergenzen
% ijzl ]I{En > _5’ TN € [ai’ bl]} . 1
¥ Zoney Hann € [ai, 0]} 2
Vo, YRy (Br > —0) 1

7
bi—ai
T-S 2

N (6°) 1
S M{any € [ b} 2

>

1
= Py~ (El > —5> — 5 > € Pg*—f.s.

Auf analoge Weise gilt fiir alle ¢ mit g(z) < —4 auf [a;, b;]

Ni_(eo) = ﬂ{g(xn;N) + En < 07 -In;N € [ai, bz]}
N
Z Z]I{En < 67 Lp;N S [aiabi]}u

n=1

und
N (%) 1 AN B <8 v ab]} 1
S Hamy € las b} 2 2 Wy € [a;, b} 2
Novoo, G Po:(B1 <0) 1
bi—a; o 5
1
= Py« (El < 5) — 5 > € ]Pg*—f.S.
Sei im Folgenden
= min mn ———— =
c ie{l,.,[+1}y 2(T — S)’ 2

Nun existiert also ein Ereignis €y mit Py« (€y) = 1, sodass fiir alle w € Qg ein N, € N
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1
— — > ¢ fiir alle ¢ mit g(x) < —0 auf |a;, b; 5.11
S U € b} 2 « SR
fiir alle N > N,,.

Betrachte nun ein beliebiges § € ©y mit § # 0°. Nach den Voraussetzungen von Satz

5.2 gelten (5.5) und (5.6), und somit existiert nach Lemma 5.3 ein ¢* € {1,...,I 4+ 1},
sodass entweder

gibt mit
LN
NZ]l{me € la;,b]} >efiralei=1,...,1+1,
n=1
N (9° 1
I (7)) — — > ¢ fiir alle ¢ mit g(x) > § auf [a;, b;], und (5.10)
> ner Ham € [ai 0]} 2
N; (6%)(w)
[

f(z,0") — f(z,0) = g(z) + h(z) > g(x) > § auf [a;-, bix| C By (5.12)
oder
f(x,0%) — f(z,0) = g(z) + h(z) < g(z) < =6 auf [a;, bi«] C B (5.13)

Im Falle (5.12) erhalten wir

N
NEO) =Y 1{Y, — f(@an.0) > 0, Ton € [ai, -]}

n=1

N
= Z ]l{g(xn,N) + h(wn;N> + En > 07 Tn;N € [ai*y bz*]}

n=1

> iv:]l{g(xm]v) + E, >0, Tpn € [ai, by}
_ N0,
und analog im Fall (5.13)
N () > N2 (6°).

Wenn wir nun also (5.10) und(5.11) benutzen, erhalten wir

N
Z]l{xn;N € [ag, bi-]} > Ne, (5.14)
n=1

max{ N} (6) (), Nz (6)(w)} _ 1

)

SN Haw € [ap, 0]} 2

> €
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fiir alle w € Qg, # € Og und N > N,,. Sei nun {k, k+1,...,1} := {n | Ty € |as, bir]}.
Damit gilt nach Definition von kj,[l und N

max{N;(0)(w), N, (0)(w)}
sup l — ]{,‘ + 1
(5;4)max{/\/£l49)(w),Nil%ﬁ)(w)} 1

I—k+1 2
_max{N;5(0)(w), N;- (0)(w)} 1

7

S Mgy € [a,bi]} 2
>e,

1
—5 | LEe{l....N}, l—k+1ZsN}

bzw. w € Ay .(0), fur alle w € Q, § € Og und N > N,,. Insgesamt erhalten wir also die
Folgerungskette

wEAn(0) VN>N,, 060, =  we [)Ay(0) YN >N,

[USCH
= weliminf () An:(0),
[AS(SH
und somit
[ASSH
Die Aussage von Satz 5.2 folgt schlieflich mit Korollar 4.7. m

5.1 Spezialfall des polynomiellen Modells

Wir zeigen nun, dass (5.5) und (5.6) gelten fiir bestimmte Hypothesen im polynomiellen
Modell. Sei in diesem Abschnitt f(-, ) also gegeben durch

fla,0) = O, (5.15)

mit 6 = (0, 0y,...,0,)" € © =R und die Nullhypothese durch
Hy: 0* €O ={0 R | 0=0, =0, 1 =-=0,} (5.16)

fir ein m € {0,...,p}. Mit der Nullhypothese wird also ausgedriickt, dass das Modell
gegeben ist durch ein Polynom mit einem Grad, der hochstens p — m — 1 ist.

Satz 5.4. Wenn f gegeben ist wie in (5.15) und Hy wie in (5.16), so gelten (5.5) und
(5.6) (fir alle 0* ¢ OF') und somit ist auch der 3-Vorzeichen-Tiefe-Test konsistent fir
die Nullhypothese Hy.
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Beweis. Sei I =p—m. Falls °,0 € O, so ist h(x) = f(x,0°) — f(z,0) ein Polynom mit
einem Grad, der héchstens p—m —1 = I —1 ist. Somit hat h héchstens p—m—1=1-1
Nullstellen und somit auch hochstens p — m — 1 = I — 1 schwache Vorzeichenwechsel,
d.h. (5.6) gilt.

Die Giiltigkeit von (5.5) folgt aus dem folgenden Lemma 5.5. O

Lemma 5.5. Seien m € {0,1,...,p} und 0* ¢ OF beliebig. Dann existieren 0° € OF
und S < 21 < 29 < -+ < 21 < T, sodass g(x) = f(z,0%) — f(z,0°) mindestens [ = p—m
Vorzeichenwechsel bei S < 21 < z9 < -+ < zr < T hat und somit (5.5) gilt.

Bemerkung 5.6. Im Falle m = 0 ist der Beweis von Lemma 5.5 sehr leicht. Denn dann
existiert fiir beliebige S < z; < 29 < +-+ < 21 < T ein Polynom f(-,0°) mit einem Grad,
der hichstens I —1 ist, d.h. 0° € ©F, sodass f(z,0°) = f(x,0%) fiir alle v € {z,...,21}.
Dann ist g gegeben durch g(z) = f(x,0*)— f(x,0°) ein Polynom mit Grad I = p—m = p.
Da ein Polynom mit Grad I héchstens I Nullstellen hat, so sind z, ...,z die einzigen
Nullstellen und es muss g(z) = CHizl(l‘ — z,) mit ¢ # 0 Konstante gelten. Aufgrund
von

I 1
) =3 [T~ 2 #0 fir lle s € L. 21

existieren Vorzeichenwechsel bei den I Nullstellen z1, . .., zr, sodass g I Vorzeichenwech-
sel hat und somit (5.5) erfullt ist.

Der Beweis fir den Fallm > 1 ist aufwendiger. Fir I = p—m und beliebigen S < z; <
29 < -+ < z; < T ezistiert ein Parameter 0(zy,...,z1) € OF mit f(x,0(z1,...,21)) =
f(x,0%) fir alle © € {z1,...,21}. Jedoch besteht die Méglichkeit, dass aufgrund der
Wahl der Stiitzpunkte zq,...,z; die Ableitungen identisch sind an Stitzpunkten, d.h.
f(x,0(z1,...,21) = f'(x,0%) fir ein x € {z1,...,21}. An solchen Stellen x kinnte es
sein, dass g gegeben durch g(z) = f(x,0%) — f(x,0(z1,...,21)) keinen Vorzeichenwech-
sel hat. Wir werden aber in dem kompletten Beweis von Lemma 5.5 zeigen, dass wir
21, ...,2r S0 dndern kénnen, damit (5.5) gilt.

Beweis von Lemma 5.5. Betrachte beliebige S < 21 < -+ < z; < T. Sei 0(z1,...,21) €
OF der Parameter mit f(z,0(z1,...,27)) = f(z,0) fir alle z € {z,...,2/} und g
gegeben durch g(z) = f(x,0")—f(z,0(21,...,2r)). Un sicherzustellen, dass g mindestens
I Vorzeichenwechsel hat auf [S, T, d.h. (5.6) gilt, brauchen wir eine passende Wahl von

Z1,...,27. Wir werden in dem folgenden Beweis zeigen, dass es ausreicht, lediglich die
Stiitzstelle z; zu dndern, sofern dies notig ist.
Fir k € {1,...,1} definieren wir die Newton-Basisfunktionen
k—1
Py(z) = H(Jc — z;) mit der Konvention P, = 1.
j=1
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Das Interpolationspolynom Qg: fir f(-,0*) an den Stiitzstellen zq,...,z; ist dann

gegeben durch

O (@) = [f (1, 07), . f, 07)] Pala), (5.17)

.....

wobei die Koeffizienten [f(z1,60%),..., f(zx, 0)] nach dem Schema der dividierten Diffe-
renzen (s. z.B. Froberg, 1969, S. 170, oder Dahlquist und Bjorck, 1974, S. 278) definiert
sind durch

[f(Zk, )] f(zka *)> ke {17"'71}7
[f(zj’ 9*)’ f(Z]-Hc, 6’*)] . [ (ZJ-H? )’ e >f(zj+k’ QZA)-‘]_,:_D;(‘ZJ" 0 )v R f(zj+k—1, 0 )]’

ke{l,....,I—1}, je{l,....I—k},

sodass dann QY (x) = f(x,0%) fir alle z € {z1,...,2}. Da wir #* und die Stiitz-

stellen zq, ..., zy_1 im Folgenden nicht variieren werden, kiirzen wir die Notation ab und
schreiben sz = QY .. Wir definieren nun fiir 2,y <2 <T

J(Z) = {’L S {]_, ce ,I} | (21, ce ,21_1,51) = (21, ce ,Z]_l,Z) = Q'EI(Z) 7é f’(El,Q*)}

Im Falle J(z;) = {1,...,I} ist die Behauptung von Lemma 5.5 bereits gezeigt, denn
dann hat ¢ mindestens I Vorzeichenwechsel auf [S, 7.

Betrachte also im Folgenden ein iq € {1,..., I} mit Q. (z;,) = f'(24,0"). Ersetzen wir
zy mit zy, wobei z;_1 < zy < T, d.h. die Reihenfolge der Stiitzstellen &ndert sich nicht,
so dndern sich nicht die ersten I — 1 Summanden des Interpolationspolynoms in (5.17).
Somit gilt

Qz () = Qz (x) = ([f(21,0%), .-, f (L, 0)] = [f(21,07), ..., f(zr, 0)) Pr(x),  (5.18)

und wir erhalten nach Ableiten

Qz (x) = Q% (x) = ([f(21,07), ..., fZL07)] = [f (21,607), ..., [z, 0)]) Pr().  (5.19)
Wegen der Produktregel gilt

||
e

=

|

b2\2

und somit
I-11-1 I-1
Pi(7;) = H( Z—2)>0, Pl(z)=]](zi—2)#0, i=1....I-1 (520
= o N——~—
k=17 7& >0 J; #0
Ve
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Betrachte die Hilfsfunktion x : (z7-1,7) — R definiert durch
k(z) = [f(z1,0%),..., f(z1-1,0%), f(z,607)].

Man kann aus der iterativen Definition von s mit vollstandiger Induktion bzgl. I nach-
weisen, dass x auch durch

k(z) = IJ_EELU—ﬁ*)—l—

k:l(x - Zk) j

~

= (25,67
7 (25— ) é;%(zj — 21)

x € (211, 7T), (5.21)

dargestellt werden kann (s. z.B. Froberg, 1969, S. 170). Aus dieser Darstellung folgt
sofort die Stetigkeit von k.

Wir werden nun den Beweis in zwei Schritten durchfiihren. In Schritt (i) zeigen wir,
dass es eine Umgebung Bs(z;) = {z € R | |z — 21| < 6} C (27-1,T) von z; gibt,
sodass J(zr) C J(zy) fiir alle z; € Bs(zr), d.h. wenn die Ableitungen an einer Stiitzstelle
unterschiedlich sind, so tun sie dies auch nach einer leichten Verschiebung von z;. Dann
zeigen wir in Schritt (ii), dass in jeder Umgebung von 2; ein z existiert mit Q% (2,) #
f/(ZiO, (9*), d.h.

io ¢ J(Z[) g J(%}) > io.
(i) Fall 1. Der Fall J(zr) = 0 ist trivial.

Fall 2. Betrachte in diesem Fall J(z7) # 0.

Definiere nun C' := minge s.,) |Q%, (2:) — f'(2:,07)| > 0.
Fall 2.1. In diesem Fall sei I ¢ J(z;).

Aufgrund (5.20) kénnen wir

€= mmL>0

ied(z1) 2| P{(z;)|

definieren. Da k stetig in z; ist, existiert ein § > 0 mit Bs(z7) C (27-1,7T), sodass
|k(x) — k(z1)| < e fur alle x € Bs(zy). Somit gilt aufgrund (5.19) fiir alle i € J(z;)
und x € Bs(zr)

|Q%, (2:) — @3 (20)] = |(k(z1) — #(2)) Pr(2:)]

Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung folgt also

F/(2,0) = Q)| = 11 (20,0) = @1 (2) + @1, (2) — @4 (=0)
> |f(2,0%) = QL ()] - 12, (20) — @4 (=0)

J/

>C

IN
M\Q<

\Y
o] Q)
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fir alle ¢ € J(z7) und = € Bs(zr). Also gilt J(z;) C J(x) fiir alle z € Bs(zy).

Fall 2.2. Sei I € J(z;) in diesem Fall.

Mit den Argumenten aus Fall 2.1 folgt die Existenz eines § > 0 mit Bs(z;) C
(27-1,T), sodass J(z7) \ {I} C J(x) fir alle z € Bs(z;). Es geniigt also zu zeigen,
dass I € J(x). Indem wir wieder die Stetigkeit von x in z; benutzen, erhalten wir
ein 0 > §; > 0, sodass

- C
4 Supl‘EBtg(Z[) PI, (.T)

|k(z) — k(z1)| fir alle x € By, (2),

und damit auch

|Q%, (2) — Qo ()] = |(k(21) = K(x)) Pr(z)]

C
| Py ()|
4 SUPze B, (21) PI/ (l’) !

A\

<

=~ Q

fir alle x € By, (27). Aukerdem erhalten wir mit der Stetigkeit von f/(-,6*) und
’ZI ein d; > 6 > 0, sodass

@ 07) = P09 < 5 1@ ()~ Q0| < i alle o € By (z).

Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung erhalten wir nun

) — Q. ()]
) = f(20,07) 4 f(21,07) — Q. (21) + QL (21) — Q, (x)

()]
2| f'(zr, 07) = @, (20| = |f (2, 07) = f'(21,07) = 1@, (21) — @, ()]
)

Aus den vorangegangenen Abschétzungen folgt also

c C C
/ *\ ) >0 2 _ 2 _ ~
(.67 = Q)| 2 C = 5 = = 5
_¢
4
>0

fir alle x € Bs,(zs), und somit I € J(x) fiir alle z € By, (21).

Fall 1. In diesem Fall sei ig # I.
/

Angenommen, es existiert ein § > 0 mit f'(z,0%) = Q. (2i,) = Q% (2;,) fiir alle z €
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Bs(zr) (und Bs(zr) C (z7-1,T)). Hierbei sei anzumerken, dass die erste Gleichung
nach Voraussetzung gilt. Da Pj(z;,) # 0, erhalten wir mit (5.19)

ax) = [f(20,07), ., (2, 00)] = [f(20,0), .., f(21,07)] = K(21)
fir alle z € Bs(zr). Nun ist (27-1,7) 3 x — p(x)(k(x) — k(zr)) ein Polynom mit
p(z)(k(x) — Kk(27)) = 0 fiir alle x € Bs(zr)
und somit auch fiir alle z € (z;_1,T'), wobei fiir den Hauptnenner von k(z) — k(z)

— ( - (z — Zk)) - (2j — ) 1:[(7;] — 2x)

k=1 j=1 k=1
k#j

—

— I

( (zl—zk) 2j — 21 H(zj—zk) #0

j=1 k=1
k#j

fur alle z € (z7-1,7T) gilt, d.h. es muss sogar
k(x) — k(z7) =0 fur alle z € (271, 7))
gelten. Damit gilt

Qe(x) = Qs (x) fur alle € € (27-1,T) und z € [S,T], und somit insbesondere
f(6,07) = Qe(§) = Qx, () fiir alle § € (271, T).

Dies impliziert nun f(-,6*) = Q., auf ganz [S,T]. Somit ist der Grad von f(-,6*)
hochstens I — 1, d.h. 0* € ©F'. Da wir aber * ¢ ©f" in den Voraussetzungen von
Lemma 5.5 angenommen haben, ist dies ein Widerspruch. Deshalb existiert also
in jeder Umgebung Bs(z7) C (z7-1,T) von z; ein zZ; mit ig € J(Z7).

Beachte, dass wir hier 7o = I ausschlieffen mussten, da mit 7g = I das Resultat
aus dem Widerspruch wiére, dass aus jeder Umgebung von z; ein z; existiert mit
f'(z1,0%) # Q% (21). Nach Definition von J(-) ist dies aber nicht dquivalent zu
I e J(z).

Fall 2. In diesem Fall sei also nun g = I. Wir nehmen hier dhnlich wie zuvor an,

dass Q' (z) = f'(z,6) fur alle z aus einer Umgebung von z;. Nach Multiplikation
mit P;(x) erhalten wir fiir alle z aus dieser Umgebung

F(x,0°)Py(x) = Py(x) ( ) + Z (21,0, ..., f (2, 0%)] PL(x) )

::&,(:r)
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5 Konsistenz in Modellen mit deterministischen, aquidistanten Kovariaten

wobei U ein Polynom ist mit einem Grad, der hochstens I — 3 ist. Indem wir nun
die Darstellung (5.21) von k(x) einsetzen, erhalten wir wieder fiir alle z aus dieser
Umgebung von z;y

P8V P (@) = Py(a)U () + Pi(a)f(2.6%) + Pi(a) 3 e _Piﬁxﬁiﬁ?g - )
j=1 \~J k;} Zj — 2k
[z, 0%) i i(x_zk)

1
o (z ) z:l( J — %)

= Py(z)U(z) + Pj(z) f(x,0%) + Pj(z)

#J

I-1 I-1
= Pi@)U(e) + Pia)fa,6%) = Pia) 3 | £(a506) [ -2 |.
I

=V ()

wobei V' ein Polynom ist mit einem Grad, der héchstens I — 2 ist. Da auf beiden
Seiten dieser Gleichung nun Polynome stehen, welche iibereinstimmen auf einer
Umgebung von z;, miissen diese Polynome identisch sein (auf ganz R). Um dies
ausnutzen zu konnen, betrachten wir zunéchst die Grade der auftretenden Polyno-
me. Sei dafiir I := deg(f(-,0%)) > I der Grad vom Polynom f(-,6*). Dann erhalten
wir
) T-D)+(I—-1) = I+1-2,
) I-1)+I-3) < I+1-2
deg(z — Pi(z)f(z,6%) (I-2)+1 = I+1-2,
deg(z — Pj(z)V(z)) (I-2)+(I—-2) < I+1-2.

Somit ist also f'(-,0%) P — P f(-,6"), eine Differenz von zwei Polynomen mit Grad
T+1— 2, identisch mit einem Polynom, wessen Grad kleiner als I+ 1—2ist.
Dies bedeutet, dass die Leitkoeffizienten von f'(-,0*)P; und P;f(-,0*) identisch
sind. Nun ist der Leitkoeffizient von P; 1, und somit der Leitkoeffizient von P;
I'—1. Nach den Regeln fiir Ableitungen von Polynomen ist auch der Leitkoeffizient
von f'(-,0%) das I-fache des Leitkoeffizienten von f(-,6*). Wenn wir mit lc(p) den
Leitkoeffizient eines Polynoms p schreiben, folgt also nun

deg(x — f'(x,0")P(x

)
deg(z — Pr(z)U(x))
)

IA A

T-1e(f(07) = (T-1e(f(-,07))) - 1 = le(w v f'(x,07) Pr(x))
=le(z = Pr()f(2,0) = (I = 1) - le(f(-, 07)),

dh. I =1 — 1, was ein Widerspruch zu I > T ist. Somit existiert ein in jeder
Umgebung von z; ein z7, sodass ig = I € J(Z7).

Nun miissen wir Schritte (i) und (ii) hochstens fiir alle iy ¢ J(z;) iterativ durchfiihren,
wobei z; in jeder Durchfithrung des Schritts (ii) (ein wenig) verschoben wird. Dies be-
deutet, dass wir die Schritte (i) und (ii) héchstens I-mal durchfithren miissen. Danach

entspricht der gesuchte Parameter §° = 6(zy,. .., z;) den Koeffizienten des Interpolati-
onspolynoms Q., = Q¢ . O
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem
polynomiellen Modell

In diesem Kapitel wenden wir den 3-Vorzeichen-Tiefe-Test an und vergleichen ihn mit
anderen Tests in Bezug auf unter anderem Konsistenz und Giite. Dabei betrachten wir
das polynomielle Modell, wie es in Kapitel 5 und insbesondere Abschnitt 5.1 definiert
wird, d.h. die Bedingungen (5.1) bis (5.4) gelten und f(-, ) ist gegeben durch

q=0

wobei 0 = (0y,01,...,0,)" € © = RPHL
Im Wesentlichen betrachten wir im Folgenden das quadratische Modell mit p = 2, bei
dem wir bzgl. der Nullhypothese

Hy: 0*€0y:={0cR®|0=0,}

testen. Dies bedeutet, dass wir im quadratischen Modell testen, ob wirklich ein quadra-
tisches Modell vorliegt, d.h. 85 # 0, und nicht lediglich ein lineares Modell, d.h. 65 = 0.
Um den nach Kapitel 3 durch

Lehne Hy ab, falls sup W3(W"Y(0)) < qa(Us3)
USISH)

definierten 3-Vorzeichen-Tiefe-Test anwenden zu konnen, benotigen wir das a-Quantil
4o (¥3) und Methoden, das Supremum supgyeg, ¥s(w™ (0)) fiir Realisierungen w™ (6) von
WHN(0) fiir € ©y approximativ zu berechnen. Dies behandeln wir in den nichsten
beiden Abschnitten 6.1 und 6.2.

6.1 Moglichkeiten zur (approximativen) Berechnung von ¢, (¥3)

7o (V3) ist das a-Quantil von W3(1W'), wobei W eine Standard-Brownsche Bewegung ist.
Dies bedeutet, dass

(i) Wo =0 P-fs.,
(ii) die Pfade t — W, sind P-f.s. stetig,

(i) Wy, — Wy, ..., Wy, — W, | sind stochastisch unabhéngig fir alle 0 < ¢; < 5 <
- < t,, und

(iv) Wy — Wy ~ N(0,t — s) fiir alle 0 < s < ¢.
Seien nun L, M € N. Aufgrund dieser Eigenschaften von W kénnen wir also leicht Werte

0 = wy, Wi, Wz, ... WL =W

il
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

einer Realisierung w von W generieren. Dies kénnen wir z.B. mit der Programmier-
sprache R tun, s. R Core Team, 2022. Mit diesen Werten kénnen wir dann mit Hilfe
einer Riemann-Summe bzgl. der Zerlegung {0,1/L,2/L,...,L/L = 1} von [0, 1] ¥3(w)

approximieren, d.h.

Wy(w) = % (1 - /Ol(wl - th)th> ~ 2 (1 - z:% <w1 - 2w£>2> .

Dieses Vorgehen konnen wir dann M-mal wiederholen, womit wir M Realisierungen
Us(w) von W3(W) erhalten. Daraus erhalten wir das empirische a-Quantil dieser M
Werte, womit wir fir grofe L, M das theoretische a-Quantil ¢,(¥3) ndherungsweise
bestimmen kénnen.

Eine weitere Moglichkeit, ¢,(¥3) (im zweifachen Sinne) zu approximieren, ist die né-
herungsweise Berechnung des a-Quantils g3, von ds(Ry(6%),..., Ry(0*)) fir grofe N.
Wegen der Bezichung zwischen dz(R;(6%),..., Rx(6*)) und U3(WY(6*)) in (3.12) und
der Erlduterung in Abschnitt 3.1 iiber die Konvergenz von W (6*) gegen eine Standard-
Brownsche Bewegung W sollten wir also mit

Sl 13\(7]\[ 2 (g3.0 — 0.25) = qo(V3) (6.1)
fir grofse N eine Approximation von ¢,(V3) erhalten. Da ¢(Ry(0%)), ..., ¥ (Ryx(6%)) un-
abhéngig und diskret gleichverteilt mit Tréger {—1,+1} sind nach (A1) und (A2), miiss-
ten wir fiir eine exakte Berechnung von g3, die Vorzeichen-Tiefen ds(ry,...,ry) fiir alle
(ri,...,rn) € {—1,+1}" berechnen, was die Berechnung von 2V Vorzeichen-Tiefen
bedeutet. Dies ist also fiir grofe N nicht empfehlenswert, weshalb wir eher fiir eine be-
stimmte (nicht exponentielle) Zahl Realisierungen (71, ...,ry) von (Ry(60*),..., Ry(6*))
die Vorzeichen-Tiefe ds(ry,...,ry) berechnen wiirden, woraus wir dann das a-Quantil
3, Ndherungsweise berechnen kénnten.

Im Folgenden werden wir jedoch in der praktischen Anwendung des 3-Vorzeichen-
Tiefe-Tests die approximativen Quantile in Tabelle 1 aus Falkenau, 2016, S. 76, verwen-
den. Dort wurde eine andere Darstellung des Limes von W3(W?" (9*)) verwendet, welcher
jedoch die gleiche Verteilung wie W3(WW) hat.

« | 0005 | o001 | 002 | 005 | 01 | 02
a(V3) | —2.6543216 | —2.2403956 | —1.6791727 | —1.2545411 | —0.8270908 | —0.4032076

Tabelle 1: Approximative Quantile von W3(W) (Falkenau, 2016, S. 76)

Mit der R-Funktion qdepth aus dem Paket GSignTest, s. Horn, 2021a, mit dem Argu-
ment K=3 erhalten wir fiir N = 3,4, ..., 25 die exakten Quantile von d3(R(6%), ..., Rx(0%))
und fiir N = 26, ...,100 die simulierten, d.h. angenéherten, Quantile. Fiir Datenmengen
N > 100 werden die Werte fiir N = 100 gewdhlt. Wenn wir dann die erhaltenen Werte
fir N = 100 wie in (6.1) normieren, erhalten wir die Quantile in Tabelle 2.

Die Quantile aus Tabelle 1 sind kleiner als die aus Tabelle 2. Somit wiirden wir bei
der Verwendung der Quantile aus Tabelle 2 haufiger die Nullhypothese ablehnen.

Den 3-Vorzeichen-Tiefe-Test werden wir lediglich mit o = 0.05 verwenden.
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

o | 0005 | 001 | 002 | 005 | 01 | 02
qa(¥3) | —2.546364 | —2.135796 | —1.608048 | —1.203048 | —0.790524 | —0.376296

Tabelle 2: Approximative Quantile von W3(W) basierend auf der Quantilsfunktion
qdepth (Horn, 2021a)

6.2 Moglichkeiten zur (approximativen) Berechnung von
supgee, V3 (w™ ()

Wir betrachten zwei Mdoglichkeiten zur approximativen Berechnung von

sup ds(r1(0),...,ry(0))

(ASSH
fir Realisierungen (ry(6),...,7n(6)) von (Ry(0),..., Ry(0)) fir 6 € ©y. Aufgrund von
(3.12) erhalten wir somit auch zwei Moglichkeiten zur approximativen Berechnung von
SUPgeo, Us(w™ (0)).

Im Folgenden identifizieren wir die Parametermenge der Nullhypothese ©, = R? x

{0} C R? mit R?. Dies bedeutet, dass wir ein Parameter (6, 6;,0)" € O als (6, 0,)" €
R? betrachten.

6.2.1 Gittersuche

Ein naheliegender Ansatz fiir die approximative Berechnung des Supremums ist die
Gitter- bzw. Rastersuche. Dabei legen wir auf einen bestimmten Bereich [Lg, Ug] X [ L1, Ui
von ©( ein Raster, d.h. ein System aus horizontalen und vertikalen Geraden, wobei
benachbarte horizontale (bzw. vertikale) Geraden stets den gleichen Abstand zueinander
haben. Fiir alle Stellen 6§ € ©g, an denen sich eine horizontale und vertikale Gerade
schneiden, berechnen wir dann ds(r1(0), ..., rn(0)). Wir geben dann sowohl das 0 zuriick,
fiir das die zugehorige Vorzeichen-Tiefe am hochsten ist, als auch diese Vorzeichen-Tiefe.

Wenn das Raster fein genug ist, sollte dies aufgrund der Definition von d3 stets zur
exakten Berechnung des Supremums fithren. Das Vorgehen ist ebenfalls in Pseudocode
1 beschrieben.

Dieses Verfahren lésst sich auch fiir das allgemeinere Modell in Abschnitt 5.1 mit
Nullhypothese (5.16) verallgemeinern. Dafiir betrachten wir stattdessen einen Bereich
[Lo, Up] X+ - - X [Lp—m—1, Up—m—1] und Anzahl an Geraden (Ao, ..., A,_,,—1). Dann wenden
wir das Verfahren auf analoge Weise auf dieses (p — m)-dimensionale Raster an.

Den Bereich [Ly, U] x[L1, Uy ] konnen wir mit Hilfe einer robusten Regression festlegen.
Dafiir kénnen wir z.B. die Funktion rlm aus dem R-Paket MASS benutzen, s. Venables
und Ripley, 2002.

Dieses Gittersuche-Verfahren hat jedoch das Problem, dass wir Ay - A; Vorzeichen-
Tiefen berechnen miissen. Wenn der Bereich [Lg, Up] x [L1, Uj] relativ grofs ist und wir
somit fiir ein feines Raster hohe Werte von (Ag, A1) benétigen, kann dies sehr aufwendig
sein. Dabei kann es vorkommen, dass wir mehrere 6 in diesem Verfahren betrachten,
die die gleichen Residuen-Vorzeichen (¢ (r1(6)),...,¥(rn(0))) erzeugen, und wir somit
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

Eingabe: Daten (x1,41),. .., (xn,yn), Bereich [Lg, Ug| X [L1, U;], Anzahl an
vertikalen und horizontalen Geraden (Ao, A;).
Ausgabe: Parameter 6 € Oy und zugehorige Vorzeichen-Tiefe

ds(r1(0), ... (0)).
firi=1,..., A
firj=1,..., A
Sei 09 = (Lo + =L (Uy — Lo), Ly + 45U, — Ll)).
4 Berechne Vorzeichen-Tiefe d/ = d3(r(0%7), ... ,rx(0%7)), wobei
o (0%7) =y — (007 + 6077 2,,).
5 Gebe sowohl ein ™/ zuriick, sodass d*/ maximal ist, als auch dieses d7.

[

w

Pseudocode 1: Pseudocode fiir die Gittersuche

unnotige Berechnungen von Vorzeichen-Tiefen durchfiihren. Deshalb miisste man sich
bei diesem Verfahren merken, fiir welche Residuen-Vorzeichen wir schon die Vorzeichen-
Tiefe berechnet haben. Dafiir betrachten wir das folgende Beispiel 6.1.

Beispiel 6.1. Gegeben seien die Daten
(xhyl) = (17 1)7 (x27y2) = (27 1)7 (x37y3) = (37 2)7 (.T4,y4) = (47 2)

in Abbildung 3a.

= = Geraden
N %
o
C\i - ® ® @
S
= 84 < -
S 4 e e =
™
= S
S 2
i T T T T | <
0 1 2 3 4 ) -1.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
T 90
(a) Beispieldaten (b) Geraden definiert durch (g1) bis (g4)

Abbildung 3: Grafik zu Beispiel 6.1

Wir wollen nun untersuchen, fir welche 0 € ©¢ ein Residuum r,(0) positiv und fir
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welche es negativ ist. Dafiir betrachten wir

y1 — (0o + b1z1) =m(0) =0 <  Oy+6, =1, (gl)
Yo — (Og + bhzo) =1r2(0) =0 < Oy + 20, =1, (g2)
ys — (0o + b1x3) =13(0) =0 < 09+ 36, = 2, (g3)
Yy — (0o + b1xg) =14(0) =0 < 0y + 46, = 2. (g4)

Die durch (gl) bis (g4) erhaltenen Geraden und deren Schnittpunkte sind in Abbildung
3b dargestellt. So gilt z.B., dass fir alle 8 € Oy unterhalb der Gerade (gl) das Re-
siduum 11(0) positiv ist, und oberhalb negativ. Gleiches gilt fir die anderen Geraden.
Wir erhalten durch diese Geraden eine Art Mosaik aus Polyedern, d.h. Mengen der
Form {x € R" | Ax < b} fiur gegebene A € R™*" b € R™, deren Vereinigung ganz
R? ergibt und deren offenen Kerne disjunkt zueinander sind. Die Residuen-Vorzeichen
(W(ri(0)),...,0(rn(0))) sind dann auf dem offenen Kern, d.h. dem Inneren, eines sol-
chen Polyeders jeweils konstant, und somit ist dann auch dort die Vorzeichen-Tiefe

ds(r1(0),...,rn(0)) konstant.

Beispiel 6.1, und insbesondere Abbildung 3b, spricht also eher gegen den Ansatz,
fiir die Suche nach der maximalen Vorzeichen-Tiefe ein Raster aus horizontalen und
vertikalen Geraden auf einen Bereich von O, zu legen.

6.2.2 Datenpunktpaar-Verfahren

Wenn wir fiir beliebige Daten (x1,¥1), ..., (zx,yn) so wie in Beispiel 6.1 vorgehen, erhal-
ten wir wieder ein System aus Geraden, welche definiert sind durch 6y + 6,z,, = y,,. Bei
dem Datenpunktpaar-Verfahren berechnen wir dann fiir alle Schnittpunkte 6 € O, die
zugehorige Vorzeichen-Tiefe und geben dann von diesen Vorzeichen-Tiefen die Hochste
zusammen mit dem zugehorigen Parameter 6 zuriick. Eines dieser Schnittpunkte 6 € ©,
welches durch den Schnitt von

T,(@) =0 und T‘j(@) =0 & 90 + Qll'i =Y und 490 + 011‘]‘ =Y (62)

entsteht, entspricht gerade den Koeffizienten der linearen Funktion durch (z;,y;) und
(x;,y;). Beachte, dass ein Schnittpunkt von Geraden in (6.2) stets existiert. Dies liegt
daran, dass diese Geraden aufgrund von z; < --- < xy nie parallel sein kénnen. Wenn
x, # 0, so ist ndmlich die Steigung der durch 6y + 6,2, = y,, definierten Gerade, bzw.
der linearen Funktion 6y — vy,/z, — 0o/x,, —1/z,. Im Falle x,, = 0 erhalten wir eine
vertikale Gerade.

Dieses Vorgehen beschreiben wir ebenfalls als Pseudocode.

Wir kénnten in Pseudocode 2 anstatt die Koeffizienten 6 € ©y der linearen Funktion
durch (z;,y;) und (z;,y;) auch fiir ein gegebenes kleines ¢ > 0 die Koeffizienten 6 € 0,
der linearen Funktion durch (z;,y; + §;) und (z;,y; + 0;) fir alle 6;,0; € {+e, —¢}
betrachten, wie in Pseudocode 3 beschrieben.

Die Begriindung dafiir ist, dass wir bei dem Verfahren in Pseudocode 2 stets 6 € O
betrachten, fiir die (mindestens) zwei der zugehorigen Residuen r1(0),...,ry(0) Null
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Eingabe: Daten (x1,11),..., (xn,yn).
Ausgabe: Parameter § € Oy und zugehorige Vorzeichen-Tiefe
dg(?”l(e), ce ,T’N<0)).
fiir (4,7) € {1,....N}2 miti < j
Sei ei,j — [ %iZiTTiY5 Yi—Yi

Ti—x; ) xTj—x; )’

3 Berechne Vorzeichen-Tiefe d = dz(ri(6%7),...,rx(6"7)), wobei
r(07) = yn — (057 + 617 2n).

4 Gebe sowohl ein 0%/ zuriick, sodass d*/ maximal ist, als auch dieses d*.

=

N

Pseudocode 2: Pseudocode fiir das Datenpunktpaar-Verfahren

Eingabe: Daten (x1,41),. .., (zn,yn), Shift-Parameter € > 0.

Ausgabe: Parameter 6§ € Oy und zugehorige Vorzeichen-Tiefe
ds(r1(0),...,rn(6)).

fiir (4,7) € {1,....N}2 miti < j

=

oo 2
2 fiir (51,5]) S {‘f‘E, —8}
3 Qej Oiddid; — (itdi)mi—i(y;+6;) (¥;+0;)—(yi+0i)
Tj—T; ’ Tj—T;
4 Berechne Vorzeichen-Tiefe d™/%:% = ds(ry (05999, ... rn(6599%9%)), wobei

2.7,0;.,05 i1j16'76' ivj76i16'
7“”(9”’5“57) =y, — (90 03 4 91 an)-
5 Gebe sowohl ein %999 zuriick, sodass d*%°% maximal ist, als auch dieses
3995

Pseudocode 3: Alternative 1 fiir das Datenpunktpaar-Verfahren

sind. Nach den Annahmen an unser Modell kénnen wir auch fiir diese # annehmen, dass
genau zwel Residuen 7;(6), ;(6) Null sind. Wenn wir § nun so wenig verschieben, dass
diese beiden Residuen nicht mehr Null sind und sich die Vorzeichen der anderen Residuen
nicht &ndert, so vergrofern wir die zugehdrige Vorzeichen-Tiefe nach Definition. Hierbei
wiirde sich jedoch die Frage stellen, wie wir den Shift-Parameter ¢ > 0 wihlen sollen,
um das oben gewiinschte Verhalten in allen Durchlaufen der Fiir-Schleife in Zeile 1 von
Pseudocode 3 sicherzustellen, d.h.

(1 (077900)) = ) (1, (%700))  fiir alle n € {1,..., N} \ {i,5}, (6.3)
(i,7) € {1,..., N} mit i < j, (&;,0;) € {+e, —¢}?,

wobei 05790 = % mit 6%/ wie in Pseudocode 2.

Diese Problematik der Wahl des Shift-Parameters € > 0 fiihrt uns zu einer weiteren
Alternative des Datenpunktpaar-Verfahrens, welches in Pseudocode 4 beschrieben wird.

Die Motivation fiir diese Alternative ist, dass aufgrund der Annahmen an unser Modell
ein Shift-Parameter e > 0 existiert, sodass (6.3) gilt. Dann gilt ¢(r;(#79%)) = 1(§;) und
W(r; (099909 = 1)(6;) fiir alle (4,7) € {1,...,N}?> mit i < j und (4;,9;) € {+e, —}>
Mit diesem e gibt also das Vorgehen des Pseudocodes 3 die gleiche Vorzeichen-Tiefe
zuriick wie das Vorgehen des Pseudocodes 4, wobei bei der zweiten Alternative nun
natiirlich die Wahl des Shift-Parameters ¢ wegfallt.
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Eingabe: Daten (x1,11),..., (xn,yn).
Ausgabe: Residuen (71, ...,7ry) und zugehorige Vorzeichen-Tiefe ds(ry,...,ry),
Parameter 0 € O,
1 fiir (5,7) € {1,...,N}? miti < j

2 Sei ez‘,j — [ ¥%iZiTTiY5 Yi—Yi
T e ) - » i i

3 Berechne r/ = (r1(6"7),... rx(0%7)), wobei r,(0%7) =y, — (05’ + 07" x,).
4 fur (u,¢) € {+1,-1}?
5 Sei rotiti € RN mit

rid. fallsn & {i,5},

rpltiti = ¢y falls no= 4,

tj, fallsn=j.

6 Berechne Vorzeichen-Tiefe dJit = d3(riititi).

7 Gebe sowohl ein %7 und %7+ zuriick, sodass d*/**% maximal ist, als auch
dieses d"7*iti,

Pseudocode 4: Alternative 2 fiir das Datenpunktpaar-Verfahren

Auch dieses Datenpunktpaar-Verfahren lasst sich fiir das allgemeinere Modell in Ab-
schnitt 5.1 mit Nullhypothese (5.16) verallgemeinern. Dabei betrachten wir dann eine
Fiir-Schleife bzgl. der Index-(p—m)-Tupel (i1, ..., 0p—m) €{1,..., N} ™ miti; <--- <
ip—m-. Fiir ein solches Index-(p — m)-Tupel berechnen wir dann die Koeffizienten 6 € ©f
des Interpolationspolynoms bzgl. der Punkte (x;,,vi,), .-, (®i,_,.. Yi,_,.), Welches einen
Grad hat, der hochstens p — m — 1 ist. Fiir dieses 6 berechnen wir dann die Vorzeichen-
Tiefe. Wenn wir den Rechenaufwand fiir die Berechnung der Vorzeichen-Tiefe und fiir die
Maximum-Bestimmung vernachléssigen, d.h. den Rechenaufwand dafiir als konstant an-
nehmen, so ergibt sich bei der Verallgemeinerung von Pseudocode 2 ein Rechenaufwand
von (’)((pivm)) (bzw. O(NP~™), wenn wir p, m nicht als Eingabe und somit als konstant

betrachten) und bei der Verallgemeinerung von Pseudocode 3 und 4 O(2P~—™ (pivm))

Die Fiir-Schleife in der Zeile 1 von Pseudocode 2, 3 und 4 durchlaufen wir (g)—mal.
Obwohl die Anzahl an Durchldufen somit lediglich quadratisch wéachst, kann dies dennoch
fiir grofse N einen grofen Rechenaufwand bedeuten. Die Anzahl an Durchldufen kénnten
wir also entweder begrenzen, z.B. auf 100 Durchlaufe, oder wir durchlaufen fiir grofse N
stets lediglich einen gewissen Anteil, z.B. 10%, der insgesamt (g] ) Durchlaufe. Wenn wir
also weniger als (]2V ) Durchlaufe durchfithren, bendtigen wir eine Moglichkeit, zufallige
Indexpaare (i,7) € {1,..., N}* mit ¢ < j auszuwihlen. Eine Mdoglichkeit dafiir ist das
Ziehen mit Zurticklegen, wobei wir dabei natiirlich ein Indexpaar (7, j) mehrmals ziehen
konnten. Eine andere Moglichkeit ist das Ziehen ohne Zuriicklegen. Dafiir ist es bei der
Implementierung hilfreich, eine explizite Bijektion zwischen {1,..., (]; )} und {(¢,7) €
{1,...,N}? | i < j} fiir beliebige N zu nutzen. Eine mogliche Bijektion ist in Tabelle 3
gegeben.
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

1 | 2 |...|N-1] N “.(N—EH%N—2) @)

(L2) | (3| ... [(LN)[(23)]...] 2,N) ] (]V'—?l,]V)

Tabelle 3: Mégliche Bijektion zwischen {1,..., ()} und {(4,5) € {1,..., N}* | i < j}

Lemma 6.2 (personliche Kommunikation von Malcherczyk). Die Funktion

fN:{L2”w<g)}—+ﬂyﬂe{L”wNP|i<jL

gegeben durch

2
GETiy(k) = mg+1_¢(wgav oN+R)| -1,

(fn(k))1 = GETiy(k),

(fn(k))2 = (fn(k) +k — (N((fN(k'))l —-1)— ((fw (k) _21)(fN(k>>1>

fiir alle k € {1, cee (g) }, entspricht der Bijektion in Tabelle 3.

Wenn man diese Funktion in R implementiert, so erhilt man z.B. mit N = 10 und
den Argumenten £ = 1,2,..., (120) die folgende Ausgabe, bei der die Spalten den aus-

gegebenen Indexpaaren ((fn(k))1, (fn(k))2) entsprechen und die Spaltennummer dem
Argument k.

(,11 (.21 [,3] [,4] [,8] [,6] C,71 [,8] [,9]1 [,10] [,11] [,12]

[1,] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2
[2,] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 3 4 5
[,13] [,14] [,15] [,16] [,17] [,18] [,19] [,20] [,21] [,22]
[1,] 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3
[2,] 6 7 8 9 10 4 5 6 7 8
[,23] [,24] [,25] [,26] [,27] [,28] [,29] [,30] [,31] [,32]
[1,] 3 3 4 4 4 4 4 4 5 5
[2,] 9 10 5 6 7 8 9 10 6 7
[,33] [,34] [,35] [,36] [,37] [,38] [,39] [,40] [,41] [,42]
[1,] 5 5 5 6 6 6 6 7 7 7
[2,] 8 9 10 7 8 9 10 8 9 10
[,43] [,44] [,45]
[1,] 8 8 9
[2,] 9 10 10

Beweis von Lemma 6.2. Seien Ay := {(i,j) € {1,...,N}?|i < j}und By := {1,..., (})}.
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

1. Zunéchst konstruieren wir eine (explizite) Bijektion g von Ay nach By wie in
Tabelle 3. Dies bedeutet, dass wir wie folgt zuordnen wollen:

)

(1,2
1,3)

(1,

Es gilt also

11—

g(i,5) =Y (

=1

Wir zeigen nun, dass g :

— 1,
— 2,
— N —1,
—~ N-1 + 1,
= N-1 + 2,
= N-1 4+ N -2,
—» N-1 + N-2 + 1,
= N-1 + N-2 4+ N-3,
Uusw.
1)
N—m)+j—i:N(i—1)—(Z2)Z+j—z'.

An — By eine (wohldefinierte) bijektive Abbildung ist.

(i) Fiir ein festes i € {1,...,N — 1} und j,j € {i +1,...,N} mit j < j gilt

9(i,4) < g(i,j), da

oid) =N -1 - U
<N@i—1)— (@'—21)1' LT
= g(i, J)-

(i) Es gilt g(i,N) < g(i + 1,4+ 2) fur ¢ € {1,...,N — 2} und insbesondere
g(i+1,i4+2)—g(i,N) =1, da

gli+1,i+2) - g(i, N) =Ni -

o
(GRS B S

—(N(i—l)— (i_zl)i—i-N—i),

N
=—Ni+N+{ 5D N
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

wobei wir diesen Term nun vereinfachen kénnen und somit folgt

. . . 1+1 1—1
g(t+1,i4+2)—g(i,N)=—1i 5 +i+1+41 5

.(z’—l i+1) :
=1 — +i+1

2 2
=—itit+l=1
(i) Es gilt g(N —1,N) = (%), da
(N —2)(N —1)

g(N—1,N) = N(N —2) — +N-N+1

1 3
:Nﬂ—mV—éN?+?V—1+N—AH4

1 1
= -N?2-Z°N
2 2

:%N@LJ):(Z>

(iv) Wenn wir nun (i) und (ii) sukzessiv anwenden, erhalten wir, dass g(7,7) <

g(i,j) fiir alle 4,4 € {1,...,N =1} mit i <iund j € {i +1,...,N}, j €

{i+1,...,N}. Wegen (iii) ist (];[) dann auch der Maximalwert von g.
Somit haben wir nun die Wohldefiniertheit und Injektivitdat von g gezeigt. Wegen
|An| = | Bn/| folgt aus der Injektivitéit auch die Surjektivitét, d.h. g ist bijektiv.

2. Da g umkehrbar ist, konstruieren wir nun die Umkehrabbildung ¢—!. Betrachte
hierbei
o . i—1)i
g@]%=N@—1%—L77L+J—L

N J/

-~

==h(7)

Die Idee ist nun, dass wir aus dem Funktionswert h(i) bereits das Argument i
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

folgern konnen. Dies kann wie folgt illustriert werden:

(i,) h(i) == 9(i,j) ==
(1,2) — 0 + 2-1 = 1,
(1,3) 0 + 3-1 = 2,
(LN) = 0 + N-1 = N-1,
2,3) — N -1 ¥ 3-2 = N
(2,4) = N -1 + 4-2 = N+1,
(2,N) N-1 + N—-2 = 2N -3,
(3,4) — N—1+N-2 + 4-3 = 2N -2
(5,77 = N-1+N-24+N-3+N—-4 + 7—-5 = 4N-38,
usw.

D.h. fiir g(i,7) € {1,...,N — 1} ist i = 1, bzw. (¢7')1({1,...,N — 1}) = {1},
(g1 ({N,...,2N — 3}) = {2}, usw. Anhand dieser Illustration folgt also, dass
der Wert von h bereits die erste Koordinate ¢ bestimmt. Wir zeigen nun, dass die
Funktion h: {1,...,N —1} = h({1,..., N — 1}) umkehrbar ist, wobei

MﬂV”JV—H):{QN—IJN—33N—&”W<§)—1}2%&.

Nun wollen wir die Umkehrvorschrift von A auf Cpy finden. Betrachte also die
Funktion
(i — 1)i

hi L. N =1} = h({l.. N = 1), i Ni—1) =

Nun gilt
F = N@G-1)- &
= Ni—N-3i*+1%
& 2—i—2Ni+2N+22=0
& g = BN 4 [UENE oy oz

wobei wir hier i = N + % — \/% + N + N2 — 2N — 27 wahlen miissen, um Werte
in {1,..., N — 1} zu erhalten. Z.B. erhalten wir fiir 2 =0 € Cy

1 1
=N+ -—1/>—N+N?
7 ~|—2 1 +

1 1\2
—N+-—/([N=Z) =1
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

firz=N—-1€Cy

11
i:N+——¢Z—N+W—ﬂN—D

1 1
:N+——¢——N+NLJN+2
2 4
—N+1 N2 — 3N +
- 2 4
1 3\ 2
=N+ - — N-—Z
fy(v-3)
1 3
P —:2
2+2 ’

1 N
=N+4-—/=—N+N2-2 —1
i () )

1 9
= N+=- /=2

T3V
=N-1

firi =1,..., N—1. Da wir aber den Definitionsbereich By = {1, ..., (];)} anstatt

Cy = {0,N —1,2N — 3,3N —6,..., (g) — 1} benutzen wollen, miissen wir die

Funktion h~! ein wenig abéndern. Anstatt

1 1\°
h*:CN%{LHWN—ILZHHV+§—¢<N—§>—QZ (6.4)
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betrachten wir namlich

1 1\?
hiljBN—>{1,...,N—1}72|—> N+§—\/(N—§) — 2z —1

ON + 1 ON +1\°2
— 2+ _\/< 2+ ) —2(N+2z)| — 1.

Diese Anderung liefert das gewiinschte Ergebnis, da der obige Term in (6.4) streng
monoton wachsend in z ist. Wie wir aufierdem aus der obigen Illustration der Rolle
von h in der Abbildung g entnehmen konnen, ldsst sich die zweite Koordinate j
mit Hilfe der ersten Koordinate i und der Funktion h durch j = i + (z — h(i))
herleiten.

Die Umkehrfunktion ¢g=! von g ist als gegeben durch
g By = An, 2 (;T—“l(z), 2+ hl(z) — h(h“—“l(z))) ,

was gerade der Funktion fy in Lemma 6.2 entspricht.
[

Wegen dieser expliziten Bijektion aus Lemma 6.2 reicht es also aus, mit der R-Funktion
sample mit Argumenten x=1:choose(N,2) und replace=FALSE eine bestimmte Anzahl

an (paarweise verschiedenen) Zahlen aus {1,..., (g)} zu erhalten, um eine bestimmte
Anzahl Indexpaare aus {(i,7) € {1,..., N} | i < j} durch Ziehen ohne Zuriicklegen zu
gewinnen.

Eine alternativer Ansatz wére die Benutzung der R-Funktion combn. Durch ein Aus-
fiihren von combn(1:N,m=2) erhalten wir alle Indexpaare (i,7) € {1,..., N}* mit i < j
in der gleichen Reihenfolge wie in Tabelle 3. So erhalten wir z.B. mit dem Ausfiithren
von combn(1:10,m=2) die gleiche Ausgabe wie die obige. Diese Erzeugung aller Index-
paare ist aber im Vergleich zu der expliziten Bijektion in Lemma 6.2 unvorteilhaft, wenn
wir lediglich einen relativen kleinen Anteil an Indexpaaren zufillig auswahlen wollen.
Fiir sehr grofse N benotigt diese Benutzung von combn auch eine relativ lange Laufzeit.
Wegen dieser Griinde verfolgen wir diesen alternativen Ansatz nicht weiter. Allgemein
kénnten wir aber natiirlich argumentieren, dass es zwischen dem Ziehen mit und ohne
Zuriicklegen sowieso keinen groffen Unterschied gibt, wenn die Stichprobengrofse relativ
klein im Vergleich zur Grofe der Grundgesamtheit ist.

6.3 Berechnung der 3-Vorzeichen-Tiefe

Fiir die effiziente Berechnung der 3-Vorzeichen-Tiefe benutzen wir die Funktion calcDepth
mit dem Argument K=3 aus dem R-Paket GSignTest, s. Horn, 2021a. Diese Implemen-
tierung beruht auf Malcherczyk, 2022. Hierbei ist zu beachten, dass diese Funktion nicht
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iibereinstimmt mit der Definition 3.4 der Vorzeichen-Tiefe. calcDepth(res,K=3) ent-
fernt namlich als ersten Schritt die Nullen aus dem Residuenvektor res, und gibt dann
lediglich fiir diesen verkiirzten Vektor die korrekte 3-Vorzeichen-Tiefe zuriick. Wenn wir
also fiir Residuen (rq,...,7y) mit M Null-Residuen die korrekte 3-Vorzeichen-Tiefe er-
halten mdochten, miissen wir die Ausgabe von calcDepth(res,K=3) mit dem Faktor

(NSM)/(];) korrigieren.

Die Vorzeichen-Tiefe wurde aus der Regressions-Tiefe hergeleitet. Nach Definition der
Regressions-Tiefe ist ein Residuen- K-Tupel mit einem Null-Residuum kein Nonfit, d.h.
ein Fit, weil es keine Gerade gibt, die iiberall kleinere Residuen besitzt, s. Rousseeuw und
Hubert, 1999. Dies ist die Motivation dafiir, eine alternative K-Vorzeichen-Tiefe einzu-
fithren, bei der die Residuen- K-Tupel mit mindestens einem Null-Residuum mitgezéahlt

werden.

Definition 6.3 (Alternative K-Vorzeichen-Tiefe). Fir ein K € N\ {1} definieren wir
die alternative K -Vorzeichen-Tiefe von (r1,...,rn) durch

- 1 -
dK(T'l, e ,TN> = (T Z ]l{(rnl, cee ,TnK) S AN,K}a

K) 1<ni<--<ng<N
./Z(NJ( ={(z1,...,25) ER® | z;- 2141 <0 fiirallei =1,..., K — 1
oder z; =0 fur eimnie€ {1,..., K —1}}.
Die Definitionen von d und dg stimmen fast sicher iiberein. Wegen R, (0) # 0 Py-f.s.

gilt ndmlich B
dK(R1<(9), ey RN(G)) = dK(R1<(9), ey RN<(9)) ]P)g—f.s.

Somit gilt (3.12) auch mit dy anstelle von ds, d.h.

NZDNZ2) Gy (o),...., Rl6) — 0.25) = WaW™(9) Byt

Diese Beziehung zeigt, dass wir die obigen Verfahren fiir die Berechnung von

sup ds(ri(0),...,rn(0))

0€0q

auch auf analoge Weise mit cz), anstelle von d3 durchfiihren kénnen, um den 3-Vorzeichen-
Tiefe-Test anwenden zu konnen. Es gilt die folgende, leicht nachvollziehbare Beziehung
zwischen dx und dg.

Lemma 6.4. Der Residuenvektor (rq,...,ry) habe M Null-Residuen. Dann gilt

() dsc(rr, o) + 3235, (5) (%)

JK(’Fl,...,TN):

und insbesondere fir K =3

(sl o) + ) CLM) + G)E) + ()

673(7“1,...,7’1\[) =
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6.4 Vergleich von dem Vorgehen in Pseudocode 2 und 4

In diesem und den folgenden Abschnitten seien die erklérenden Variablen z;.y, ..., zyN.N
deterministisch und dquidistant auf [S, T = [—3, 3], wie in (5.3) erldutert. Die erhaltenen
Werte in den Simulationen dieses Abschnittes und der folgenden Abschnitte erhalten wir
stets durch 1000 Simulationsdurchléaufe.

Wir vergleichen nun das Vorgehen in Pseudocode 2 (PC2) und 4 (PC4). Um den
Rechenaufwand zu verringern, durchlaufen wir in Zeile 1 von Pseudocode 2 und 4 nicht
alle Fiir-Schleifen, sondern wéhlen mit Hilfe von Lemma 6.2 N Indexpaare durch Ziehen
ohne Zuriicklegen und rechnen dann lediglich mit diesen N Indexpaaren. Dieses Vorgehen
erklart sich durch die Resultate in Abschnitt 6.5. Hier seien die Storgrofen Fi, ..., Ey
standardnormalverteilte Zufallsvariablen und der wahre Parameter 6* € © sei bekannt,
d.h.

Y, =6y + Ojzn + iy + B,y n=1,...,N.

In Abbildung 4 betrachten wir fiir verschiedene Datenmengen N zunéchst die durch-
schnittlichen, von dem entsprechenden Algorithmus ausgegebenen Vorzeichen-Tiefen.

1 e PC2 n e PC2
s ° PCY 2 | o PCY
% S % S
= | = |
: :
S & - S & -
T o R =
N S
S ] S ]
o o
(o I [\
S S
I I I I I I
0 50 100 150 0 50 100 150
N N
(a) 0 = (1,2,0) € ©9 (b) 0* = (1,2,1) ¢ O

Abbildung 4: Vergleich von dem Vorgehen in Pseudocode 2 (PC2) und 4 (PCY) in

Hinsicht auf die ausgegebenen Vorzeichen-Tiefen

In Abbildung 4a ist der wahre Parameter 6* = (1,2,0) € O und in 4b 6* = (1,2,1) ¢
Op. Natiirlich erhalten wir fiir das 8* € ©y im Schnitt grofere Vorzeichen-Tiefen als
fir das 0* ¢ ©y. Fiir alle alle Datenmengen N ist die zugehorige Vorzeichen-Tiefe von
PCY grofer als die von PC2. Dies ist erwartbar, da fiir einen Residuenvektor mit genau
zwei Null-Residuen das Ersetzen dieser Null-Residuen mit Werten aus {—1,+1} die
zugehorige 3-Vorzeichen-Tiefe nach Definition nicht verringert und hochstens um den
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Summanden

B0+ QU 20302 0=3 o (1) .
() () N

erhoht. Fiir kleine Datenmengen N ist der Unterschied der ausgegebenen Vorzeichen-
Tiefen von Pseudocode 2 und 4 relativ grof, wihrend diese (absolute) Differenz fiir
grofe N beliebig klein wird. Auch dies ist erwartbar, da der Term in (6.5) fiir N — oo
gegen Null konvergiert. Hierbei ist jedoch zu beachten, dass wir in der Teststatistik
aufgrund von (3.12) das (N —1)(N —2)/N-fache der Vorzeichen-Tiefe verwenden. Wegen
(N —1)(N —2)/N € O(N) kénnen wir also annehmen, dass wir in der Teststatistik fiir
grofse N eine Differenz von O(1) zwischen PC4 und PC2 erhalten.

Dies motiviert uns dazu, die durchschnittliche Teststatistik in Abbildung 5 zu be-
trachten. Mit Teststatistik ist dabei (N — 1)(N —2)/N - (d — 0.25) gemeint, wobei d die
Vorzeichen-Tiefe ist, die von PC2 bzw. PCJ zuriickgegeben wird.

10O

= _f\\\s\‘
S

— o
e A 7]
T S =
A% z <=
= — o PC2 s 7 e PC2
E — o PCY E | o PCY
g S 3}
= | — gl i \

I I I o I I I
0 50 100 150 0 50 100 150
N N

(a) 0 = (1,2,0) € ©g (b) 6* = (1,2,1) ¢ O

Abbildung 5: Vergleich von dem Vorgehen in Pseudocode 2 (PC2) und 4 (PCY) in
Hinsicht auf die Teststatistik

Mit Abbildung 5 sehen wir nun also unsere Annahme bestétigt, dass wir in Hinsicht
auf die Teststatistik eine Differenz zwischen den Werten von PC2 und PCY erkennen
koénnen, welche fiir N — oo nicht gegen Null konvergiert. In Abbildung 5b, wo der wahre
Parameter 6* = (1,2,1) ¢ Oy ist, scheint die durchschnittliche Teststatistik monoton
fallend fir N — oo gegen —oo zu divergieren. Dies deckt sich mit den theoretischen
Resultaten aus Kapitel 4 und 5. So gelten wegen Satz 5.4 die Bedingungen (5.5) und
(5.6), woraus wiederum aus Satz 5.2 die Giiltigkeit von (C2) folgt. Dies bedeutet, dass
aufgrund von Korollar 4.7 auch (C1) gilt. Die Folgerung aus Satz 4.1 kénnen wir dann
so interpretieren, dass die Teststatistik des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests fiir N — oo gegen
—oo divergiert.
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=} | =} O |

HE

= ] =«

g 537

o<t | T 9 _

= o PC2 R e PC2

] o [}

cRR= PG : - * PCY

§ S

R 3 37

c § | c < |

= = T T T RS T T T
0 50 100 150 0 50 100 150

N N
(a) 6% = (1,2,0) € O (b) 6° = (1,2,1) ¢ Oy

Abbildung 6: Vergleich von dem Vorgehen in Pseudocode 2 (PC2) und 4 (PCY) in
Hinsicht auf die Wahrscheinlichkeit, Hy abzulehnen

In Abbildung 6 vergleichen wir nun das Vorgehen in Pseudocode 2 (PC2) und 4 (PC/)
in Hinsicht auf die Wahrscheinlichkeit, Hy abzulehnen. Dabei berechnen wir zunéchst
mit dem Datenpunktpaar-Verfahren des Pseudocodes 2 bzw. 4 anndherungsweise die
maximale 3-Vorzeichen-Tiefe d. Wegen (3.12) lehnen wir dann die Nullhypothese Hj :
0; = 0 genau dann ab, wenn

(N —-1)(N —-2)
N

wobei —1.2545411 das 0.05-Quantil aus Tabelle 1 ist. In Abbildung 6a sehen wir zu-
néchst, dass wir bei beiden Vorgehensweisen das Niveau 0.05 einhalten. Dabei ist jedoch
die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art bei PCJ/ sehr viel kleiner als bei PC2. Dies ist ein
negatives Ergebnis fiir PC/, da dies sich negativ auf die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art
im Falle 0 < |03| < 1 auswirkt. So ist die Konvergenzgeschwindigkeit der Trennschérfe
gegen 1 von PCJ langsamer als die von PC2 in Abbildung 6b, d.h. in Hinsicht auf die
Konsistenz ist das Vorgehen PC2 besser als PCJ.

Wegen dieser Resultate werden wir im Folgenden nicht weiter das Vorgehen in Pseu-
docode 4 verwenden, sondern lediglich das in Pseudocode 2.

(d—0.25) < —1.2545411,

6.5 Niveau des praktisch implementierten
3-Vorzeichen-Tiefe-Tests

Wir mochten nun den 3-Vorzeichen-Tiefe-Test in der Praxis untersuchen. Dabei be-
rechnen wir mit dem Datenpunktpaar-Verfahren des Pseudocodes 2 annaherungsweise
die maximale 3-Vorzeichen-Tiefe d. Wegen (3.12) lehnen wir dann die Nullhypothese
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Hy: 05 =0 genau dann ab, wenn

(N —-1)(N —-2)
N

wobei —1.2545411 das 0.05-Quantil aus Tabelle 1 ist. Da wir aber wegen der Begriindung
in Abschnitt 6.2.2 nicht alle Indexpaare in der Anwendung von Pseudocode 2 betrachten
wollen, d.h. nicht alle Fiir-Schleifen in Zeile 1 durchlaufen wollen, stellt sich nun die Fra-
ge, wie viele Indexpaare wir betrachten miissen, damit dieser praktisch implementierte
3-Vorzeichen-Tiefe-Test das Niveau 0.05 einhélt.

(d—0.25) < —1.2545411,

Datenmenge N

in der Anwendung 5
von Pseudocode 2 0

0.140 0.018 0.000 0.000
0.000 0.000 0.024 0.256
0.002 0.012 0.024 0.026

min{100, () }#
N

Tabelle 4: Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art des praktisch implementierten
3-Vorzeichen-Tiefe-Tests

5 14 37 101 275
1% 0 0.678 0483 0.154 0.006
. 2% 0 0497 0.239 0.020 0.000
beﬁ"gziltle?j:vinﬁgizzgre 3% 0 0.312 0.116 0.004 0.000
4% 0 0.213 0.065 0.000 0.000

0

0

0

In Tabelle 4 haben wir also nun mit einer Simulation, bei der wir standardnormal-
verteilte Storgrofen und den wahren Parameter 0* = (1,2,0) € O, verwendet haben,
die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art des praktisch implementierten 3-Vorzeichen-Tiefe-
Tests in Abhéngigkeit der Datenmenge N und des Anteils bzw. der Anzahl betrachteter
Indexpaare in der Anwendung von Pseudocode 2 berechnet. Dabei haben wir die In-
dexpaare durch Ziehen ohne Zuriicklegen wie oben beschrieben ausgewahlt. Mit dem
Anteil betrachteter Indexpaare ist gemeint, dass wir bei einem Anteil von z.B. 1% eine
Anzahl von [1% - (]gﬂ Indexpaaren betrachten. Die hier gewdhlten Datenmengen V;,
i=1,...,5 wurden erhalten durch N; = |5-2.72407""'], wobei 2.72407 gewihlt wurde,
da (750/5)Y/% ~ 2.72407 und somit auch |5 - 2.72407°] = 750. Es war gedacht, auch
die Datenmenge N = 750 in der Simulation zu benutzen, jedoch wurde dieser Gedanke
aufgrund einer langen Laufzeit verworfen.

Hier konnen wir sehen, dass das Betrachten eines gewissen (festen) Anteils der Index-
paare nicht vorteilhaft ist. Auch bei einem sehr kleinen Anteil ist die Fehlerwahrschein-
lichkeit 1. Art fiir grofie Datenmengen N sehr viel kleiner als 0.05, was sich dann negativ
auf die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art im Falle 0 < |03] < 1 auswirkt. Dass wir hier
Fehlerwahrscheinlichkeiten 1. Art erhalten, die kleiner als 0.05 sind, deckt sich mit der
Ungleichung (3.9). Bei kleinen Datenmengen N fiihren die kleinen Anteile, welche bei
grofen Datenmengen noch zu extrem konservativen Testentscheidungen fiihrten, jedoch
zu einem Nichteinhalten des Niveaus 0.05.
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

Wenn wir die Anzahl betrachteter Indexpaare auf 100 begrenzen, steigt die Fehler-
wahrscheinlichkeit 1. Art mit wachsendem N, sodass wir bei N = 275 schon eine Fehler-
wahrscheinlichkeit 1. Art von 0.256 erhalten, was natiirlich nicht akzeptabel ist. Wenn wir
aber stets N Indexpaare betrachten, erhalten wir bei den hier betrachteten Datenmengen
N stets Fehlerwahrscheinlichkeiten 1. Art, die kleiner als 0.05 sind. Wegen dieses Resul-
tats werden wir im Folgenden stets N Indexpaare bei der anndherungsweise Berechnung
der maximalen 3-Vorzeichen-Tiefe im praktisch implementierten 3-Vorzeichen-Tiefe-Test
betrachten.

Es ist klar, dass der Test bei N = 5 nie die Nullhypothese ablehnt, da

G-1D6-2) G-D6-2)
) 5
fir alle d € [0, 1].

(d—0.25) > — -0.25 = —0.6 > —1.2545411

Datenmenge N

5 14 37 101 275

1% 0 0.717 0.641 0.938 1

: 2% 0 0.470 0401 0.891 1
beégz(}alltle?ezy inﬁ?ﬁig;e 3% 0 0.338 0256 0864 1
in der Anwendung 4% 0 0239 0.169 0814 1
von Peeudocode 2 5% 0 0.173 0.104 0.769 1
min{100, (3)}# [[ 0 0.000 0.000 0.905 1

N# 0 0.007 0.074 0881 1

Tabelle 5: Wahrscheinlichkeit, Hy abzulehnen, des praktisch implementierten
3-Vorzeichen-Tiefe-Tests

Aufserdem betrachten wir nun im Falle, dass der wahre Parameter 6* = (1,2,1) ¢ O
ist, die Wahrscheinlichkeit, Hy abzulehnen, des praktisch implementierten 3-Vorzeichen-
Tiefe-Tests in Tabelle 5. Es zeigt sich, dass die Trennschérfe desto schneller gegen 1 fiir
N — oo konvergiert, je kleiner der Anteil bzw. die Anzahl betrachteter Indexpaare ist.
Obwohl wir in Tabelle 4 bei N = 275 und den Anteilen 1%, . . ., 5% Fehlerwahrscheinlich-
keiten 1. Art beobachten kénnen, die extrem klein sind bzw. sogar Null sind, erreichen
wir in den gleichen Zellen in Tabelle 5 mit 6* = (1,2,1) eine Trennschérfe von 1. Dies
ist ein sehr positives Resultat und spricht fiir unser Verfahren. Hierbei ist aber natiirlich
zu beachten, dass wir mit einem wahren Parameter 0* = (65, 07,03) mit 0 < |65 < 1
ein schlechteres Ergebnis erhalten wiirden, d.h. dann wére auch ein negativer Einfluss
der sehr niedrigen Fehlerwahrscheinlichkeiten 1. Art auf die Fehlerwahrscheinlichkeiten
2. Art deutlicher erkennbar.

6.6 Vergleich von verschiedenen praktischen Tests

Wir vergleichen nun den praktisch implementierten 3-Vorzeichen-Tiefe-Test mit verschie-
denen anderen Tests in Hinsicht auf Robustheit, Giite und Konsistenz. Wir betrachten
die folgenden Tests.
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

dp: Bei dem Test, den wir mit dp bezeichnen, berechnen wir zundchst mit dem Da-
tenpunktpaar-Verfahren des Pseudocodes 2, wobei wir jedoch die Fiir-Schleife in
Zeile 1 N-mal durchlaufen wie oben beschrieben, anndherungsweise die maximale
3-Vorzeichen-Tiefe d. Wegen (3.12) lehnen wir bei dem Test dp dann die Nullhy-
pothese Hy : 65 = 0 genau dann ab, wenn

(N—-1)(N-2)
N
wobei —1.2545411 das 0.05-Quantil aus Tabelle 1 ist.

(d —0.25) < —1.2545411,

dp.alt: Bei dem Test, den wir mit dp.alt bezeichnen, gehen wir dhnlich wie bei dp vor. Hier-
bei benutzen wir aber bei Pseudocode 2 nicht die Definition 3.4 der 3-Vorzeichen-
Tiefe, sondern die alternative Definition 6.3 der Vorzeichen-Tiefe, d.h. wir ersetzen

ds durch ds.

Im: Bei dem Test, den wir mit /m bezeichnen, benutzen wir den F-Test fiir die Nullhy-
pothese Hy : 05 = 0. Den zugehorigen p-Wert erhalten wir durch das Ausfiihren des
R-Befehls anova(Im(y ~ 1+x+I(x~2)))[2,"Pr(>F)"]. Falls dieser p-Wert kleiner
als 0.05 ist, lehnen wir die Nullhypothese ab. Dieser Test ist nicht robust.

ImRob: Bei dem Test, den wir mit ImRob bezeichnen, benutzen wir die R-Funktion 1mRob
aus dem Paket robust, s. Wang et al., 2022. Mit dieser Funktion kénnen wir eine
robuste Regression durchfiihren, die eine hohe Bruchpunktresistenz und Effizienz
hat. Den p-Wert eines Wald-Tests fiir die Nullhypothese Hy : 65 = 0, der auf
robusten Regressionsschidtzungen basiert, erhalten wir durch das Ausfithren von
anova(1lmRob (y~1+x+I(x~2))) [3,"Pr(F)"]. Falls dieser p-Wert kleiner als 0.05
ist, lehnen wir die Nullhypothese ab.

Aufgrund der Annahmen an unser Modell kénnen wir annehmen, dass die Residuen-
vektoren (r1,...,7y), die wir im Datenpunktpaar-Verfahren des Pseudocodes 2 betrach-
ten, stets genau zwei Null-Eintrage haben. Somit gilt

W= =2 s, )
2
(N-1)(N -2 N-HN-2) (") w-yw -2 )"
= N d3(T1,...,7’N)—|- N 1 (];[)2 + N 2 (];f)l .
N—oco 6 N — oo 0

Dies konnte uns dazu motivieren, als kritischen Wert bei dem Test dp.alt —1.2545411+6
statt —1.2545411 zu verwenden. Jedoch fiihrt dies in Simulationen mit unserem in R
implementierten Datenpunktpaar-Verfahren noch bei N = 200 zu extrem hohen Fehler-
wahrscheinlichkeiten 1. Art, ndmlich iiber 0.8 bei standardnormalverteilten Stérgrofen,
sodass diese Idee hier nicht weiter verfolgt wird.

An dieser Stelle sei jedoch auf ein Problem bzw. Fehler unser in R implementierten
Funktionen hingewiesen. Wir berechnen durch r = y — (6 + 6,2) den Residuenvektor,
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

wobei 0, 61 die entsprechenden Koeffizienten der linearen Funktion durch zwei gegebene
Datenpunkte wie in Pseudocode 2 beschrieben sind. Hierbei wurde leider nicht beach-
tet, dass dies natiirlich nicht bedeutet, dass dann in R wegen Rundungsfehlern nicht zwei
Eintrage des Residuenvektors exakt Null sind. So kann es z.B. sein, dass ein Eintrag,
der in der Theorie exakt Null sein sollte, in R ungefihr gleich 1.110223 - 10716 ist. Somit
stimmen die resultierenden Vorzeichen-Tiefen nicht unbedingt exakt mit der Theorie
iiberein. Genauer gesagt bedeutet dies, dass die resultierenden Vorzeichen-Tiefen grofer
gleich als die theoretischen Vorzeichen-Tiefen sind und ggf. sogar echt grofer sind. Aufer-
dem wurde bei der Implementierung der alternativen Vorzeichen-Tiefe in R als Funktion
der Vergleichsoperator == verwendet, um Null-Eintrdge zu identifizieren. Dieser Ver-
gleichsoperator tiberpriift aber exakte Gleichheit, sodass wir z.B. bei einem Ausfiihren
von 1.110223e-16==0 die Ausgabe FALSE erhalten. Dies bedeutet, dass die resultie-
renden alternativen Vorzeichen-Tiefen kleiner gleich als die theoretischen alternativen
Vorzeichen-Tiefen sind, und ggf. sogar echt kleiner sind. Somit kénnte dies ein Grund
fiir die oben genannte sehr schlechte Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art sein, wo wir als
kritischen Wert bei dem Test dp.alt —1.2545411 + 6 statt —1.2545411 verwendet haben.

In Abbildung 7 ist die Problematik anschaulich dargestellt. Wir betrachten die Gerade
durch die Datenpunkte (z9,y2) und (zg,ys). Lediglich die Datenpunkte (z1,y;) und
(x3,ys3) liegen iiber der Gerade, was theoretisch zu einer 3-Vorzeichen-Tiefe von Null
fithren sollte. Wegen Rundungsfehler sind aber die Residuen r5 und rg nicht exakt Null,
sondern 7y ~ 4.440892-10716 und r¢ ~ 6.661338-107 1, sodass wir doch eine 3-Vorzeichen-
Tiefe von ca. 0.03 erhalten.

-1
\

Abbildung 7: Mlustration der Auswirkung von Rundungsfehlern
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

6.6.1 Robustheit in Hinsicht auf die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art

Wir wollen nun zunéchst die Robustheit der verschiedenen obigen Tests in Hinsicht auf
die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art untersuchen und vergleichen.

Dafiir sei der wahre Parameter 0* = (1,1,0) € Oy und die Storgroken Ei,..., Eyx
(1 —e)N(0,1) + eN(0,100%)-verteilt fiir ein gegebenes € € [0,0.5). Damit sind durch-
schnittlich ein Anteil von € der Daten Ausreifser. Dabei sagen wir, dass eine Zufallsva-
riable Z (1 — &)P? + eP!-verteilt ist fiir gegebene Wahrscheinlichkeitsmafe P, P!, falls
stochastisch unabhingige Zufallsvariablen X ~ P% Y ~ PL U ~ U]0, 1] existieren, so-
dass

;_ {X, falls U <1-c, .

Y, sonst,

Hierbei ist U0, 1] die stetige Gleichverteilung auf [0, 1].

o dp Im
7 e dp.alt ® ImRob

o dp Im
e dp.alt o ImRob

Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
|

Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

T T T T T T T T T T T T
00 01 02 03 04 0. 00 01 02 03 04 0.

g £
(a) N =20 (b) N = 200

Abbildung 8: Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art in Abhéngigkeit von Ausreifser-Anteil e

Zunéchst konnen wir in Abbildung 8 erkennen, dass die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art
von Im, d.h. von dem F-Test, nicht stark durch die Ausreiffer beeinflusst wird und das
Niveau 0.05 ungefdhr einhélt. Die Statistik des F-Tests ist ein Quotient, dessen Nenner
die Quadratsumme fiir die Messfehler und im Zéhler die Quadratsumme fiir den Faktor
des quadratischen Terms beinhaltet. Der Einfluss der Ausreifser auf den Nenner und
Z#hler scheinen sich also auszugleichen. In Abschnitt 6.6.2 zu der Giite sehen wir jedoch,
dass Ausreifer durchaus einen Einfluss auf die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art des F-
Tests haben.

Da die Vorzeichen-Tiefe nur von den Vorzeichen der Residuen abhéngt, sehen wir hier
somit auch bei den Tests dp und dp.alt keinen Einfluss der Ausreiffer auf die Fehlerwahr-
scheinlichkeit 1. Art. Beide Tests halten hier das Niveau stets ein. Der Test dp.alt lehnt in
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dieser Simulation die Nullhypothese nie ab. Wie wir auch in den folgenden Abschnitten
sehen werden, zeigt dies, dass dp.alt viel zu konservativ entscheidet.

Bei der kleinen Datenmenge N = 20 und einem Ausreifser-Anteil ¢ = 0 hélt der
Test ImRob das Niveau nicht ein. Mit wachsendem Ausreifser-Anteil sinkt die Fehler-
wahrscheinlichkeit 1. Art von ImRob zunéchst, wobei sie ab einem Ausreiffer-Anteil von
ungefihr 0.3 dann wieder steigt. Bei N = 200 halt ImRob das Niveau ein, was ein In-
diz dafiir ist, dass ImRob in der Tat ein asymptotischer Test zum Niveau 0.05 ist. Mit
wachsendem Ausreifser-Anteil sinkt dann die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art von ImRob,
sodass sie bei einem Ausreifser-Anteil zwischen ungefahr 0.3 und 0.45 sogar fast Null ist.
Erst ab einem Ausreifer-Anteil, der sehr nahe von 0.5 ist, steigt sie leicht.

6.6.2 Giite

Nun wollen wir die Giitefunktionen der Tests vergleichen. Dabei variieren wir 65 auf
dem Bereich [—1, 1]. Die anderen Eintréige des Parametervektors 6* seien stets (6, 07) =
(1,2). Wir betrachten zwei verschiedene Verteilungen der Stérgrofen, ndmlich die Stan-
dardnormalverteilung A/(0, 1) und Standard-Cauchy-Verteilung Cauchy(0, 1). Die Stan-
dard-Cauchy-Verteilung ist in manchen Punkten der Standardnormalverteilung &hnlich,
d.h. sie ist auch symmetrisch und ihr Modus und Median ist Null, jedoch existiert auf-
grund ihrer schweren Rénder ihr Erwartungswert nicht. So ist das 99%-Quantil der Stan-
dard-Cauchy-Verteilung ca. 31.82, wahrend das der Standardnormalverteilung lediglich
ca. 2.33 ist. Dies fithrt im Vergleich zur Standardnormalverteilung héufiger zu relativ
hohen Realisierungen. Die Verwendung der Standard-Cauchy-Verteilung ist deshalb ei-
ne Moglichkeit, um die Robustheit von Schétzern, Tests usw. gegeniiber Ausreiffern zu
beurteilen.

< S
Q0 0 _|
(@n) (@n)
© © | e dp
;g < ;% < o dp.alt
GR O o< | Im
S S e ImRob
N |
(@) (@n)
< <
S 4 T T T T S 4 T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
03 05
(a) N =20, E, ~N(0,1) (b) N =200, E,, ~ N(0,1) (Werte von Im

und ImRob sind groftenteils identisch)

Abbildung 9: Vergleich der Giite der verschiedenen Tests
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N o dp ~ o dp Im
_| e dp.alt — e dp.alt o ImRob
Im

«

<

© ] e ImRob

=)
R O

=

S

™

Q4

o Ho—o__L__®ye% | ____L

S Jeoseeescecssstssies

I I I I I
-1.0 -05 00 05 1.0
05 05

(c) N =20, E,, ~ Cauchy(0,1) (d) N =200, E, ~ Cauchy(0, 1)

Abbildung 9: Vergleich der Giite der verschiedenen Tests (fortges.)

Wir erkennen, dass unsere praktisch implementierten 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests dp und
dp.alt bei kleinen Datenmengen wie hier N = 20 viel zu konservativ entscheiden und
somit eine sehr schlechte Giite haben. Der Test dp.alt entscheidet in dieser Simulation
stets viel zu konservativ, sodass dieser Test in allen vier betrachteten Situationen in
Abbildung 9 der Test mit der schlechtesten Giite ist. Bei der relativ grofsen Datenmenge
N = 200 entscheidet dp nicht mehr so konservativ. Wegen der hohen Effizienz der Tests
Im und ImRob hat dp jedoch bei standardnormalverteilten Storgrofen eine deutlich
schlechtere Giite als Im und [mRob. Bei den standard-Cauchy-verteilten Storgrofen,
welche wir fiir die Untersuchung der Robustheit in Hinsicht auf die Giite verwenden, hat
dp jedoch bei der Datenmenge N = 200 eine bessere Giite als Im. Hier ist die Giite von
dp aber immer noch schlechter als die von ImRob.

Auch die kleine Datenmenge N = 20 reicht fiir Im und ImRob aus, um im Vergleich zu
dp in dem hier betrachteten Bereich 05 € [—1, 1] eine nennenswerte Giite zu erreichen.
Bei standardnormalverteilten Storgrofsen in Abbildung 9a und 9b sehen wir eine unge-
fahr gleich gute Giite von Im und ImRob. Bei den Abbildungen 9c und 9d, wo wir in der
Situation mit den standard-Cauchy-verteilten Storgrofen sind, kénnen wir die Nichtro-
bustheit des F-Tests Im erkennen im Gegensatz zu ImRob. Wie wir in Abschnitt 6.6.1
schon bemerkt haben, hélt ImRob bei N = 20 und standardnormalverteilten Stérgrofsen
jedoch nicht das Niveau ein.

Insgesamt zeigt sich hier die Uberlegenheit vom robusten Test ImRob gegeniiber den
anderen Tests, was sowohl die Effizienz bei standardnormalverteilten Storgrofsen als auch
die Robustheit gegeniiber Ausreifsern angeht. Bei hohen Datenmengen wie hier exem-
plarisch NV = 200 ist jedoch unser praktisch implementierter 3-Vorzeichen-Tiefe-Test dp
trotz seiner Schwichen eine realistische und robuste Alternative.
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

6.6.3 Konsistenz

Zuletzt vergleichen wir die Konsistenz der Tests. Dabei betrachten wir den wahren Pa-
rameter 6* = (1,2,0.5) ¢ ©y und exponentiell wachsende Datenmengen

N =20, 29,41, 59, 85,122,176, 253, 363, 522, 750.

Deshalb verwenden wir in Abbildung 10 auch eine logarithmische z-Achse.

< _F ——__ <

00 00

S 7 S
& £
3 © 5 ©
Q% o é o
= = = -
S o T o
= ° dp =

] o dp.alt N

S S

Im
o | e ImRol o
< T I — [ — <
20 a0 200 500 2000
N N

(a) E, ~N(0,1) (Werte von Im und (b) E,, ~ Cauchy(0, 1)

ImRob sind groktenteils identisch)

Abbildung 10: Vergleich der Konsistenz der verschiedenen Tests

Wir konnen zunéchst in Abbildung 10a mit den standardnormalverteilten Stérgro-
Ken die sehr schnelle Konvergenzgeschwindigkeit der Trennschéirfen von /m und ImRob
gegen 1 erkennen. Schon bei der Datenmenge N = 20 sind diese Trennschérfen gro-
Ker als 0.99. Im Vergleich dazu ist die Konvergenzgeschwindigkeit bei den Tests dp und
dp.alt viel langsamer. In dieser Simulation ist dp sehr viel besser als dp.alt, da dp schon
bei N = 176 eine Trennschéirfe grofer als 0.9 erreicht, wihrend die Trennschérfe von
dp.alt erst bei N = 750 grofser als 0.9 ist. Somit zeigt sich auch hier, dass dp.alt viel zu
konservativ entscheidet.

In Abbildung 10b, d.h. der Situation mit standard-Cauchy-verteilten Stérgréfien er-
kennen wir, dass der F-Test /m anscheinend nicht konsistent ist. Hier zeigt sich wieder
die Nichtrobustheit des F-Tests. Im Gegensatz dazu ist der robuste Test ImRob weiterhin
konsistent mit einer schnellen Konvergenzgeschwindigkeit der Trennschérfe gegen 1. Der
robuste, praktisch implementierte 3-Vorzeichen-Tiefe-Test ist auch in dieser Situation
konsistent, wobei die Konvergenzgeschwindigkeit der Trennschérfe gegen 1 aber immer
noch langsamer ist als die von ImRob.

Auch hier bestétigt sich das Fazit von Abschnitt 6.6.2, dass der Test imRob den an-
deren Tests iiberlegen ist. Trotzdem zeigt sich ebenfalls unser praktisch implementierter
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

3-Vorzeichen-Tiefe-Test als realistische Alternative fiir grofse Datenmengen, wenn man
die Resultate aus den Abschnitten 6.6.2 und 6.6.3 zusammen betrachtet.
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