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1 Einleitung

1 Einleitung
In dieser Arbeit beschäftige ich mich mit der Konsistenz und den Anwendungen der
Vorzeichen-Tiefe-Methode. Im ersten Teil, welcher hauptsächlich auf den Resultaten von
Leckey et al., 2022, basiert, beschäftige ich mich eher mit den theoretischen Resultaten
und Beweisen, die ich für die Konsistenzaussagen zum sogenannten 3-Vorzeichen-Tiefe-
Test benötige, während ich im zweiten Teil die Anwendung dieses Tests in der Praxis
und dafür in Frage kommende Vorgehensweisen und Methoden behandele.

Die folgende Literaturübersicht basiert auf der Einführung von Leckey et al., 2022.

Literaturübersicht
Rousseeuw und Hubert, 1999, schlugen den Begriff der Regressionstiefe als Maß für die
Anpassung einer Regressionsfunktion an einen bestimmten Datensatz vor. Dieses An-
passungsmaß basiert auf dem Konzept des Nonfits, wonach eine Regressionsfunktion ein
Nonfit ist, wenn es eine andere Regressionsfunktion desselben Regressionsmodells gibt,
die kleinere Residuen zum Quadrat für alle Datenpunkte liefert. Die Regressionstiefe
einer Regressionsfunktion ist dann die Anzahl der Datenpunkte, die entfernt werden
müssen, damit die gegebene Regressionsfunktion für die verbleibenden Datenpunkte ein
Nonfit ist. Rousseeuw und Hubert, 1999, schlugen auch eine simpliziale Regressionstiefe
vor, indem sie die Anzahl der Teilmengen der Datenpunkten mit p+ 1 Elementen zähl-
ten, die zu keinem Nonfit führen, wenn p ∈ N die Dimension des Regressionsparameters
ist. Der Name simpliziale Regressionstiefe stammt von der simplizialen Tiefe von Liu,
1988, 1990, für die Tiefe eines Lageparameters µ ∈ Rp in einem multivariaten Datensatz
der Dimension p. Diese simpliziale Tiefe zählt die Anzahl der von p + 1 Datenpunkten
aufgespannten Simplexe, die den Lageparameter µ enthalten. Die Eigenschaft, dass µ
in einem von p + 1 Datenpunkten aufgespannten Simplex liegt, ist jedoch gleichbedeu-
tend mit der Eigenschaft, dass Tukeys (Tukey, 1975) Halbraumtiefe von µ in Bezug auf
diese p + 1 Datenpunkte größer als Null ist. Ersetzt man die Halbraumtiefe mit der
Regressionstiefe in Lius Definition der simplizialen Tiefe, so erhält man den Begriff der
simplizialen Regressionstiefe.

Alle Begriffe für simpliziale Tiefen sind U-Statistiken, sodass ihre asymptotische Ver-
teilung abgeleitet werden kann, siehe z.B. Liu, 1990, Dümbgen, 1992, Arcones und Gine,
1993, Müller, 2005, Wellmann et al., 2009, Wellmann und Müller, 2010. Darüber hinaus
stellten Rousseeuw und Hubert, 1999, fest, dass sich die Berechnung der simplizialen
Regressionstiefe in einigen polynomiellen Modellen auf das Zählen der Teilmengen mit
alternierenden Vorzeichen der Residuen reduziert, was die Berechnung erleichtert. Kus-
tosz et al., 2016, stellten hinreichende Bedingungen für lineare und nichtlineare Modelle
für diese angenehme Eigenschaft auf. Insbesondere bewiesen sie, dass die Regressions-
tiefe einer Regressionsfunktion, die durch einen p-dimensionalen Regressionsparameter
gegeben ist, durch die relative Anzahl von p + 1-Tupeln von Residuen mit alternieren-
den Vorzeichen der Residuen gegeben ist. Dies führt zu der Idee, die Tiefe nur über
die relative Anzahl von K-Tupeln mit alternierenden Vorzeichen der Residuen zu defi-
nieren, wobei K nicht auf p + 1 beschränkt ist, d.h. K ist nicht unbedingt durch die
Dimension des unbekannten Regressionsparameters gegeben. Dieser Tiefenbegriff wird
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1 Einleitung

K-Vorzeichen-Tiefe oder kurz K-Tiefe genannt.
Auf der Grundlage der K-Vorzeichen-Tiefe definierten Leckey et al., 2023, sogenann-

te K-Vorzeichen-Tiefe-Tests, bei denen eine Nullhypothese abgelehnt wird, wenn die
K-Vorzeichen-Tiefe der Parameter in der Nullhypothese zu klein ist. Dies sind sehr
einfache Tests, die robust gegenüber Ausreißern sind, da sie auf Vorzeichen basieren.
Wenn der Stichprobenumfang N klein ist, können die kritischen Werte außerdem leicht
genau berechnet werden, indem alle 2N möglichen Vorzeichenkombinationen berücksich-
tigt werden. Für größere Stichprobenumfänge wird jedoch die asymptotische Verteilung
der K-Vorzeichen-Tiefe benötigt, die mit Standardmethoden nicht abgeleitet werden
kann. Der Grund dafür ist, dass die K-Vorzeichen-Tiefe keine U-Statistik mehr ist, da
die Reihenfolge innerhalb der K-Tupel für die Eigenschaft der alternierenden Vorzeichen
relevant ist. Zunächst leiteten Falkenau et al., 2014, die asymptotische Verteilung der
K-Vorzeichen-Tiefe für K = 3 ab und dann Malcherczyk et al., 2021, für allgemeines K.

Ein weiterer ursprünglicher Nachteil war der Aufwand der Berechnung der Tiefe der
K-Vorzeichen-Tiefe, die auch für alle Begriffe der simplizialen Tiefe gilt. Wenn nämlich
N die Stichprobengröße ist, hat eine naive Berechnung einen Aufwand der Größenord-
nung NK , da

(
N
K

)
Tupel berücksichtigt werden müssen. Die Herleitung der asympto-

tischen Verteilung in Malcherczyk et al., 2021, führt jedoch zu einer Darstellung der
K-Vorzeichen-Tiefe, die in linearer Zeit bzgl. N berechnet werden kann. Darüber hin-
aus fand Malcherczyk, 2022, eine Blockimplementierung, die viel schneller ist als die
Implementierung auf der Grundlage der asymptotischen Darstellung, siehe auch Leckey
et al., 2023. Ein dritter ursprünglicher Nachteil war, dass eine Ordnung für die Residuen
erforderlich ist. Eine natürliche Ordnung existiert für Zeitreihen und univariate erklä-
rende Variablen, aber nicht für multivariate erklärende Variablen. Für diese Situation
untersuchten Horn, 2021b, Horn und Müller, 2020, verschiedene Ordnungsmethoden und
stellten fest, dass die Ordnung entlang eines kürzesten Pfades durch die beobachteten
erklärenden Variablen zu den effizientesten Tests führt.

Ein offenes Problem war bisher, warum die K-Vorzeichen-Tiefe-Tests für K ≥ 3 so
effizient sind, wie in Kustosz et al., 2016, Falkenau et al., 2014, Leckey et al., 2023,
Horn, 2021b, Horn und Müller, 2020, Malcherczyk, 2022, durch Simulationen gezeigt.
Dies ist insbesondere deshalb überraschend, weil Leckey et al., 2023, gezeigt haben, dass
die K-Vorzeichen-Tiefe-Tests mit K = 2, d.h. die 2-Vorzeichen-Tiefe-Tests, äquivalent
zu den klassischen Vorzeichentests sind, die nur die Anzahl der positiven oder negativen
Residuen zählen, siehe z.B. Gibbons und Chakraborti, 2003. Diese klassischen Vorzei-
chentests sind nicht in der Lage, bestimmte Alternativen der Nullhypothese abzulehnen,
nämlich jene Alternativen, bei denen die erwartete Anzahl der positiven und negativen
Vorzeichen der Residuen gleich ist. Infolgedessen sind die klassischen Vorzeichentests
bei diesen Alternativen keine konsistenten Tests, d.h. die Trennschärfe dieser Tests bei
diesen Alternativen konvergiert bei wachsendem Stichprobenumfang nicht gegen 1. Sol-
che Alternativen treten bereits bei der linearen Regression auf. Leckey et al., 2022,
zeigten jedoch, dass die K-Vorzeichen-Tiefe-Tests mit K = 3, d.h. 3-Vorzeichen-Tiefe-
Tests, konsistente Tests für mehrere relevanten Hypothesen in allgemeinen polynomiellen
Modellen sind. Insbesondere zeigten sie, dass K nicht mit der Dimension p des unbe-
kannten Regressionsparameters verknüpft sein muss, d.h. dass K = 3 immer ausreicht.
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1 Einleitung

Sie bewiesen dies, indem sie zunächst eine allgemeine Bedingung für die Konsistenz der
3-Vorzeichen-Tiefe-Tests ableiteten.

Zunächst gebe ich in Kapitel 2 eine grundlegende Motivation für die Betrachtung der
Vorzeichen-Tiefe, wobei ich dort der Einfachheit halber lediglich ein lineares Regressi-
onsmodell betrachte. Diese Motivation basiert auf einem Dokument, welches ich durch
persönliche Kommunikation von Malcherczyk erhalten habe und die Grundlagen und
die wesentliche Aufgabenstellung meiner Beschäftigung mit Forschungsarbeiten zu der
Vorzeichen-Tiefe im Wintersemester 21/22 darlegt.

In Kapitel 3 definiere ich dann vorzeichenbasierte Tests für ein generelles Regressi-
onsmodell, wobei der 3-Vorzeichen-Tiefe-Test ein Spezialfall solcher Tests ist. Für diesen
Test wird die Definition eines zeitstetigen stochastischen Prozesses WN(θ) benötigt, wel-
cher von dem vorgeschlagenen Parameter θ abhängt und lediglich auf den Vorzeichen
der zugehörigen Residuen basiert. Die Konvergenzeigenschaften dieses stochastischen
Prozesses motivieren dann die Formulierung der vorzeichenbasierten Tests und mit der
Beziehung zwischen dem Prozess und der 3-Vorzeichen-Tiefe folgt insbesondere der 3-
Vorzeichen-Tiefe-Test. Wie oben schon angedeutet, stammt dieser sehr spezielle Zugang
zu dem 3-Vorzeichen-Tiefe-Test über generelle vorzeichenbasierte Tests von Leckey et al.,
2022, und er wird benötigt für die späteren Aussagen und Beweise zu der Konsistenz.

In Kapitel 4 leite ich allgemeine Bedingungen für die Konsistenz des 3-Vorzeichen-
Tiefe-Tests für das allgemeine Modell und die allgemeine Nullhypothese des Kapitels 3
her. Mein Ansatz ist es, aus dem asymptotischen Verhalten von ||WN(θ)||∞ die Kon-
sistenz zu folgern. In Abschnitt 4.1 leite ich dann wiederum hinreichende Bedingungen
für das gewünschte asymptotische Verhalten von ||WN(θ)||∞ her. Hierbei habe ich die
Beweise von Leckey et al., 2022, nachvollzogen, wobei mir einige Unstimmigkeiten auf-
gefallen sind. So betrachten sie Rd-wertige Zufallsvariablen als erklärende Variablen,
erläutern aber nicht ausreichend, wie genau nun diese Variablen geordnet werden sollen.
Um diese Problematik zu umgehen, definiere ich die Variablen als univariate, (fast si-
cher) natürlich geordnete Zufallsvariablen. Außerdem fiel mir auf, dass bei der Definition
vom Ereignis AN,ε(θ) Null-Residuen nicht mitbedacht wurden, was daraufhin korrigiert
wurde. In der ursprünglichen Definition überprüfte dieses Ereignis, ob Indexbereiche
existieren, in denen Residuen dazu neigen, entweder atypisch viele oder wenige positive
Vorzeichen zu haben. Die Korrektur besteht darin, dass ich nun nicht an atypisch vielen
oder wenigen positiven Vorzeichen interessiert bin, sondern an atypisch vielen positiven
oder atypisch vielen negativen Vorzeichen.

In Kapitel 5 behandele ich in einem spezielleren Modell mit deterministischen und
äquidistanten Kovariaten weitere Bedingungen für die Konsistenz des 3-Vorzeichen-
Tiefe-Tests. Ich betrachte dann in Abschnitt 5.1 das polynomielle Modell als Spezialfall.
Es zeigt sich, dass diese weiteren Bedingungen erfüllt sind für bestimmte Nullhypothe-
sen, welche besagen, dass das Modell gegeben ist durch ein Polynom mit einem Grad,
der durch eine gegebene obere Schranke begrenzt ist. Leckey et al., 2022, betrachteten
unabhängige, identisch verteilte Zufallsvariablen, die einen Träger [S, T ] ⊂ R und eine
stetige Verteilung haben. Deswegen definierten sie die 3-Vorzeichen-Tiefe für die Residu-
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2 Grundlegende Motivation der Vorzeichen-Tiefe

en erst nach der Ordnung der univariaten erklärenden Variablen nach ihrer natürlichen
Ordnung. Da die Ordnung dann abhängig vom Zufall ist und ich dies als problematisch
empfand, definiere ich die erklärenden Variablen als deterministisch und äquidistant.
Aufgrund dieser Änderung, musste ich den Beweis von Satz 5.2 selbstständig in relativ
großem Ausmaße anpassen.

Bei der Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in Simulationsstudien in Kapitel 6
betrachte ich lediglich ein quadratisches Modell und eine Nullhypothese, welche besagt,
dass das Modell durch ein lineares Polynom gegeben ist. Ich erläutere Methoden, die
Teststatistik, welche durch ein Supremum gegeben ist, und den kritischen Wert (an-
nähernd) zu berechnen. Die Berechnung des Supremums der Tiefe hat noch keiner in
einer größeren Menge untersucht. Dazu habe ich verschiedene Methoden entwickelt. Zu-
nächst ist die sogenannte Gittersuche naheliegend. Diese Methode ist aber im Vergleich
zu dem sogenannten Datenpunktpaar-Methode eher unvorteilhaft. Bei dieser Methode
betrachte ich Geraden durch Paare von Datenpunkten. Da wir dabei aber stets zwei
Null-Residuen erhalten und Tripel mit mindestens einem Null-Residuum nicht bei der
3-Vorzeichen-Tiefe mitgezählt werden, erläutere ich eine alternative Methode, bei der
ich für jede im regulären Datenpunktpaar-Verfahren betrachtete Gerade vier leicht ver-
schobene Geraden betrachte, sodass ich Null-Residuen vermeide. Diese Idee stammt von
Falkenau, 2016. Da bei dieser alternativen Methode nicht klar ist, in welcher Größen-
ordnung die Geraden verschoben werden sollen, besteht meine wesentliche alternative
Methode darin, die Null-Residuen einfach mit den Werten +1 oder −1 zu ersetzen,
was ausreichend kleinen Verschiebungen der Gerade in der ersten alternativen Metho-
de entspricht. Die zweite alternative Methode vergleichen wir dann mit der regulären
Version des Datenpunktpaar-Verfahrens. Eine weitere Fragestellung besteht darin, wie
genau dieses Verfahren durchgeführt werden sollte, damit es das geforderte Niveau des
3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in der Praxis einhält. Zuletzt vergleichen wir den mit Hilfe des
Datenpunktpaar-Verfahrens durchgeführten 3-Vorzeichen-Tiefe-Test mit einem bereits
in R implementierten, robusten und relativ komplexen Test und dem klassischen F -Test
in Hinsicht auf Güte und Konsistenz.

2 Grundlegende Motivation der Vorzeichen-Tiefe
Wir betrachten der Einfachheit halber zunächst die Modellgleichung

yn = θ∗0 + θ∗1xn + en, n = 1, . . . , N

für den unbekannten wahren Parameter (θ∗0, θ∗1) ∈ R2. (In den folgenden Abschnitten der
Masterarbeit betrachten wir dann allgemeinere Modellgleichungen.) Für die Regressoren
(x1, . . . , xN) nehmen wir an, dass sie natürlich sortiert sind, d.h.

x1 < · · · < xN .
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2 Grundlegende Motivation der Vorzeichen-Tiefe

Die Modellfehler e1, . . . , eN sind Realisierungen von Zufallsvariablen E1, . . . , EN mit den
Eigenschaften

E1, . . . , EN sind stochastisch unabhängig, (2.1)

P(En > 0) = P(En < 0) =
1

2
für alle n = 1, . . . , N. (2.2)

Für jeden Parameter θ = (θ0, θ1) ∈ R2 definieren wir die Residuen

rn(θ) := yn − (θ0 + θ1xn), n = 1, . . . , N.

Die Vorzeichen-Tiefe bewertet einen vorgeschlagenen Parameter θ ∈ R2 anhand der
Residuen zum vorgeschlagenen Parameter. Die K-Vorzeichen-Tiefe

dK(r1(θ), . . . , rN(θ))

=
1(
N
K

) ∑
1≤n1<···<nK≤N

(
K∏
k=1

1{rnk
(θ)(−1)k > 0}+

K∏
k=1

1{rnk
(θ)(−1)k < 0}

)

gibt den relativen Anteil der geordneten K-Tupel aus den Residuen an, bei denen die
Vorzeichen alternierend sind, d.h. es gibt K − 1 Vorzeichenwechsel bzw. eine Struktur
der Form (+ − + . . . ) oder (− + − . . . ). Dabei ist K ∈ N \ {1} ein frei wählbarer
Hyper-Parameter.

Je höher der Wert der Tiefe für einen Parameter θ ist, desto passender (bzw. tiefer)
wird dieser Parameter verstanden. Dies geht damit einher, dass die Anzahl der Vorzei-
chenwechsel dann höher ist, was plausibel unter den Annahmen (2.1) und (2.2) ist. Die
untere Abbildung 1 illustriert, warum eine zu geringe Anzahl an Vorzeichen-Wechseln
gegen die Annahmen und damit gegen den betrachteten Parameter θ spricht.

Die blauen Punkte entsprechen den beobachteten Daten. Links wird das Model zum
wahren Parameter (gestrichelt schwarze Linie links) zu den Daten vorgeschlagen, rechts
ein Modell zu einem falschen Parameter (gestrichelt schwarze Linie rechts). Die Residuen
entsprechen den roten Strichen, die sich aus dem Abstand von den blauen Punkten
und der schwarz gestrichelten Linie ergeben. Die Vorzeichen der Residuen sind oben
angegeben.
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3 Definitionen, Modell und Tests
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Abbildung 1: Vergleich von zwei Modellen

Rechts sind deutlich weniger Vorzeichenwechsel sichtbar als links. Insbesondere spricht
die Struktur der Vorzeichen gegen die Annahme (2.1), da klare Block-Strukturen, d.h.
Abhängigkeiten, in den Vorzeichen erkennbar sind. Anhand dieser Abbildung können
wir ebenfalls sofort erkennen, dass im Falle K > 4 wir sogar eine K-Vorzeichen-Tiefe
von Null für den falschen Parameter erhalten.

3 Definitionen, Modell und Tests
In diesem Kapitel führen wir vorzeichenbasierte Tests für ein allgemeines Modell und
die Definitionen, die dafür benötigt werden, ein. Ein Spezialfall für einen solchen Test
ist der 3-Vorzeichen-Tiefe-Test. Die Konsistenz dieses Tests und die Bedingungen dafür
werden wir dann auch in den folgenden Kapiteln studieren.

Notation 3.1. In einem parametrischen Modell mit einem Parameter θ∗ ∈ Θ notie-
ren wir das Wahrscheinlichkeitsmaß und den Erwartungswert mit Pθ∗ und Eθ∗. Damit
drücken wir aus, dass wir den wahren Modellparameter als θ∗ annehmen. Wenn die Ver-
teilung einer Zufallsvariable nicht vom Modellparameter θ∗ abhängt, nutzen wir P und
E stattdessen.

Mit 1 bezeichnen wir die Indikatorfunktion. Dies ist eine {0, 1}-wertige Funktion, die
gleich eins ist genau dann, wenn die Bedingung in der geschwungenen Klammer erfüllt
ist.

Wir bezeichnen eine Funktion f : [0, 1] → R als Càdlàg-Funktion, wenn die links-
seitigen Limiten limx↑y f(x) existieren für alle y ∈ (0, 1] und f rechtsstetig ist, d.h.
limx↓y f(x) = f(y) für alle y ∈ [0, 1). Die Menge aller Càdlàg-Funktionen mit Definiti-
onsbereich [0, 1] bezeichnen wir als Skorochod-Raum D[0, 1].
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3 Definitionen, Modell und Tests

Zunächst definieren wir das sehr allgemeine Modell, das wir betrachten. Das Regres-
sionsmodell hat die Form

Yn = f(Xn;N , θ
∗) + En, n = 1, . . . , N, (3.1)

wobei Yn die abhängige, reellwertige Zufallsvariable ist, f : R×Rp → R eine reellwertige
Funktion, θ∗ ∈ Θ ⊂ Rp, p ∈ N, der Modellparameter und die Störgrößen E1, . . . , EN

unabhängige, reellwertige Zufallsvariablen mit P(En > 0) = 0.5 = P(En < 0). Die
erklärenden Variablen X1;N , X2;N , . . . , XN ;N sind reellwertige Zufallsvariablen für die wir
eine natürliche Ordnung

X1;N < X2;N < · · · < XN ;N P-f.s. (3.2)

annehmen. In dem Modell (3.1) definieren wir das n-te Residuum abhängig vom Para-
meter θ ∈ Θ als

Rn(θ) := Yn − f(Xn;N , θ), n = 1, . . . , N. (3.3)

Da für den wahren Parameter θ∗ Rn(θ
∗) = En gilt, folgt aus den Annahmen für die

Störgrößen E1, . . . , EN , dass

R1(θ
∗), R2(θ

∗), . . . , RN(θ
∗) sind unabhängig bzgl. Pθ∗ , (A1)

Pθ∗(Rn(θ
∗) > 0) = 0.5 = Pθ∗(Rn(θ

∗) < 0) für alle n = 1, . . . , N. (A2)

3.1 Der 3-Vorzeichen-Tiefe-Test und andere Tests

In diesem Abschnitt definieren wir Tests für Hypothesen der Form

H0 : θ
∗ ∈ Θ0 vs. H1 : θ

∗ ∈ Θ \Θ0, (3.4)

wobei Θ0 ⊂ Θ eine beliebige Teilmenge ist und θ∗ der Modellparameter des parame-
trischen Modells (3.1). Der Einfachheit betrachten wir zunächst den Spezialfall der
Einpunkt-Hypothese, wobei Θ0 = {θ0} mit θ0 ∈ Θ, d.h.

H0 : θ
∗ = θ0 vs. H1 : θ

∗ ̸= θ0. (3.5)

Mir ψ(x) bezeichnen wir das Vorzeichen von x ∈ R, d.h.

ψ(x) := 1{x > 0} − 1{x < 0}.

Wenn wir die HypotheseH0 in (3.5) als wahr annehmen, so sind ψ(R1(θ
0)), . . . , ψ(RN(θ

0))
unabhängig und diskret gleichverteilt mit Träger {−1,+1} nach (A1) und (A2). Wir de-
finieren nun WN(θ) = (WN

t (θ))t∈[0,1] mit

WN
t (θ) :=

1√
N

⌊tN⌋∑
n=1

ψ(Rn(θ)), t ∈ [0, 1], (3.6)

9



3 Definitionen, Modell und Tests

wobei wir WN
t (θ) = 0 für t < 1/N als Konvention setzen. Im Falle θ∗ = θ0 ist al-

so WN(θ0) der Pfad einer reskalierten symmetrischen einfachen Irrfahrt. In dem Fall
konvergiert WN(θ0) nach dem Donskerschen Invarianzprinzip in Verteilung gegen eine
Standard-Brownsche BewegungW (eingeschränkt auf den Zeitbereich [0, 1]) im Skorochod-
Raum D[0, 1] (Billingsley, 1999, Theorem 14.1). Dies ist die Motivation dafür, dass wir
Tests herleiten, die überprüfen inwiefern Eigenschaften von WN(θ0) sich signifikant von
denen der Brownschen Bewegung unterscheiden. Wir betrachten eine stetige Funktion

Ψ : D[0, 1] → R,

und definieren einen Test für die Einpunkt-Hypothese (3.5) durch

Lehne H0 ab, falls Ψ(WN(θ0)) < qα(Ψ), (3.7)

wobei α ∈ (0, 1) das gegebene Signifikanzniveau und qα(Ψ) das α-Quantil von Ψ(W ) mit
Standard-Brownscher Bewegung W ist. Auf ähnliche Weise testen wir die allgemeinen
Hypothesen (3.4) durch

Lehne H0 ab, falls sup
θ∈Θ0

Ψ(WN(θ)) < qα(Ψ), (3.8)

s. Müller, 2005. Dies ist ein asymptotischer Test zum Niveau α, da nach Continuous
Mapping Theorem

lim sup
N→∞

Pθ∗( sup
θ∈Θ0

Ψ(WN(θ)) < qα(Ψ)) ≤ lim sup
N→∞

Pθ∗(Ψ(WN(θ∗)) ≤ qα(Ψ))

= lim
N→∞

Pθ∗(Ψ(WN(θ∗)) ≤ qα(Ψ))

= Pθ∗(Ψ(W ) ≤ qα(Ψ))

= α (3.9)

für alle θ∗ ∈ Θ0.

Bemerkung 3.2. Wir betrachten den Skorochod-Raum D[0, 1] versehen mit der Skoro-
chod-Metrik

dS(w, v) := inf
λ∈Λ

max{||λ− id||∞, ||w ◦ λ− v||∞},

wobei Λ die Menge aller stetigen, bijektiven, streng monoton wachsenden Funktionen
λ : [0, 1] → [0, 1] ist, id : [0, 1] → [0, 1], t 7→ t die Identität auf [0, 1] und || · ||∞
die Supremumsnorm auf [0, 1]. Für den linksseitigen Limes im Punkt t eines Elements
w = (wt)t∈[0,1] ∈ D[0, 1] schreiben wir wt− := lims↑tws. Es gelten die folgenden Fakten
für den Skorochod-Raum D[0, 1] und dessen Elemente.

(i) Für eine Folge (w(n))n∈N in D[0, 1] und w ∈ D[0, 1] gilt w(n) n→∞−−−→ w in D[0, 1]
genau dann, wenn eine Folge λ(n) in Λ existiert mit

sup
t∈[0,1]

|λ(n)(t)− t| n→∞−−−→ 0 und sup
t∈[0,1]

|wλ(n)(t) − w
(n)
t | n→∞−−−→ 0.

10



3 Definitionen, Modell und Tests

(ii) Die Funktion χ : D[0, 1] → R, w 7→ inft∈[0,1]wt ist wohldefiniert und stetig. Für
den Nachweis der Wohldefiniertheit nehmen wir χ(w) = −∞ für ein w ∈ D[0, 1]
an. Dann existiert für alle n ∈ N ein tn ∈ [0, 1] mit wtn < −n. Damit existiert eine
Teilfolge (tnm)m∈N von (tn)n∈N und ein t0 ∈ [0, 1], sodass tnm ↑ t0 (oder tnm ↓ t0)
für m→ ∞. Damit folgt

wtnm

m→∞−−−→ −∞,

was heißt, dass der linksseitige (oder rechtsseitige) Limes von w in t0 nicht exis-
tiert. Dies führt uns zum Widerspruch. Für den Nachweis der Stetigkeit betrach-
ten wir wieder eine Folge (w(n))n∈N in D[0, 1] und w ∈ D[0, 1] mit w(n) n→∞−−−→ w in
D[0, 1]. Außerdem sei eine Folge (λ(n))n∈N wie in (i) gegeben. Durch die Anwendung
der bekannten allgemeinen Ungleichung supx(f(x)+ g(x)) ≤ supx f(x)+ supx g(x)
können wir sehr leicht die allgemeine Ungleichung

| inf
x
f(x)− inf

x
g(x)| ≤ sup

x
|f(x)− g(x)|

herleiten. Damit folgt

|χ(w(n))− χ(w)| = | inf
t∈[0,1]

w
(n)
t − inf

t∈[0,1]
wt|

= | inf
t∈[0,1]

w
(n)
t − inf

t∈[0,1]
wλ(n)(t)|

≤ sup
t∈[0,1]

|w(n)
t − wλ(n)(t)|

n→∞−−−→ 0.

Hieraus folgt somit auch die Stetigkeit von

D[0, 1] ∋ w 7→ ||w||∞ = max{− inf
t∈[0,1]

wt, sup
t∈[0,1]

wt}

= max{− inf
t∈[0,1]

wt, − inf
t∈[0,1]

(−wt)}.

(iii) Für alle w ∈ D[0, 1] ist die Menge der Sprungstellen {t ∈ (0, 1] | |wt − wt−| > 0}
höchstens abzählbar. Dafür nehmen wir an, dass für ein ε > 0 die Menge S(ε) :=
{t ∈ (0, 1] | |wt−wt−| > ε} unendlich ist. Dann existiert also eine Folge (tn)n∈N in
S(ε) und ein t0 ∈ [0, 1] mit tn ↑ t0 (oder tn ↓ t0) für n → ∞ und |wtn − wtn−| > ε
für alle n ∈ N. Dann existieren tn−1 < sn < tn (oder tn−1 > sn−1 > tn) für alle
n ∈ N \ {1}, sodass |wtn − wsn| > ε/2 für alle n ∈ N \ {1}. Wenn wir dann aber
die Folge

(t̃1, t̃2, . . . ) := (t1, s2, t2, s3, . . . ) (oder (t̃1, t̃2, . . . ) := (t1, s1, t2, s2, . . . ))

betrachten, so folgt |wt̃n
−wt̃n+1

| > ε/2 für alle geraden n (oder für alle ungeraden
n). Dies bedeutet aber, dass der linksseitige (oder rechtsseitige) Limes in t0 nicht
existiert, was zum Widerspruch führt. Somit ist also

{t ∈ (0, 1] | |wt − wt−| > 0} =
⋃
n∈N

{
t ∈ (0, 1]

∣∣∣∣ |wt − wt−| >
1

n

}

11



3 Definitionen, Modell und Tests

als abzählbare Vereinigung von endlichen Mengen höchstens abzählbar.

(iv) Sei t ∈ [0, 1]. Die Funktion πt : D[0, 1] → R, w 7→ wt ist stetig in allen w ∈ D[0, 1],
die stetig in t sind. Betrachte also ein w ∈ D[0, 1], das stetig in t ist, und eine
Folge (w(n))n∈N in D[0, 1] mit w(n) n→∞−−−→ w in D[0, 1]. Außerdem sei eine Folge
(λ(n))n∈N wie in (i) gegeben. Dann gilt

|πt(w(n))− πt(w)| = |w(n)
t − wt|

≤ |w(n)
t − wλ(n)(t)|+ |wλ(n)(t) − wt|, (3.10)

wobei der erste Summand in (3.10) kleiner gleich ||w(n) − w ◦ λ(n)||∞ → 0 für
n → ∞ ist, und der zweite Summand aufgrund von λ(n)(t) → t für n → ∞ und
der Stetigkeit von w in t auch gegen 0 konvergiert für n → ∞. Somit haben wir
also die Stetigkeit von πt in w gezeigt.

Beispiel 3.3. Ein mögliches Beispiel für Ψ ist die Betrachtung der Supremumsnorm
von WN(θ). Dafür definieren wir

Ψ∞(W ) := −||W ||∞ := − sup
t∈[0,1]

|Wt|

für einen Prozess W = (Wt)t∈[0,1]. Ψ∞ : D[0, 1] → R ist nach Bemerkung 3.2 (ii) stetig,
d.h. nach dem Continuous Mapping Theorem konvergiert Ψ∞(WN(θ∗)) in Verteilung
gegen Ψ∞(W ) für eine Standard-Brownsche Bewegung W , falls θ∗ der wahre Modellpa-
rameter ist. Man könnte also die Tests (3.7) und (3.8) mit Ψ = Ψ∞ definieren.

Definition 3.4 (K-Vorzeichen-Tiefe). Die 3-Vorzeichen-Tiefe ist ein Spezialfall der K-
Vorzeichen-Tiefe, welche für einen Vektor (r1, . . . , rN) ∈ RN die relative Häufigkeit an
geordneten K-Tupel aus dem Vektor angibt, bei denen die Vorzeichen alternierend sind.
Für ein K ∈ N \ {1} definieren wir die K-Vorzeichen-Tiefe von (r1, . . . , rN) durch

dK(r1, . . . , rN) :=
1(
N
K

) ∑
1≤n1<···<nK≤N

1{(rn1 , . . . , rnK
) ∈ AN,K},

AN,K := {(z1, . . . , zK) ∈ RK | zi · zi+1 < 0 für alle i = 1, . . . , K − 1}.

Bemerkung 3.5. Die obige Darstellung der K-Vorzeichen-Tiefe ist in der Tat identisch
zu der in Kapitel 2.

Der K-Vorzeichen-Tiefe-Test für die Hypothesen (3.4) ist gegeben durch

Lehne H0 ab, falls sup
θ∈Θ0

dK(R1(θ), . . . , RN(θ)) < qK,α,

wobei qK,α das α-Quantil von dK(R1(θ
∗), . . . , RN(θ

∗)) ist.
Da jedoch diese Darstellung der 3-Vorzeichen-Tiefe relativ kompliziert ist, betrachten

wir eine andere Darstellung. Es lässt sich nämlich zeigen, dass die 3-Vorzeichen-Tiefe

12



3 Definitionen, Modell und Tests

bis auf eine lineare Transformation äquivalent zu Ψ3(WN(θ)) ist, wobei WN(θ) in (3.6)
gegeben ist und

Ψ3(WN(θ)) :=
3

4

(
1−

∫ 1

0

(WN
1 (θ)− 2WN

t (θ))2 dt

)
. (3.11)

In Malcherczyk et al., 2021, Theorem 2.3, wurde genauer gezeigt, dass

(N − 1)(N − 2)

N
(d3(R1(θ), . . . , RN(θ))− 0.25) = Ψ3(WN(θ)) Pθ-f.s., (3.12)

falls Rn(θ) ̸= 0 Pθ-f.s. für alle n. Somit ist also der 3-Vorzeichen-Tiefe-Test ein Test der
Form (3.8).
Ψ3 : D[0, 1] → R ist stetig. Betrachte dafür eine Folge (w(n))n∈N in D[0, 1] und

w ∈ D[0, 1] mit w(n) n→∞−−−→ w in D[0, 1]. Außerdem sei eine Folge (λ(n))n∈N mit

sup
t∈[0,1]

|λ(n)(t)− t| n→∞−−−→ 0 und sup
t∈[0,1]

|wλ(n)(t) − w
(n)
t | n→∞−−−→ 0

gegeben. Nach Bemerkung 3.2 (iii) und (iv) existiert eine höchstens abzählbare Menge
E ⊂ [0, 1], sodass w(n)

t → wt für n→ ∞ für alle t ∈ [0, 1] \ E, und somit

w
(n)
t

n→∞−−−→ wt für fast alle t ∈ [0, 1].

Da λ(1) = 1 für alle λ ∈ Λ, gilt nach Bemerkung 3.2 (i) insbesondere w(n)
1 → w1 für

n→ ∞. Zusammen erhalten wir also

(w
(n)
1 − 2w

(n)
t )2

n→∞−−−→ (w1 − 2wt)
2 für fast alle t ∈ [0, 1].

Nun reicht es aufgrund des Satzes von der majorisierten Konvergenz aus zu zeigen, dass
die Funktionenfolge ([0, 1] ∋ t 7→ (w

(n)
1 −2w

(n)
t )2)n∈N eine integrierbare Majorante besitzt.

Es gilt

(w
(n)
1 − 2w

(n)
t )2 ≤ 9||w(n)||2∞

≤ 9(||w(n) − w ◦ λ(n)||∞ + ||w ◦ λ(n)||∞︸ ︷︷ ︸
=||w||∞

)2. (3.13)

Der erste Summand in (3.13) ist beschränkt (bzgl. n), da er nach Voraussetzung gegen 0
konvergiert. Der zweite Summand ist endlich, da w eine Càdlàg-Funktion ist und somit
auch beschränkt sein muss. (In Bemerkung 3.2 haben wir gezeigt, dass das Infimum
einer Càdlàg-Funktion endlich ist. Auf analoge Weise kann man auch die Endlichkeit
des Supremums herleiten.) Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz erhalten wir
also

lim
n→∞

∫ 1

0

(w
(n)
1 − 2w

(n)
t )2 dt =

∫ 1

0

lim
n→∞

(w
(n)
1 − 2w

(n)
t )2 dt =

∫ 1

0

(w1 − 2wt)
2 dt,

woraus nach Darstellung von Ψ3 die Stetigkeit folgt.
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4 Bedingungen für Konsistenz

Bemerkung 3.6. In Malcherczyk et al., 2021 wurde sogar gezeigt, dass für beliebige
K ≥ 4 die K-Vorzeichen-Tiefe asymptotisch äquivalent ist zu Ψ(WN(θ)), wobei Ψ eine
passende Funktion ist. Falls die Residuen (A1) und (A2) erfüllen für θ = θ∗, so gilt

N

(
dK(R1(θ), . . . , RN(θ))−

(
1

2

)K−1
)

= ΨK(WN(θ)) + oPθ(1),

wobei oPθ(1) eine Zufallsvariable ist, die stochastisch gegen 0 konvergiert, und

ΨK(WN) =CK − ⟨K⟩4
4

∫ 1

−0.5

∫ t+0.5

t∨0

(
1

2
+ t− s

)K−4

(WN
s∧1 −WN

t∨0)
2 ds dt

− ⟨K⟩4
2

∫ 1

0.5

∫ t−0.5

0

(
1

2
+ s− t

)K−4

WN
s (WN

1 −WN
t ) ds dt.

Dabei ist CK > 0 eine Konstante und ⟨K⟩4 = K!/(K−4)!. Aufgrund dieser Darstellung,
welche komplizierter ist als Ψ3, ist aber nicht klar, ob ähnliche Ergebnisse wie in Kapitel
4 auch für Tests gelten, die für K ≥ 4 auf ΨK(WN(θ)) basieren.

4 Bedingungen für Konsistenz
Ein Test φN zum Niveau α für die Nullhypothese H0 : θ ∈ Θ0 heißt konsistent genau
dann, wenn

lim
N→∞

Pθ∗(φN lehnt H0 ab) = 1 für alle θ∗ /∈ Θ0.

In diesem Kapitel leiten wir allgemeine Bedingungen für die Konsistenz des 3-Vorzeichen-
Tiefe-Tests her. Ein wichtiger Ansatz für die Folgerung der Konsistenz ist das asympto-
tische Verhalten von ||WN(θ)||∞. Dieser Ansatz wird in dem folgenden Satz verfolgt,
welcher unser Hauptresultat ist.

Satz 4.1. Sei Ψ3 gegeben wie in (3.11) und WN(θ) wie in (3.6). Falls für alle θ∗ /∈ Θ0

Pθ∗

(
lim inf
N→∞

infθ∈Θ0 ||WN(θ)||∞√
N

> 0

)
= 1, (C1)

dann

Pθ∗( lim
N→∞

sup
θ∈Θ0

Ψ3(WN(θ)) = −∞) = 1.

Wir können Satz 4.1 beweisen, indem wir zeigen, dass aus (C1) die Divergenz des
Integrand in der Definition (3.11) von Ψ3 gegen unendlich auf einem beliebigen Intervall
positiver Länge folgt. Ein wichtiges Resultat für den Beweis von Satz 4.1 ist das folgende
Lemma, das wir später beweisen werden.
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Lemma 4.2. Wenn (C1) gilt für ein θ∗ /∈ Θ0, so gilt

Pθ∗

 lim
N→∞

inf
θ∈Θ0

sup
(a,b)∈[0,1]2

a<b

(b− a) inf
t∈[a,b]

(WN
1 (θ)− 2WN

t (θ))2 = ∞

 = 1. (4.1)

Beweis von Satz 4.1. Nach Lemma 4.2 können wir annehmen, dass (4.1) für alle θ∗ /∈ Θ0

gilt. Zunächst gilt∫ 1

0

(WN
1 (θ)− 2WN

t (θ))2 dt ≥
∫ b

a

(WN
1 (θ)− 2WN

t (θ))2 dt

≥ (b− a) inf
t∈[a,b]

(WN
1 (θ)− 2WN

t (θ))2

für alle N ∈ N, θ ∈ Θ0 und (a, b) ∈ [0, 1]2 mit a < b. Wenn man also zunächst das
Supremum bzgl. der a, b und dann das Infimum bzgl. θ ∈ Θ0 anwendet, erhält man lim

N→∞
inf
θ∈Θ0

sup
(a,b)∈[0,1]2

a<b

(b− a) inf
t∈[a,b]

(WN
1 (θ)− 2WN

t (θ))2 = ∞


⊂
{

lim
N→∞

inf
θ∈Θ0

∫ 1

0

(WN
1 (θ)− 2WN

t (θ))2 dt = ∞
}
.

Wegen der Definition (3.11) folgt also

Pθ∗( lim
N→∞

sup
θ∈Θ0

Ψ3(WN(θ)) = −∞) = 1

für alle θ∗ /∈ Θ0.

Der Beweis von Lemma 4.2 basiert aus der folgenden Lipschitzbedingung von WN(θ).

Lemma 4.3. Für alle N ∈ N und θ ∈ Θ gilt

|WN
t (θ)−WN

s (θ)| ≤ |t− s|
√
N +

1√
N

für alle s, t ∈ [0, 1].

Beweis. Sei o.B.d.A. s < t. Nach Definition ist (WN
t (θ))t∈[0,1] stückweise konstant mit

Sprunghöhen 1/
√
N , 0 oder −1

√
N an den Stellen t ∈ {1/N, 2/N, . . . , N/N = 1} (und

sonst keinen Sprüngen). Es lässt sich sehr leicht graphisch herleiten, dass somit die
Anzahl an Sprüngen auf Intervall [s, t], s < t, höchstens ⌊(t− s)N⌋+ 1 ist. Somit gilt

|WN
t (θ)−WN

s (θ)| ≤ (⌊(t− s)N⌋+ 1)
1√
N

≤ |t− s|
√
N +

1√
N
.
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Korollar 4.4. Sei ε ∈ (0, 8], θ ∈ Θ und N ∈ N mit
√
N ≥ 8/ε. Wenn wN = (wN

t )t∈[0,1]
eine Realisierung von WN(θ) mit

||wN ||∞ ≥ ε
√
N

ist, so existiert ein Intervall [a, b] ⊂ [0, 1], sodass b− a ≥ ε/8

inf
t∈[a,b]

|wN
t | ≥

3

4
||wN ||∞.

Beweis. Da wN = (wN
t )t∈[0,1] stückweise konstant ist, wird das Supremum an einem

Punkt T angenommen, d.h. es existiert ein T ∈ [0, 1], sodass

wN
T = ||wN ||∞ ≥ ε

√
N.

Nach Lemma 4.3 gilt

|wN
T − wN

s | ≤ |T − s|
√
N +

1√
N

≤ ε

8

√
N +

ε

8
≤ ε

4

√
N ≤ ||wN ||∞

4

für alle s ∈ [0, 1] mit |s − T | ≤ ε/8. Wenn wir nun a = max{T − ε/8, 0} und b =
min{T + ε/8, 1} setzen, gilt |s− T | ≤ ε/8 für alle s ∈ [a, b]. Aufgrund der umgekehrten
Dreiecksungleichung folgt also

|wN
s | ≥ |wN

T | − |wN
T − wN

s |

≥ ||wN ||∞ − ||wN ||∞
4

=
3

4
||wN ||∞

für alle s ∈ [a, b], und somit auch

inf
s∈[a,b]

|wN
s | ≥

3

4
||wN ||∞.

Beweis von Lemma 4.2. Für die Behauptung von Lemma 4.2 genügt es zu zeigen, dass
aus dem Ereignis in (C1) das Ereignis in (4.1) folgt. Seien also wN(θ) = (wN

t (θ))t∈[0,1]
Realisierungen von WN(θ) für θ ∈ Θ0 und N ∈ N mit

lim inf
N→∞

infθ∈Θ0 ||wN(θ)||∞√
N

> 0.

Dann existieren N0 ∈ N und ε > 0, sodass

||wN(θ)||∞ ≥ ε
√
N für alle N ≥ N0 und θ ∈ Θ0. (4.2)
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Da wir in der Bedingung (4.2) N0 ∈ N beliebig vergrößern und ε > 0 beliebig verkleinern
können, kann ε ≤ 8 und N0 ≥ 8/ε angenommen werden. Nach Korollar 4.4 existiert für
alle N ≥ N0 ein Intervall [aN , bN ], sodass

bN − aN ≥ ε

8
und inf

t∈[aN ,bN ]
|wN

t (θ)| ≥
3

4
||wN(θ)||∞. (4.3)

Somit folgt mit der umgekehrten Dreiecksungleichung für alle t ∈ [aN , bN ]

|wN
1 (θ)− 2wN

t (θ)| ≥ 2|wN
t (θ)| − |wN

1 (θ)|
(4.3)
≥ 6

4
||wN(θ)||∞ − ||wN(θ)||∞

=
1

2
||wN(θ)||∞

(4.2)
≥ ε

2

√
N.

Also folgt für alle N ≥ N0

sup
(a,b)∈[0,1]2

a<b

(b− a) inf
t∈[a,b]

(wN
1 (θ)− 2wN

t (θ))
2 ≥ (bN − aN) inf

t∈[aN ,bN ]
(wN

1 (θ)− 2wN
t (θ))

2

≥ ε

8

(ε
2

√
N
)2

=
ε3

32
N.

Da die Wahl von N0 ∈ N und ε > 0 nicht von θ abhängt, erhalten wir schließlich

lim inf
N→∞

inf
θ∈Θ0

sup
(a,b)∈[0,1]2

a<b

(b− a) inf
t∈[a,b]

(wN
1 (θ)− 2wN

t (θ))
2 ≥ lim

N→∞

ε3

32
N

= ∞.

Somit folgt aus dem Ereignis in (C1) das Ereignis in (4.1), und Lemma 4.2 ist daher
bewiesen.

Korollar 4.5. Wenn (C1) gilt für alle θ∗ /∈ Θ0, so ist der 3-Vorzeichen-Tiefe-Test
konsistent, d.h.

lim
N→∞

Pθ∗( sup
θ∈Θ0

Ψ3(WN(θ)) < qα(Ψ3)) = 1 für alle α ∈ (0, 1] und θ∗ /∈ Θ0.
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Beweis. Dieses Resultat folgt sofort aus Satz 4.1 und

Pθ∗( lim
N→∞

sup
θ∈Θ0

Ψ3(WN(θ)) = −∞) = Pθ∗

(⋂
L>0

⋃
N0∈N

⋂
N≥N0

sup
θ∈Θ0

Ψ3(WN(θ)) < −L

)

≤ Pθ∗

( ⋃
N0∈N

⋂
N≥N0

sup
θ∈Θ0

Ψ3(WN(θ)) < qα(Ψ3)

)

= lim
N0→∞

Pθ∗

( ⋂
N≥N0

sup
θ∈Θ0

Ψ3(WN(θ)) < qα(Ψ3)

)

≤ lim
N0→∞

Pθ∗

(
sup
θ∈Θ0

Ψ3(WN0(θ)) < qα(Ψ3)

)
,

wobei wir hier die σ-Stetigkeit verwendet haben.

4.1 Hinreichende Bedingungen für (C1)
Wir können die Gültigkeit der Bedingung (C1) herleiten, indem wir Intervalle [a, b],
a < b, betrachten, bei denen der absolute Zuwachs |WN

b (θ)−WN
a (θ)| besonders groß ist.

Dafür definieren wir

N+
k,l :=

l∑
j=k

1{Rj(θ) > 0}, N−
k,l :=

l∑
j=k

1{Rj(θ) < 0}. (4.4)

Dann ist das Ereignis AN,ε für ε > 0 eine hinreichende Bedingung für große Werte von
||WN(θ)||∞, wobei

AN,ε(θ) :=

 sup
k,l∈{1,...,N}
l−k+1≥εN

max{N+
k,l,N

−
k,l}

l − k + 1
− 1

2
> ε

 . (4.5)

Lemma 4.6. Sei ε > 0 und N ∈ N. Falls

sup
k,l∈{1,...,N}
l−k+1≥εN

max{N+
k,l,N

−
k,l}

l − k + 1
− 1

2
> ε,

so gilt ||WN(θ)||∞ ≥ ε2
√
N , d.h. AN,ε(θ) ⊂ {||WN(θ)||∞ ≥ ε2

√
N}.

Beweis von Lemma 4.6. Es gelte AN,ε(θ). Es existieren also k, l ∈ {1, . . . , N} mit l −
k + 1 ≥ εN , sodass

max{N+
k,l,N

−
k,l}

l − k + 1
− 1

2
> ε.

Wir werden im Folgenden lediglich den Fall

N+
k,l

l − k + 1
>

1

2
+ ε (4.6)
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betrachten, da der Beweis für den anderen Fall analog folgt. Nun gilt

WN
l
N

(θ)−WN
k−1
N

(θ) =
1√
N

l∑
n=k

ψ(Rn(θ))

=
1√
N
(N+

k,l(θ)−N−
k,l(θ))

≥ 1√
N
(N+

k,l(θ)− ((l − k + 1)−N+
k,l(θ))),

wobei die Ungleichung sogar eine Gleichung ist, wenn alle Residuen ungleich Null sind.
Somit folgt

WN
l
N

(θ)−WN
k−1
N

(θ) ≥ 1√
N
(2N+

k,l(θ)− (l − k + 1))

(4.6)
≥ 1√

N

(
2(l − k + 1)

(
1

2
+ ε

)
− (l − k + 1)

)
= 2

1√
N
ε(l − k + 1)

≥ 2ε2
√
N,

da l − k + 1 ≥ εN . Wegen der Dreiecksungleichung gilt nun

|WN
l
N

(θ)−WN
k−1
N

(θ)| ≤ 2||WN(θ)||∞,

und deswegen

||WN(θ)||∞ ≥ 1

2
|WN

l
N

(θ)−WN
k−1
N

(θ)| ≥ ε2
√
N.

Somit haben wir Lemma 4.6 für den Fall (4.6) gezeigt. Für den Fall

N−
k,l

l − k + 1
>

1

2
+ ε

betrachten wir WN
k−1
N

(θ) − WN
l
N

(θ) statt WN
l
N

(θ) − WN
k−1
N

(θ) und führen die obigen Ab-
schätzungen auf analoge Weise durch.

Korollar 4.7. Sei θ∗ /∈ Θ0. Falls ein ε > 0 existiert, sodass

Pθ∗

(
lim inf
N→∞

⋂
θ∈Θ0

AN,ε(θ)

)
= 1, (C2)

so gilt (C1). Falls (C2) sogar für alle θ∗ /∈ Θ0 gilt, so ist der 3-Vorzeichen-Tiefe-Test
konsistent.
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5 Konsistenz in Modellen mit deterministischen, äquidistanten Kovariaten

Beweis. Nach Lemma 4.6 gilt

lim inf
N→∞

⋂
θ∈Θ0

AN,ε(θ) ⊂ lim inf
N→∞

⋂
θ∈Θ0

{||WN(θ)||∞ ≥ ε2
√
N}

= lim inf
N→∞

{
inf
θ∈Θ0

||WN(θ)||∞√
N

≥ ε2
}

=

{
lim inf
N→∞

inf
θ∈Θ0

||WN(θ)||∞√
N

≥ ε2
}

⊂
{
lim inf
N→∞

inf
θ∈Θ0

||WN(θ)||∞√
N

> 0

}
.

Die zweite Aussage aus Korollar 4.7 folgt somit direkt aus Satz 4.1.

5 Konsistenz in Modellen mit deterministischen,
äquidistanten Kovariaten

In diesem Abschnitt betrachten wir ein Modell der Form Yn = f(xn;N , θ
∗) + En, n =

1, . . . , N , wobei

f(·, θ) : R→ R ist stetig für alle θ ∈ Θ ⊂ Rp, (5.1)
E1, . . . , EN sind reellwertige, unabhängige Zufallsvariablen für alle N ∈ N, (5.2)
die Kovariaten x1;N , x2;N , . . . , xN ;N sind deterministisch, äquidistant auf [S, T ], S < T ,

d.h. xk;N = S +
k − 1

N − 1
(T − S) für alle k = 1, . . . , N , (5.3)

E1, . . . , EN sind identisch verteilt für alle N ∈ N mit P(En > 0) = 0.5 = P(En < 0)

und En hat eine Verteilungsfunktion, die streng monoton wachsend ist
auf einem Intervall [−δ0, δ0] für ein δ0 > 0. (5.4)

Ein Spezialfalls dieses Modells ist das polynomielle Modell, welches wir in Abschnitt 5.1
betrachten werden. Eine benötigte Definition für unser Hauptresultat in diesem Kapitel
beschäftigt sich mit den Vorzeichenwechseln einer Funktion g auf [S, T ].

Definition 5.1. Sei I ∈ N.

(i) g : [S, T ] → R hat I Vorzeichenwechsel bei S < z1 < z2 < · · · < zI < T , falls g
alternierende Vorzeichen auf

B1 := (S, z1), B2 := (z1, z2), . . . , BI := (zI−1, zI), BI+1 := (zI , T )

hat und die Funktionswerte auf Bi entweder echt positiv oder echt negativ sind,
d.h. entweder g(x) · (−1)i > 0 für alle i = 1, 2, . . . , I + 1 oder g(x) · (−1)i < 0 für
alle i = 1, 2, . . . , I + 1.
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(ii) g : [S, T ] → R hat I schwache Vorzeichenwechsel bei S < z1 < z2 < · · · < zI < T ,
falls g schwach alternierende Vorzeichen auf

B1 := (S, z1), B2 := (z1, z2), . . . , BI := (zI−1, zI), BI+1 := (zI , T )

hat, d.h. entweder g(x) · (−1)i ≥ 0 für alle i = 1, 2, . . . , I + 1 oder g(x) · (−1)i ≤ 0
für alle i = 1, 2, . . . , I + 1.

Satz 5.2. Sei θ∗ /∈ Θ0. Falls ein Parameter θ0 ∈ Θ0 existiert, sodass

g : [S, T ] → R gegeben durch g(x) = f(x, θ∗)− f(x, θ0)

mindestens I Vorzeichenwechsel auf [S, T ] hat, (5.5)

und für alle θ ∈ Θ0 mit θ ̸= θ0

h : [S, T ] → R gegeben durch h(x) = f(x, θ0)− f(x, θ)

höchstens I − 1 schwache Vorzeichenwechsel auf [S, T ] hat, (5.6)

dann existiert ein ε > 0, sodass (C2) gilt. Falls sogar (5.5) und (5.6) für alle θ∗ /∈ Θ0

gelten, so ist der 3-Vorzeichen-Tiefe-Test konsistent.

Wir benutzen für den Beweis von Satz 5.2 das folgende Lemma.

Lemma 5.3. Falls g : [S, T ] → R I Vorzeichenwechsel auf

B1 := (S, z1), B2 := (z1, z2), . . . , BI := (zI−1, zI), BI+1 := (zI , T )

hat und h : [S, T ] → R höchstens I − 1 schwache Vorzeichenwechsel, so existiert ein
i ∈ {1, . . . , I + 1} mit

entweder g(x) + h(x) ≥ g(x) > 0 für alle x ∈ Bi

oder g(x) + h(x) ≤ g(x) < 0 für alle x ∈ Bi. (5.7)

Beweis. Wir beweisen die Aussage mit vollständiger Induktion bzgl. I ∈ N \ {1}.
Induktionsanfang. Für den Induktionsanfang betrachten wir I = 2, sodass h also

höchstens einen schwachen Vorzeichenwechsel hat. Falls h keinen schwachen Vorzei-
chenwechsel hat, so ist entweder h(x) ≥ 0 für alle x ∈ [S, T ] oder h(x) ≤ 0 für al-
le x ∈ [S, T ]. Somit gilt also (5.7) für entweder i = 1 oder i = 2. Wenn h einen
schwachen Vorzeichenwechsel bei z0 ∈ [S, z1] hat, so hat h keinen Vorzeichenwechsel
auf (z1, T ] = B2 ∪ B3 ∪ {z2, T}. Da g verschiedene Vorzeichen auf B2 und B3 hat, gilt
(5.7) für i = 2 oder i = 3. Wenn h einen schwachen Vorzeichenwechsel bei z0 ∈ [z2, T ]
hat, verläuft die Argumentation analog. Wenn h einen schwachen Vorzeichenwechsel bei
z0 ∈ [z1, z2] hat, so hat h verschiedene Vorzeichen auf B1 und B3 (im schwachen Sinne),
während g gleiche Vorzeichen auf B1 und B3 hat. Somit gilt auch hier (5.7) für i = 1
oder i = 3.

Induktionsvoraussetzung. Die Behauptung von Lemma 5.3 gelte für ein I ∈ N \ {1}
für alle S < T .
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Induktionsschritt. Wir wollen nun die Behauptung von Lemma 5.3 für I +1 beweisen.
Sei also nun g gegeben mit I + 1 Vorzeichenwechseln und h mit höchstens I schwachen
Vorzeichenwechseln. g habe also alternierende Vorzeichen auf

B1 := (S, z1), B2 := (z1, z2), . . . , BI+1 := (zI , zI+1), BI+2 := (zI+1, T ).

Falls h einen schwachen Vorzeichenwechsel bei z0 ∈ (zI+1, T ] hat, so hat h höchstens
I − 1 schwache Vorzeichenwechsel auf [S, zI+1]. Da g I Vorzeichenwechsel auf [S, zI+1]
hat, folgt (5.7) aus der Induktionsvoraussetzung mit zI+1 =∧ T . Falls h einen schwachen
Vorzeichenwechsel bei z0 ∈ [S, z1) hat, so folgt (5.7) ebenfalls aus der Induktionsvoraus-
setzung mit z1 =∧ S.

Falls h keinen schwachen Vorzeichenwechsel auf [S, z1) ∪ (zI+1, T ] = B1 ∪ BI+1 ∪
{S, T} hat, so hat h also höchstens I schwache Vorzeichenwechsel auf [z1, zI+1]. Wenn
h weniger als I schwache Vorzeichenwechsel auf [z1, zI+1] hat, so folgt (5.7) aus der
Induktionsvoraussetzung, indem wir [S, zI+1] =∧ [S, T ] oder [z1, T ] =∧ [S, T ] betrachten.
Wenn h genau I schwache Vorzeichenwechsel auf [z1, zI+1] hat, so existieren z̃1, . . . , z̃I ∈
[zI , zI+1], sodass h schwach alternierende Vorzeichen auf

C1 := (S, z̃1), C2 := (z̃1, z̃2), . . . , CI := (z̃I−1, z̃I), CI+1 := (z̃I , T )

hat. Da h keine schwachen Vorzeichenwechsel auf [S, z1)∪ (zI+1, T ] = B1∪BI+1∪{S, T}
hat, muss B1 ⊂ C1 und BI+2 ⊂ CI+1 gelten. Wenn I ungerade ist, so sind die Vorzeichen
von g auf B1 und BI+2 gleich, während die Vorzeichen (im schwachen Sinne) von h auf
C1 und CI+1 unterschiedlich sind. Wenn I gerade ist, so hat mit analoger Begründung g
verschiedene Vorzeichen auf B1 und BI+2, und h hat gleiche Vorzeichen (im schwachen
Sinne) auf C1 und CI+1. In den beiden beschriebenen Fällen gilt (5.7) für i = 1 oder
i = I + 2.

Beweis von Satz 5.2. Nach Annahme (5.5) hat g gegeben durch g(x) = f(x, θ∗)−f(x, θ0)
alternierende Vorzeichen auf

B1 := (S, z1), B2 := (z1, z2), . . . , BI := (zI−1, zI), BI+1 := (zI , T ).

Da entweder g(x) > 0 auf Bi oder g(x) < 0 auf Bi für alle i = 1, . . . , I + 1 und g stetig
ist aufgrund von (5.1), existieren δ ∈ (0, δ0), ai < bi, i = 1, . . . , I + 1, mit [ai, bi] ⊂ Bi

für alle i = 1, . . . , I + 1 und

entweder g(x) > δ auf [ai, bi] oder g(x) < −δ auf [ai, bi] für alle i = 1, . . . , I + 1.

Nach (5.4) existiert ein ε̃ > 0 mit

Pθ∗(En > −δ)− 1

2
> ε̃, Pθ∗(En < δ)− 1

2
> ε̃

für alle n = 1, . . . , N , N ∈ N. Wir definieren nun

N+
i (θ) :=

N∑
n=1

1{Rn(θ) > 0, xn;N ∈ [ai, bi]},

N−
i (θ) :=

N∑
n=1

1{Rn(θ) < 0, xn;N ∈ [ai, bi]}.
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Zunächst zeigen wir, dass für beliebige [a, b] ⊂ [S, T ], a < b,

1

N

N∑
n=1

1{xn;N ∈ [a, b]} N→∞−−−→ b− a

T − S
,

1

N

N∑
n=1

1{En > −δ, xn;N ∈ [a, b]} N→∞−−−→ b− a

T − S
Pθ∗(E1 > −δ) Pθ∗-f.s., und

1

N

N∑
n=1

1{En < δ, xn;N ∈ [a, b]} N→∞−−−→ b− a

T − S
Pθ∗(E1 < δ) Pθ∗-f.s.

Dafür definieren wir Intervalle [a⊂, b⊂] ⊂ [a, b] ⊂ [a⊃, b⊃], dessen Grenzen in einer Form
wie in (5.3) gegeben sind, d.h.

a⊂ = aN⊂ := S +

⌈
a− S

T − S
(N − 1)

⌉
1

N − 1
(T − S),

a⊃ = aN⊃ := S +

⌊
a− S

T − S
(N − 1)

⌋
1

N − 1
(T − S),

b⊂ = bN⊂ := S +

⌊
b− S

T − S
(N − 1)

⌋
1

N − 1
(T − S),

b⊃ = bN⊃ := S +

⌈
b− S

T − S
(N − 1)

⌉
1

N − 1
(T − S).

Die folgende Abbildung 2 veranschaulicht diese Beziehung zwischen [a, b], [a⊂, b⊂] und
[a⊃, b⊃].

-
-�

T−S
N−1

a

a⊃ a⊂

b

b⊂ b⊃

S T

Abbildung 2: Beziehung von [a, b], [a⊂, b⊂] und [a⊃, b⊃]

Für den Beweis der Konvergenzen betrachten wir jeweils Abschätzungen nach oben
und unten. Dabei können wir 1

N

∑N
n=1 1{xn;N ∈ [a, b]} nach oben abschätzen durch

1

N

N∑
n=1

1{xn;N ∈ [a, b]} ≤ 1

N

N∑
n=1

1{xn;N ∈ [aN⊃ , b
N
⊃ ]}

=
1

N

(⌈
b− S

T − S
(N − 1)

⌉
−
⌊
a− S

T − S
(N − 1)

⌋
+ 1

)
N→∞−−−→ b− a

T − S
,
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und nach oben durch

1

N

N∑
n=1

1{xn;N ∈ [a, b]} ≥ 1

N

N∑
n=1

1{xn;N ∈ [aN⊂ , b
N
⊂ ]}

=
1

N

(⌊
b− S

T − S
(N − 1)

⌋
−
⌈
a− S

T − S
(N − 1)

⌉
+ 1

)
N→∞−−−→ b− a

T − S
.

Analog zeigen wir die Konvergenz von 1
N

∑N
n=1 1{En > −δ, xn;N ∈ [a, b]}. Dies können

wir nach oben abschätzen durch

1

N

N∑
n=1

1{En > −δ, xn;N ∈ [a, b]}

≤ 1

N

N∑
n=1

1{En > −δ, xn;N ∈ [aN⊃ , b
N
⊃ ]}

=
1

N

(⌈
b− S

T − S
(N − 1)

⌉
−
⌊
a− S

T − S
(N − 1)

⌋
+ 1

)
(5.8)

· 1⌈
b−S
T−S

(N − 1)
⌉
−
⌊
a−S
T−S

(N − 1)
⌋
+ 1

⌈ b−S
T−S

(N−1)⌉∑
n=⌊ a−S

T−S
(N−1)⌋

1{En > −δ}. (5.9)

Die Konvergenz von dem Term in (5.8) gegen (b − a)/(T − S) haben wir oben schon
gezeigt. Die (fast sichere) Konvergenz des Terms in (5.9) gegen Pθ∗(E1 > −δ) folgt wegen⌈

b− S

T − S
(N − 1)

⌉
−
⌊
a− S

T − S
(N − 1)

⌋
+ 1 ≥ b− S

T − S
(N − 1)− a− S

T − S
(N − 1)− 1

= (N − 1)
b− a

T − S
− 1

N→∞−−−→ ∞

aus dem starken Gesetz der großen Zahlen und der unabhängigen, identischen Vertei-
lung der E1, . . . , EN nach (5.2) und (5.4). Durch eine analoge Abschätzung nach unten
erhalten wir also

1

N

N∑
n=1

1{En > −δ, xn;N ∈ [a, b]} N→∞−−−→ b− a

T − S
Pθ∗(E1 > −δ) Pθ∗-f.s.

Natürlich folgt die (fast sichere) Konvergenz von 1
N

∑N
n=1 1{En < δ, xn;N ∈ [a, b]} auf

gleiche Weise.
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Für alle i mit g(x) > δ auf [ai, bi] gilt

N+
i (θ

0) =
N∑

n=1

1{Yn − f(xn;N , θ
0) > 0, xn;N ∈ [ai, bi]}

=
N∑

n=1

1{f(xn;N , θ∗) + En − f(xn;N , θ
0) > 0, xn;N ∈ [ai, bi]}

=
N∑

n=1

1{g(xn;N) + En > 0, xn;N ∈ [ai, bi]}

≥
N∑

n=1

1{En > −δ, xn;N ∈ [ai, bi]},

und somit folgt für diese i mit den oben gezeigten Konvergenzen

N+
i (θ

0)∑N
n=1 1{xn;N ∈ [ai, bi]}

− 1

2
≥

1
N

∑N
n=1 1{En > −δ, xn;N ∈ [ai, bi]}
1
N

∑N
n=1 1{xn;N ∈ [ai, bi]}

− 1

2

N→∞−−−→
bi−ai
T−S

Pθ∗(E1 > −δ)
bi−ai
T−S

− 1

2

= Pθ∗(E1 > −δ)− 1

2
> ε̃ Pθ∗-f.s.

Auf analoge Weise gilt für alle i mit g(x) < −δ auf [ai, bi]

N−
i (θ

0) = 1{g(xn;N) + En < 0, xn;N ∈ [ai, bi]}

≥
N∑

n=1

1{En < δ, xn;N ∈ [ai, bi]},

und

N−
i (θ

0)∑N
n=1 1{xn;N ∈ [ai, bi]}

− 1

2
≥

1
N

∑N
n=1 1{En < δ, xn;N ∈ [ai, bi]}
1
N

∑N
n=1 1{xn;N ∈ [ai, bi]}

− 1

2

N→∞−−−→
bi−ai
T−S

Pθ∗(E1 < δ)
bi−ai
T−S

− 1

2

= Pθ∗(E1 < δ)− 1

2
> ε̃ Pθ∗-f.s.

Sei im Folgenden

ε = min

{
min

i∈{1,...,I+1}

bi − ai
2(T − S)

,
ε̃

2

}
.

Nun existiert also ein Ereignis Ω0 mit Pθ∗(Ω0) = 1, sodass für alle ω ∈ Ω0 ein Nω ∈ N
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gibt mit

1

N

N∑
n=1

1{xn;N ∈ [ai, bi]} > ε für alle i = 1, . . . , I + 1,

N+
i (θ

0)(ω)∑N
n=1 1{xn;N ∈ [ai, bi]}

− 1

2
> ε für alle i mit g(x) > δ auf [ai, bi], und (5.10)

N−
i (θ

0)(ω)∑N
n=1 1{xn;N ∈ [ai, bi]}

− 1

2
> ε für alle i mit g(x) < −δ auf [ai, bi] (5.11)

für alle N ≥ Nω.
Betrachte nun ein beliebiges θ ∈ Θ0 mit θ ̸= θ0. Nach den Voraussetzungen von Satz

5.2 gelten (5.5) und (5.6), und somit existiert nach Lemma 5.3 ein i∗ ∈ {1, . . . , I + 1},
sodass entweder

f(x, θ∗)− f(x, θ) = g(x) + h(x) ≥ g(x) > δ auf [ai∗ , bi∗ ] ⊂ Bi∗ (5.12)

oder

f(x, θ∗)− f(x, θ) = g(x) + h(x) ≤ g(x) < −δ auf [ai∗ , bi∗ ] ⊂ Bi∗ . (5.13)

Im Falle (5.12) erhalten wir

N+
i∗ (θ) =

N∑
n=1

1{Yn − f(xn;N , θ) > 0, xn;N ∈ [ai∗ , bi∗ ]}

=
N∑

n=1

1{g(xn;N) + h(xn;N) + En > 0, xn;N ∈ [ai∗ , bi∗ ]}

≥
N∑

n=1

1{g(xn;N) + En > 0, xn;N ∈ [ai∗ , bi∗ ]}

= N+
i∗ (θ

0),

und analog im Fall (5.13)

N−
i∗ (θ) ≥ N−

i∗ (θ
0).

Wenn wir nun also (5.10) und(5.11) benutzen, erhalten wir

N∑
n=1

1{xn;N ∈ [ai∗ , bi∗ ]} > Nε, (5.14)

max{N+
i∗ (θ)(ω), N

−
i∗ (θ)(ω)}∑N

n=1 1{xn;N ∈ [ai∗ , bi∗ ]}
− 1

2
> ε
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für alle ω ∈ Ω0, θ ∈ Θ0 und N ≥ Nω. Sei nun {k̃, k̃ + 1, . . . , l̃} := {n | xn;N ∈ [ai∗ , bi∗ ]}.
Damit gilt nach Definition von N±

k,l und N±
i∗

sup

{
max{N+

k,l(θ)(ω),N
−
k,l(θ)(ω)}

l − k + 1
− 1

2

∣∣∣∣∣ l, k ∈ {1, . . . , N}, l − k + 1 ≥ εN

}
(5.14)
≥

max{N+

k̃,l̃
(θ)(ω),N−

k̃,l̃
(θ)(ω)}

l̃ − k̃ + 1
− 1

2

=
max{N+

i∗ (θ)(ω), N
−
i∗ (θ)(ω)}∑N

n=1 1{xn;N ∈ [ai∗ , bi∗ ]}
− 1

2

>ε,

bzw. ω ∈ AN,ε(θ), für alle ω ∈ Ω0, θ ∈ Θ0 und N ≥ Nω. Insgesamt erhalten wir also die
Folgerungskette

ω ∈ AN,ε(θ) ∀N ≥ Nω, θ ∈ Θ0 =⇒ ω ∈
⋂
θ∈Θ0

AN,ε(θ) ∀N ≥ Nω

=⇒ ω ∈ lim inf
N→∞

⋂
θ∈Θ0

AN,ε(θ),

und somit

1 = Pθ∗(Ω0) ≤ Pθ∗

(
lim inf
N→∞

⋂
θ∈Θ0

AN,ε

)
.

Die Aussage von Satz 5.2 folgt schließlich mit Korollar 4.7.

5.1 Spezialfall des polynomiellen Modells

Wir zeigen nun, dass (5.5) und (5.6) gelten für bestimmte Hypothesen im polynomiellen
Modell. Sei in diesem Abschnitt f(·, θ) also gegeben durch

f(x, θ) =

p∑
q=0

θqx
q (5.15)

mit θ = (θ0, θ1, . . . , θp)
⊤ ∈ Θ = Rp+1 und die Nullhypothese durch

H0 : θ
∗ ∈ Θm

0 := {θ ∈ Rp+1 | 0 = θp−m = θp−m+1 = · · · = θp} (5.16)

für ein m ∈ {0, . . . , p}. Mit der Nullhypothese wird also ausgedrückt, dass das Modell
gegeben ist durch ein Polynom mit einem Grad, der höchstens p−m− 1 ist.

Satz 5.4. Wenn f gegeben ist wie in (5.15) und H0 wie in (5.16), so gelten (5.5) und
(5.6) (für alle θ∗ /∈ Θm

0 ) und somit ist auch der 3-Vorzeichen-Tiefe-Test konsistent für
die Nullhypothese H0.
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Beweis. Sei I = p−m. Falls θ0, θ ∈ Θm
0 , so ist h(x) = f(x, θ0)−f(x, θ) ein Polynom mit

einem Grad, der höchstens p−m−1 = I−1 ist. Somit hat h höchstens p−m−1 = I−1
Nullstellen und somit auch höchstens p −m − 1 = I − 1 schwache Vorzeichenwechsel,
d.h. (5.6) gilt.

Die Gültigkeit von (5.5) folgt aus dem folgenden Lemma 5.5.

Lemma 5.5. Seien m ∈ {0, 1, . . . , p} und θ∗ /∈ Θm
0 beliebig. Dann existieren θ0 ∈ Θm

0

und S < z1 < z2 < · · · < zI < T , sodass g(x) = f(x, θ∗)−f(x, θ0) mindestens I = p−m
Vorzeichenwechsel bei S < z1 < z2 < · · · < zI < T hat und somit (5.5) gilt.

Bemerkung 5.6. Im Falle m = 0 ist der Beweis von Lemma 5.5 sehr leicht. Denn dann
existiert für beliebige S < z1 < z2 < · · · < zI < T ein Polynom f(·, θ0) mit einem Grad,
der höchstens I−1 ist, d.h. θ0 ∈ Θm

0 , sodass f(x, θ0) = f(x, θ∗) für alle x ∈ {z1, . . . , zI}.
Dann ist g gegeben durch g(x) = f(x, θ∗)−f(x, θ0) ein Polynom mit Grad I = p−m = p.
Da ein Polynom mit Grad I höchstens I Nullstellen hat, so sind z1, . . . , zI die einzigen
Nullstellen und es muss g(x) = c

∏I
n=1(x − zn) mit c ̸= 0 Konstante gelten. Aufgrund

von

g′(x) = c
I∑

k=1

I∏
n=1
n̸=k

(x− zn) ̸= 0 für alle x ∈ {z1, . . . , zI}

existieren Vorzeichenwechsel bei den I Nullstellen z1, . . . , zI , sodass g I Vorzeichenwech-
sel hat und somit (5.5) erfüllt ist.

Der Beweis für den Fall m ≥ 1 ist aufwendiger. Für I = p−m und beliebigen S < z1 <
z2 < · · · < zI < T existiert ein Parameter θ(z1, . . . , zI) ∈ Θm

0 mit f(x, θ(z1, . . . , zI)) =
f(x, θ∗) für alle x ∈ {z1, . . . , zI}. Jedoch besteht die Möglichkeit, dass aufgrund der
Wahl der Stützpunkte z1, . . . , zI die Ableitungen identisch sind an Stützpunkten, d.h.
f ′(x, θ(z1, . . . , zI)) = f ′(x, θ∗) für ein x ∈ {z1, . . . , zI}. An solchen Stellen x könnte es
sein, dass g gegeben durch g(x) = f(x, θ∗) − f(x, θ(z1, . . . , zI)) keinen Vorzeichenwech-
sel hat. Wir werden aber in dem kompletten Beweis von Lemma 5.5 zeigen, dass wir
z1, . . . , zI so ändern können, damit (5.5) gilt.

Beweis von Lemma 5.5. Betrachte beliebige S < z1 < · · · < zI < T . Sei θ(z1, . . . , zI) ∈
Θm

0 der Parameter mit f(x, θ(z1, . . . , zI)) = f(x, θ∗) für alle x ∈ {z1, . . . , zI} und g
gegeben durch g(x) = f(x, θ∗)−f(x, θ(z1, . . . , zI)). Um sicherzustellen, dass g mindestens
I Vorzeichenwechsel hat auf [S, T ], d.h. (5.6) gilt, brauchen wir eine passende Wahl von
z1, . . . , zI . Wir werden in dem folgenden Beweis zeigen, dass es ausreicht, lediglich die
Stützstelle zI zu ändern, sofern dies nötig ist.

Für k ∈ {1, . . . , I} definieren wir die Newton-Basisfunktionen

Pk(x) :=
k−1∏
j=1

(x− zj) mit der Konvention P1 ≡ 1.
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Das Interpolationspolynom Qθ∗
z1,...,zI

für f(·, θ∗) an den Stützstellen z1, . . . , zI ist dann
gegeben durch

Qθ∗

z1,...,zI
(x) :=

I∑
k=1

[f(z1, θ
∗), . . . , f(zk, θ

∗)]Pk(x), (5.17)

wobei die Koeffizienten [f(z1, θ
∗), . . . , f(zk, θ

∗)] nach dem Schema der dividierten Diffe-
renzen (s. z.B. Fröberg, 1969, S. 170, oder Dahlquist und Björck, 1974, S. 278) definiert
sind durch

[f(zk, θ
∗)] := f(zk, θ

∗), k ∈ {1, . . . , I},

[f(zj, θ
∗), . . . , f(zj+k, θ

∗)] :=
[f(zj+1, θ

∗), . . . , f(zj+k, θ
∗)]− [f(zj, θ

∗), . . . , f(zj+k−1, θ
∗)]

zj+k − zj
,

k ∈ {1, . . . , I − 1}, j ∈ {1, . . . , I − k},

sodass dann Qθ∗
z1,...,zI

(x) = f(x, θ∗) für alle x ∈ {z1, . . . , zI}. Da wir θ∗ und die Stütz-
stellen z1, . . . , zI−1 im Folgenden nicht variieren werden, kürzen wir die Notation ab und
schreiben QzI = Qθ∗

z1,...,zI
. Wir definieren nun für zI−1 < z < T

J(z) := {i ∈ {1, . . . , I} | (z1, . . . , zI−1, zI) := (z1, . . . , zI−1, z) ⇒ Q′
zI
(zi) ̸= f ′(zi, θ

∗)}.

Im Falle J(zI) = {1, . . . , I} ist die Behauptung von Lemma 5.5 bereits gezeigt, denn
dann hat g mindestens I Vorzeichenwechsel auf [S, T ].

Betrachte also im Folgenden ein i0 ∈ {1, . . . , I} mit Q′
zI
(zi0) = f ′(zi0 , θ

∗). Ersetzen wir
zI mit z̃I , wobei zI−1 < z̃I < T , d.h. die Reihenfolge der Stützstellen ändert sich nicht,
so ändern sich nicht die ersten I − 1 Summanden des Interpolationspolynoms in (5.17).
Somit gilt

Qz̃I (x)−QzI (x) = ([f(z1, θ
∗), . . . , f(z̃I , θ

∗)]− [f(z1, θ
∗), . . . , f(zI , θ

∗)])PI(x), (5.18)

und wir erhalten nach Ableiten

Q′
z̃I
(x)−Q′

zI
(x) = ([f(z1, θ

∗), . . . , f(z̃I , θ
∗)]− [f(z1, θ

∗), . . . , f(zI , θ
∗)])P ′

I(x). (5.19)

Wegen der Produktregel gilt

P ′
I(x) =

I−1∑
k=1

I−1∏
j=1
j ̸=k

(x− zj),

und somit

P ′
I(z̃I) =

I−1∑
k=1

I−1∏
j=1
j ̸=k

(z̃I − zj)︸ ︷︷ ︸
>0

> 0, P ′
I(zi) =

I−1∏
j=1
j ̸=i

(zi − zj)︸ ︷︷ ︸
̸=0

̸= 0, i = 1, . . . , I − 1. (5.20)
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Betrachte die Hilfsfunktion κ : (zI−1, T ) → R definiert durch

κ(x) := [f(z1, θ
∗), . . . , f(zI−1, θ

∗), f(x, θ∗)].

Man kann aus der iterativen Definition von κ mit vollständiger Induktion bzgl. I nach-
weisen, dass κ auch durch

κ(x) =
f(x, θ∗)∏I−1
k=1(x− zk)

+
I−1∑
j=1

f(zj, θ
∗)

(zj − x)
∏I−1

k=1
k ̸=j

(zj − zk)
, x ∈ (zI−1, T ), (5.21)

dargestellt werden kann (s. z.B. Fröberg, 1969, S. 170). Aus dieser Darstellung folgt
sofort die Stetigkeit von κ.

Wir werden nun den Beweis in zwei Schritten durchführen. In Schritt (i) zeigen wir,
dass es eine Umgebung Bδ(zI) = {z ∈ R | |z − zI | < δ} ⊂ (zI−1, T ) von zI gibt,
sodass J(zI) ⊂ J(z̃I) für alle z̃I ∈ Bδ(zI), d.h. wenn die Ableitungen an einer Stützstelle
unterschiedlich sind, so tun sie dies auch nach einer leichten Verschiebung von zI . Dann
zeigen wir in Schritt (ii), dass in jeder Umgebung von zI ein z̃I existiert mit Q′

z̃I
(zi0) ̸=

f ′(zi0 , θ
∗), d.h.

i0 /∈ J(zI) ⊊ J(z̃I) ∋ i0.

(i) Fall 1. Der Fall J(zI) = ∅ ist trivial.

Fall 2. Betrachte in diesem Fall J(zI) ̸= ∅.
Definiere nun C := mini∈J(zI) |Q′

zI
(zi)− f ′(zi, θ

∗)| > 0.

Fall 2.1. In diesem Fall sei I /∈ J(zI).
Aufgrund (5.20) können wir

ε := min
i∈J(zI)

C

2|P ′
I(zi)|

> 0

definieren. Da κ stetig in zI ist, existiert ein δ > 0 mit Bδ(zI) ⊂ (zI−1, T ), sodass
|κ(x)− κ(zI)| < ε für alle x ∈ Bδ(zI). Somit gilt aufgrund (5.19) für alle i ∈ J(zI)
und x ∈ Bδ(zI)

|Q′
zI
(zi)−Q′

x(zi)| = |(κ(zI)− κ(x))P ′
I(zi)|

< ε|P ′
I(zi)|

≤ C

2
.

Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung folgt also

|f ′(zi, θ
∗)−Q′

x(zi)| = |f ′(zi, θ
∗)−Q′

zI
(zi) +Q′

zI
(zi)−Q′

x(zi)|
≥ |f ′(zi, θ

∗)−Q′
zI
(zi)|︸ ︷︷ ︸

≥C

− |Q′
zI
(zi)−Q′

x(zi)|︸ ︷︷ ︸
≤C

2

≥ C

2
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für alle i ∈ J(zI) und x ∈ Bδ(zI). Also gilt J(zI) ⊂ J(x) für alle x ∈ Bδ(zI).

Fall 2.2. Sei I ∈ J(zI) in diesem Fall.
Mit den Argumenten aus Fall 2.1 folgt die Existenz eines δ > 0 mit Bδ(zI) ⊂
(zI−1, T ), sodass J(zI) \ {I} ⊂ J(x) für alle x ∈ Bδ(zI). Es genügt also zu zeigen,
dass I ∈ J(x). Indem wir wieder die Stetigkeit von κ in zI benutzen, erhalten wir
ein δ > δ1 > 0, sodass

|κ(x)− κ(zI)| <
C

4 supx∈Bδ(zI)
P ′
I(x)

für alle x ∈ Bδ1(zI),

und damit auch

|Q′
zI
(x)−Q′

x(x)| = |(κ(zI)− κ(x))P ′
I(x)|

<
C

4 supx∈Bδ(zI)
P ′
I(x)

|P ′
I(x)|

≤ C

4

für alle x ∈ Bδ1(zI). Außerdem erhalten wir mit der Stetigkeit von f ′(·, θ∗) und
Q′

zI
ein δ1 > δ2 > 0, sodass

|f ′(x, θ∗)− f ′(zI , θ
∗)| < C

4
, |Q′

zI
(x)−Q′

zI
(zI)| <

C

4
für alle x ∈ Bδ2(zI).

Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung erhalten wir nun

|f ′(x, θ∗)−Q′
x(x)|

=|f ′(x, θ∗)− f ′(zI , θ
∗) + f ′(zI , θ

∗)−Q′
zI
(zI) +Q′

zI
(zI)−Q′

zI
(x)

+Q′
zI
(x)−Q′

x(x)|
≥|f ′(zI , θ

∗)−Q′
zI
(zI)| − |f ′(x, θ∗)− f ′(zI , θ

∗)| − |Q′
zI
(zI)−Q′

zI
(x)|

− |Q′
zI
(x)−Q′

x(x)|.

Aus den vorangegangenen Abschätzungen folgt also

|f ′(x, θ∗)−Q′
x(x)| ≥ C − C

4
− C

4
− C

4

=
C

4
> 0

für alle x ∈ Bδ2(zI), und somit I ∈ J(x) für alle x ∈ Bδ2(zI).

(ii) Fall 1. In diesem Fall sei i0 ̸= I.
Angenommen, es existiert ein δ > 0 mit f ′(zi0 , θ

∗) = Q′
zI
(zi0) = Q′

x(zi0) für alle x ∈
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Bδ(zI) (und Bδ(zI) ⊂ (zI−1, T )). Hierbei sei anzumerken, dass die erste Gleichung
nach Voraussetzung gilt. Da P ′

I(zi0) ̸= 0, erhalten wir mit (5.19)

κ(x) = [f(z1, θ
∗), . . . , f(x, θ∗)] = [f(z1, θ

∗), . . . , f(zI , θ
∗)] = κ(zI)

für alle x ∈ Bδ(zI). Nun ist (zI−1, T ) ∋ x 7→ p(x)(κ(x)− κ(zI)) ein Polynom mit

p(x)(κ(x)− κ(zI)) = 0 für alle x ∈ Bδ(zI)

und somit auch für alle x ∈ (zI−1, T ), wobei für den Hauptnenner von κ(x)−κ(zI)

p(x) =

(
I−1∏
k=1

(x− zk)

)I−1∏
j=1

(zj − x)
I−1∏
k=1
k ̸=j

(zj − zk)




·

(
I−1∏
k=1

(zI − zk)

)I−1∏
j=1

(zj − zI)
I−1∏
k=1
k ̸=j

(zj − zk)


 ̸= 0

für alle x ∈ (zI−1, T ) gilt, d.h. es muss sogar

κ(x)− κ(zI) = 0 für alle x ∈ (zI−1, T )

gelten. Damit gilt

Qξ(x) = QzI (x) für alle ξ ∈ (zI−1, T ) und x ∈ [S, T ], und somit insbesondere
f(ξ, θ∗) = Qξ(ξ) = QzI (ξ) für alle ξ ∈ (zI−1, T ).

Dies impliziert nun f(·, θ∗) = QzI auf ganz [S, T ]. Somit ist der Grad von f(·, θ∗)
höchstens I − 1, d.h. θ∗ ∈ Θm

0 . Da wir aber θ∗ /∈ Θm
0 in den Voraussetzungen von

Lemma 5.5 angenommen haben, ist dies ein Widerspruch. Deshalb existiert also
in jeder Umgebung Bδ(zI) ⊂ (zI−1, T ) von zI ein z̃I mit i0 ∈ J(z̃I).

Beachte, dass wir hier i0 = I ausschließen mussten, da mit i0 = I das Resultat
aus dem Widerspruch wäre, dass aus jeder Umgebung von zI ein z̃I existiert mit
f ′(zI , θ

∗) ̸= Q′
z̃I
(zI). Nach Definition von J(·) ist dies aber nicht äquivalent zu

I ∈ J(x).

Fall 2. In diesem Fall sei also nun i0 = I. Wir nehmen hier ähnlich wie zuvor an,
dass Q′

x(x) = f ′(x, θ∗) für alle x aus einer Umgebung von zI . Nach Multiplikation
mit PI(x) erhalten wir für alle x aus dieser Umgebung

f ′(x, θ∗)PI(x) = PI(x)

(
κ(x)P ′

I(x) +
I−1∑
k=1

[f(z1, θ
∗), . . . , f(zk, θ

∗)]P ′
k(x)︸ ︷︷ ︸

=:U(x)

)
,
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wobei U ein Polynom ist mit einem Grad, der höchstens I − 3 ist. Indem wir nun
die Darstellung (5.21) von κ(x) einsetzen, erhalten wir wieder für alle x aus dieser
Umgebung von zI

f ′(x, θ∗)PI(x) = PI(x)U(x) + P ′
I(x)f(x, θ

∗) + P ′
I(x)

I−1∑
j=1

PI(x)f(zj, θ
∗)

(zj − x)
∏I−1

k=1
k ̸=j

(zj − zk)

= PI(x)U(x) + P ′
I(x)f(x, θ

∗) + P ′
I(x)

I−1∑
j=1

f(zj, θ
∗)
∏I−1

k=1(x− zk)

(zj − x)
∏I−1

k=1
k ̸=j

(zj − zk)

= PI(x)U(x) + P ′
I(x)f(x, θ

∗)− P ′
I(x)

I−1∑
j=1

f(zj, θ∗) I−1∏
k=1
k ̸=j

x− zk
zj − zk


︸ ︷︷ ︸

=:V (x)

,

wobei V ein Polynom ist mit einem Grad, der höchstens I − 2 ist. Da auf beiden
Seiten dieser Gleichung nun Polynome stehen, welche übereinstimmen auf einer
Umgebung von zI , müssen diese Polynome identisch sein (auf ganz R). Um dies
ausnutzen zu können, betrachten wir zunächst die Grade der auftretenden Polyno-
me. Sei dafür Ĩ := deg(f(·, θ∗)) ≥ I der Grad vom Polynom f(·, θ∗). Dann erhalten
wir

deg(x 7→ f ′(x, θ∗)PI(x)) = (Ĩ − 1) + (I − 1) = Ĩ + I − 2,

deg(x 7→ PI(x)U(x)) ≤ (I − 1) + (I − 3) < Ĩ + I − 2,

deg(x 7→ P ′
I(x)f(x, θ

∗)) = (I − 2) + Ĩ = Ĩ + I − 2,

deg(x 7→ P ′
I(x)V (x)) ≤ (I − 2) + (I − 2) < Ĩ + I − 2.

Somit ist also f ′(·, θ∗)PI −P ′
If(·, θ∗), eine Differenz von zwei Polynomen mit Grad

Ĩ + I − 2, identisch mit einem Polynom, wessen Grad kleiner als Ĩ + I − 2 ist.
Dies bedeutet, dass die Leitkoeffizienten von f ′(·, θ∗)PI und P ′

If(·, θ∗) identisch
sind. Nun ist der Leitkoeffizient von PI 1, und somit der Leitkoeffizient von P ′

I

I−1. Nach den Regeln für Ableitungen von Polynomen ist auch der Leitkoeffizient
von f ′(·, θ∗) das Ĩ-fache des Leitkoeffizienten von f(·, θ∗). Wenn wir mit lc(p) den
Leitkoeffizient eines Polynoms p schreiben, folgt also nun

Ĩ · lc(f(·, θ∗)) = (Ĩ · lc(f(·, θ∗))) · 1 = lc(x 7→ f ′(x, θ∗)PI(x))

= lc(x 7→ P ′
I(x)f(x, θ

∗)) = (I − 1) · lc(f(·, θ∗)),

d.h. Ĩ = I − 1, was ein Widerspruch zu Ĩ ≥ I ist. Somit existiert ein in jeder
Umgebung von zI ein z̃I , sodass i0 = I ∈ J(z̃I).

Nun müssen wir Schritte (i) und (ii) höchstens für alle i0 /∈ J(zI) iterativ durchführen,
wobei zI in jeder Durchführung des Schritts (ii) (ein wenig) verschoben wird. Dies be-
deutet, dass wir die Schritte (i) und (ii) höchstens I-mal durchführen müssen. Danach
entspricht der gesuchte Parameter θ0 = θ(z1, . . . , zI) den Koeffizienten des Interpolati-
onspolynoms QzI = Qθ∗

z1,...,zI
.
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem
polynomiellen Modell

In diesem Kapitel wenden wir den 3-Vorzeichen-Tiefe-Test an und vergleichen ihn mit
anderen Tests in Bezug auf unter anderem Konsistenz und Güte. Dabei betrachten wir
das polynomielle Modell, wie es in Kapitel 5 und insbesondere Abschnitt 5.1 definiert
wird, d.h. die Bedingungen (5.1) bis (5.4) gelten und f(·, θ) ist gegeben durch

f(x, θ) =

p∑
q=0

θqx
q,

wobei θ = (θ0, θ1, . . . , θp)
⊤ ∈ Θ = Rp+1.

Im Wesentlichen betrachten wir im Folgenden das quadratische Modell mit p = 2, bei
dem wir bzgl. der Nullhypothese

H0 : θ
∗ ∈ Θ0 := {θ ∈ R3 | 0 = θ2}

testen. Dies bedeutet, dass wir im quadratischen Modell testen, ob wirklich ein quadra-
tisches Modell vorliegt, d.h. θ∗2 ̸= 0, und nicht lediglich ein lineares Modell, d.h. θ∗2 = 0.

Um den nach Kapitel 3 durch

Lehne H0 ab, falls sup
θ∈Θ0

Ψ3(WN(θ)) < qα(Ψ3)

definierten 3-Vorzeichen-Tiefe-Test anwenden zu können, benötigen wir das α-Quantil
qα(Ψ3) und Methoden, das Supremum supθ∈Θ0

Ψ3(w
N(θ)) für Realisierungen wN(θ) von

WN(θ) für θ ∈ Θ0 approximativ zu berechnen. Dies behandeln wir in den nächsten
beiden Abschnitten 6.1 und 6.2.

6.1 Möglichkeiten zur (approximativen) Berechnung von qα(Ψ3)

qα(Ψ3) ist das α-Quantil von Ψ3(W ), wobei W eine Standard-Brownsche Bewegung ist.
Dies bedeutet, dass

(i) W0 = 0 P-f.s.,

(ii) die Pfade t 7→ Wt sind P-f.s. stetig,

(iii) Wt2 −Wt1 , . . . ,Wtn −Wtn−1 sind stochastisch unabhängig für alle 0 ≤ t1 < t2 <
· · · < tn, und

(iv) Wt −Ws ∼ N (0, t− s) für alle 0 ≤ s < t.

Seien nun L,M ∈ N. Aufgrund dieser Eigenschaften von W können wir also leicht Werte

0 = w0, w 1
L
, w 2

L
, . . . , wL

L
= w1
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einer Realisierung w von W generieren. Dies können wir z.B. mit der Programmier-
sprache R tun, s. R Core Team, 2022. Mit diesen Werten können wir dann mit Hilfe
einer Riemann-Summe bzgl. der Zerlegung {0, 1/L, 2/L, . . . , L/L = 1} von [0, 1] Ψ3(w)
approximieren, d.h.

Ψ3(w) =
3

4

(
1−

∫ 1

0

(w1 − 2wt)
2 dt

)
≈ 3

4

(
1−

L∑
i=1

1

L

(
w1 − 2w i

L

)2)
.

Dieses Vorgehen können wir dann M -mal wiederholen, womit wir M Realisierungen
Ψ3(w) von Ψ3(W ) erhalten. Daraus erhalten wir das empirische α-Quantil dieser M
Werte, womit wir für große L,M das theoretische α-Quantil qα(Ψ3) näherungsweise
bestimmen können.

Eine weitere Möglichkeit, qα(Ψ3) (im zweifachen Sinne) zu approximieren, ist die nä-
herungsweise Berechnung des α-Quantils q3,α von d3(R1(θ

∗), . . . , RN(θ
∗)) für große N .

Wegen der Beziehung zwischen d3(R1(θ
∗), . . . , RN(θ

∗)) und Ψ3(WN(θ∗)) in (3.12) und
der Erläuterung in Abschnitt 3.1 über die Konvergenz von WN(θ∗) gegen eine Standard-
Brownsche Bewegung W sollten wir also mit

(N − 1)(N − 2)

N
(q3,α − 0.25) ≈ qα(Ψ3) (6.1)

für große N eine Approximation von qα(Ψ3) erhalten. Da ψ(R1(θ
∗)), . . . , ψ(RN(θ

∗)) un-
abhängig und diskret gleichverteilt mit Träger {−1,+1} sind nach (A1) und (A2), müss-
ten wir für eine exakte Berechnung von q3,α die Vorzeichen-Tiefen d3(r1, . . . , rN) für alle
(r1, . . . , rN) ∈ {−1,+1}N berechnen, was die Berechnung von 2N Vorzeichen-Tiefen
bedeutet. Dies ist also für große N nicht empfehlenswert, weshalb wir eher für eine be-
stimmte (nicht exponentielle) Zahl Realisierungen (r1, . . . , rN) von (R1(θ

∗), . . . , RN(θ
∗))

die Vorzeichen-Tiefe d3(r1, . . . , rN) berechnen würden, woraus wir dann das α-Quantil
q3,α näherungsweise berechnen könnten.

Im Folgenden werden wir jedoch in der praktischen Anwendung des 3-Vorzeichen-
Tiefe-Tests die approximativen Quantile in Tabelle 1 aus Falkenau, 2016, S. 76, verwen-
den. Dort wurde eine andere Darstellung des Limes von Ψ3(WN(θ∗)) verwendet, welcher
jedoch die gleiche Verteilung wie Ψ3(W ) hat.

α 0.005 0.01 0.025 0.05 0.1 0.2

qα(Ψ3) −2.6543216 −2.2403956 −1.6791727 −1.2545411 −0.8270908 −0.4032076

Tabelle 1: Approximative Quantile von Ψ3(W ) (Falkenau, 2016, S. 76)

Mit der R-Funktion qdepth aus dem Paket GSignTest, s. Horn, 2021a, mit dem Argu-
ment K=3 erhalten wir fürN = 3, 4, . . . , 25 die exakten Quantile von d3(R1(θ

∗), . . . , RN(θ
∗))

und für N = 26, . . . , 100 die simulierten, d.h. angenäherten, Quantile. Für Datenmengen
N > 100 werden die Werte für N = 100 gewählt. Wenn wir dann die erhaltenen Werte
für N = 100 wie in (6.1) normieren, erhalten wir die Quantile in Tabelle 2.

Die Quantile aus Tabelle 1 sind kleiner als die aus Tabelle 2. Somit würden wir bei
der Verwendung der Quantile aus Tabelle 2 häufiger die Nullhypothese ablehnen.

Den 3-Vorzeichen-Tiefe-Test werden wir lediglich mit α = 0.05 verwenden.
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α 0.005 0.01 0.025 0.05 0.1 0.2

qα(Ψ3) −2.546364 −2.135796 −1.608048 −1.203048 −0.790524 −0.376296

Tabelle 2: Approximative Quantile von Ψ3(W ) basierend auf der Quantilsfunktion
qdepth (Horn, 2021a)

6.2 Möglichkeiten zur (approximativen) Berechnung von
supθ∈Θ0

Ψ3(w
N(θ))

Wir betrachten zwei Möglichkeiten zur approximativen Berechnung von

sup
θ∈Θ0

d3(r1(θ), . . . , rN(θ))

für Realisierungen (r1(θ), . . . , rN(θ)) von (R1(θ), . . . , RN(θ)) für θ ∈ Θ0. Aufgrund von
(3.12) erhalten wir somit auch zwei Möglichkeiten zur approximativen Berechnung von
supθ∈Θ0

Ψ3(w
N(θ)).

Im Folgenden identifizieren wir die Parametermenge der Nullhypothese Θ0 = R2 ×
{0} ⊂ R3 mit R2. Dies bedeutet, dass wir ein Parameter (θ0, θ1, 0)⊤ ∈ Θ0 als (θ0, θ1)⊤ ∈
R2 betrachten.

6.2.1 Gittersuche

Ein naheliegender Ansatz für die approximative Berechnung des Supremums ist die
Gitter- bzw. Rastersuche. Dabei legen wir auf einen bestimmten Bereich [L0, U0]×[L1, U1]
von Θ0 ein Raster, d.h. ein System aus horizontalen und vertikalen Geraden, wobei
benachbarte horizontale (bzw. vertikale) Geraden stets den gleichen Abstand zueinander
haben. Für alle Stellen θ ∈ Θ0, an denen sich eine horizontale und vertikale Gerade
schneiden, berechnen wir dann d3(r1(θ), . . . , rN(θ)). Wir geben dann sowohl das θ zurück,
für das die zugehörige Vorzeichen-Tiefe am höchsten ist, als auch diese Vorzeichen-Tiefe.

Wenn das Raster fein genug ist, sollte dies aufgrund der Definition von d3 stets zur
exakten Berechnung des Supremums führen. Das Vorgehen ist ebenfalls in Pseudocode
1 beschrieben.

Dieses Verfahren lässt sich auch für das allgemeinere Modell in Abschnitt 5.1 mit
Nullhypothese (5.16) verallgemeinern. Dafür betrachten wir stattdessen einen Bereich
[L0, U0]×· · ·×[Lp−m−1, Up−m−1] und Anzahl an Geraden (A0, . . . , Ap−m−1). Dann wenden
wir das Verfahren auf analoge Weise auf dieses (p−m)-dimensionale Raster an.

Den Bereich [L0, U0]×[L1, U1] können wir mit Hilfe einer robusten Regression festlegen.
Dafür können wir z.B. die Funktion rlm aus dem R-Paket MASS benutzen, s. Venables
und Ripley, 2002.

Dieses Gittersuche-Verfahren hat jedoch das Problem, dass wir A0 · A1 Vorzeichen-
Tiefen berechnen müssen. Wenn der Bereich [L0, U0] × [L1, U1] relativ groß ist und wir
somit für ein feines Raster hohe Werte von (A0, A1) benötigen, kann dies sehr aufwendig
sein. Dabei kann es vorkommen, dass wir mehrere θ in diesem Verfahren betrachten,
die die gleichen Residuen-Vorzeichen (ψ(r1(θ)), . . . , ψ(rN(θ))) erzeugen, und wir somit
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

Eingabe: Daten (x1, y1), . . . , (xN , yN), Bereich [L0, U0]× [L1, U1], Anzahl an
vertikalen und horizontalen Geraden (A0, A1).

Ausgabe: Parameter θ ∈ Θ0 und zugehörige Vorzeichen-Tiefe
d3(r1(θ), . . . , rN(θ)).

1 für i = 1, . . . , A0

2 für j = 1, . . . , A1

3 Sei θi,j =
(
L0 +

i−1
A0−1

(U0 − L0), L1 +
j−1
A1−1

(U1 − L1)
)
.

4 Berechne Vorzeichen-Tiefe di,j = d3(r1(θ
i,j), . . . , rN(θ

i,j)), wobei
rn(θ

i,j) = yn − (θi,j0 + θi,j1 xn).
5 Gebe sowohl ein θi,j zurück, sodass di,j maximal ist, als auch dieses di,j.

Pseudocode 1: Pseudocode für die Gittersuche

unnötige Berechnungen von Vorzeichen-Tiefen durchführen. Deshalb müsste man sich
bei diesem Verfahren merken, für welche Residuen-Vorzeichen wir schon die Vorzeichen-
Tiefe berechnet haben. Dafür betrachten wir das folgende Beispiel 6.1.

Beispiel 6.1. Gegeben seien die Daten

(x1, y1) = (1, 1), (x2, y2) = (2, 1), (x3, y3) = (3, 2), (x4, y4) = (4, 2)

in Abbildung 3a.
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(b) Geraden definiert durch (g1) bis (g4)

Abbildung 3: Grafik zu Beispiel 6.1

Wir wollen nun untersuchen, für welche θ ∈ Θ0 ein Residuum rn(θ) positiv und für
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welche es negativ ist. Dafür betrachten wir

y1 − (θ0 + θ1x1) = r1(θ) = 0 ⇔ θ0 + θ1 = 1, (g1)
y2 − (θ0 + θ1x2) = r2(θ) = 0 ⇔ θ0 + 2θ1 = 1, (g2)
y3 − (θ0 + θ1x3) = r3(θ) = 0 ⇔ θ0 + 3θ1 = 2, (g3)
y4 − (θ0 + θ1x4) = r4(θ) = 0 ⇔ θ0 + 4θ1 = 2. (g4)

Die durch (g1) bis (g4) erhaltenen Geraden und deren Schnittpunkte sind in Abbildung
3b dargestellt. So gilt z.B., dass für alle θ ∈ Θ0 unterhalb der Gerade (g1) das Re-
siduum r1(θ) positiv ist, und oberhalb negativ. Gleiches gilt für die anderen Geraden.
Wir erhalten durch diese Geraden eine Art Mosaik aus Polyedern, d.h. Mengen der
Form {x ∈ Rn | Ax ≤ b} für gegebene A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, deren Vereinigung ganz
R2 ergibt und deren offenen Kerne disjunkt zueinander sind. Die Residuen-Vorzeichen
(ψ(r1(θ)), . . . , ψ(rN(θ))) sind dann auf dem offenen Kern, d.h. dem Inneren, eines sol-
chen Polyeders jeweils konstant, und somit ist dann auch dort die Vorzeichen-Tiefe
d3(r1(θ), . . . , rN(θ)) konstant.

Beispiel 6.1, und insbesondere Abbildung 3b, spricht also eher gegen den Ansatz,
für die Suche nach der maximalen Vorzeichen-Tiefe ein Raster aus horizontalen und
vertikalen Geraden auf einen Bereich von Θ0 zu legen.

6.2.2 Datenpunktpaar-Verfahren

Wenn wir für beliebige Daten (x1, y1), . . . , (xN , yN) so wie in Beispiel 6.1 vorgehen, erhal-
ten wir wieder ein System aus Geraden, welche definiert sind durch θ0 + θ1xn = yn. Bei
dem Datenpunktpaar-Verfahren berechnen wir dann für alle Schnittpunkte θ ∈ Θ0 die
zugehörige Vorzeichen-Tiefe und geben dann von diesen Vorzeichen-Tiefen die Höchste
zusammen mit dem zugehörigen Parameter θ zurück. Eines dieser Schnittpunkte θ ∈ Θ0,
welches durch den Schnitt von

ri(θ) = 0 und rj(θ) = 0 ⇔ θ0 + θ1xi = yi und θ0 + θ1xj = yj (6.2)

entsteht, entspricht gerade den Koeffizienten der linearen Funktion durch (xi, yi) und
(xj, yj). Beachte, dass ein Schnittpunkt von Geraden in (6.2) stets existiert. Dies liegt
daran, dass diese Geraden aufgrund von x1 < · · · < xN nie parallel sein können. Wenn
xn ̸= 0, so ist nämlich die Steigung der durch θ0 + θ1xn = yn definierten Gerade, bzw.
der linearen Funktion θ0 7→ yn/xn − θ0/xn, −1/xn. Im Falle xn = 0 erhalten wir eine
vertikale Gerade.

Dieses Vorgehen beschreiben wir ebenfalls als Pseudocode.
Wir könnten in Pseudocode 2 anstatt die Koeffizienten θ ∈ Θ0 der linearen Funktion

durch (xi, yi) und (xj, yj) auch für ein gegebenes kleines ε > 0 die Koeffizienten θ ∈ Θ0

der linearen Funktion durch (xi, yi + δi) und (xj, yj + δj) für alle δi, δj ∈ {+ε,−ε}
betrachten, wie in Pseudocode 3 beschrieben.

Die Begründung dafür ist, dass wir bei dem Verfahren in Pseudocode 2 stets θ ∈ Θ0

betrachten, für die (mindestens) zwei der zugehörigen Residuen r1(θ), . . . , rN(θ) Null
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Eingabe: Daten (x1, y1), . . . , (xN , yN).
Ausgabe: Parameter θ ∈ Θ0 und zugehörige Vorzeichen-Tiefe

d3(r1(θ), . . . , rN(θ)).
1 für (i, j) ∈ {1, . . . , N}2 mit i < j

2 Sei θi,j =
(

yixj−xiyj
xj−xi

,
yj−yi
xj−xi

)
.

3 Berechne Vorzeichen-Tiefe di,j = d3(r1(θ
i,j), . . . , rN(θ

i,j)), wobei
rn(θ

i,j) = yn − (θi,j0 + θi,j1 xn).
4 Gebe sowohl ein θi,j zurück, sodass di,j maximal ist, als auch dieses di,j.

Pseudocode 2: Pseudocode für das Datenpunktpaar-Verfahren

Eingabe: Daten (x1, y1), . . . , (xN , yN), Shift-Parameter ε > 0.
Ausgabe: Parameter θ ∈ Θ0 und zugehörige Vorzeichen-Tiefe

d3(r1(θ), . . . , rN(θ)).
1 für (i, j) ∈ {1, . . . , N}2 mit i < j
2 für (δi, δj) ∈ {+ε,−ε}2

3 Sei θi,j,δi,δj =
(

(yi+δi)xj−xi(yj+δj)

xj−xi
,
(yj+δj)−(yi+δi)

xj−xi

)
.

4 Berechne Vorzeichen-Tiefe di,j,δi,δj = d3(r1(θ
i,j,δi,δj), . . . , rN(θ

i,j,δi,δj)), wobei
rn(θ

i,j,δi,δj) = yn − (θ
i,j,δi,δj
0 + θ

i,j,δi,δj
1 xn).

5 Gebe sowohl ein θi,j,δi,δj zurück, sodass di,j,δi,δj maximal ist, als auch dieses
di,j,δi,δj .

Pseudocode 3: Alternative 1 für das Datenpunktpaar-Verfahren

sind. Nach den Annahmen an unser Modell können wir auch für diese θ annehmen, dass
genau zwei Residuen ri(θ), rj(θ) Null sind. Wenn wir θ nun so wenig verschieben, dass
diese beiden Residuen nicht mehr Null sind und sich die Vorzeichen der anderen Residuen
nicht ändert, so vergrößern wir die zugehörige Vorzeichen-Tiefe nach Definition. Hierbei
würde sich jedoch die Frage stellen, wie wir den Shift-Parameter ε > 0 wählen sollen,
um das oben gewünschte Verhalten in allen Durchläufen der Für-Schleife in Zeile 1 von
Pseudocode 3 sicherzustellen, d.h.

ψ(rn(θ
i,j,δi,δj)) = ψ(rn(θ

i,j,0,0)) für alle n ∈ {1, . . . , N} \ {i, j}, (6.3)
(i, j) ∈ {1, . . . , N} mit i < j, (δi, δj) ∈ {+ε,−ε}2,

wobei θi,j,0,0 = θi,j mit θi,j wie in Pseudocode 2.
Diese Problematik der Wahl des Shift-Parameters ε > 0 führt uns zu einer weiteren

Alternative des Datenpunktpaar-Verfahrens, welches in Pseudocode 4 beschrieben wird.
Die Motivation für diese Alternative ist, dass aufgrund der Annahmen an unser Modell

ein Shift-Parameter ε > 0 existiert, sodass (6.3) gilt. Dann gilt ψ(ri(θi,j,δi,δj)) = ψ(δi) und
ψ(rj(θ

i,j,δi,δj)) = ψ(δj) für alle (i, j) ∈ {1, . . . , N}2 mit i < j und (δi, δj) ∈ {+ε,−ε}2.
Mit diesem ε gibt also das Vorgehen des Pseudocodes 3 die gleiche Vorzeichen-Tiefe
zurück wie das Vorgehen des Pseudocodes 4, wobei bei der zweiten Alternative nun
natürlich die Wahl des Shift-Parameters ε wegfällt.
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Eingabe: Daten (x1, y1), . . . , (xN , yN).
Ausgabe: Residuen (r1, . . . , rN) und zugehörige Vorzeichen-Tiefe d3(r1, . . . , rN),

Parameter θ ∈ Θ0

1 für (i, j) ∈ {1, . . . , N}2 mit i < j

2 Sei θi,j =
(

yixj−xiyj
xj−xi

,
yj−yi
xj−xi

)
.

3 Berechne ri,j = (r1(θ
i,j), . . . , rN(θ

i,j)), wobei rn(θi,j) = yn − (θi,j0 + θi,j1 xn).
4 für (ιi, ιj) ∈ {+1,−1}2
5 Sei ri,j,ιi,ιj ∈ RN mit

ri,j,ιi,ιjn =


ri,jn , falls n /∈ {i, j},
ιi, falls n = i,

ιj, falls n = j.

6 Berechne Vorzeichen-Tiefe di,j,ιi,ιj = d3(r
i,j,ιi,ιj).

7 Gebe sowohl ein θi,j und ri,j,ιi,ιj zurück, sodass di,j,ιi,ιj maximal ist, als auch
dieses di,j,ιi,ιj .

Pseudocode 4: Alternative 2 für das Datenpunktpaar-Verfahren

Auch dieses Datenpunktpaar-Verfahren lässt sich für das allgemeinere Modell in Ab-
schnitt 5.1 mit Nullhypothese (5.16) verallgemeinern. Dabei betrachten wir dann eine
Für-Schleife bzgl. der Index-(p−m)-Tupel (i1, . . . , ip−m) ∈ {1, . . . , N}p−m mit i1 < · · · <
ip−m. Für ein solches Index-(p−m)-Tupel berechnen wir dann die Koeffizienten θ ∈ Θm

0

des Interpolationspolynoms bzgl. der Punkte (xi1 , yi1), . . . , (xip−m , yip−m), welches einen
Grad hat, der höchstens p−m− 1 ist. Für dieses θ berechnen wir dann die Vorzeichen-
Tiefe. Wenn wir den Rechenaufwand für die Berechnung der Vorzeichen-Tiefe und für die
Maximum-Bestimmung vernachlässigen, d.h. den Rechenaufwand dafür als konstant an-
nehmen, so ergibt sich bei der Verallgemeinerung von Pseudocode 2 ein Rechenaufwand
von O(

(
N

p−m

)
) (bzw. O(Np−m), wenn wir p,m nicht als Eingabe und somit als konstant

betrachten) und bei der Verallgemeinerung von Pseudocode 3 und 4 O(2p−m
(

N
p−m

)
).

Die Für-Schleife in der Zeile 1 von Pseudocode 2, 3 und 4 durchlaufen wir
(
N
2

)
-mal.

Obwohl die Anzahl an Durchläufen somit lediglich quadratisch wächst, kann dies dennoch
für große N einen großen Rechenaufwand bedeuten. Die Anzahl an Durchläufen könnten
wir also entweder begrenzen, z.B. auf 100 Durchläufe, oder wir durchlaufen für große N
stets lediglich einen gewissen Anteil, z.B. 10%, der insgesamt

(
N
2

)
Durchläufe. Wenn wir

also weniger als
(
N
2

)
Durchläufe durchführen, benötigen wir eine Möglichkeit, zufällige

Indexpaare (i, j) ∈ {1, . . . , N}2 mit i < j auszuwählen. Eine Möglichkeit dafür ist das
Ziehen mit Zurücklegen, wobei wir dabei natürlich ein Indexpaar (i, j) mehrmals ziehen
könnten. Eine andere Möglichkeit ist das Ziehen ohne Zurücklegen. Dafür ist es bei der
Implementierung hilfreich, eine explizite Bijektion zwischen {1, . . . ,

(
N
2

)
} und {(i, j) ∈

{1, . . . , N}2 | i < j} für beliebige N zu nutzen. Eine mögliche Bijektion ist in Tabelle 3
gegeben.
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1 2 . . . N − 1 N . . . (N − 1) + (N − 2) . . .
(
N
2

)
(1, 2) (1, 3) . . . (1, N) (2, 3) . . . (2, N) . . . (N − 1, N)

Tabelle 3: Mögliche Bijektion zwischen {1, . . . ,
(
N
2

)
} und {(i, j) ∈ {1, . . . , N}2 | i < j}

Lemma 6.2 (persönliche Kommunikation von Malcherczyk). Die Funktion

fN :

{
1, 2 . . . ,

(
N

2

)}
→ {(i, j) ∈ {1, . . . , N}2 | i < j},

gegeben durch

GETiN(k) =

2N + 1

2
−

√(
2N + 1

2

)2

− 2(N + k)

− 1,

(fN(k))1 = GETiN(k),

(fN(k))2 = (fN(k))1 + k −
(
N((fN(k))1 − 1)− ((fN(k))1 − 1)(fN(k))1

2

)
für alle k ∈

{
1, . . . ,

(
N
2

)}
, entspricht der Bijektion in Tabelle 3.

Wenn man diese Funktion in R implementiert, so erhält man z.B. mit N = 10 und
den Argumenten k = 1, 2, . . . ,

(
10
2

)
die folgende Ausgabe, bei der die Spalten den aus-

gegebenen Indexpaaren ((fN(k))1, (fN(k))2) entsprechen und die Spaltennummer dem
Argument k.

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8] [,9] [,10] [,11] [,12]
[1,] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2
[2,] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 3 4 5

[,13] [,14] [,15] [,16] [,17] [,18] [,19] [,20] [,21] [,22]
[1,] 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3
[2,] 6 7 8 9 10 4 5 6 7 8

[,23] [,24] [,25] [,26] [,27] [,28] [,29] [,30] [,31] [,32]
[1,] 3 3 4 4 4 4 4 4 5 5
[2,] 9 10 5 6 7 8 9 10 6 7

[,33] [,34] [,35] [,36] [,37] [,38] [,39] [,40] [,41] [,42]
[1,] 5 5 5 6 6 6 6 7 7 7
[2,] 8 9 10 7 8 9 10 8 9 10

[,43] [,44] [,45]
[1,] 8 8 9
[2,] 9 10 10

Beweis von Lemma 6.2. SeienAN := {(i, j) ∈ {1, . . . , N}2 | i < j} undBN := {1, . . . ,
(
N
2

)
}.
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1. Zunächst konstruieren wir eine (explizite) Bijektion g von AN nach BN wie in
Tabelle 3. Dies bedeutet, dass wir wie folgt zuordnen wollen:

(1, 2) 7→ 1,
(1, 3) 7→ 2,

...
(1, N) 7→ N − 1,
(2, 3) 7→ N − 1 + 1,
(2, 4) 7→ N − 1 + 2,

...
(2, N) 7→ N − 1 + N − 2,
(3, 4) 7→ N − 1 + N − 2 + 1,

...
(3, N) 7→ N − 1 + N − 2 + N − 3,

...
usw.

Es gilt also

g(i, j) =
i−1∑
m=1

(N −m) + j − i = N(i− 1)− (i− 1)i

2
+ j − i.

Wir zeigen nun, dass g : AN → BN eine (wohldefinierte) bijektive Abbildung ist.

(i) Für ein festes i ∈ {1, . . . , N − 1} und j, j̃ ∈ {i + 1, . . . , N} mit j < j̃ gilt
g(i, j) < g(i, j̃), da

g(i, j) = N(i− 1)− (i− 1)i

2
+ j − i

< N(i− 1)− (i− 1)i

2
+ j̃ − i

= g(i, j̃).

(ii) Es gilt g(i, N) < g(i + 1, i + 2) für i ∈ {1, . . . , N − 2} und insbesondere
g(i+ 1, i+ 2)− g(i, N) = 1, da

g(i+ 1, i+ 2)− g(i, N) =Ni− i(i+ 1)

2
+ i+ 2− i− 1

−
(
N(i− 1)− (i− 1)i

2
+N − i

)
︸ ︷︷ ︸

=−Ni+N+
(i−1)i

2
−N+i

,
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

wobei wir diesen Term nun vereinfachen können und somit folgt

g(i+ 1, i+ 2)− g(i, N) =− i
i+ 1

2
+ i+ 1 + i

i− 1

2

=i

(
i− 1

2
− i+ 1

2

)
+ i+ 1

=− i+ i+ 1 = 1.

(iii) Es gilt g(N − 1, N) =
(
N
2

)
, da

g(N − 1, N) = N(N − 2)− (N − 2)(N − 1)

2
+N −N + 1

= N2 − 2N − 1

2
N2 +

3

2
N − 1 +N −N + 1

=
1

2
N2 − 1

2
N

=
1

2
N(N − 1) =

(
N

2

)
.

(iv) Wenn wir nun (i) und (ii) sukzessiv anwenden, erhalten wir, dass g(i, j) <
g(̃i, j̃) für alle i, ĩ ∈ {1, . . . , N − 1} mit i < ĩ und j ∈ {i + 1, . . . , N}, j̃ ∈
{̃i+ 1, . . . , N}. Wegen (iii) ist

(
N
2

)
dann auch der Maximalwert von g.

Somit haben wir nun die Wohldefiniertheit und Injektivität von g gezeigt. Wegen
|AN | = |BN | folgt aus der Injektivität auch die Surjektivität, d.h. g ist bijektiv.

2. Da g umkehrbar ist, konstruieren wir nun die Umkehrabbildung g−1. Betrachte
hierbei

g(i, j) = N(i− 1)− (i− 1)i

2︸ ︷︷ ︸
:=h(i)

+j − i.

Die Idee ist nun, dass wir aus dem Funktionswert h(i) bereits das Argument i
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

folgern können. Dies kann wie folgt illustriert werden:

(i, j) h(i) = z̃ g(i, j) = z
(1, 2) 7→ 0 + 2− 1 = 1,
(1, 3) 7→ 0 + 3− 1 = 2,

...
(1, N) 7→ 0 + N − 1 = N − 1,
(2, 3) 7→ N − 1 + 3− 2 = N,
(2, 4) 7→ N − 1 + 4− 2 = N + 1,

...
(2, N) 7→ N − 1 + N − 2 = 2N − 3,
(3, 4) 7→ N − 1 +N − 2 + 4− 3 = 2N − 2,

...
(5, 7) 7→ N − 1 +N − 2 +N − 3 +N − 4 + 7− 5 = 4N − 8,

...
usw.

D.h. für g(i, j) ∈ {1, . . . , N − 1} ist i = 1, bzw. (g−1)1({1, . . . , N − 1}) = {1},
(g−1)1({N, . . . , 2N − 3}) = {2}, usw. Anhand dieser Illustration folgt also, dass
der Wert von h bereits die erste Koordinate i bestimmt. Wir zeigen nun, dass die
Funktion h : {1, . . . , N − 1} → h({1, . . . , N − 1}) umkehrbar ist, wobei

h({1, . . . , N − 1}) =
{
0, N − 1, 2N − 3, 3N − 6, . . . ,

(
N

2

)
− 1

}
=: CN .

Nun wollen wir die Umkehrvorschrift von h auf CN finden. Betrachte also die
Funktion

h : {1, . . . , N − 1} → h({1, . . . , N − 1}), i 7→ N(i− 1)− (i− 1)i

2
.

Nun gilt

z̃ = N(i− 1)− (i−1)i
2

= Ni−N − 1
2
i2 + i

2

⇔ i2 − i− 2Ni+ 2N + 2z̃ = 0

⇔ i1/2 =
1+2N

2
±
√

(1+2N)2

4
− 2N − 2z̃,

wobei wir hier i = N + 1
2
−
√

1
4
+N +N2 − 2N − 2z̃ wählen müssen, um Werte

in {1, . . . , N − 1} zu erhalten. Z.B. erhalten wir für z̃ = 0 ∈ CN

i = N +
1

2
−
√

1

4
−N +N2

= N +
1

2
−

√(
N − 1

2

)2

= 1,
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für z̃ = N − 1 ∈ CN

i = N +
1

2
−
√

1

4
−N +N2 − 2(N − 1)

= N +
1

2
−
√

1

4
−N +N2 − 2N + 2

= N +
1

2
−
√
N2 − 3N +

9

4

= N +
1

2
−

√(
N − 3

2

)2

=
1

2
+

3

2
= 2,

für z̃ =
(
N
2

)
− 1 ∈ CN

i = N +
1

2
−

√
1

4
−N +N2 − 2

((
N

2

)
− 1

)
= N +

1

2
−
√

9

4

= N − 1,

usw. Allgemein gilt

i = N +
1

2
−

√(
N +

1

2
− i

)2

= N +
1

2
−

√((
N − 1

2

)
+ (1− i)

)2

= N +
1

2
−

√(
N − 1

2

)2

+ 2

(
N − 1

2

)
(1− i) + (1− i)2

= N +
1

2
−

√(
N − 1

2

)2

− 2

(
N(i− 1) +

1

2
− i

2
− 1

2
+ i− i2

2

)

= N +
1

2
−

√(
N − 1

2

)2

− 2h(i)

für i = 1, . . . , N−1. Da wir aber den Definitionsbereich BN = {1, . . . ,
(
N
2

)
} anstatt

CN = {0, N − 1, 2N − 3, 3N − 6, . . . ,
(
N
2

)
− 1} benutzen wollen, müssen wir die

Funktion h−1 ein wenig abändern. Anstatt

h−1 : CN → {1, . . . , N − 1}, z̃ 7→ N +
1

2
−

√(
N − 1

2

)2

− 2z̃ (6.4)
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betrachten wir nämlich

h̃−1 : BN → {1, . . . , N − 1}, z 7→

N +
1

2
−

√(
N − 1

2

)2

− 2z

− 1

=

2N + 1

2
−

√(
2N + 1

2

)2

− 2(N + z)

− 1.

Diese Änderung liefert das gewünschte Ergebnis, da der obige Term in (6.4) streng
monoton wachsend in z̃ ist. Wie wir außerdem aus der obigen Illustration der Rolle
von h in der Abbildung g entnehmen können, lässt sich die zweite Koordinate j
mit Hilfe der ersten Koordinate i und der Funktion h durch j = i + (z − h(i))
herleiten.

Die Umkehrfunktion g−1 von g ist als gegeben durch

g−1 : BN → AN , z 7→
(
h̃−1(z), z + h̃−1(z)− h(h̃−1(z))

)
,

was gerade der Funktion fN in Lemma 6.2 entspricht.

Wegen dieser expliziten Bijektion aus Lemma 6.2 reicht es also aus, mit der R-Funktion
sample mit Argumenten x=1:choose(N,2) und replace=FALSE eine bestimmte Anzahl
an (paarweise verschiedenen) Zahlen aus {1, . . . ,

(
N
2

)
} zu erhalten, um eine bestimmte

Anzahl Indexpaare aus {(i, j) ∈ {1, . . . , N} | i < j} durch Ziehen ohne Zurücklegen zu
gewinnen.

Eine alternativer Ansatz wäre die Benutzung der R-Funktion combn. Durch ein Aus-
führen von combn(1:N,m=2) erhalten wir alle Indexpaare (i, j) ∈ {1, . . . , N}2 mit i < j
in der gleichen Reihenfolge wie in Tabelle 3. So erhalten wir z.B. mit dem Ausführen
von combn(1:10,m=2) die gleiche Ausgabe wie die obige. Diese Erzeugung aller Index-
paare ist aber im Vergleich zu der expliziten Bijektion in Lemma 6.2 unvorteilhaft, wenn
wir lediglich einen relativen kleinen Anteil an Indexpaaren zufällig auswählen wollen.
Für sehr große N benötigt diese Benutzung von combn auch eine relativ lange Laufzeit.
Wegen dieser Gründe verfolgen wir diesen alternativen Ansatz nicht weiter. Allgemein
könnten wir aber natürlich argumentieren, dass es zwischen dem Ziehen mit und ohne
Zurücklegen sowieso keinen großen Unterschied gibt, wenn die Stichprobengröße relativ
klein im Vergleich zur Größe der Grundgesamtheit ist.

6.3 Berechnung der 3-Vorzeichen-Tiefe

Für die effiziente Berechnung der 3-Vorzeichen-Tiefe benutzen wir die Funktion calcDepth
mit dem Argument K=3 aus dem R-Paket GSignTest, s. Horn, 2021a. Diese Implemen-
tierung beruht auf Malcherczyk, 2022. Hierbei ist zu beachten, dass diese Funktion nicht
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übereinstimmt mit der Definition 3.4 der Vorzeichen-Tiefe. calcDepth(res,K=3) ent-
fernt nämlich als ersten Schritt die Nullen aus dem Residuenvektor res, und gibt dann
lediglich für diesen verkürzten Vektor die korrekte 3-Vorzeichen-Tiefe zurück. Wenn wir
also für Residuen (r1, . . . , rN) mit M Null-Residuen die korrekte 3-Vorzeichen-Tiefe er-
halten möchten, müssen wir die Ausgabe von calcDepth(res,K=3) mit dem Faktor(
N−M

3

)
/
(
N
3

)
korrigieren.

Die Vorzeichen-Tiefe wurde aus der Regressions-Tiefe hergeleitet. Nach Definition der
Regressions-Tiefe ist ein Residuen-K-Tupel mit einem Null-Residuum kein Nonfit, d.h.
ein Fit, weil es keine Gerade gibt, die überall kleinere Residuen besitzt, s. Rousseeuw und
Hubert, 1999. Dies ist die Motivation dafür, eine alternative K-Vorzeichen-Tiefe einzu-
führen, bei der die Residuen-K-Tupel mit mindestens einem Null-Residuum mitgezählt
werden.

Definition 6.3 (Alternative K-Vorzeichen-Tiefe). Für ein K ∈ N \ {1} definieren wir
die alternative K-Vorzeichen-Tiefe von (r1, . . . , rN) durch

d̃K(r1, . . . , rN) :=
1(
N
K

) ∑
1≤n1<···<nK≤N

1{(rn1 , . . . , rnK
) ∈ ÃN,K},

ÃN,K := {(z1, . . . , zK) ∈ RK | zi · zi+1 < 0 für alle i = 1, . . . , K − 1

oder zi = 0 für ein i ∈ {1, . . . , K − 1}}.

Die Definitionen von dK und d̃K stimmen fast sicher überein. Wegen Rn(θ) ̸= 0 Pθ-f.s.
gilt nämlich

d̃K(R1(θ), . . . , RN(θ)) = dK(R1(θ), . . . , RN(θ)) Pθ-f.s.

Somit gilt (3.12) auch mit d̃3 anstelle von d3, d.h.

(N − 1)(N − 2)

N
(d̃3(R1(θ), . . . , RN(θ))− 0.25) = Ψ3(WN(θ)) Pθ-f.s.

Diese Beziehung zeigt, dass wir die obigen Verfahren für die Berechnung von

sup
θ∈Θ0

d3(r1(θ), . . . , rN(θ))

auch auf analoge Weise mit d̃3 anstelle von d3 durchführen können, um den 3-Vorzeichen-
Tiefe-Test anwenden zu können. Es gilt die folgende, leicht nachvollziehbare Beziehung
zwischen dK und d̃K .

Lemma 6.4. Der Residuenvektor (r1, . . . , rN) habe M Null-Residuen. Dann gilt

d̃K(r1, . . . , rN) =

(
N
K

)
dK(r1, . . . , rN) +

∑K
i=1

(
M
i

)(
N−M
K−i

)(
N
K

) ,

und insbesondere für K = 3

d̃3(r1, . . . , rN) =

(
N
3

)
d3(r1, . . . , rN) +

(
M
1

)(
N−M

2

)
+
(
M
2

)(
N−M

1

)
+
(
M
3

)(
N
3

) .
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6.4 Vergleich von dem Vorgehen in Pseudocode 2 und 4

In diesem und den folgenden Abschnitten seien die erklärenden Variablen x1;N , . . . , xN ;N

deterministisch und äquidistant auf [S, T ] = [−3, 3], wie in (5.3) erläutert. Die erhaltenen
Werte in den Simulationen dieses Abschnittes und der folgenden Abschnitte erhalten wir
stets durch 1000 Simulationsdurchläufe.

Wir vergleichen nun das Vorgehen in Pseudocode 2 (PC2 ) und 4 (PC4 ). Um den
Rechenaufwand zu verringern, durchlaufen wir in Zeile 1 von Pseudocode 2 und 4 nicht
alle Für-Schleifen, sondern wählen mit Hilfe von Lemma 6.2 N Indexpaare durch Ziehen
ohne Zurücklegen und rechnen dann lediglich mit diesenN Indexpaaren. Dieses Vorgehen
erklärt sich durch die Resultate in Abschnitt 6.5. Hier seien die Störgrößen E1, . . . , EN

standardnormalverteilte Zufallsvariablen und der wahre Parameter θ∗ ∈ Θ sei bekannt,
d.h.

Yn = θ∗0 + θ∗1xn;N + θ∗2x
2
n;N + En, n = 1, . . . , N.

In Abbildung 4 betrachten wir für verschiedene Datenmengen N zunächst die durch-
schnittlichen, von dem entsprechenden Algorithmus ausgegebenen Vorzeichen-Tiefen.
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(a) θ∗ = (1, 2, 0) ∈ Θ0
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(b) θ∗ = (1, 2, 1) /∈ Θ0

Abbildung 4: Vergleich von dem Vorgehen in Pseudocode 2 (PC2 ) und 4 (PC4 ) in
Hinsicht auf die ausgegebenen Vorzeichen-Tiefen

In Abbildung 4a ist der wahre Parameter θ∗ = (1, 2, 0) ∈ Θ0 und in 4b θ∗ = (1, 2, 1) /∈
Θ0. Natürlich erhalten wir für das θ∗ ∈ Θ0 im Schnitt größere Vorzeichen-Tiefen als
für das θ∗ /∈ Θ0. Für alle alle Datenmengen N ist die zugehörige Vorzeichen-Tiefe von
PC4 größer als die von PC2. Dies ist erwartbar, da für einen Residuenvektor mit genau
zwei Null-Residuen das Ersetzen dieser Null-Residuen mit Werten aus {−1,+1} die
zugehörige 3-Vorzeichen-Tiefe nach Definition nicht verringert und höchstens um den
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Summanden (
2
1

)(
N−2
2

)
+
(
2
2

)(
N−2
1

)(
N
3

) =
2
(
N−2
2

)
+ (N − 2)(
N
3

) ∈ O

(
1

N

)
(6.5)

erhöht. Für kleine Datenmengen N ist der Unterschied der ausgegebenen Vorzeichen-
Tiefen von Pseudocode 2 und 4 relativ groß, während diese (absolute) Differenz für
große N beliebig klein wird. Auch dies ist erwartbar, da der Term in (6.5) für N → ∞
gegen Null konvergiert. Hierbei ist jedoch zu beachten, dass wir in der Teststatistik
aufgrund von (3.12) das (N−1)(N−2)/N -fache der Vorzeichen-Tiefe verwenden. Wegen
(N − 1)(N − 2)/N ∈ O(N) können wir also annehmen, dass wir in der Teststatistik für
große N eine Differenz von O(1) zwischen PC4 und PC2 erhalten.

Dies motiviert uns dazu, die durchschnittliche Teststatistik in Abbildung 5 zu be-
trachten. Mit Teststatistik ist dabei (N − 1)(N − 2)/N · (d− 0.25) gemeint, wobei d die
Vorzeichen-Tiefe ist, die von PC2 bzw. PC4 zurückgegeben wird.
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(a) θ∗ = (1, 2, 0) ∈ Θ0
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Abbildung 5: Vergleich von dem Vorgehen in Pseudocode 2 (PC2 ) und 4 (PC4 ) in
Hinsicht auf die Teststatistik

Mit Abbildung 5 sehen wir nun also unsere Annahme bestätigt, dass wir in Hinsicht
auf die Teststatistik eine Differenz zwischen den Werten von PC2 und PC4 erkennen
können, welche für N → ∞ nicht gegen Null konvergiert. In Abbildung 5b, wo der wahre
Parameter θ∗ = (1, 2, 1) /∈ Θ0 ist, scheint die durchschnittliche Teststatistik monoton
fallend für N → ∞ gegen −∞ zu divergieren. Dies deckt sich mit den theoretischen
Resultaten aus Kapitel 4 und 5. So gelten wegen Satz 5.4 die Bedingungen (5.5) und
(5.6), woraus wiederum aus Satz 5.2 die Gültigkeit von (C2) folgt. Dies bedeutet, dass
aufgrund von Korollar 4.7 auch (C1) gilt. Die Folgerung aus Satz 4.1 können wir dann
so interpretieren, dass die Teststatistik des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests für N → ∞ gegen
−∞ divergiert.
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(a) θ∗ = (1, 2, 0) ∈ Θ0

0 50 100 150

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

0 50 100 150

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

N

W
ah

rs
ch

ei
nl

ic
hk

ei
t,
H

0
ab

zu
le

hn
en

PC2
PC4

(b) θ∗ = (1, 2, 1) /∈ Θ0

Abbildung 6: Vergleich von dem Vorgehen in Pseudocode 2 (PC2 ) und 4 (PC4 ) in
Hinsicht auf die Wahrscheinlichkeit, H0 abzulehnen

In Abbildung 6 vergleichen wir nun das Vorgehen in Pseudocode 2 (PC2 ) und 4 (PC4 )
in Hinsicht auf die Wahrscheinlichkeit, H0 abzulehnen. Dabei berechnen wir zunächst
mit dem Datenpunktpaar-Verfahren des Pseudocodes 2 bzw. 4 annäherungsweise die
maximale 3-Vorzeichen-Tiefe d. Wegen (3.12) lehnen wir dann die Nullhypothese H0 :
θ∗2 = 0 genau dann ab, wenn

(N − 1)(N − 2)

N
(d− 0.25) < −1.2545411,

wobei −1.2545411 das 0.05-Quantil aus Tabelle 1 ist. In Abbildung 6a sehen wir zu-
nächst, dass wir bei beiden Vorgehensweisen das Niveau 0.05 einhalten. Dabei ist jedoch
die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art bei PC4 sehr viel kleiner als bei PC2. Dies ist ein
negatives Ergebnis für PC4, da dies sich negativ auf die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art
im Falle 0 < |θ∗2| ≪ 1 auswirkt. So ist die Konvergenzgeschwindigkeit der Trennschärfe
gegen 1 von PC4 langsamer als die von PC2 in Abbildung 6b, d.h. in Hinsicht auf die
Konsistenz ist das Vorgehen PC2 besser als PC4.

Wegen dieser Resultate werden wir im Folgenden nicht weiter das Vorgehen in Pseu-
docode 4 verwenden, sondern lediglich das in Pseudocode 2.

6.5 Niveau des praktisch implementierten
3-Vorzeichen-Tiefe-Tests

Wir möchten nun den 3-Vorzeichen-Tiefe-Test in der Praxis untersuchen. Dabei be-
rechnen wir mit dem Datenpunktpaar-Verfahren des Pseudocodes 2 annäherungsweise
die maximale 3-Vorzeichen-Tiefe d. Wegen (3.12) lehnen wir dann die Nullhypothese
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H0 : θ
∗
2 = 0 genau dann ab, wenn

(N − 1)(N − 2)

N
(d− 0.25) < −1.2545411,

wobei −1.2545411 das 0.05-Quantil aus Tabelle 1 ist. Da wir aber wegen der Begründung
in Abschnitt 6.2.2 nicht alle Indexpaare in der Anwendung von Pseudocode 2 betrachten
wollen, d.h. nicht alle Für-Schleifen in Zeile 1 durchlaufen wollen, stellt sich nun die Fra-
ge, wie viele Indexpaare wir betrachten müssen, damit dieser praktisch implementierte
3-Vorzeichen-Tiefe-Test das Niveau 0.05 einhält.

Datenmenge N
5 14 37 101 275

Anteil bzw. Anzahl
betrachteter Indexpaare

in der Anwendung
von Pseudocode 2

1% 0 0.678 0.483 0.154 0.006
2% 0 0.497 0.239 0.020 0.000
3% 0 0.312 0.116 0.004 0.000
4% 0 0.213 0.065 0.000 0.000
5% 0 0.140 0.018 0.000 0.000

min{100,
(
N
2

)
}# 0 0.000 0.000 0.024 0.256

N# 0 0.002 0.012 0.024 0.026

Tabelle 4: Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art des praktisch implementierten
3-Vorzeichen-Tiefe-Tests

In Tabelle 4 haben wir also nun mit einer Simulation, bei der wir standardnormal-
verteilte Störgrößen und den wahren Parameter θ∗ = (1, 2, 0) ∈ Θ0 verwendet haben,
die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art des praktisch implementierten 3-Vorzeichen-Tiefe-
Tests in Abhängigkeit der Datenmenge N und des Anteils bzw. der Anzahl betrachteter
Indexpaare in der Anwendung von Pseudocode 2 berechnet. Dabei haben wir die In-
dexpaare durch Ziehen ohne Zurücklegen wie oben beschrieben ausgewählt. Mit dem
Anteil betrachteter Indexpaare ist gemeint, dass wir bei einem Anteil von z.B. 1% eine
Anzahl von ⌈1% ·

(
N
2

)
⌉ Indexpaaren betrachten. Die hier gewählten Datenmengen Ni,

i = 1, . . . , 5, wurden erhalten durch Ni = ⌊5 · 2.72407i−1⌉, wobei 2.72407 gewählt wurde,
da (750/5)1/5 ≈ 2.72407 und somit auch ⌊5 · 2.724075⌉ = 750. Es war gedacht, auch
die Datenmenge N = 750 in der Simulation zu benutzen, jedoch wurde dieser Gedanke
aufgrund einer langen Laufzeit verworfen.

Hier können wir sehen, dass das Betrachten eines gewissen (festen) Anteils der Index-
paare nicht vorteilhaft ist. Auch bei einem sehr kleinen Anteil ist die Fehlerwahrschein-
lichkeit 1. Art für große Datenmengen N sehr viel kleiner als 0.05, was sich dann negativ
auf die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art im Falle 0 < |θ∗2| ≪ 1 auswirkt. Dass wir hier
Fehlerwahrscheinlichkeiten 1. Art erhalten, die kleiner als 0.05 sind, deckt sich mit der
Ungleichung (3.9). Bei kleinen Datenmengen N führen die kleinen Anteile, welche bei
großen Datenmengen noch zu extrem konservativen Testentscheidungen führten, jedoch
zu einem Nichteinhalten des Niveaus 0.05.
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

Wenn wir die Anzahl betrachteter Indexpaare auf 100 begrenzen, steigt die Fehler-
wahrscheinlichkeit 1. Art mit wachsendem N , sodass wir bei N = 275 schon eine Fehler-
wahrscheinlichkeit 1. Art von 0.256 erhalten, was natürlich nicht akzeptabel ist. Wenn wir
aber stetsN Indexpaare betrachten, erhalten wir bei den hier betrachteten Datenmengen
N stets Fehlerwahrscheinlichkeiten 1. Art, die kleiner als 0.05 sind. Wegen dieses Resul-
tats werden wir im Folgenden stets N Indexpaare bei der annäherungsweise Berechnung
der maximalen 3-Vorzeichen-Tiefe im praktisch implementierten 3-Vorzeichen-Tiefe-Test
betrachten.

Es ist klar, dass der Test bei N = 5 nie die Nullhypothese ablehnt, da

(5− 1)(5− 2)

5
· (d− 0.25) ≥ −(5− 1)(5− 2)

5
· 0.25 = −0.6 ≥ −1.2545411

für alle d ∈ [0, 1].

Datenmenge N
5 14 37 101 275

Anteil bzw. Anzahl
betrachteter Indexpaare

in der Anwendung
von Pseudocode 2

1% 0 0.717 0.641 0.938 1
2% 0 0.470 0.401 0.891 1
3% 0 0.338 0.256 0.864 1
4% 0 0.239 0.169 0.814 1
5% 0 0.173 0.104 0.769 1

min{100,
(
N
2

)
}# 0 0.000 0.000 0.905 1

N# 0 0.007 0.074 0.881 1

Tabelle 5: Wahrscheinlichkeit, H0 abzulehnen, des praktisch implementierten
3-Vorzeichen-Tiefe-Tests

Außerdem betrachten wir nun im Falle, dass der wahre Parameter θ∗ = (1, 2, 1) /∈ Θ0

ist, die Wahrscheinlichkeit, H0 abzulehnen, des praktisch implementierten 3-Vorzeichen-
Tiefe-Tests in Tabelle 5. Es zeigt sich, dass die Trennschärfe desto schneller gegen 1 für
N → ∞ konvergiert, je kleiner der Anteil bzw. die Anzahl betrachteter Indexpaare ist.
Obwohl wir in Tabelle 4 bei N = 275 und den Anteilen 1%, . . . , 5% Fehlerwahrscheinlich-
keiten 1. Art beobachten können, die extrem klein sind bzw. sogar Null sind, erreichen
wir in den gleichen Zellen in Tabelle 5 mit θ∗ = (1, 2, 1) eine Trennschärfe von 1. Dies
ist ein sehr positives Resultat und spricht für unser Verfahren. Hierbei ist aber natürlich
zu beachten, dass wir mit einem wahren Parameter θ∗ = (θ∗0, θ

∗
1, θ

∗
2) mit 0 < |θ∗2| ≪ 1

ein schlechteres Ergebnis erhalten würden, d.h. dann wäre auch ein negativer Einfluss
der sehr niedrigen Fehlerwahrscheinlichkeiten 1. Art auf die Fehlerwahrscheinlichkeiten
2. Art deutlicher erkennbar.

6.6 Vergleich von verschiedenen praktischen Tests

Wir vergleichen nun den praktisch implementierten 3-Vorzeichen-Tiefe-Test mit verschie-
denen anderen Tests in Hinsicht auf Robustheit, Güte und Konsistenz. Wir betrachten
die folgenden Tests.
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

dp: Bei dem Test, den wir mit dp bezeichnen, berechnen wir zunächst mit dem Da-
tenpunktpaar-Verfahren des Pseudocodes 2, wobei wir jedoch die Für-Schleife in
Zeile 1 N -mal durchlaufen wie oben beschrieben, annäherungsweise die maximale
3-Vorzeichen-Tiefe d. Wegen (3.12) lehnen wir bei dem Test dp dann die Nullhy-
pothese H0 : θ

∗
2 = 0 genau dann ab, wenn

(N − 1)(N − 2)

N
(d− 0.25) < −1.2545411,

wobei −1.2545411 das 0.05-Quantil aus Tabelle 1 ist.

dp.alt : Bei dem Test, den wir mit dp.alt bezeichnen, gehen wir ähnlich wie bei dp vor. Hier-
bei benutzen wir aber bei Pseudocode 2 nicht die Definition 3.4 der 3-Vorzeichen-
Tiefe, sondern die alternative Definition 6.3 der Vorzeichen-Tiefe, d.h. wir ersetzen
d3 durch d̃3.

lm: Bei dem Test, den wir mit lm bezeichnen, benutzen wir den F -Test für die Nullhy-
potheseH0 : θ

∗
2 = 0. Den zugehörigen p-Wert erhalten wir durch das Ausführen des

R-Befehls anova(lm(y ~ 1+x+I(x^2)))[2,"Pr(>F)"]. Falls dieser p-Wert kleiner
als 0.05 ist, lehnen wir die Nullhypothese ab. Dieser Test ist nicht robust.

lmRob: Bei dem Test, den wir mit lmRob bezeichnen, benutzen wir die R-Funktion lmRob
aus dem Paket robust, s. Wang et al., 2022. Mit dieser Funktion können wir eine
robuste Regression durchführen, die eine hohe Bruchpunktresistenz und Effizienz
hat. Den p-Wert eines Wald-Tests für die Nullhypothese H0 : θ∗2 = 0, der auf
robusten Regressionsschätzungen basiert, erhalten wir durch das Ausführen von
anova(lmRob(y~1+x+I(x^2)))[3,"Pr(F)"]. Falls dieser p-Wert kleiner als 0.05
ist, lehnen wir die Nullhypothese ab.

Aufgrund der Annahmen an unser Modell können wir annehmen, dass die Residuen-
vektoren (r1, . . . , rN), die wir im Datenpunktpaar-Verfahren des Pseudocodes 2 betrach-
ten, stets genau zwei Null-Einträge haben. Somit gilt

(N − 1)(N − 2)

N
d̃3(r1, . . . , rN )

=
(N − 1)(N − 2)

N
d3(r1, . . . , rN ) +

(N − 1)(N − 2)

N

(
2
1

)(
N−2
2

)(
N
3

)︸ ︷︷ ︸
N→∞−−−−→6

+
(N − 1)(N − 2)

N

(
2
2

)(
N−2
1

)(
N
3

)︸ ︷︷ ︸
N→∞−−−−→0

.

Dies könnte uns dazu motivieren, als kritischen Wert bei dem Test dp.alt −1.2545411+6
statt −1.2545411 zu verwenden. Jedoch führt dies in Simulationen mit unserem in R
implementierten Datenpunktpaar-Verfahren noch bei N = 200 zu extrem hohen Fehler-
wahrscheinlichkeiten 1. Art, nämlich über 0.8 bei standardnormalverteilten Störgrößen,
sodass diese Idee hier nicht weiter verfolgt wird.

An dieser Stelle sei jedoch auf ein Problem bzw. Fehler unser in R implementierten
Funktionen hingewiesen. Wir berechnen durch r = y − (θ0 + θ1x) den Residuenvektor,
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

wobei θ0, θ1 die entsprechenden Koeffizienten der linearen Funktion durch zwei gegebene
Datenpunkte wie in Pseudocode 2 beschrieben sind. Hierbei wurde leider nicht beach-
tet, dass dies natürlich nicht bedeutet, dass dann in R wegen Rundungsfehlern nicht zwei
Einträge des Residuenvektors exakt Null sind. So kann es z.B. sein, dass ein Eintrag,
der in der Theorie exakt Null sein sollte, in R ungefähr gleich 1.110223 · 10−16 ist. Somit
stimmen die resultierenden Vorzeichen-Tiefen nicht unbedingt exakt mit der Theorie
überein. Genauer gesagt bedeutet dies, dass die resultierenden Vorzeichen-Tiefen größer
gleich als die theoretischen Vorzeichen-Tiefen sind und ggf. sogar echt größer sind. Außer-
dem wurde bei der Implementierung der alternativen Vorzeichen-Tiefe in R als Funktion
der Vergleichsoperator == verwendet, um Null-Einträge zu identifizieren. Dieser Ver-
gleichsoperator überprüft aber exakte Gleichheit, sodass wir z.B. bei einem Ausführen
von 1.110223e-16==0 die Ausgabe FALSE erhalten. Dies bedeutet, dass die resultie-
renden alternativen Vorzeichen-Tiefen kleiner gleich als die theoretischen alternativen
Vorzeichen-Tiefen sind, und ggf. sogar echt kleiner sind. Somit könnte dies ein Grund
für die oben genannte sehr schlechte Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art sein, wo wir als
kritischen Wert bei dem Test dp.alt −1.2545411+ 6 statt −1.2545411 verwendet haben.

In Abbildung 7 ist die Problematik anschaulich dargestellt. Wir betrachten die Gerade
durch die Datenpunkte (x2, y2) und (x6, y6). Lediglich die Datenpunkte (x1, y1) und
(x3, y3) liegen über der Gerade, was theoretisch zu einer 3-Vorzeichen-Tiefe von Null
führen sollte. Wegen Rundungsfehler sind aber die Residuen r2 und r6 nicht exakt Null,
sondern r2 ≈ 4.440892·10−16 und r6 ≈ 6.661338·10−16, sodass wir doch eine 3-Vorzeichen-
Tiefe von ca. 0.03 erhalten.

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3
-2

-1
0

1
2

3

x

y

3-Vorzeichen-Tiefe: 0.03

Abbildung 7: Illustration der Auswirkung von Rundungsfehlern
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

6.6.1 Robustheit in Hinsicht auf die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art

Wir wollen nun zunächst die Robustheit der verschiedenen obigen Tests in Hinsicht auf
die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art untersuchen und vergleichen.

Dafür sei der wahre Parameter θ∗ = (1, 1, 0) ∈ Θ0 und die Störgrößen E1, . . . , EN

(1 − ε)N (0, 1) + εN (0, 1002)-verteilt für ein gegebenes ε ∈ [0, 0.5). Damit sind durch-
schnittlich ein Anteil von ε der Daten Ausreißer. Dabei sagen wir, dass eine Zufallsva-
riable Z (1 − ε)P0 + εP1-verteilt ist für gegebene Wahrscheinlichkeitsmaße P0,P1, falls
stochastisch unabhängige Zufallsvariablen X ∼ P0, Y ∼ P1, U ∼ U [0, 1] existieren, so-
dass

Z =

{
X, falls U < 1− ε,

Y, sonst,
P-f.s.

Hierbei ist U [0, 1] die stetige Gleichverteilung auf [0, 1].

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

0.
10

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

0.
10

ε

Fe
hl

er
w

ah
rs

ch
ei

nl
ic

hk
ei

t
1.

A
rt dp

dp.alt
lm
lmRob

(a) N = 20

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

ε

Fe
hl

er
w

ah
rs

ch
ei

nl
ic

hk
ei

t
1.

A
rt dp

dp.alt
lm
lmRob

(b) N = 200

Abbildung 8: Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art in Abhängigkeit von Ausreißer-Anteil ε

Zunächst können wir in Abbildung 8 erkennen, dass die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art
von lm, d.h. von dem F -Test, nicht stark durch die Ausreißer beeinflusst wird und das
Niveau 0.05 ungefähr einhält. Die Statistik des F -Tests ist ein Quotient, dessen Nenner
die Quadratsumme für die Messfehler und im Zähler die Quadratsumme für den Faktor
des quadratischen Terms beinhaltet. Der Einfluss der Ausreißer auf den Nenner und
Zähler scheinen sich also auszugleichen. In Abschnitt 6.6.2 zu der Güte sehen wir jedoch,
dass Ausreißer durchaus einen Einfluss auf die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art des F -
Tests haben.

Da die Vorzeichen-Tiefe nur von den Vorzeichen der Residuen abhängt, sehen wir hier
somit auch bei den Tests dp und dp.alt keinen Einfluss der Ausreißer auf die Fehlerwahr-
scheinlichkeit 1. Art. Beide Tests halten hier das Niveau stets ein. Der Test dp.alt lehnt in
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

dieser Simulation die Nullhypothese nie ab. Wie wir auch in den folgenden Abschnitten
sehen werden, zeigt dies, dass dp.alt viel zu konservativ entscheidet.

Bei der kleinen Datenmenge N = 20 und einem Ausreißer-Anteil ε = 0 hält der
Test lmRob das Niveau nicht ein. Mit wachsendem Ausreißer-Anteil sinkt die Fehler-
wahrscheinlichkeit 1. Art von lmRob zunächst, wobei sie ab einem Ausreißer-Anteil von
ungefähr 0.3 dann wieder steigt. Bei N = 200 hält lmRob das Niveau ein, was ein In-
diz dafür ist, dass lmRob in der Tat ein asymptotischer Test zum Niveau 0.05 ist. Mit
wachsendem Ausreißer-Anteil sinkt dann die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art von lmRob,
sodass sie bei einem Ausreißer-Anteil zwischen ungefähr 0.3 und 0.45 sogar fast Null ist.
Erst ab einem Ausreißer-Anteil, der sehr nahe von 0.5 ist, steigt sie leicht.

6.6.2 Güte

Nun wollen wir die Gütefunktionen der Tests vergleichen. Dabei variieren wir θ∗2 auf
dem Bereich [−1, 1]. Die anderen Einträge des Parametervektors θ∗ seien stets (θ∗0, θ∗1) =
(1, 2). Wir betrachten zwei verschiedene Verteilungen der Störgrößen, nämlich die Stan-
dardnormalverteilung N (0, 1) und Standard-Cauchy-Verteilung Cauchy(0, 1). Die Stan-
dard-Cauchy-Verteilung ist in manchen Punkten der Standardnormalverteilung ähnlich,
d.h. sie ist auch symmetrisch und ihr Modus und Median ist Null, jedoch existiert auf-
grund ihrer schweren Ränder ihr Erwartungswert nicht. So ist das 99%-Quantil der Stan-
dard-Cauchy-Verteilung ca. 31.82, während das der Standardnormalverteilung lediglich
ca. 2.33 ist. Dies führt im Vergleich zur Standardnormalverteilung häufiger zu relativ
hohen Realisierungen. Die Verwendung der Standard-Cauchy-Verteilung ist deshalb ei-
ne Möglichkeit, um die Robustheit von Schätzern, Tests usw. gegenüber Ausreißern zu
beurteilen.
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Abbildung 9: Vergleich der Güte der verschiedenen Tests
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Abbildung 9: Vergleich der Güte der verschiedenen Tests (fortges.)

Wir erkennen, dass unsere praktisch implementierten 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests dp und
dp.alt bei kleinen Datenmengen wie hier N = 20 viel zu konservativ entscheiden und
somit eine sehr schlechte Güte haben. Der Test dp.alt entscheidet in dieser Simulation
stets viel zu konservativ, sodass dieser Test in allen vier betrachteten Situationen in
Abbildung 9 der Test mit der schlechtesten Güte ist. Bei der relativ großen Datenmenge
N = 200 entscheidet dp nicht mehr so konservativ. Wegen der hohen Effizienz der Tests
lm und lmRob hat dp jedoch bei standardnormalverteilten Störgrößen eine deutlich
schlechtere Güte als lm und lmRob. Bei den standard-Cauchy-verteilten Störgrößen,
welche wir für die Untersuchung der Robustheit in Hinsicht auf die Güte verwenden, hat
dp jedoch bei der Datenmenge N = 200 eine bessere Güte als lm. Hier ist die Güte von
dp aber immer noch schlechter als die von lmRob.

Auch die kleine Datenmenge N = 20 reicht für lm und lmRob aus, um im Vergleich zu
dp in dem hier betrachteten Bereich θ∗2 ∈ [−1, 1] eine nennenswerte Güte zu erreichen.
Bei standardnormalverteilten Störgrößen in Abbildung 9a und 9b sehen wir eine unge-
fähr gleich gute Güte von lm und lmRob. Bei den Abbildungen 9c und 9d, wo wir in der
Situation mit den standard-Cauchy-verteilten Störgrößen sind, können wir die Nichtro-
bustheit des F -Tests lm erkennen im Gegensatz zu lmRob. Wie wir in Abschnitt 6.6.1
schon bemerkt haben, hält lmRob bei N = 20 und standardnormalverteilten Störgrößen
jedoch nicht das Niveau ein.

Insgesamt zeigt sich hier die Überlegenheit vom robusten Test lmRob gegenüber den
anderen Tests, was sowohl die Effizienz bei standardnormalverteilten Störgrößen als auch
die Robustheit gegenüber Ausreißern angeht. Bei hohen Datenmengen wie hier exem-
plarisch N = 200 ist jedoch unser praktisch implementierter 3-Vorzeichen-Tiefe-Test dp
trotz seiner Schwächen eine realistische und robuste Alternative.
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6.6.3 Konsistenz

Zuletzt vergleichen wir die Konsistenz der Tests. Dabei betrachten wir den wahren Pa-
rameter θ∗ = (1, 2, 0.5) /∈ Θ0 und exponentiell wachsende Datenmengen

N = 20, 29, 41, 59, 85, 122, 176, 253, 363, 522, 750.

Deshalb verwenden wir in Abbildung 10 auch eine logarithmische x-Achse.
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Abbildung 10: Vergleich der Konsistenz der verschiedenen Tests

Wir können zunächst in Abbildung 10a mit den standardnormalverteilten Störgrö-
ßen die sehr schnelle Konvergenzgeschwindigkeit der Trennschärfen von lm und lmRob
gegen 1 erkennen. Schon bei der Datenmenge N = 20 sind diese Trennschärfen grö-
ßer als 0.99. Im Vergleich dazu ist die Konvergenzgeschwindigkeit bei den Tests dp und
dp.alt viel langsamer. In dieser Simulation ist dp sehr viel besser als dp.alt, da dp schon
bei N = 176 eine Trennschärfe größer als 0.9 erreicht, während die Trennschärfe von
dp.alt erst bei N = 750 größer als 0.9 ist. Somit zeigt sich auch hier, dass dp.alt viel zu
konservativ entscheidet.

In Abbildung 10b, d.h. der Situation mit standard-Cauchy-verteilten Störgrößen er-
kennen wir, dass der F -Test lm anscheinend nicht konsistent ist. Hier zeigt sich wieder
die Nichtrobustheit des F -Tests. Im Gegensatz dazu ist der robuste Test lmRob weiterhin
konsistent mit einer schnellen Konvergenzgeschwindigkeit der Trennschärfe gegen 1. Der
robuste, praktisch implementierte 3-Vorzeichen-Tiefe-Test ist auch in dieser Situation
konsistent, wobei die Konvergenzgeschwindigkeit der Trennschärfe gegen 1 aber immer
noch langsamer ist als die von lmRob.

Auch hier bestätigt sich das Fazit von Abschnitt 6.6.2, dass der Test lmRob den an-
deren Tests überlegen ist. Trotzdem zeigt sich ebenfalls unser praktisch implementierter
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6 Anwendung des 3-Vorzeichen-Tiefe-Tests in dem polynomiellen Modell

3-Vorzeichen-Tiefe-Test als realistische Alternative für große Datenmengen, wenn man
die Resultate aus den Abschnitten 6.6.2 und 6.6.3 zusammen betrachtet.
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