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1 Einfiihrung

1.1 Fragestellungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

1.1.1 Beispiel (Ein Problem des Chevalier de Meré, 1607-1685)

Der Chevalier de Meré fragte sich, was wahrscheinlicher bei einem dreifachen Wiirfelwurf ist:
Die Summe der Augen der drei Wiirfel ergibt eine 11 oder die Summe der Augen der drei
Wiirfel ergibt eine 12. Oder sind beide Ereignisse gleichwahrscheinlich? Zuné&chst betrachten wir
die Moglichkeiten, die Zahlen 11 und 12 als Summe dreier Zahlen aus der Menge {1,...,6} zu

schreiben:

11: 14+446;14+54+5;2434+6;24+445,3+3+5;3+4+4
12: 14+546;24+446; 24+54+5;34+3+6; 3+4+5;44+4+4.

Insgesamt hat man daher jeweils 6 Moglichkeiten, die Zahlen 11 und 12 zu kombinieren, was

gleiche Wahrscheinlichkeit beider Ereignisse nahelegt. Ist das richtig?

1.1.2 Beispiel (Geburtstagsprobleme)

a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Personen der Vorlesung am gleichen Tag Ge-
burtstag haben?

b) Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person der Vorlesung am gleichen Tag Ge-
burtstag hat wie die Dozentin?

c) Welches von den beiden Ereignissen ist wahrscheinlicher?

1.1.3 Beispiel (Buffon’sches Nadelproblem)
Auf ein liniiertes Papier unendlicher Grofie mit Linienabstand 1 wird zufillig eine Nadel der
Lange 1 geworfen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis, dass die Nadel eine

Linie schneidet?

1.1.4 Beispiel

Der ELISA-Test zur Erkennung einer HIV-Infektion (siehe Henze 1997, Stochastik fiir Einstei-
ger, S. 108-109) liefert mit Wahrscheinlichkeit 0.997 ein positives Ergebnis, wenn eine Person
tatsédchlich erkrankt ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine gesunde Person ein positives Ergebnis
erhalt, betragt 0.001. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, HIV infiziert zu sein, wenn der Test
positiv ist und man weif3, dass 0.2% der Bevolkerung die Infektion haben? Wie dndert sich diese

Wahrscheinlichkeit, wenn 2% der Bevolkerung infiziert sind?

1.1.5 Beispiel

Beim Sommerfest der TU Dortmund mochte die Fachschaft Statistik ihr Budget aufbessern.
Man entschliefit sich zu folgender Lotterie: Der Spieler wiirfelt mit zwei Wiirfeln. Bei einem
Pasch erhilt er als Auszahlung die Gesamtaugenzahl (also Zahlen zwischen 2 und 12) in Euro,

ansonsten nichts.
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a) Wie hoch muss der Spieleinsatz gewihlt werden, damit das Spiel fair ist, d.h. dass die Fach-
schaft auf lange Sicht weder Gewinn noch Verlust macht?

b) Die Fachschaft will aber natiirlich Gewinn machen. Es wird von 200 Spielen ausgegangen.
Die Fachschaft will einen erwarteten Gewinn G von 100 Euro erzielen. Wie hoch muss dazu der

Spieleinsatz sein?
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1.2 Simulation des Zufalls

Frither haben die Leute viel gewdiirfelt, um Erfahrungen mit dem Zufall zu sammeln. Heute

konnen wir den Zufall mit Zufallszahlen simulieren.

1.2.1 Beispiel (Simulation des Wiirfelwurfes)

Analysiert man die physikalischen Eigenschaften eines symmetrischen Wiirfels, so liegt die Ver-
mutung nahe, dass keine Seite (Ziffer) beim Wurf bevorzugt wird. Diese Eigenschaft wird bei-
spielsweise in einer Vielzahl von Spielen genutzt. Alle Seiten (Ziffern) sind somit als gleichwahr-
scheinlich zu betrachten, und es wird daher etwa erwartet, dass in sechs Wiirfen eine Sechs
fallt. Die gleiche Situation liegt vor, wenn aus einer Urne mit sechs Kugeln mit Zuriicklegen
gezogen wird und die Kugeln mit den Nummern 1,2,3,4,5,6 nummeriert sind. In R kénnen beide

Zufallsexperimente mit der R-Funktion sample simuliert werden.

> sample(1:6,size=10,replace=T)
111426615511

Mit den R-Funktionen table und barplot kénnen die absoluten Haufigkeiten der Zahlen 1,2,3.4,
5,6 bei N Wiirfelwiirfen ermittelt und anschlielend grafisch in einem Balkendiagramm dargestellt
werden. Um drei Grafiken in einer darzustellen, wird hier auflerdem die R-Funktion par mit
dem Argument mfrow=c(1,3) benutzt, wobei c(1,3) bedeutet , dass die Grafiken in Form einer

1 x 3-Matrix angeordnet werden, d.h. eine Zeile mit 3 Spalten.

par (mfrow=c(1,3))

w<-sample(1:6,size=100,replace=T)

barplot (table(w)/100,main="N=100",ylim=c(0,0.3))
w<-sample(1:6,size=1000,replace=T)

barplot (table(w)/1000,main="N=1000",ylim=c(0,0.3))
w<-sample(1:6,size=10000,replace=T)

barplot (table(w)/10000,main="N=10000",ylim=c(0,0.3))
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Abbildung 1: Relative Haufigkeiten bei N Wiirfelwiirfen
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Insbesondere konnen wir untersuchen, wie sich der Anteil der Sechsen entwickelt, wenn die
Anzahl N der Wiirfelwiirfe immer grofler wird. Die Datei Plot_Anteil der Sechsen.asc enthilt

die Funktion Plot.Anteil.der.Sechsen, ndmlich:

"Plot.Anteil.der.Sechsen" <-

function ()

{

# Plottet den Anteil der Sechsen fiir Wurfanzahlen von 10 bis 500

plot(seq(0,500,50),seq(0,500,50)*0+1/6,xlab="Wurfanzahl",
ylab="Anteil der Sechsen", ylim=c(0,1/2),type="1")

for(N in seq(10,500,10)){
points(N,sum(sample(1:6,size=N,replace=T)==6)/N,pch=16)

Diese Funktion zeichnet mit plot als erstes eine waagerechte Linie bei 1/6. Dann werden in

einer for-Schleife sukzessive mit points die Anteile der Sechsen als Punkte hinzugefiigt.
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Abbildung 2: Relative Héufigkeiten der Sechsen mit wachsendem N

Die Abbildung 2 zeigt, dass die relative Héufigkeit der Sechs um den Wert 1/6 streut und
dass diese Streuung um so geringer wird, desto hoher die Anzahl N der Wiirfelwiirfe wird. Es
sieht so aus, dass die relative Héufigkeit der Sechs gegen 1/6 konvergiert. Natiirlich haben wir
dieses Wissen schon in die Konstruktion der Zufallszahlen, die die Wiirfelergebnisse simulieren,

hineingesteckt. Aber mit einem richtigen Wiirfel wiirde man das gleiche Verhalten bekommen.

Das Auftreten der Sechs im Wiirfelwurf mit der Wahrscheinlichkeit 1/6 zu verbinden, war hi-
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storisch kein einfacher Schritt. Dieser Wert, der als Grenzwert auftritt, wird ja nie im endlichen
Fall beobachtet. Im endlichen Fall treten mit den relativen Haufigkeiten, die man nur beobach-
ten kann, alle moglichen Werte auf und, wenn N nicht durch 6 teilbar ist, tritt 1/6 als relative
Héaufigkeit gar nicht auf. Noch schwieriger war es, ein mathematisches Konzept zu entwickeln,
mit dem dieses Gesetz der grof3ien Zahlen auch mathematisch bewiesen werden kann. Dieses
Konzept wurde erst vollstéindig - in axiomatischer Weise - in den zwanziger Jahren des letzten
Jahrhundert entwickelt.

In den folgenden Abschnitten wird dieser axiomatischer Ansatz zur Beschreibung des Zufalls
vorgestellt und dann wird gezeigt, wie man damit arbeiten kann. Fiir dieses Konzept sind einige

mengentheoretische Begriffe notwendig.

Doch vorher simulieren wir noch das Problem des Chevalier de Meré.

1.2.2 Beispiel (Das Problem des Chevalier de Meré, Fortsetzung von Beispiel 1.1.1)
> N<-10000

> s<-sample(1l:6,size=N,replace=T)+sample(1:6,size=N,replace=T)
+sample(1:6,size=N,replace=T)

> sum(s==11)/N

[1] 0.1278

> sum(s==12) /N

[1] 0.1186
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1.3 Mengentheoretische Grundlagen

Bei der Modellierung zufillsabhéngiger Vorgénge werden zunéchst die moglichen Ergebnisse an-
gegeben, die als Konsequenz dieser Vorgénge moglich sind. Zwei Konsequenzen miissen einander

ausschliefen.

1.3.1 Definition

Die Menge aller méglichen Ergebnisse w eines Zufallsvorgangs (Zufallsexperiments) wird Grund-
menge (Grundraum, Ergebnisraum) genannt und mit dem griechischen Buchstaben ) bezeich-
net:

Q) = {w; w ist mogliches Ergebnis eines zufallsabhéngigen Vorgangs}.

Eine Menge von Ergebnissen heifit Ereignis. Ereignisse werden mit groflen lateinischen
Buchstaben A, B,C, ... bezeichnet. Ein Ereignis, das genau ein Ergebnis als Element besitzt,

heifit Elementarereignis.

1.3.2 Beispiel (Wiirfelwurf)

Wir betrachten das Zufallsexperiment eines einfachen Wiirfelwurfs. Die moglichen Ergebnisse
sind die Ziffern 1,...,6, d.h. die Grundmenge ist = {1,2,3,4,5,6}. Elementarereignisse sind
{1}, {2}, {3}, {4}, {5} und {6}. Man beachte, dass Elementarereignisse Mengen sind, wihrend

Ergebnisse Elemente sind. Andere Ereignisse sind etwa:

e gerade Ziffer: A ={2,4,6},

e ungerade Ziffer: B = {1, 3,5},

e Ziffer kleiner als 5: C' = {1,2,3,4},

e Ziffer ist Summe zweier verschiedener Ziffern: D = {3,4,5,6},
e Ziffer ist Primzahl: £ = {2,3,5},

e Ziffer ist kleiner gleich 6: F = {1,2,3,4,5,6} = Q.
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1.3.3 Beispiel (Ergebnisraum, Grundraum)

Experiment Grundraum €2 Element w
a) Wiirfelwurf {1,...,6} gewiirfelte Augenzahl
b) Miinzwurf { Kopf (K), Zahl (Z) } obere Seite der geworfenen
Miinze
¢) Roulette {0,1,...,36} Ergebnis des Drehrades
d) Warten auf erste ,6“ beim NU {oo} w € N:erste ,,6% tritt im w-ten
Wiirfeln Wurf auf;
w = oo: es tritt keine ,,6“ auf
e) Lotto ,,6 aus 49¢ {(wi,...,we); w; ist Nr. der i-t grofiten ge-
1<w; <+ <wg <49} | zogenen Kugel
f) Defektstelle einer Leitung [0, 1] Defekt an der Stelle w
(Gas, Telefon) der Linge 1km
g) Windrichtung an einer Mef- [0, 360) w bezeichnet den Winkel der
stelle Windrichtung (z.B. Nord: w =
0°; Ost: w = 90°, etc.)
h) Wartezeit bis zum Ausfall ei- [0,7) Zeit bis zum Ausfall (Hochst-
ner Maschine grenze T')
i) Temperaturverlauf am Tage z | {w : [0,24) — [-273, 00); Temperaturverlauf von 0 Uhr
an einer Wetterstation w stetige Funktion } | bis 24 Uhr in © Celsius, w(t)

ist Temperatur zur Zeit ¢.

Ereignisse sind Teilmengen des Grundraums (). Damit kénnen die fiir Mengen definierten Ver-
kniipfungen auf Ereignisse angewendet werden. Als Abkiirzung fiir die Aussage Das Ergebnis w
ist im Ereignis A enthalten wird kurz w € A geschrieben. Seien A, B, C' und A;, ¢ € I, Ereignisse,

wobei I eine Indexmenge ist.

Schnittereignis zweier Mengen: AN B ={w € Q; w € A und w € B}
Gilt fiir die Ereignisse A und B: AN B = (), so heiflen A und B disjunkte Ereignisse.

Schnittereignis beliebig vieler Mengen: ﬂ A ={w e Q; we A; fiir jedes i € I}

el
Die Ereignisse A;, i € I, heiflen paarweise disjunkt, falls fiir jeweils zwei verschiedene
Indizes i,j € I gilt: A; N A; = 0.

Vereinigungsereignis zweier Mengen: AU B = {w € ; w € A oder w € B}

Vereinigungsereignis beliebig vieler Mengen: U A ={w € Q; es gibt ein i € [ mit w € A;}
i€l
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e Teilereignis: A C B: Fiir jedes w € A gilt w € B.

e Komplementirereignis: A = Q\A = {w € Q; w ¢ A} = {w € Q; w nicht Element von A};
A heifit Komplement von A (in ).

Manche Autoren benutzen auch A€ anstelle von A.

e Differenzereignis: B\A ={w € Q; we Bund w ¢ A} = BNna = B\(AN B);
B\ A heifit Komplement von A in B.

¢ Kommutativgesetze:

AUB=BUA, ANB=BnNA.

e Assoziativgesetze:

(AUB)UC = AU(BUC), (ANB)NC=An(BNC).

e Distributivgesetze:

(AUB)NC =(ANC)U(BNC), (ANB)UC=(AUC)N(BUC).

e Regeln von de Morgan:

ANB=AUB, AUB=ANB.

Die Sprechweisen sind in folgender Tabelle zusammengestellt.

Mathematisches Objekt Interpretation
Q Grundraum, Ergebnisraum
w e (mogliches) Ergebnis
A Ereignis
o Menge aller Ereignisse
Q sicheres Ereignis
0 unmogliches Ereignis
weA Ereignis A tritt ein
weA Ereignis A tritt nicht ein
weAURB Ereignis A oder Ereignis B tritt ein
weANBRB Ereignis A und Ereignis B treten ein
ACB Eintreten von Ereignis A impliziert das Eintreten von Ereignis
B
ANB=10 Ereignisse A und B schliefien einander aus
w € U A; mindestens ein Ereignis A;, i € I, tritt ein
i€l
w € ﬂ A; alle Ereignisse A;, i € I, treten ein
i€l
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1.3.4 Beispiel
Gegeben sei das Zufallsexperiment eines Wiirfelwurfs mit zwei symmetrischen Wiirfeln. Dann

ist der Grundraum §2 gegeben durch

Q={G,j);i,j=1,...,6} ={(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),...,(5,6),(6,1),...,(6,6)}.

Wir betrachten nun die Ereignisse A, B, C' und D mit A = erste Ziffer gerade, B = Summe
beider Ziffern ist gerade, C' = erste Ziffer ist eine Sechs und D = beide Ziffern sind gleich. Dann
gilt:

A = {(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) }
B = {(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2:4),(2,6),(3,1),(3,3),(3,5),(4,2),(4,4),(4,6),(5,1),(5,3),(5,5),(6,2),(6,4),(6.,6) }
C = {(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) }
D = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6) }

Dann gilt etwa:

ANB=1{(2,2),(2,4),(2,6),(4,2),(4,4), (4,6),(6,2), (6,4), (6,6)}

AU B = OQ\{(1,2),(1,4),((1,6),(3,2),(3,4), (3,6), (5,2), (5,4), (5,6)}
A\B ={(2,1),(2,3),(2,5),(4,1),(4,3),(4,5),(6,1),(6,3),(6,5)}
C\A=10

DNB=D

CnD={(6,6)}
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2 Laplace-Experimente

2.1 Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum

2.1.1 Beispiel

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, bei einem Wiirfelwurf eine gerade Zahl zu wiirfeln?
0=1{1,2,3,4,5,6} Menge der moglichen Ergebnisse

A ={2,4,6} interessierendes Ereignis, dass eine gerade Zahl gewiirfelt wird.

P(A) = —’é = 2 = 1 ist die Wahrscheinlichkeit eine gerade Zahl zu wiirfeln.

e

Dabei bedeutet A die Anzahl der Elemente der Menge A.

2.1.2 Definition (Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum)
Ist Q eine endliche Menge, und P : 2(2) > A — P(A) := g—é € [0, 1], dann heiit (Q, 2(Q), P)

Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum.
2.1.3 Bemerkung

(i) € ist die Ergebnismenge. w € ) heifit Ergebnis.

(i) 2(Q) = {4; A C Q}, die Potenzmenge von (2, ist das System der interessierenden

Ereignisse.

A e 2(Q) heiit Ereignis. {w} € £(Q) heiit Elementar-Ereignis.
(iii) Die Abbildung P ist das Laplace’sche Wahrscheinlichkeitsmaf.

(iv) Der Laplace’sche Wahrscheinlichkeitsraum ist eindeutig durch die Ergebnismenge €2 be-

stimmt. Speziell besitzt jedes Elementarereignis {w} die Wahrscheinlichkeit

P({w)) = ;Q

2.1.4 Lemma (Fundamentale Eigenschaften des Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsraums)
(Q, Z(Q), P) Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum

=

(i) P(Q) = g—g =1 (” Normierung”)

(i) A,B € £(Q) disjunkt, d.h. AN B =),
= P(AwB) = t5eB) _ IAME _ p(A) 4 P(B)  ("Additivitit”)

Dabei wurde AW B := AU B als Notation fiir die Vereinigung disjunkter Mengen benutzt.
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2.1.5 Lemma (Weitere Eigenschaften)

(i) P(®) =0
(i) P(A)=1— P(A)
(iii) AC B = P(A) < P(B) und P(B\ A) = P(B) — P(A)

(iv) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)

Beweis

(i) P(Q) =P(Qud)=P(Q)+ P((0)
(i) 1=P(Q) = P(A” A) = P(A) + P(4)
(iii) AC B= B = Aw(B\A) = P(B) = P(A)+P(B\A) > P(A) = P(B\ A) = P(B)—P(A)

(iv) P(AUB) = P(AW (B\(AN B))) = P(A) + P(B\(AN B))
= P(A) + P(B) — P(AN B)

2.1.6 Beispiel (Das Problem des Chevalier de Meré, Fortsetzung von Beispiel 1.1.1)
Analog zu Beispiel 2.1.1 wird der dreifache Wiirfelwurf durch den Grundraum

Q={(i,5,k); i,j,k=1,...,6}

modelliert. P bezeichne die Laplace-Verteilung auf €2, d.h., es wird angenommen, jedes Ergebnis
(1,7, k) besitzt die gleiche Wahrscheinlichkeit. Wir betrachten die Ereignisse A = Augensum-
me 11 und B = Augensumme 12. Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit schreiben wir diese

Ereignisse als Teilmengen von €2 und erhalten:

A={(i,j k)€ i+j+k=11}
= {(1,4,6),(1,6,4),(4,1,6),(4,6,1),(6,1,4),(6,4,1),(1,5,5),(5,1,5),(5,5,1),(2,3,6),(2,6,3),(3,2,6),(3,6,2),(6,2,3),(6,3,2),
(2,4,5),(2,5,4),(4,2,5),(4,5,2),(5,2,4),(5,4,2),(3,3,5),(3,5,3),(5,3,3),(3,4,4),(4,3,4),(4,4,3)}7
B={(i,jk) € i+j+k=12}
= {(1,5,6),(1,6,5),(5,1,6),(5,6,1),(6,175),(6,5,1),(274,6),(2,6,4)7(4,2,6),(476,2),(6,274),(6,4,2)7(2,5,5),(5,2,5),(5,5,2)7

(3,3,6),(3,6,3),(6,3,3),(3,4,5),(3,5,4),(4,3,5),(4,5,3),(5,3,4),(5,4,3),(4,4,4) } .
Daher gilt 14 = 27 und #B = 25, so dass wegen #Q = 63 = 216: P(A) = 22—176 = % = 0.125 und
P(B) = 2% = 0.116 folgt. Das Ereignis A hat somit eine hohere Eintrittswahrscheinlichkeit. De

Meré hatte diesen Unterschied bemerkt, konnte ihn aber nicht nachweisen.
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2.2

Bestimmung der Kardinalitidt einer Menge

2.2.1 Satz (Grundabzihlprinzip)

Ist A eine Menge von n-Tupeln (ay, ..., ay,) mit:

(i) Es gibt Ny Méglichkeiten, a; einen Wert zuzuordnen.

(ii)

Nach Festlegung von ay, .. .,ax gibt es N1 Moglichkeiten ag 1 einen Wert zuzuordnen,
1<K <n.

Dann gilt §f A= Ny - No-...-N,.

Beweis

Durch vollstédndige Induktion. g

2.2.2 Urnenmodelle

Eine Urne enthélt N Kugeln mit den Nummern 1,2, ..., N. Es wird n-mal aus der Urne gezogen.

Wie viel mogliche Ergebnisse gibt es?

(i)

(iii)

Ziehen mit Zuriicklegen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge
Q={(wi,...,wn); wpe{l,...,N}, k=1,...,n}
=42 =N-N-N-...-N=N",

n-mal

Ziehen ohne Zuriicklegen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge
Q={(w1,...,wn);wr €{1,...,N}, k=1,...,n, w; #wj fir i # j}

:,m:N-(N—1)-(N—2)-...-(N—n+1):ﬁ

Ziehen ohne Zuriicklegen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge
Q={(w1,...,wn);wpg €{l,...,. N} k=1,...,n, w1 <ws < ... < wp}

Ein Tupel (w1,...,w,) mit paarweise verschiedenen Komponenten kann auf n! Weisen

umsortiert (permutiert) werden.

_ N! _. (N
= ﬁQ - (N—n)In! = (n)
(]TY) ist damit die Anzahl der Moglichkeiten eine m-elementige Teilmenge von einer N-
elementigen Menge zu bilden.
Ziehen mit Zuriicklegen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge
Q={(wi,...,wn); wpe{l,..., Nl k=1,...,n, w1 <ws <...<wp}

Betrachten wir die Abbildung
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S Q3w own) = (W + 1w +2,... w, +n) €

mit

A ={(w}, . w);w, €1{2,...,N+n}, k=1,....n,w] <wh <...<w,},

dann ist S eine Bijektion, also

nach (iii).

N+n-1

m:m’:(
n

Zusammenfassung der Urnenmodelle (mit R-Befehlen)

Mit Beriicksichtigung
der Reihenfolge

Ohne Beriicksichtigung
der Reihenfolge

Mit Zuriicklegen N™ (N+: _1)
N n choose(N+n-1,n)
Ohne Zuriicklegen ﬁ (]r\Z)

factorial (N)/factorial (N-n)

2.2.3 Beispiel (Geburtstagsproblem)

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit p, dass mindestens zwei von den n = 25 Schiilern einer

Klasse am gleichen Tag Geburtstag haben?

choose(N,n)
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2.3 Bildmalfle

2.3.1 Beispiel

Bei einem Wiirfel mit je einer 71”7 und ”72” und je zweimal ”3” und ”4” ist ' = {1,2, 3,4} die
Ergebnismenge, doch es liegt kein Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum vor, da die Ergebnisse
nicht gleichwahrscheinlich sind. Einen Laplace-Raum erhilt man nur, wenn man bei ”3” und
74” beriicksichtigt, auf welcher Seite des Wiirfels sie sich befinden, d.h. wenn man z. B. Q =
{1,2, 3a, 3b,4a,4b} betrachtet. Durch die Abbildung

X: 00—

mit X (1) =1, X(2) =2, X(3a) =3, X(3b) =3, X(4a) =4, X(4b) = 4 werden die Wahrschein-
lichkeiten des Raumes (2, 2(2)) auf den Raum (£, 22(£')) iibertragen. Ist P ein Wahrschein-
lichkeitsmafl auf (Q, 22(12)), so sagt man, dass X : Q — Q' ein Wahrscheinlichkeitsma8 PX auf
(Y, 2(Y) induziert. PX heifit auch Bildma8 von P unter X und X heiBt Zufallsvariable.

2.3.2 Beispiel (Dreifacher Wiirfelwurf)

Von Interesse ist die Summe der Augen beim dreifachen Wiirfelwurf.

2.3.3 Definition (Bildmaf)
Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (2, 2(Q)), X : Q@ — Q', B C 2()), so heiit

PX:%>5B — PX(B):=P(X '(B)):=P(X €B)
= P{w e 2; X(w) € B}) €[0,1]

das Bildmaf; von P unter X und X heilst Zufallsvariable.

2.3.4 Lemma (Fundamentale Eigenschaften von PX)

(i) PX(Y)=P(XecQ)=PQ)=1 ”Normierung”

(ii) By,By €%, BiNBy=1
= PX(B1W By) = P(X € (B, W By))
=P(X e€B)W(X € By))=P(X € B))+ P(X € By)
= PX(By) + PX(By) ” Additivitét”
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2.3.5 Lemma (Weitere Eigenschaften von PX)

(i) PX(0)=0
(i) PX(B)=1- PX(B)
(iii) By C By = PX(By) < PX(By)

(iv) PX(ByU By) = PX(By) + PX(Bs) — PX(B1 N By)

Beweis

Siehe Lemma 2.1.5. 4

2.3.6 Beispiel
Indikatorfunktionen

Fir A € Z(Q) definieren wir die Indikatorfunktion

1 fallswe A
14: Q25w — 14(w) = € 0,1
4 A) {0 fallswg_fA} {0.13

14 ist Zufallsvariable und
Pla({1}) = P(4)
Pla({0}) = P(A) =1 — P(A).

14 zeigt an, ob das Ereignis A eingetreten ist.
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2.4 Aus Laplace-Experimenten abgeleitete Wahrscheinlichkeitsmafle

2.4.1 Hypergeometrische Verteilung

In einer Urne befinden sich Kugeln mit den Nummern 1,..., M, wobei die Kugeln mit den
Nummern 1, ..., R rot sind und die Kugeln mit den Nummern R+ 1,..., M schwarz sind. D.h.
es gibt R rote und S = M — R schwarze Kugeln in der Urne. Es wird N-mal ohne Zuriicklegen
gezogen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei den NV Ziehungen r rote Kugeln gezogen

werden?

Q={(wi,...,wn); wp €{1l,.... M}, n=1,...,N, w1 <ws < ...<wn}
X((wi,...,wN)) = 21 141,...ry (wn) = Anzahl der roten Kugeln in (w1, ...,wn)
=X:0-09={0,1,...,N}

Gesucht ist

PX({r}) mit r € {0,1,...,N}.

= PX({T}) — (f)(%:f) _ (Ij)(NS;'r)

RGO Pynrym—-r)(AT}) = Puvr,s)({7})-

Dabei vereinbaren wir fiir den Binomialkoeflizienten:

<m> =0, falls n < 0 oder n > m.
n

Die Wahrscheinlichkeiten

R/ S
Prn,r,s)({r}) = (T)R(Mﬂ’zow-v]\f,
("x”)

ergeben die Hypergeometrische Verteilung.

2.4.2 Binomialverteilung

Sei die Urne wie in Abschnitt 2.4.1, nur dass jetzt mit Zuriicklegen gezogen wird, d.h.
Q={(wi,...,wn); wp, €{1,..., M}, n=1,...,N}

ist. Die Abbildung X sei wie in Abschnitt 2.4.1 definiert und gesucht ist PX({r}), die Wahr-

scheinlichkeit, das r rote Kugeln gezogen werden, r =0,1,...,n.
Die Wahrscheinlichkeiten
P = () )01 =p) ¥ =01,
ergeben die Binominalverteilung.
2.4.3 Beispiel

Es wird solange gewdiirfelt, bis die erste ”6” erscheint. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass

dies im 1.,2.,...,n-ten Wurf geschieht?
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Oy :={(w1,...,wn);wn €{1,...,6},n=1,...,N}

= 1Oy =6V

XN :Qndw=(w1,...,wy) = Xn(w) :=inf{k;wr, =6} € {1,2,...} U{oc} =
Firne{1,...,N} sei

Anpn ={Xn=n}={(w1,...,wN) €EQn;wp #6 fir k=1,...,n—1, w, = 6}.
= tAN, =5""1. 1.6V

AN n—1lgN—n —1
= PXV({n}) = P(An,) = Se = 5800 = ()" L

Da diese Wahrscheinlichkeit nicht von N abhingt, liegt es nahe, eine Verteilung PX fiir die

Anzahl des Wiirfels bis zur ersten ”6” wie folgt zu definieren:
5\""'1
p¥ == -
©n=(2)
fiir alle n € N. Dabei miisste ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einem ) existieren, so dass

X:Q—N

das Bildma8 PX ergibt. Da N unendlich ist, wire dann auch © unendlich.
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3 Wahrscheinlichkeitsrdume und zufillige Bilder

3.1 Allgemeine Wahrscheinlichkeitsraume

Interessierende Objekte des Wahrscheinlichkeitsraums sind:

(i) ©Q: Menge der moglichen Ergebnisse (des Zufallsexperimentes)

(il) o/ C Z(£): System von interessierenden Ereignissen
(iii) P: o 3 A— P(A) €[0,1]: Wahrscheinlichkeitsmaf$}
3.1.1 Definition (o-Algebra))
Ist Q # O eine Menge, dann heifit ein Mengensystem </ C &(f)) eine o-Algebra iiber ()

=

(i) Qe o
(i) Ac o =Ac o

(iii) (An € & )pen = U An € .

n>1

3.1.2 Lemma (Erste Eigenschaft)
Eine o-Algebra «/ist abgeschlossen bzgl. abzéhlbarer Mengenoperationen, z. B.
C4n € &{)neN QQ Can € &{>n€N

(&) UA,e o

W4, =Udne o

n>1 n>1

3.1.3 Satz (Erzeugte o-Algebra)
Ist & C P(Q), dann gibt es eine kleinste von & erzeugte o-Algebra o(&), d.h.

(i) o(&) ist o-Algebra,
(ii)) & Co(&)

(iii) & C .o/ und o o-Algebra= o(&) C .

Beweis

Betrachte o(&) := ()| 7, wobei A(&) ={«; o/ o-Algebra und & C & }.
AEA(E)

Dann gilt A(E) # 0, da Z(Q) o-Algebra ist und £ CZ(Q). Damit ist (&) wohldefiniert.
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Es bleibt zu zeigen, dass o(&’) eine o-Algebra geméf (2.1) ist:

i) AN Qed=0Qec0(b)
PG

(i) Aco(&) = N Aed = N\ Aecd = Aco(b)
AENE) A EM(E)

(i) (An € 0(Enen = A Apn€Dhpen = A Udned = U Ay €a(8).
A EN(E) dEA(E) n>1 n>1

3.1.4 Beispiel

(i) € abzéhlbar (endlich oder unendlich)
& = {{w}; w € Q} das System der Elementarereignisse
= o(&) = 2(Q).
(ii) € iiberabzdhlbar
& ={wh we}
= 0(&) = {A; A€ 2(Q), A abzihlbar oder A abzéhlbar }.

3.1.5 Definition (Borel-o-Algebra)

Sei @ = R (bzw. @ = RP) und & = {[a,b]; a,b € R, a < b} (bzw. &, = {[a,b]; a =
(a1,...,ap) ", b = (br,...,by)" € RP, a < b}, wobei a < b gilt, falls a; < b; fiiri = 1,...,p
gilt). Dann heit %, := o(&) (bzw. &, := 0(6&))) die Borel-o-Algebra iiber R (bzw. R?).

3.1.6 Bemerkung
2, lasst sich auch durch das System

1 = {(—o00,b]; b€ R?}

erzeugen, d. h. %, = o(&})), denn: Fiir jedes (—oo,b] €%, gilt:

&3 (-0t = J[-n1,, b €a(&))

p
n>1

mit 1, = (1,...,1)" € R? und der Konvention [a, b] := 0, falls nicht a < b gilt. Somit gilt
o(&) € P, . Andererseits gilt fiir jedes [a,b] €6, :

[a,b] = N (a™,b] mit a™ =a— 11, und

n>1
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b, fir o # 7

(n)

wobei a(™ (1) = (a§") (), ... ,aén) (7))T mit ag,n)(ﬂ) = :
Qx firo=m

Folglich [a,b] € (&) und damit %, C o(&)).

Weitere Erzeuger von %, sind z.B. (dabei gelte a < b < a; <b; firi=1,...,p):

i) & ={(a,b); a,be R, a<b} ={{zr €RP; a <x <b}, a,b € R a<b},

P

(i) &2 ={(a,b]; a,b€R?, a <b} ={{zr €RP; a <z <b}, a,b € R? a < b},

(iii) 51)3 = {(—00,b); b € RP},

(iv) &) ={0; O C R ist offene Menge}.

Eine Menge O C RP ist dabei offen, wenn fiir jedes z € O ein offenes p-dimensionales Inter-
vall (ag,b,) existiert mit € (ag,b,) C O. Damit gilt &' C & und somit (&) C o(&)).
Umgekehrt gilt auch é"; C U(é"pl), denn jedes O € (55;74 ist eine abzihlbare Vereinigung
von offenen Intervallen (a,,b,), wobei a, und b, aus rationalen Komponenten bestehen,
d.h. a,,b, € QF. Ist ndmlich € (a,,b;) C O so gibt es q(x), ag), bgz)y € QF mit
T € (Ag(a), by(z)) C O. Da die rationalen Zahlen abzéhlbar sind, ist somit O eine abzéhl-
bare Vereinigung von Elementen aus é"pl.

3.1.7 Bemerkung
In der Ma8- und Integrationstheorie wird mit Hilfe des Auswahlaxiomes gezeigt, dass die Borel-
o-Algebra %, (bzw. %,) eine echte Teilmenge von & (R) (bzw. Z(RP)) ist.

3.1.8 Definition (Wahrscheinlichkeitsmaf3)
Ist Q # (), o/ eine o-Algebra iiber Q, dann heifit P : /> A — P(A) € [0,1] ein Wahrscheinlich-
keitsmafl auf o/

=
(i) P2 =1 ”Normierung”,
(ii)) (A, € Y nen (paarweise) disjunkt, d.h. A; N A; = 0 fiir i # j

= P(lY Ay) = 3 P(A,) »o-Additivitit”.
n>1 n>1
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3.1.9 Lemma
(i) P(0) =0,
N N
(ii) Ay,..., Ay disjunkt = P ( (O] An> = > P(A,),
n=1 n=1
speziell
Ay, Ay disjunkt = P(Al ) AQ) = P(Al) + P(AQ),
(iii) P(A)=1— P(4),
(iV) Al - AQ = P(Al) < P(AQ),
(V) P(Al U AQ) = P(Al) + P(AQ) — P(Al N AQ)
Beweis
(i) Ay =0, A, =0 firn>2:
PQ) =P < ¥ An> = P(A1) + > P(An)
n>1 n>2
=P(Q)+ > P)
n>2
= P(0) = 0.
(i) Ap =0 firn>N:
P (L”ngl An) =P (LﬂnzlAn> = > P(4,)
n>1
N N
= > PA,)+ > P)=> P(A,).
n=1 n>N+1 n=1
(iii)-(v) folgen aus der Normierung und (ii) wie im Beweis von Lemma 2.1.5. i

3.1.10 Satz (Poincaré-Sylvester-Formel)
(Formel des Ein- und AusschlieBens) (Verallgemeinerung von (3.1.9)(v))

N N
(j) P < U An) - z (_1)m+1 Z P(Anl m tee m AnnL)'
n=1 m=1 1<nmi<..<nm <N

(i) Speziell fir N = 3 :
P(A; U Ay U As) = P(A1) + P(Ay) + P(As)
—P(A1 N Ag) — P(A1 N As) — P(Aa N As)
+P(A; N AyN As).

(iii) Gilt P(Ap, N...NAy,,) = pp fiir alle

1<ni<...<npy <N, m=1,...,N,
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dann vereinfacht sich die Formel zu:

Beweis

Fiir (i) vollstédndige Induktion: Die Formel gilt fir N = 2 nach (3.1.9)(v).

Induktionsschritt N — N +1:

L B R (IR
U 4. =0 P JAn) +PAn) - P | A | nAxp

N
Ind.Vor. Z(_l)mﬂ Z P(A,,N...NA,,) + P(Ant1)

m=1 1I<m<..<nm<N

N
- Z:(—l)m+1 Z P(A,, N...NA,, NAni1)

m=1 1<ni<..<nm <N
N+1 N
= > PAy) + > (-pmH > P(A,, N...NA,,)
n=1 m=2 1<ni<...<nm <N
N
- > (=™ > P(A,,N...NA,,)
m=2 1I<ni<..<nm-1<nm=N+1

— (=)™ PAI NN Axg)

N+1 N
= > P(Ay) + > (-pmt! > P(A,, N...NA,,)
n=1 m=2 1<ni<..<nm<N
N
+ > (-pymH > P(Ap, N...0A,,)
m=2 1<mi<...<nm—1<nm=N+1

+ ()N P4 NN Ang)

N+1

= ) (-pmt > P(Ap, N...NA,).

m=1 1<ni<..<nm<N+1
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(iii) Die vereinfachte Formel folgt aus der Uberlegung, dass die Anzahl der Summanden in

> die Anzahl (an ) der moglichen Auswahl von m Elementen aus einer N-elementigen
1<ni<..<nm <N
Menge entspricht. g

3.1.11 Beispiel (Julklapp)

In einer Schulklasse mit N Kindern soll zur geplanten Weihnachtsfeier jedes Kind jeweils ein
anderes beschenken. Um die Zuteilung zufillig zu machen, werden N mit den verschiedenen
Namen versehene gleichartige Zettel in einen Hut geworfen und jedes Kind zieht zuféllig einen
Zettel ohne Zuriicklegen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Verfahren funktioniert,

d. h. dass kein Kind seinen eigenen Zettel zieht?

3.1.12 Definition

limsup 4,, = {w; w € A, fiir unendlich viele n}
n—oo
=N U 4
n>1k>n
liminf 4,, = {w; w € A, fiir alle bis auf endlich viele n}
n—oo
= U N 4
n>1k>n

lim A, existiert, falls limsup A4, = liminf A4,,,
n—00 n—00 n—00

und dann gilt

lim A, := limsup A4,, = liminf An.
n—00 n—00 n—r00

3.1.13 Lemma
(i) Gilt Ay C Ay C ... so existiert lim A, und es gilt lim A, =J;2, A4,.
n—oo

n—oo
(ii) Gilt A} D Ay D ... so existiert lim A, und es gilt lim A, =\, A,.
n—o0 n—o0

3.1.14 Satz (o-Stetigkeit)
Ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist o-stetig, d.h. P( lim A,) = lim P(A;), falls lim A, existiert.

n—oo n—o0 n—oo
Insbesondere gilt:

(i) A1 C Ay C ... = limyoo P(An) = Plimpeo An) = P(U™, An).
(i) A1 D Ay D ... = limy 00 P(Ay) = P(limy o0 Ap) = PO An).

Beweis

Wir zeigen zuerst (i): Aus Ay C Ay C ... folgt fiir alle n € N

Uar=UJ 4 wd ) A=A,

k>n k>1 k>n
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Damit gilt
limsup A, = () UAk: N UAk: UAk: UAn: U () Ak = liminf A,
n—reo n>1k>n n>1k>1 E>1 n>1 n>1k>n oo

und somit lim, o A, = U;2 | An. Setze nun By, = Ay \ Ag—1 mit Ay = 0. Dann gilt A, =
¥p_y Br und lim, o Ap, = 5, Bi. Aus der o-Additivitéit von P folgt

P(lim A,) = P (@ Bk> :iP(Bk)
k=1

k=1
= lim_ ;P(Bk) = lim P (H Bk> = lim P(Ay).

(ii) Die Aussage iiber die Existenz des Limes folgt analog zu (i). Die Vertauschung von Limes
und Wahrscheinlichkeitsmafl kann aus (i) gefolgert werden, wenn By, = A; \ Ay betrachtet wird
(Ubung!).

Die o-Stetigkeit folgt aus (i) und (ii), indem

ImZZUﬂAk:mAkCAmCUAk:ﬂUAk::Sm
n=1k>n k>m k>m n=1k>n
betrachtet wird (Ubung!). il

3.1.15 Definition (Messbarer Raum, Wahrscheinlichkeitsraum)

(i) Ist Q # (), ofeine o-Algebra iiber 2, so heift (£, <7 ) ein messbarer Raum.

(ii) Ist (2, </ ) ein messbarer Raum und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf </, dann heifit
(Q, o, P) Wahrscheinlichkeitsraum.

3.1.16 Beispiele

(i) Jeder Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Wahrscheinlichkeitsraum im Sinne
von Definition (3.1.15).

(i) Geometrische Verteilung:
N=N, = 2(Q) =oc({{w}; we})
und P: &/ A— P(A)= Y P{w}) €[0,1]
weA

mit P({w}) := p(1 —p)“~!
und p € (0,1) als Erfolgswahrscheinlichkeit ( z. B. P = % beim Wiirfeln bis zur ersten
76”). Bei dieser Definition von P muss nur iiberpriift werden, ob P(2) = 1 gilt. Mit der

Formel fiir die geometrische Reihe gilt aber

P@) =3 P({w}) =X p(1—p)“!

we weN
o0
=Pp 20(1 —p)t = pl,(i,p) =L
n=
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3.1.17 Bemerkung
Wie im Beispiel (3.1.16)(ii) angedeutet, lésst sich ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ durch die Werte
auf einem Erzeuger definieren, sofern dieser ”ansténdig” ist. Im Fall einer abzédhlbaren Ergeb-

nismenge und des Erzeugers der Elementarereignisse lésst sich das explizit nachweisen, sofern

> P({w}) =1 gilt:

we)
PllHA )= > P{w})
=Y. > PHwh =) P4
n>1weAy, n>1
Im Allgemeinen (etwa fiir Q@ = R und &/=%) bendtigt man den MaBerweiterungssatz von

Carathéodory aus der Maf- und Integraltheorie. Dabei wird auch die ”Anstédndigkeit” eines
Erzeugers prézisiert wird. Danach sind sowohl & (bzw. &) als auch &' :=&7 (bzw. &) aus
(3.1.6) "ansténdig”. Das bedeutet, dass ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf der Borel-o-Algebra
bereits durch die Werte fiir (—o0,b], b € RP, festgelegt ist.

3.2 Zufallsvariable

3.2.1 Definition (Messbare Abbildung, Zufallsvariable)
Seien (), o ) und (Y, #) messbare Riume.

(i) Eine Abbildung X : Q3 w — X(w) € ' heiit </-%B-messbar
=

AN X '(B)={weXw) eBlc &.
Be#

(ii)) Eine Abbildung X : Q > w — X(w) € ' heilt Zufallsvariable (zufilliges Element)
auf (Q, o) mit Werten in (', %), falls (2, </, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist und
X o/-%B-messbar ist.

(iii) In diesem Fall ist

PX:.%>B— P¥(B):=P(X €B):=PX B)c|0,1]

das durch X von /nach 9 transportierte (induzierte) Wahrscheinlichkeitsmaf,

welches die Verteilung von X ergibt.

3.2.2 Beispiel (Zweifacher Wurf mit Wiirfel mit 1,2,3 auf jeweils 2 Seiten)

Hier haben wir

Q= {(Z,]), 1,J € {152>3}} = {(17 1)a (132)’ (1,3)’ (2a 1)? (2’2)a (273)a (33 1)’ (3a2)7 (3a3)}>
X:05 (Z,j) — ’Z—j’ 6{0,1,2}29/
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und sei
%= {0,9,{0},{1,2}}

eine o-Algebra iiber (. Fiir welche der folgenden o-Algebren ist X .&7/-%-messbar?

(a) /= {0,0,A, A} mit A={(1,1),(2,2),(3,3)},

(b) @=1{Q,0,A, A} mit A = {(1,1),(1,2),(1,3)}.

3.2.3 Bemerkung
Wegen PX(Q) = P(Q) =1 und

Pl B, | =P Xx'(B.]| =D P¥B)
n>1 n>1 n>1
ist PX tatsichlich ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf % und damit (€', %, PX) ein Wahrscheinlich-
keitsraum (der Bildraum). In vielen Problemen werden wir nur Aussagen und Modellbildungen

fiir diesen Bildraum betrachten.

3.2.4 Satz (Charakterisierung der Messbarkeit)

Seien (2, o ) und (€, %) messbare Rdume und & ein Erzeuger von . Dann ist X o -%-
messbar

-~

AN X YE)e «.
Bes

Beweis

<: Das System % aller Mengen C € 2()) mit X }(C) €.« ist eine o-Algebra iiber (V.
Folglich gilt #8 C € genau dann, wenn & C ¢ ist. Nach Voraussetzung gilt & C €, was B C €
impliziert. 8 C € ist aber gleichbedeutend mit der Messbarkeit von X. i

3.2.5 Definition (Zufallsgrofie, Zufallsvektor)
Sei %1 bzw. %, die Borel-o-Algebra iiber R bzw. RP. Ist X eine Zufallsvariable auf
(Q, o, P)

(i) mit Werten in (R, %), dann heifit X ZufallsgréBe (reellwertige Zufallsvariable);

(ii) mit Werten in (RP,%,), dann heifit X Zufallsvektor (mehrdimensionale Zufallsva-
riable).

3.2.6 Bemerkung (Existenz einer Zufallsvariablen)

Zu einer vorgegebenen Verteilung P* auf (RP,%,) existiert stets eine Zufallsvariable X auf
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einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum mit PX = P*, z. B. (Q, «/,P) = (R?,4, ,P*)
und X Identitét.

3.2.7 Satz (Kriterium fiir reelwertige messbare Abbildungen)
Sei ), die Borel-o-Algebra auf RP und </ eine o-Algebra auf Q. Dannist X : Q 5w — X(w) €
RP o7 -9B,,-messbar

<~
A X (=00, b]) = {w € O X(w) <b} e,
beRP
<~
A X 1((—00,b) :i={we R X(w) <b} €,
beRp
=
A X([b,o0)) = {w € 9 X(w) > b} €,
beRp
=
A X71((b,00)) :i={w € Q; X(w) > b} €.
beRP
Beweis

Der Beweis folgt mit Satz 3.2.4 aus der Tatsache, dass {(—o0,b]; b € RP}, {(—00,b); b € RP},
{[b,00); b e RP}, {(b,00); b € RP} Erzeuger von %, sind. i

3.2.8 Folgerung

X: Q5w — X(w) = : € RP? ist @7-%B,-messbar

=

N X:: Q3w — X, (w) €R ist &7/-%-messbar.

m=1,...,p

(D.h. X ist Zufallsvektor < X ist Vektor von Zufallsgrofien).

Beweis

Mit Hilfe des Kriteriums 3.2.7:
77$77:
X (=00, by]) = {w; Xr(w) < br}
= U{w’ Xﬂ’(w) S bﬂ" X@(w) S TL, Q: 17"'ap797é7r}

n>1

= Ufw; X(w) <t} e o,

n>1

wobei b € RP mit b7 = b, und by = n fiir o # 7.
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5
X7 (=00, b)) = {w; X(w) < b}

p
= N{w; Xx(w) <b} e o fallsb= (by,...,b,)". i
=1

3.2.9 Satz
Sei A, die Borel-o-Algebra auf R und &/ eine o-Algebra auf €). Sind X,Y : @ — R
o/ -9, -messbar, so gilt

{X<Y}i={w; X(w)<Y(w)} e, {X<Y}={w; X(w)<Y(w)}e,

(X =V} ={w X(w)=Y(w}led, {X#V}:={w X(w)#Y(w)}e

Beweis

Da die Menge Q der rationalen Zahlen abzéhlbar ist und dicht in R liegt, folgt die Be-
hauptung mit Hilfe des Kriteriums 3.2.7 aus

(Xx<vi=x<gnfg<Yy}, {X<vi={X>YV}
q€Q
(X=Y}={X<VY}In{X >V}, {X#Y}={X=V]

3.2.10 Satz
Sei %, die Borel-o-Algebra auf R, o/ eine o-Algebra auf ) und a,c € R. Sind X,Y, X, :
Q — R, n €N, o/-%B-messbar, so sind auch
aX +c, X% X+Y, X-Y, XxY, supX,, inIan, limsup X,,, liminf X,
ne

neN neN neN

of -9, -messbar.

Beweis

Mit dem Kriterium 3.2.7 ist mit X zunéchst auch aX + ¢ &/-%;-messbar, denn

{aX +c<b} ={X <=} e o firalle b € R, falls a > 0, und {aX + ¢ < b} = {X >
%} € o fur alle b € R, falls a < 0 (der Fall a = 0 ist trivial).

Ebenso ist wegen {X? < b} = {X < vb} N {X > —V/b} auch X? messbar.

Mit Y ist dann auch b — Y &/-%-messbar. Damit gilt

{(X+Y <b}={X<b-Y} e,
weshalb X + Y nach Satz 3.2.9 o7-%;-messbar ist. Die Messbarkeit von X x Y folgt aus

1 1
X*Y:Z(X+Y)2—Z(X—Y)2.
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Wegen {sup,cy Xn < b} = (o2 {X, < b} € & fiir alle b € R, ist auch sup,cy X,
messbar. Mit inf, ey X,, = — sup,,en(—X,) folgt die Messbarkeit von inf,,cy X,,. Der Rest
folgt aus

limsup X,, = inf sup X,,, hm me = sup inf X,,

neN neN pm>n neN m2n

3.2.11 Satz
Ist X : RP — RY stetig, so ist X 9B,-%B,-messbar.

Beweis

Sei &, = {O C RP; O ist offen} und &, = {O C R?% O ist offen}. Eine Charakteri-
sierung der Stetigkeit ist, dass das Urbild jeder offenen Menge wieder offen ist, d.h. es
gilt X7 1(0) € &, fiir alle O € &,. Da &, und &, nach Bemerkung 3.1.6 Erzeuger der
Borel-o-Algebren %, und %, sind, folgt die Behauptung aus Satz 3.2.4. il

3.2.12 Definition (Verteilungsfunktion)
Ist X Zufallsvektor bzw. ZufallsgréBe, dann heif3t

Fx :R? 3 b— Fx(b) := P(X <b):= P*((—o0,b]) €[0,1]
die Verteilungsfunktion von X.

3.2.13 Bemerkung
Fx beschreibt die Verteilung P~ von X vollstéindig (MaBlerweiterungssatz der Ma$- und
Integrationstheorie) und es gilt (vgl. 3.1.6) fiir alle a,b € RP

PX((a,b]) = P¥((—o0,b)\ ) (=00, a(m)
= )~ P ( U (. )

=1
mit a.(7) = ar, a,(n] = b, fiir o # 7, und die Wahrscheinlichkeit der Vereinigung lisst
sich mit Hilfe der Poincaré-Sylvester-Formel und Fx bestimmen. Speziell gilt fiir

P*((a,b]) = Fx(b) — Fx(a)

by

a2

PY(at) = Fx)  Fx((3) ) = (1)) + (o)
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3.2.14 Satz (Fundamentale Eigenschaften der Verteilungsfunktion einer Zufallsgrofie)
Ist Fx :R>b— Fx(b) € [0,1] eine Verteilungsfunktion, dann gilt:

(i) Fy ist monoton wachsend, d.h. by < by = Fx(by) < Fx(bs).

(ii) Fx ist rechtsseitig stetig, d. h. b, | b = lim Fx(b,) = Fx(b).

n—o0

(iii) Fx(—o0) := bliiEIc}o Fx(b) =0.

(iv) Fx(o0):= %#gFX(b) =1

Beweis

(1) by <by = (—OO,bl] C (—OO,bQ]

= Fx(b1) = P¥((—00,b1]) < P¥((—00, b)) = Fx(b2).
(ii) b, L b= (—o0,b] = nol(—oo, by] = 7}1_{20(_00’ by).

Mit der o-Stetigkeit von P folgt
Fx(b) = PX((—00,b]) = PX(lim (—o00,b,]) = lim PX((—o00,b,]) = lim Fx(b,).
n—o0

n—oo n—oo

(iii) bp L =00 =0 = [ (—00,b,] = lim (—00, by)].

n>1 n—o0

Mit der o-Stetigkeit von P folgt wieder
lim Fx(by) = lim PX((—o0,b,]) = PX (nm (=00, bn]> — PX(0) = 0.
n—o0

n—oo n—oo

(iv) b, Too =R = {J (—o0,b,].

n>1

Mit der o-Stetigkeit von P folgt wieder
lim Fy(b,) = lim PX((—00,b,]) = PX (hm (—oo,bn]> — PX(R) = 1.
n—oo n—oo

n—oo

3.2.15 Bemerkung

Da nach Bemerkung 3.1.6 £ = {(a,b]; a,b € R, a < b} ein Erzeuger der Borel-o-Algebra
%, ist und mit p((a,b]) = F(b) — F(a) ein Pramall auf &2 definiert wird, ist nach dem
Maferweiterungssatz der Mafitheorie jede Funktion F' mit den Eigenschaften (i) bis (iv) in
3.2.14 tatséchlich eine Verteilungsfunktion, d. h. es gibt zu F' ein Wahrscheinlichkeitsmafl
Pr auf (R, %) mit F(b) = Pr((—o0, b]) fir alle b € R bzw. Pr((a,b]) = F(b) — F(a) fiir
alle a,b € R mit a < b. Nach dem Eindeutigkeitssatz der Mafitheorie gibt es zu F' sogar

nur ein Wahrscheinlichkeitsmafl Pr, das F' als Verteilungsfunktion hat.

3.2.16 Beispiel
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(i) X konstant,d. h. X : Q3w — X(w)=a €R.

Q, f
, fallsa e B cof
(), fallsa¢ B

fiir alle B € %, weshalb X Zufallsgrofe ist.

Fx(b) = 1) (b) = {

Dann gilt: X !(B) = {

0 firb<a
1 firb>a

(ii) Indikatorfunktionen
Ist A € .o/, dann heifit

1, fall A
1A:QBw—>1A(w)::{  falswe }GR

0, fallswé¢ A

Indikatorfunktion von A.

1,4 ist Zufallsgrofe, denn fiir alle B € %, gilt:

Q, falls0€ B, 1€ B

A, fall B,1eB
1,Y(B)={ = alls 0.¢ B, 1 € €.

A, fallsO€ B, 1¢ B

0, fallsO¢ B,1¢ B

Fu,(b) = P(A)10,1)(b) + 111,000 (b)

0 fiir b <0
=¢ P(A) fir0<b<1
1 fir b > 1.
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4 Diskrete und absolut stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

4.1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen
4.1.1 Definition (Diskrete Zufallsgroie/-vektor)
(i) Eine ZufallsgréBe (bzw. Zufallsvektor) X ist diskret, falls es ein abzdhlbares (d.h.
endliches oder abzéhlbares unendliches) Ereignis B* € %, (bzw. B* €%,) gibt mit
PX(B*)=P(X € B") =1.
(ii) Ist X diskrete ZufallsgriBe (bzw. Zufallsvektor), dann heiBt
px :R22 = px(x) = P ({z}) = P(X =2) = P{w e Q; X(w)=1})€0,1]
diskrete Dichte oder Zihldichte (der Verteilung) von X.
(iii) Tx :={x € B*; px(z) > 0} C B* wird Tréger (der Verteilung) von X genannt.
4.1.2 Bemerkung
Fiir ¢ B* gilt px(r) =0, da {z} C B* und folglich pyx(z) = PX({x}) < PX(B*) = 0.

Somit gilt px(z) # 0 nur fir abzdhlbar viele z.

4.1.3 Folgerung

A PXB) = £ pxo) (= T pxlo))

Be%, z€B reBNB*

Speziell gilt:

/\ Fx(b) = pr(x).

beRp x<b

[Dabei ist die Summation iiber eine iiberabzédhbare Indexmenge zu verstehen als Summa-
tion iiber die Terme, die von Null verschieden sind, d. h. in obigen Summen treten nur

abzéhlbar viele Summanden ungleich Null auf.]

Beweis

PX(B) = PX(Bn(B*UB"))
= PX(BnN B*) + PX(BN B¥)
:PX( o) {x})—l—()

r€EBNB*

= > PY({u}).

reBNB*
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4.1.4 Bemerkung
Fiir diskrete Zufallsgrofien X : €2 — R hat die Verteilungsfunktion Fy Sprungstellen an

den Stellen z, fir die px(x) > 0 gilt und verlduft ansonsten konstant.

4.1.5 Beispiele (Beispiele fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen)
4.1.5.1 Einpunktverteilung ¢,

e X konstant: X : Q5w — X(w)=a€R
o Triger: Tx = {a}
e Zihldichte: px(a) =1

e Diagramm der Zihldichte: Siehe Abbilung 3 links

4.1.5.2 Diskrete Gleichverteilung G(zy,...,z,)
e Verteilungsname in R: sample mit Argumenten x fiir x = (xy,...,2,) und
replace = TRUE
e Triger: Ty = {xy,...,2,}
e Ziahldichte: px(zy) = %, T <<z, neN

e Diagramm der Zihldichte: Siehe Abbilung 3 rechts

€a G(X1, ...,X4)
T}
- 4 SV
o
o
o <
a e X4 X2 X3 X4

Abbildung 3: Ziahldichte der Einpunktverteilung (links) und der diskreten Gleichverteilung
(rechts)
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4.1.5.3 Zweipunktverteilung / Bernoulli-Verteilung 5(1, p)

Verteilungsname in R: binom mit Argumenten size=1 und prob fiir p

1, falls A
X Indikatorfunktion: X =1, : Q35w — 1x(w) = s e eR
0, fallsw ¢ A

Trager: Tx = {0,1}

e Zihldichte: px(1) = P(A) =: p, px(0) = P(A) =1—p

Diagramm der Zihldichte: B(1,0.4)

el
=T RN

4.1.5.4 Binomialverteilung B(n, p)

e Verteilungsname in R: binom mit Argumenten size fiir n und prob fiir p
o Trager: Ty = {0,1,...,n}
e Zshldichte: px(z) = (7)p"(1 —p)"*; neN, pe(0,1)

e Diagramme von Zihldichten:

B(6,0.2) B(6,0.5) B(6,0.7)
g T ! ! t 1 g* gx t ! T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
k k k

Abbildung 4: Z#hldichten verschiedener Binomialverteilungen

e Bemerkung: Fiir n = 1 heifit die Binomialverteilung auch Bernoulli-Verteilung.

e Anwendung: Gut-Schlecht-Priifung (Ziehen mit Zuriicklegen bei zwei Auspragun-
gen)
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4.1.5.5 Hypergeometrische Verteilung #H(N; R, S)

e Verteilungsname in R: hyper mit Argumenten k fiir N, m fiir R und n fiir S

e Triger: Ty = {max{0, N — S},...,min{R, N}}

() ()
o Zhldichte: py(z) = % Rivs“"”  N,R,SEN, N<R+S,

N
wobei px(z) =0, falls x > R oder N —x > §

e Diagramme von Zihldichten:

H(3,12,6) H (10,10, 6) H (14, 6,6)
g T ! T T i gT ! T T T T 1 gT T T T T T i
0o 1 2 3 4 5 6 01 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
k k k

e Anwendung: Gut-Schlecht-Priifung (Ziehen ohne Zuriicklegen bei zwei Auspragun-
gen)
4.1.5.6 Geometrische Verteilung Geo(p)

e Verteilungsname in R: geom mit Argument prob fiir p
o Triager: Ty = N
e Zihldichte: px(z) = p(1 — p)*, pe (0,1)

e Diagramme von Zihldichten:

Geo(0.2) Geo(0.5) Geo(0.7)
© _ © _ © _
o o o
< | < <
o o o
o o ‘ o
o o o
Al . .
S S T ! T T t 1 S T T T t t 1
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
k K k

e Anwendung: Wartezeit bei Miinzwurfexperimenten
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4.1.5.7 Poisson-Verteilung P()\)

e Verteilungsname in R: pois mit Argument lambda fiir A
e Trager: Ty = N
e Zihldichte: px(z) = e, A >0

e Diagramme von Zihldichten:

0.2 0.4 0.6

0.0

e Anwendung: Seltene Ereignisse

P(1)

P(2)

0.2 0.4 0.6

0.0

P (0.5)
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4.2 Absolutstetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

4.2.1 Definition (Stetige Zufallsgrofie/-vektor)

(i) Eine Zufallsgrofie (bzw. ein Zufallsvektor) X heiit absolut stetig

=
b
V A P*((ab]) = [ fx(x)dx
fxRoz—fx(x)€[0,00)  a,beER a
bzw.

V /\PXab ffX

fx RPoz— fx(x)€[0,00)  a,beERP

b1 b2 bp
= [ [ ffX T1y .., Xp)dTy . .. drodry.

(ii) Ist X eine absolut stetige ZufallsgroBe (bzw. Zufallsvektor), dann ist fxy : RP —
[0, 00) mit
/\ P X CL b f fX

a, beRP
eine Wahrsche1n11chke1tsd1chte (der Verteilung) von X.

(iii) Tx :={x; fx(x) > 0} heifit Tréiger (der Verteilung) von X.
4.2.2 Bemerkung
Im Allgemeinen ist die Wahrscheinlichkeitsdichte nicht eindeutig bestimmt.

Denn: Andert man fy in einen einzigen Punkt ab, dann dndert sich nichts an den Werten

der Integrale.

4.2.3 Folgerung
Ist X absolut stetige ZufallsgréBBe mit Wahrscheinlichkeitsdichte fx, dann gilt:

0) Px(t) = | Jxla)da
(ii) Fx ist stetig.

(iii) fx Ist stetig in x

= Fy differenzierbar in o und X (z0) = fx (o).

(iv) PX({z}) =0 fiir alle z € R.
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Beweis

(1)
Fx(b) = P*((—00,b])

=Pt (HJ(—(”Jr D[bf, —n[b]] & (=2[0], b])

n>2

=> " PX((=(n+1)[b], —npl]) + P*((—2[b], b))

n>2

o)
= / [x(x)dr + / Ix(x
n22_ (03 1))| 2|

= / fx(@)da

(ii) Nach (i) ist Fx Stammfunktion von fx und folglich stetig.

(iii) fx stetig in g

A VN @) - fx(a) <e

0 6>0  |z—z0|<d

)

= /\ \/ /\ /(fx(x) — fx(wo))dz| < /|fX(I) — fx(2o)|dr < €|y — o

e0 6>0 ly—zo|<d o

| fx(e)da

:>/\ \/ /\ O fx(m)| <€

— X
e0 >0  |y—zo|<d Y 0

=NV A

e>0 §5>0 ly—zo|<d
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4.2.4 Bemerkung

(i) Fiir absolut stetige Zuvallsvektoren gilt ein mehrdimensionales Analogon z. B. fiir
(i)
fx stetig in zg = 2% (2) = fx (o).

0x10w2...0xp

Dabei ist F'x die mehrdimensionale Verteilungsfunktion (siehe dazu Abschnitt 4.3).

(i) (4.2.3)(iil) ist sehr hilfreich fiir die Bestimmung einer Wahrscheinlichkeitsdichte,
wenn die Verteilungsfunktion gegeben ist.

(iii) Fiir Wahrscheinlichkeitsdichten gilt
/ fx(@x)dx =1 bzw. /fx(x)dx =1
—00 RP

4.2.5 Satz (Lokations- und Skalenverschiebungen)
(Affine Abbildungen von Zufallsgréfien)
Ist X eine absolut stetige Zutallsgrofie mit Wahrscheinlichkeitsdichte fx und sind p, o €
R, o0 > 0, dann ist
V:Q3w—=Y(w) =cXw)+peR

wieder eine absolut stetige Zufallsgrofie mit Wahrscheinlichkeitsdichte

1 _
inRBy—)fY(y):;fX (%) € [0,00)
und Verteilungsfunktion

b_
FyiREb—)Fy(b):FX (TM> € [0,1]
Beweis

Fy(b) =P(Y <b)=PoX +p<b)=P(X <rh)

(e

b—p
= FX (b?T,u) = f fx(l‘) dx
Substitution

b
= [ I (5) s dy Jy=owta

Damit ist fy mit fy(y) = fx (£) - L Wahrscheinlichkeitsdichte von Y. il
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4.2.6 Bemerkung

Ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte fx vorgegeben, so konnen iiber

i) {fvi vy :Roy—= fx(y—n), peR}
(11) {fy, fyZRBy—)%fx(%), UER, U>O},
(111) {fy; fyZRBy—)%fx(%), W, o €R, O'>0}.
ganze Klassen dhnlicher Verteilungen definiert werden. Der Parameter ;1 beschreibt dabei

die Lokation (Lage) und wird deshalb Lokationsparameter genannt. Der Parameter o

beschreibt die Skala (”Streuung”) und wird Skalenparameter genannt.
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4.2.7 Beispiele (Beispiele fiir stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen)

4.2.7.1 Rechteckverteilung Ra,b| (stetige Gleichverteilung U(a,b)) mit Para-

metern a und b

e Verteilungsname in R: unif fiir Spezialfall a =0, b =1

e Triger: Ty = [a,b] mit a,b € R, a < b

e Dichte:
1
1 b—a | I |
| |
, X €la,b
felo) = {o=a T | |
0, sonst | |
| |
x 1
a b
x
e Verteilungsfunktion:
l---=-=-=-=-=-=--- |
0, r<a |
Fx(z) = JE_&, a<z<b Fx(x) :
b—a :
1, b<zx ‘ {
a b
x

4.2.7.2 Exponentialverteilung £(\) mit Parameter A

e Verteilungsname in R: exp mit Argument rate fiir A

e Triger: Ty = [0,00)

)\ —
e Dichte:
e ™M x>0
fx(z) = , A>0 fx(x)
0, x <0
0
x
e Verteilungsfunktion: 1
0, x <0
Fx(l’) = Fx (QZ)
l—e ™ x>0
0
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e Anwendung: Lebenszeiten z.B. elektronischer Bauteile

4.2.7.3 Weibull-Verteilung W(a, ) mit Parametern « und

e Verteilungsname in R: weibull mit Argumenten shape fiir o und scale fiir 3

Trager: Tx = [0,00)

Dichte:

[ ]

5
=

(==
2,
=
=
o

@
o

=

2
<.
@)

E

Anwendung: Lebenszeiten

Bemerkung: Fiir a = 1, § = 1/) ergibt sich die Exponentialverteilung.

4.2.7.4 Gamma-Verteilung I'(a, ) mit Parametern o und

e Verteilungsname in R: gamma mit Argumenten shape fiir 5 und rate fiir a bzw.

scale fir é
e Triger: Ty = [0, 00)

e Dichte: (I(3) = [~ tP~ e "dt)

B
(6%
xﬁ—le—am

0 X
()= { T) cr20 ssy Fx@)

0, x <0

e Verteilungsfunktion: Geschlossene Darstellung nur fiir § € N.

e Bemerkung: Fiir a = A\, § = 1 ergibt sich die Exponentialverteilung.
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4.2.7.5 y*-Verteilung x> mit n Freiheitsgraden

e Verteilungsname in R: chisq mit Argument df fiir n (df=degree of freedom)
e Triger: Ty = [0,00)

e Dichte: 1
In/Q—le—x/27 >0
Fy(z) = { 2"/°T(n/2) , neN
0, z <0

e Verteilungsfunktion: Geschlossene Darstellung nur fiir gerade n € N.

e Bemerkung: Die y2-Verteilung ist eine Gamma-Verteilung mit Parametern % und
n
5

e Anwendung: Wichtige Verteilung in der Statistik.

4.2.7.6 F-Verteilung F,, ,,, mit n und m Freiheitsgraden

e Verteilungsname in R: f mit Argumenten df1 fiir n und df2 fiir m

e Triger: Ty = [0,00)

e Dichte:
T (n-;m) <n >n/2 xn/2—1 -
/1T (m) — ) 'T -
fx(z) I %)F(%) m (1+nx/m)n+m/2 , n,méeN
0

<0

fx(z)

x
e Verteilungsfunktion: Nicht geschlossen darstellbar.

e Anwendung: Wichtige Verteilung in der Statistik.

46
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4.2.7.7 Normalverteilung N (1, 0%) mit Parametern p und o2

e Verteilungsname in R: norm mit Argumenten mean fiir x und sd fiir o

e Trager: Ty =R

e Dichte: ("Gaufische Glockenkurve’)

1 - 2
Ifx(x) = exp{—@?—f)}, rE€R,ueR,0€R".
g

2o

Die Prozentzahlen geben den Wert der Fléche {iber dem jeweiligen Intervall an. Die

Fléche iiber dem Intervall [u — o, u + o] betriagt etwa 0.683.

Verteilungsfunktion: Eine geschlossene Darstellung existiert nicht. Die Vertei-
lungsfunktion der Standardnormalverteilung (i.e. p = 0, 0? = 1) wird i.a. mit ®

bezeichnet. Die Verteilungsfunktion @, 2 einer N (u, 0?)-Verteilung berechnet sich

B, po(x) = D (m _“) , zER.

o

aus ® gemaf:

Da die Dichte der Standardnormalverteilung symmetrisch um 0 ist, gilt fiir deren
Verteilungsfunktion

O(x)=1—d(—x), xR
Es reicht daher die Werte von @ fiir z > 0 nur zu kennen.

1%
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4.2.7.8 t-Verteilung t, mit n Freiheitsgraden

e Verteilungsname in R: t mit Argument df fiir n
e Trager: Ty =R

e Dichte:
22~/
(1 + —) , T€R, neN

Ix(v)

0
x

e Verteilungsfunktion: Nur fiir n = 1 geschlossen darstellbar.

e Anwendung: Wichtige Verteilung in der Statistik.

4.2.7.9 Cauchy-Verteilung C(j,c) mit Parametern y und o?

e Verteilungsname in R: cauchy mit Argument location fiir 4 und scale fiir o

Trager: Tx =R

Dichte:

, 7€R, peR, o €RY

Verteilungsfunktion:

1 — 1
Fx(z) = = arctan <x U'u) + 7 = eR

Bemerkung: Fiir 4 = 0 und o = 1 ergibt sich die t-Verteilung t; mit einem Frei-

heitsgrad.
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4.2.8 Beispiel (Buffon’sches Nadelproblem)
Auf ein liniiertes Papier unendlicher Grofle mit Linienabstand 1 wird zufallig eine Nadel
der Liange 1 geworfen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B, dass die

Nadel eine Linie schneidet?

Zur Beschreibung des Zufallvorgangs kann man sich auf zwei
Komponenten eines Zufallvektors X = (X, X5) beschrénken,

2 A a=x wobei X, den Abstand des unteren Nadelendpunktes zur
néchstgelegenen hoheren Linie beschreibt, und X ist der
Winkel, den die Nadel zu den Linien bildet.

Somit kann X, zwischen 0 und 1 variieren und X; zwischen 0 und 7 (wenn wir den
Winkel im Bogenmafl messen). Die Zufilligkeit kann nun beschrieben werden durch eine

gleichformige Verteilung von X = (X7, X5) auf der Menge

M = (0,71'] X (0, 1] = {(xl,mg);() < <, 0<ay < 1},
d. h. X ist absolut stetig mit Wahrscheinlichkeitsdichte

1 1
fx R? > (x1,22) = fx(x1,22) = ;1[0,7r}x[0,1}(961,$2) € 0, %]

Fiir das interessierende Ereignis B gilt

B ={(z1,22); 0 <2y <, 0<zy <sin(z)},

und wir erhalten

m sin(z1)

1
1
/13 Qfl,l’g fx(QZl,l'Q)dQ?le’l = —/ / 1 dl’gdﬂfl
™
0 0 0

O\:\

1 2
/sm x1) dry = 7r<_ cos(m) + cos(0)) = — ~ 0,637.
0

mH
3

4.2.9 Bemerkung
Beim Buffon’schen Nadelproblem haben wir folgende Eigenschaft zur Berechnung der
Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Ereignisses B € %, ausgenutzt:

:/.../1B(x1,...,xp)fX(xl,...,a:p)da;p...dxl.
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Dazu muss das Integral als Lebesgue-Integral aufgefasst werden. Fiir das Riemann-Integral
kann diese Eigenschaft nur fiir Intervalle [a,b] und &hnlich einfache Mengen B gezeigt

werden.

Ebenso brauchen wir zur Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten den Satz von Fubini

(siehe Mafitheorie). Dieser besagt insbesondere,

b by bp
/fx(x)dx::/.../fx(xl,...,xp) dz,...dxr;
p a
bry  br(p)
= / .../fX(xl,...,xp) dTr(p) - - . dTr(1),
Am(1) @ (p)

wobei 7 : {1,...,p} — {1,...,p} eine Permutation ist, d. h. der Wert des Integrals lisst
sich durch beliebige Reihenfolge der komponentenweisen Integration bestimmen. Dabei
ist [a,b] € RP, es konnen aber auch einzelne oder alle Komponenten von a gleich —oo

bzw. von b gleich oo sein.

4.2.10 Bemerkung (Zufallszahlen, Dichte, Verteilungsfunktion und Quantile in R)
e rVerteilungsname(n, Argumente) liefert n Zufallszahlen von der Verteilung.

o dVerteilungsname(x, Argumente) liefert den Wert der Dichtefunktion der Verteilung

bei z, d.h. px(z) fiir diskrete Verteilungen und fx(x) fiir stetige Verteilungen.

e pVerteilungsname(q, Argumente) liefert den Wert der Verteilungsfunktion der Ver-
teilung bei ¢, d.h. Fx(q).

e qVerteilungsname(p, Argumente) liefert das p-Quantil der Verteilung, d.h. Fii'(p) :=
inf{z € R; Fx(z) > p}.

4.2.11 Bemerkung (Erzeugung von Zufallszahlen mittels runif)

Jede beliebige Verteilung kann aus der Rechteck-Verteilung R[0, 1] auf [0, 1] erzeugt wer-
den, die in R durch runif gegeben ist. Fiir diskrete Verteilungen kann eine Einteilung des
Intervalls [0, 1] vorgenommen werden, die den einzelnen Wahrscheinlichkeiten entspricht.
Sind diese Wahrscheinlichkeiten durch p; = P({n1}), pa = P({n2}), ps = P({ns}),...
gegeben, so wird [0, 1] in die Intervalle [0, p1], [p1,p1+p2l, [P1 +P—2,p1 + D2+ p3], ... ein-
geteilt. Ergibt runif einen Wert in [327- p;, Y27, pi], so wird als Zufallszahl n; benutzt.
Das gleiche Ergebnis erhédlt man, wenn man die Verteilungsfunktion F' der Verteilung
benutzt. In diesem Fall wird die Zufallszahl als F~!(u) := inf{z € R; F(2) > u} gesetzt,
wenn runif den Wert u ergibt. Fiir stetige Verteilungen kann nur die zweite Methode

benutzt werden.
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4.2.12 Satz (Hauptsatz der Statistik/Stochastik)
Sei Fy die Verteilungsfunktion der Zufallsgréfie X und sei deren Inverse F' : [0,1] — R

durch Fy'(u) := inf{z € R; Fx(z) > u} gegeben. Hat U eine Rechteckverteilung auf
[0,1], d.h. U ~ R[0,1], und ist Y = Fy'(U), dann gilt Fy = Fy, d.h. Y hat die gleiche
Verteilung wie X.

4.2.13 Lemma
Fiir alle stetigen und diskreten ZufallsgroBfen X gilt immer:

(i) Fx' ist monoton wachsend.
(ii) Fx'(Fx(b)) < b fiir alle b € R.
(iii) Fx(Fx'(u)) > u fiir alle u € [0, 1].

(iv) In (i) und (iii) gilt ,=* genau dann, wenn F stetig und invertierbar ist.

Beweis von Satz 4.2.12

Fiir alle b € R beliebig gilt

Fy(b) = P(Y <b) = P(F'(U
= P({w € Fy'(U(w))
)

VARG
IN
=

b})
= P({weQ; Uw) < Fx(b)}) = Fx(b).

—~
N

Dabei gilt die Gleichheit in (%) wegen Lemma 4.2.13. i
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4.3 Verteilung mehrdimensionaler Zufallsvariablen

Wir betrachten im folgenden den Fall zweier Zufallsvariablen X und Y. Der Zufallsvektor
(X,Y) nehme Werte im R? an, d.h. die Realisationen von (X,Y’) sind Paare (z,y) mit

z,y € R. Die Verteilung P&Y) wird analog zum eindimensionalen Fall definiert:

PEYN(B):= P(X,Y) € B) = P({w e Q; (X(w),Y(w)) € B}), Be€ %, dh. BC R%

Wie im eindimensionalen Fall kann eine Verteilungsfunktion definiert werden:
Fixy)(@,y) =P(X <z,Y <y)=P({we® X(w) <z,Y(w) <y}), zyekR

Der Wert der Verteilungsfunktion F' an der Stelle (z,y) ist die Wahrscheinlichkeit, dass
die Werte des Zufallsvektors (X,Y") in den folgenden schattierten Bereich fallen:

| (z,9)

4.3.1 Satz
Fiir die Verteilungsfunktion Fx yy gilt:

1. hmxyyﬁfoo F(X,Y) (LU, y) = O, limLyHm F(X’y) (.’IZ‘, y) = 1,
2. limy o0 Fixyy(z,y) = Fx () Vo € R, lim, o0 Fixyv)(z,y) = Fy(y) Yy € R,

3. F(x,y) ist monoton wachsend in jeder Komponente, d.h. Fix yy(x1,y) < Fix,y)(z2,v)
fiir 11 < 2o und Fixyy(x,11) < Fixyy(x,y2) fir y1 < yo.

Die Verteilungen Fx und Fy heiffien Randverteilungen von PXY) bzw. Fiyy). Wie
im eindimensionalen Fall werden diskrete und stetige Zufallsvariablen unterschieden. Es
werden nur solche Fille betrachtet, in denen X und Y beide diskret bzw. beide stetig sind.
Entsprechend zum eindimensionalen Fall konnen die Verteilungen durch (Zdhl-) Dichten

beschrieben werden:

e Diskreter Fall: p;; = P(X = 2;,Y =y;), wobel 21 < 25 < ... und y3 < yo < ...

die Sprungstellen der Verteilungsfunktionen F'x bzw. Fy sind, so dass

F(X’y)(x,y):P(ng,ng): Z Dij-

7‘).]:1:2 S‘rzy] Sy



Christine Miiller, Statistik II - Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung, SS 2020

4.3 Verteilung mehrdimensionaler Zufallsvariablen 53

Die Zahlen p;; heifien Zihldichte von PXY) bzw. von (X,Y). Die (Rand-) Zihldich-

ten von X bzw. Y konnen berechnet werden durch:
pQXIZPij, P}/:ZPU-
j i
e Stetiger Fall:
Fixyy(z,y)=P(X <2,Y <y)= /_“ /_y fixvy (s, t) dtds,
wobei f(xy) eine Riemann-integrierbare Funktion ist mit
fixyy(s,t) >0, fiir alle s, € R und /OO /OO fixyy(s,t)dtds = 1.

Fiir die (Rand-) Dichten von X bzw. Y gelten:

fX(x):/_ foey)(,t) dt, fY(y):/_ fxy)(s,y) ds.

4.3.2 Beispiel
Der Zufallsvektor (X,Y") habe eine diskrete Verteilung mit

n 1 , .
Pij = (j)m, i€No,je{0,...,n}.

4.3.3 Beispiel
Die Zufallsvariable (X, Y’) habe die Verteilungsfunktion:

l—e®—zxe, 0<ax<y,

Fixyy(z,y) =q1—e¥V—ye ¥, 0<y<u,

0, sonst.
Kontourplot F(x,y) Kontourplot f(x,y)
o - 2
\ o
< - 00 «
o |
N
o
o |
> > <
N o
- L 0
o
o
o P
T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 00 05 10 15 20 25 30
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Zweidimensionale diskrete Verteilungsfunktion

Zweidimensionale stetige Verteilungsfunktion

0.8+

0.6

0.4+

0.2
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4.3.4 Beispiel (Mehrdimensionale diskrete Verteilungen)
4.3.4.1 Verallgemeinerung hypergeometrische-Verteilung H(n; Ny, ..., Ng)
o Triager: Ty C B* = {(x1,...,2%); 1,..., 2 €{0,...,n}, n =21 + ... + 24}
N1\ (N, N,
1) \xo ) "\ 21
N
n

e Zihldichte: px(z) = px(xy,...,25) =

e Zufallsvektor

e Anwendung: Ziehen ohne Zuriicklegen bei mehr als zwei Auspragungen
4.3.4.2 Multinomial-Verteilung M(n;p,...,px)

o Triager: Tx = {(x1,...,2%); x1,..., 2 € {0,...,n},n =21 4+ ... + 24}

e Zihldichte: px(z) = px(zy,...,2x) = m Pt Pyt ..o pt mit n =

1+ ...+xpund pr+...+pp =1
e Zufallsvektor

e Anwendung: Ziehen mit Zuriicklegen bei mehr als zwei Auspragungen

4.3.5 Beispiel (Mehrdimensionale stetige Verteilungen)

4.3.5.1 Zweidimensionale Normalverteilung

Eine zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung von besonderer Bedeutung ist die
zweidimensionale Normalverteilung. Sie besitzt in ihrer allgemeinsten Form fiinf
Parameter p1, po € R, 02,02 > 0 und p € (—1,1). Entsprechend wird sie bezeichnet mit
No(py, po, 02,05, p). Thre Dichtefunktion ist gegeben durch (z,y € R):

f(z,y)

_ L exp{_ 1 [(fc—ul)Q g, m)y — o) +(y—u2)2H
2wo1094/1 — p? 2(1—p?) o? 0109 o3

Gilt 1 = ps = 0, 0y = 09 = 1 und p = 0, so heiffit die entsprechende Verteilung
zweidimensionale Standardnormalverteilung.

Die zweidimensionale Normalverteilung ist im Standardpaket von R nicht enthalten. Sie
kann aber schnell selber geschrieben werden. Die Datei d2norm.asc enthilt die folgende
Funktion:
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rho=0 rho=0.5

Abbildung 5: Darstellung mit persp

"d2norm" <-

function (x,y,m1=0,m2=0,sd1=1,sd2=1,rho=0)

{

# Dichte der zweidimensionalen Normalverteilung

f<-(1/(2*pi*sdl*sd2*sqrt(1-rho~2)))*exp((-1/(2%(1-rho~2)))*((x-m1) "2/sd1°2
-2*rho* (x-m1) * (y-m2) / (sd1*sd2)+(y-m2) "2/sd2°2))

Diese Funktion hat neben den Argumenten z und y die Parameter pu; =ml, ps =m2,
01 =s1, 05 =s2 und p =rho, wobei die Parameter mit Voreinstellungen versehen sind, die
die zweidimensionale Standardnormalverteilung ergeben. Die Dichte der zweidimensiona-
len Normalverteilung kann man sich als einen Berg vorstellen. Zur grafischen Darstellun-
gen eines ,, Berges“ gibt es mehrere Moglichkeiten in R. Mit der R-Funktion persp erhalt
man eine perspectivische Darstellung, mit contour eine Darstellung mit Hohenlinien und
mit image ein Bild, in dem helle Werte hohe Werte anzeigen. Fiir die Anwendung dieser
Funktionen muss ein Intervall von R? gerastert werden. Mit zwei Vektoren x und y kann
diese Rasterung erzeugt werden. Dann muss eine Matrix mit den Funktionswerten an den
Rasterpunkten erstellt werden. Hier wird diese Matrix £ genannt, auch wenn sie in den
R-Funktionen z genannt wird. Die Programm-Datei dnorm plot.asc enthélt die folgende
Funktion, die die Dichtefunktion der Normalverteilung iiber dem Intervall [—3, 3] x [—3, 3]
darstellt.

"d2norm.plot" <-
function (m1=0,m2=0,sd1=1,sd2=1,rho=0.5)
{
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# Plottet die zweidimensionale Normalverteilung
par(pty="s")
x<-seq(-3,3,0.1)
y<-seq(-3,3,0.1)
I<-length(x)
J<-length(y)
f<-matrix(rep(0,I*J),ncol=J)
for(i in 1:I){
for(j in 1:1){
f[i,jl<-d2norm(x[i],y[j],m1=m1,m2=m2,sdl=sdl,sd2=sd2,rho=rho)
}
}
persp(x,y,f)
# contour(x,y,f)
# image(x,y,f)
title("rho=0.5")
}

par(pty=’’s’’) erzeugt einen quadratischen Darstellungsbereich fiir die Grafik. Das ist
insbesondere fiir contour und image wichtig, weil ansonsten das Bild verzerrt ist. Al-
les, was hinter f steht, wird ignoriert, so dass dahinter Kommentare geschrieben werden
konnen. Hier werden insbesondere die Alternativen zu persp angezeigt. Sollen contour
oder image benutzt werden, muss das Kommentarzeichen f entsprechend umgeéndert
werden. Die Funktion muss auch geéndert werden, wenn andere Normalverteilungen iiber

anderen Intervallen dargestellt werden sollen.

rho=0 rho=0.5
o - @ —
[aVIE o
[ o
T T
o | o
| |
™ _| ™ _]
| |
I I I I I I I I I I I I I I
-3 -2 - 0 1 2 3 -3 -2 - 0 1 2 3

Abbildung 6: Darstellung mit contour
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rho=0 rho=0.5

2

-2

-3 -2 - 0 1 2 3 -3 -2 0 1 2 3

Abbildung 7: Darstellung mit image

4.3.5.2 Mehrdimensionale Normalverteilung

Die wichtigste mehrdimensionale Verteilung ist die mehrdimensionale Normalverteilung.
Diese hat im Fall von s Dimensionen als Parameter einen s-dimensionalen Vektor y € R?
und eine symmetrische, positiv definite Matrix ¥ € R¥*® (A € R**® ist positiv definit :<
c'Ac> 0 fiir alle c € R*\ {0}). Ist x € R?, so ist die Dichte bei z = (z1,...,25)" gegeben
durch

1 1 Ty—1
) = Somrms o eS|

dabei bezeichnet det die Determinante einer Matrix. Die zweidimensionale Normalvertei-

lung ist ein Spezialfall der mehrdimensionalen Normalverteilung mit

2
M_<“1>, 2_< 71 p”g‘”).
H2 po10y 04
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5 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und stochastische Unabhéingig-
keit

5.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

5.1.1 Beispiel (Bedingte Wahrscheinlichkeiten in Laplace-Experimenten )

2(ANB)  #ANB)/tQ  P(ANB)
B 1Bty P(B)

5.1.2 Definition (Bedingte Wahrscheinlichkeit)
Ist (Q, 7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B € &/, P(B) > 0, dann heif}t

P(ANB)

PUAIB) = =5

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A bei gegebenem B.

5.1.3 Beispiele

(i) Zweimaliges Wiirfeln
Wir sind interessiert an Ereignissen, die die Augensumme betreffen:
A;= Augensumme gleich 7,
As= Augensumme gleich 8,
As= Augensumme hochstens 5.

Wir konnen einen Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsraum annehmen mit
Q= {(wy,wq); wp € {1,2,...,6}, k=1,2}.

Durch Abzahlen erhilt man:

P(A3) =20 = 8 == 0278

Erscheint nun eine 6 beim ersten Wurf, d. h. wir wissen, dass das Ergebnis

B = {(wy,wy) € Q; wy =6}

eingetreten ist, dann verdndern sich die Wahrscheinlichkeiten fiir uns zu den beding-

ten Wahrscheinlichkeiten bei gegebenem B :
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P(Ay|B) = H008 — 428 — L~ 0.167,
P(A,|B) = H5 — U8 — L~ 0.167,
P(A3|B) =P8 = b =0,

(i) Geometrische Verteilung

Sei A,, das Ereignis, dass bis zum Zeitpunkt n noch kein Erfolg (keine 6 oder dhnli-

ches) eingetreten ist, d. h.

A, ={k €N; k> n}, dann gilt fir N > n

P(Ay_n) = > p(1—p)F!

E>N-—n
=p(1—pN "> (1—p)h
k=0

=p(l - p)N_n1_é_p) =(1-pt"

und

_ P(ANyNnA,) _ P(An)
P(An|A) = =525 = Ay

> p(1—p)k-t

k>N
> p(1—p)k=t
k>n

OO

p(1—-p)N > (1—p)*
_ k;o — (1 _p)an'
p(1—p)" kizfo(l*p)k

Das bedeutet, dass unter Vorkenntnis, dass bis zum Zeitpunkt n noch kein Erfolg
eingetreten ist, die Wahrscheinlichkeit, dass in den ndchsten N —n Zeitpunkten (kein)
Erfolg eintritt, die selbe ist, wie die, dass zu Beginn in den ersten N —n Zeitpunkten
(kein) Erfolg eintritt. Man sagt dann auch, dass die geometrische Verteilung eine
gedéchtnislose Verteilung ist. Aus der bisher verstrichenen Dauer eines durch die
geometrische Verteilung beschriebenen Experimentes kann man keine Schliisse fiir
die Zukunft ziehen.

5.1.4 Satz

Ist (Q, o7 ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, B € &/mit P(B) > 0, dann ist die bedingte
Wahrscheinlichkeit P(A|B) bei gegebenem B aufgefasst als Funktion in A :

P(|B): /3 A— P(A|B) = 2552 € [0,1]

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf <7 .

P(QB) =288 _ 2B _ 1 »Normierung”.
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(A, € &),> disjunkt = ((A, N B) € 4),~1 disjunkt, folglich

P(( O} An> mB> P< ©) (A,mB)) > P(A,NDB)
B) — n>1 _ n>1 _ n>1

P(B) o P(B) o P(B)

Py,

5.1.5 Bemerkung

In Anwendungen und auch in Modellbildung wird meist nicht P(A|B) aus P(B) und
P(ANB) bestimmt, sondern umgekehrt geht man von der Kenntnis von P(B) und P(A|B)
aus um P(AN B) zu berechnen.

P(AN B) = P(A|B) - P(B).

Diese Methode haben wir z. B. implizit bei den Abzéhlformen fiir Ziechungen ohne (aber

auch mit) Zuriicklegen benutzt.

5.1.6 Folgerung
Ay, Ay € mit P(A;N...NAyx_1) > 0. Dann gilt

P(AN...NAy) = P(A)) - P(As|A)) - P(A5|Ay N Ay) - ... P(Ax|A 0.0 Ax_y)

_ P(Ay) .nﬁ2p (An | :(i Ak)

Beweis

Durch vollstandige Induktion. Fiir N = 2 ist die Behauptung richtig. Sie gelte fiir N > 2.
Dann folgt

P(AiN...NAyNAN) =PAva|AiNn...NAy)-P(AN...NAy)
(Ind. Vor.) N nl
n=2 k=1

ZHAﬁiHMZjM)

5.1.7 Beispiel
Beim Skat soll die Wahrscheinlichkeit dafiir bestimmt werden, dass die drei Spieler je

genau ein As erhalten. Aus Symmetriegriinden kénnen wir annehmen, dass Spieler 1 die
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ersten 10 ausgeteilten Karten erhélt, Spieler 2 die néichsten 10, dann Spieler 3 zehn und

die letzten 2 an den Skat kommen.

5.1.8 Satz (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit)
Ist (2,47, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (B,, € & ey, A ={1,...,N} oder N =

N, eine disjunkte Zerlegung von Q, d. h. Q = ¢ B,, mit P(B,) >0, n € .4, dann
neN
gilt fiir jedes Ereignis A € o7 :

P(A) = Z P(A|B,) - P(By)
neN

Beweis

Py =p(an( 1w 5.))=r( 1 4ns)

neN neN

= Y P(ANB,) = Y P(A|B,) - P(B,).

5.1.9 Beispiel

Zwei Firmen V und W stellen ein Maschinenteil her. Sei B das Ereignis, dass das Ma-
schinenteil von Firma V hergestellt wurde, und B¢ das Ereignis, dass das Maschinenteil
von Firma W hergestellt wurde. A sei das Ereignis, dass das Maschinenteil kaputt ist.
Folgende Wahrscheinlichkeiten sind bekannt:

Wahrscheinlichkeit, dass das

Maschinenteil von Firma V hergestellt wurde: P(B)=10.04
Wahrscheinlichkeit, dass das Maschinenteil kaputt ist,

wenn es von Firma V hergestellt wurde: P(A|B) =0.7
Wahrscheinlichkeit, dass das Maschinenteil kaputt ist,

wenn es von Firma W hergestellt wurde: P(A|B°) =0.01

Zunichst folgt aus den Angaben P(B¢) =1 — P(B) = 0.96, so dass
P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B°) = 0.7 - 0.04 + 0.01 - 0.96 = 0.0376.

Daher betriagt die Wahrscheinlichkeit, dass das Maschinenteil kaputt ist, 3.76%.

5.1.10 Satz (Formel von Bayes)

Ist (Q, 7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (B,, € o/ ),c.4 eine disjunkte Zerlegung von

Q mit P(B,) >0, n € .4, und A € &/ein Ereignis mit P(A) > 0, dann gilt
P(A]Bn)P(By)

2. P(A|B,) - P(Bn)

neN

P(Bn|A) =
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Beweis

Mit der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit erhilt man

P(B,NA)  P(A|B,) - P(B)
PO = =y = S P(AIBY)  P(By)

5.1.11 Bemerkung

e Bei der Bayesschen Formel wird von der Wirkung A auf die Ursache B; zuriickge-
schlossen. A kann als Symptom interpretiert werden, das von verschiedenen Krank-
heiten By, ..., B, verursacht wird. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Pa-
tient bei Beobachtung des Symptoms A an Krankheit B; leidet. In dieser Situation
ist man oft daran interessiert die Krankheit B; zu finden, die die gréfite Wahrschein-

lichkeit P(B;|A) besitzt.

e P(By),...,P(B,) heilen a-priori Wahrscheinlichkeiten; P(B;|A),..., P(B,|A)
heiflen a-posteriori Wahrscheinlichkeiten. Die a-priori Wahrscheinlichkeiten sind
als subjektive Vorbewertung zu interpretieren, die durch zusétzliche Information
(Eintreten des Ereignisses A) in die a-posteriori Wahrscheinlichkeiten iiberfithrt wer-

den. Dieser Zusammenhang wird durch die Bayessche Formel hergestellt.

5.1.12 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 1.1.4)

Die Formel von Bayes kann zur Analyse von medizinischen Labortests verwendet werden.
Dabei sind prinzipiell zwei Situationen von Falschergebnissen zu unterscheiden: der Test
erkennt eine Krankheit nicht, obwohl die Person erkrankt ist (falsch negativ), bzw. der
Test ergibt eine Erkrankung, obwohl die Person tatséichlich gesund ist (falsch positiv). Als
Beispiel sei der ELISA-Test zur Erkennung einer HIV-Infektion gewéhlt (siehe Beispiel
1.1.4).

Der ELISA-Test liefert mit Wahrscheinlichkeit 0.997 ein positives Testergebnis, wenn
eine Person tatsédchlich erkrankt ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine gesunde Person
ein positives Testergebnis erhélt, betragt 0.001. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person
krank ist, sei g € [0, 1].

(i) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Test bei einer zufillig ausgewihlten
Person positiv reagiert?

(ii) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Person tatséchlich erkrankt ist, wenn

eine positive Reaktion im Test beobachtet wurde?
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5.1.13 Beispiele (Lebenszeit-Verteilungen)

(i)

(i)

Diskret: Geometrische Verteilung

Im Beispiel (5.1.3)(ii) wurde gezeigt, dass die geometrische Verteilung, die die (dis-
krete) Wartezeit bis zum ersten Erfolg beschreibt, gedéchtnislos ist, d. h. fiir

A, ={k€N; k>n}, neN, gilt P(Ay|A,) = P(Ax_) ®

fiir N > n. Es liegt nun nahe zu fragen, ob es noch mehr gedéchtnislose Verteilungen
gibt.
Ist ® erfiillt, dann gilt nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit fir N > n

P(AN) = P(ANmAn) = P(An) 'P<AN|An)

= P(A,) - P(An_p).
Insbesondere gilt also
P(Ay) = P(A)) - P(An—1)

und mit Induktion

Folglich fiir N > 1

P<{N}) = P(AN—l \ AN)
= P(An_1) — P(An)
= P(A)V = P(A)Y

= (1= P(A)P(A)
Setzt man noch p := P({1}), also P(A;) = P({1}) = 1 — p, dann muss gelten:

PH{N}) =p(1 —p)V !

fir N > 1 (und sogar N = 1).

Somit ist die geometrische Verteilung die einzige gedéchtnislose Verteilung fiir dis-

krete Wartezeiten.

Absolut stetig: Exponential-Verteilung:

Zur Beschreibung von Lebenszeiten ist es naheliegend, sich nicht auf diskrete Zeit-
punkte zu beschrinken, sondern alle nicht negativen reellen Zahlen als Ergebnisse

zuzulassen. Dann bedeutet Gedéchtnislosigkeit

P(AT|At) - P(AT—t) @@
fir T'>t > 0, wobei A; := (t,00) = {s € R; s > t}, t >0, d. h. A, ist das Ereignis,

dass die Lebensdauer grofler als t ist.
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5.2 Unabhéingigkeit von Ereignissen

Ein Ereignis A sollte von einem Ereignis B unabhéngig sein, wenn die Vorkenntnis, dass
das Ereignis B eingetreten ist, keinen Einfluss auf die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten

von A besitzt.

In Ausdriicken der bedingten Wahrscheinlichkeit heifit das fiir B mit P(B) > 0;
P(A|B) = P(A).
Dies ist dquivalent zu (vgl. (5.1.5))
P(ANB)= P(A)- P(B).
Ist auch P(A) > 0, so ist dies wiederum &dquivalent zu
P(B|4) = P(B),
d. h. B unabhéngig von A.

Unabhéngigkeit ist somit eine symmetrische Eigenschaft und sollte daher durch eine sym-
metrische Bedingung charakterisiert werden. Auflerdem wére es giinstig, auf die Ein-
schrankungen P(A) > 0, P(B) > 0 verzichten zu konnen.

SchlieBlich sollte man die Unabhéngigkeit auch verbal von linearer Unabhéngigkeit (li-

neare Algebra) unterscheiden konnen: Stochastische Unabhéngigkeit.

5.2.1 Definition (Stochastische Unabhéngigkeit)

Sei (2,7 ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zwei Ereignisse A, B € </ heiflen (stocha-
stisch) unabhingig

=

P(ANB)= P(A)- P(B).

5.2.2 Lemma (Einfache Eigenschaften)
A, B unabhéingig < A, B unabhiingig < A, B unabhingig
& A, B unabhiingig
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Beweis

A, B unabhéngig

= P(ANB) = P(A)-P(B)

= P(AnB) = P(A\(ANDB))

= A, B unabhiingig.

Die restlichen Behauptungen folgen durch geeignete Identifikation. i

5.2.3 Definition
Sei (2,.e/,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ereignisse Ay, ..., Ax € </ heiflen (stocha-
stisch) unabhingig
=
N PA,NA,N...NA;)=P(A;) - P(Ay,)-...- P(A;)

2<n<N
11<12<...<1n

5.2.4 Beispiel
2-maliges Wiirfeln: A;1="6" im ersten Wurf, A,="6" im zweiten Wurf, A3= Augensumme

ist 7. Dann sind

Ay, Ay unabhéngig,
A1, A3 unabhingig,
As, A3 unabhéngig,

aber Ay, Ay, Az sind nicht unabhéngig, denn

P(A NAy N Ay) =0 # 6—13 = P(A,) - P(Ay) - P(As).

5.2.5 Ubung

In Analogie zu der Aussage in 5.2.2 zeige man:
Ai, ..., Ay unabhéngig
<~

A PAIN...NAY) = P(AY) ... P(A%).
A% €{0,An, An,Q}
n=1,....N
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5.3 Unabhingigkeit von Zufallsvektoren

5.3.1 Vorbemerkung

Haufig treten verschiedene zufillige Erscheinungen auf, die jede fiir sich durch eine Zufalls-
groe beschrieben werden kann. Da diese zufélligen Erscheinungen eventuell miteinander
in Verbindung gebracht werden sollen, sollten sie auf einem gemeinsamen Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, o, P) definiert sein. Zum Beispiel kann der Produktraum ([}_, Q;, Q%_, %)
als gemeinsamer Wahrscheinlichkeitsraum gewéhlt werden (siche MaBtheorie). Die Zu-
fallsgroBen lassen sich zu einem Zufallsvektor zusammenfassen, und die Verteilung des

Zufallsvektors bezeichnet man oft als gemeinsame Verteilung der Zufallsgrofien.

ZufallsgroBen (aber auch Zufallsvektoren) wird man als (stochastisch) unabhéngig anse-

hen, wenn alle durch sie beschriebenen Ereignisse unabhéngig sind, genauer:

5.3.2 Definition
Sei (2,.e/, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(i) Zufallsgrofien X, ..., Xy heiflen (stochastisch) unabhéngig.

<~
A P(X,€DB,...,.Xy € By)=P(X1 € B)-...- P(Xy € By).
Bn€%: ,n=1,...N
(ii) Zufallsvektoren X1,..., Xy mit Dimensionen py,...,py heiflen (stochastisch) un-
abhéngig
<~
A P(X,€Bi,....Xx € By)=P(X, € B))-...- P(Xy € By).

5.3.3 Bemerkung
Da wir zumeist an der Unabhéngigkeit von Zufallsgrofien interessiert sind, ist diese De-
finition explizit angegeben worden, obwohl sie ein Spezialfall von (ii) ist. In Verteilungs-
schreibweise ist sie noch einprégsamer:

PXXN)(By % ... x By) = PX1(By)-...- P*N(By),
Bn€#Bp, n=1,....N
d. h. die gemeinsame Verteilung PX1++*~ ist das "Produkt” der einzelnen Verteilungen
PX1 ... PX~ niémlich das ProduktmaB @"_, PY = PX1®...® PX~ (siche MaBtheorie).

5.3.4 Lemma

Sind X1, ..., Xy Indikatorfunktionen, d. h. X,, = 14,,A, €&/, n=1,..., N, dann gilt:
la,,...,1a, (stochastisch) unabhéingig

=

Ay, ..., An (stochastisch) unabhéngig
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Beweis

Folgt aus der Ubung 5.2.5. i
5.3.5 Satz

(i) Xi,..., Xy unabhéngig
= (X1,...,X,), (Xni1,. .., Xy) unabhingig

(ii)) Xi,..., Xy unabhingig, hq,...,hy (messbare) Funktionen auf dem Bildraum von
Xi,..., Xy (sodass Y, := h,0X,, n=1,..., N, Zufallsgrofien bzw. Zuvallsvektoren
sind.)

=Y,...,.YymitY, :=h,o0X,, n=1,..., N sind unabhéingig.

Beweis

(i) Als erstes wird gezeigt, dass X3,..., X, (und analog X, .1,...,Xy) unabhingig

sind. Das sieht man wie folgt:

= PY(By)-...- P*(B,) - PX+ (RP+1) ... PAN(RPY)
= P*(B))-...- P*(B,).

Setze nun Z; = (Xq,...,X,), Zo = (Xps1,-.., Xy)und Cp = By X ... X B, Cy =
By41 X ... x By fiir beliebige By, € %,,, k=1,...,n,n+1,...,N. Dann gilt

P2(CY) - P2(Cy) = PXvXn)(B) x ... x B,) - Pt XN)(B 1 % x By)

Da Mengen der Form B; X ... x B,, die Borel-o-Algebra auf RP***P» und Mengen
der Form B, 1 X ... X By die Borel-o-Algebra auf RPr+1T+tPN erzeugen, folgt die
stochastische Unabhéngigkeit von Z; = (X3,..., X)) und Z5 = (X414, ..., Xn).
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5.3.6 Satz (Charakterisierung der Unabhéngigkeit durch die Verteilungsfunktion)
Xq,... Xy unabhingige Zufallsvektoren

/\ F(X1 ..... XN)<£L'1,...,{EN):FXI({El)'...'FXN({EN).

Beweis

7=": Fiir beliebige x; € R, ... xy € RPN setze B, = (—o0,x,], n=1,...,N. Aus der
Unabhéngigkeit von X, ..., Xy folgt:

F(X1 7777 XN)(:Eh---aIN) = P(Xl S $1,...,XN S I'N) = P(X1 c Bl,...,XN c BN)
:P(Xl EBl)'---'P(XNEBN):FXl(ajl)'---'FXN(xN)-

"<«<=": Nach dem Eindeutigkeitssatz aus der Mafitheorie gibt es auf dem Produktraum
(HnN:1 RP~, ®5:1 Ay, ) genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl P mit

Py(By x ... x By) = PX(By)-...- PXN(By) fiir alle B, € 8,,, n=1,...,N.
Sei X, : 12, R 3 (x1,...,25) — 2, € RP» die Projektion auf die n’te Komponente
von (z1,...,zy). Dann gilt
P (B,) = Py (X Y(By)) = Po(RP x ... x RP1 x B, x RP*+1 x ... x RPN) = PXn(B,)

fir alle B, € #,,, n=1,...,N, und PXiXn) — Fy. Also sind )?1, e ,)?N unabhéngig.
Fiir diese gilt nach ”=" (dem 1. Teil des Beweises):

Fig,zn(@n - on) = Fg (o) - Fy (on)
=Fx,(z1) ...  Fxy(Xn) = Fix,,..xp)(@1, ..., 2N)
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insbesondere fiir alle By € %,,,...,Bn € B,

5.3.7 Bemerkung
Fir N = 2 Zufallsgroflen X, X5 sieht man auch ohne dem Eindeutigkeitssatz aus der
MafBtheorie, dass fiir beliebige Intervalle (a,b] = (((“1)> : ((Z;))} aus F(x, x,)(71,22) =

az

Fx, (1) - Fx,(x9) fiir alle 21, x5 € R folgendes folgt:

P(Xl’X2)((a,b]) = P(Xl € (al,bl], X2 S (a27b2])

a b
= F(Xl,XQ)(b) - F(Xl,Xz) ((b;)) - F(X1,X2) ((a;)) + F(X1,X2)(a)

Fx,(b1) Fx,(ba) — Fx, (a1) Fix, (ba) — Fx, (b1) Fix,(az) + Fx, (a1) Fix, (az)
- (FXl (bl) - FX1 (al)) (FXz(bQ) - FX2 (a2))
= P ((a1,b1]) - P**((ag, b))

5.3.8 Satz (Charakterisierung der Unabhéngigkeit durch diskrete Dichten)
Sind Xy, ..., Xy diskret, dann gilt:
Xq,..., Xy unabhéngig

=
/\ P(Xxy,..., XN)(‘rh 7xN>:pX1(x1)pXN(xN>
L1y, TN
Beweis
Voriiberlegung:

Xy, ..., Xy diskret < (Xq,..., Xy) diskret,

denn Xi,..., Xy diskret = V PX(B*)=1,n=1,...,N,
Bf,...,B}abzihlbar

Ist nun B* = B} X ... x By, dann ist B* abzdhlbar und es gilt

Umgekehrt: (X7,..., Xy) diskret =
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\V  PXXN(B) = 1

Babzihlbar

Sei B = {x,; V (X1, Ty, ..., xN) € B*}

g, ke{1,....N}\{n}

die Projektion von B* auf die n-te Komponente.

Dann ist B} abzdhlbar und

PXn<B;) Z P(Xl,...,Xn)(B*) _ 1’

und somit ist X, diskret fir n =1,..., N.

Beweis der Charakterisierung

7= Klar mit B, := {z,}

7<«<": Sei B; abzihlbar mit P*"(B}) =1 und B, beliebig fiir n =1, ..., N. Dann gilt

P(X1,...,XN)(Bl X ... X BN) = Z p(le_“’XN)(,Il, R 7.TN)

(z1,....,xN)E(B1X...x BN)N(B} X...x BY)

= Z le(l’l)'...'pXN<$N)

(#1,.,n)E(BINB])x... X (BN NBY)

- Z Z px,(z1) - pxy(TN)

LElEBlﬂBT I‘NEBNQBTV

= Z px,(T1) | - Z Pxy(TN)

r1€B1NBY rNEBNNB%
1 N

= P*Y(By) ... - PXY(By).

5.3.9 Beispiel (Unabhingige, identisch verteilte Indikatorfunktionen
(Bernoulli-Experimente) )

(Unabhéngige Wiederholung von Experimenten mit Ergebnis Erfolg/Miferfolg, z. b. Wiirfeln
mit Erfolg bei 76" oder zufilliges Auswihlen einer Person mit Zuriicklegen mit ”Erfolg”
bei Krankheit).
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5.3.10 Satz (Charakterisierung der Unabhéngigkeit durch Wahrscheinlichkeitsdichten)

Xi,...,Xn seien absolut stetig mit Wahrscheinlichkeitsdichten fx,,..., fx,. Dann gilt:
Xy,..., Xy unabhingig

=

(X1,...,Xy) absolut stetig und f : R > (z1,...,zn5) — f(z1,...,2n8) = fx, (1) - ... -
fxy(zn) € [0,00) ist Wahrscheinlichkeitsdichte von (X1, ..., Xn).

Beweis

Fiir alle [ay, b1, ..., [an, by]| gilt

P (lag, ba]) - .- PP ([an, by])

b1 by
= /fxl(xl) dry ... /fXN(xN) dxn

by

by
:/.../le(fL’l)'...'fXN(ZL‘N) dl’N...de‘l

al

Fiir [a,b] := [a1,b1] X ... X [an, by] gilt somit:
Xq,..., Xy unabhéngig

=

[z, ...xny) = fx,(@1) - ... fxy (zn) ist Wahrscheinlichkeitsdichte von (X, ..., Xy).
f

5.3.11 Beispiel (N-dimensionale Normalverteilung (vgl. Beispiel 4.3.5))

Seien Xi,..., Xy unabhingig normalverteilt mit Lokationsparametern pq,...,uxy und
Skalenparametern o, ..., 0%, d. h. X,, ~ N(u,,02). Dann ist (Xi,... Xy) absolut stetig
und besitzt die Wahrscheinlichkeitsdichte fix, . xy)(z1,...,2n5) = fx,(@1) - ... fxy(25)

_(w—pp)? _(zN—gN)Q
1 202 1 20
= e 1 CaLt e N
\/27r0f \/271'0’?\,
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x
B . —1/2(<‘”1;§1)2+...+(‘TN;2“N)2) S . - .l _ "
= (27r)N/2\/a';’-...-a]2Ve 1 N . oetzen wir nun x = : , H=
TN HN
und
o? 0
¥ = diag (02,...,0%) = € RV*N dann lisst sich die Dichte darstel-
0 o3
len als:
e S L Car DR SR CE)
f(X177XN)(x) (271_)]\[/2 det(E)e 2 @

(mit det(X) Determinante von ¥ und 7" als Transpositionszeichen).

Ist ¥ irgendeine positiv definite, symmetrische Matrix, d. h. A ¢/¥c > 0, - also ¥ nicht
ceRN

notwendig von Diagonalgestalt -, dann beschreibt ® die Dichte einer allgemeinen

N-dimensionalen Normalverteilung mit Lokationsparameter (-vektor) p und Skalen-

parameter (-matrix) .
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6 Funktionen von Zufallsvektoren

6.1 Projektionen von Zufallsvektoren

Zuerst betrachten wir Funktionen vom Typ h,(X1,..., Xy) = X, d. h. Projektionen.

6.1.1 Definition (Rand- / Marginalverteilung)
Ist X = (X1,...,Xy) ein Zufallsvektor, dann heifien die Verteilungen PX» der Kompo-
nenten X,, Rand- oder Marginalverteilungen von X bzgl. der n— ten Komponente,

n=1,..., N. Entsprechend heiflen px, bzw. fx, Rand- oder Marginaldichten.

6.1.2 Folgerung

(1) X = (Xl, c. ,XN) diskret
= X, diskret mit diskreter Dichte

Px, (ZL’n) - Z p(X17---7XN)(x,17 SRR 7IN)

(xh,....xy): ) =z

(:mz > > 1«2 P(Xh...,XN)(!EhmaIN)) :

Tn—1 Tn+1

(ii) X = (Xy,...,Xn) absolut stetig
= X,, absolut stetig und

Ixo  Tn = fx, () = / Jxrxn) (@1, on)dey . deg g de, g . day
—00 )

N—1 Integrale
ist Wahrscheinlichkeitsdichte von X,,.

Beweis
(i) Siehe Voriiberlegung im Beweis von Satz 5.3.8 und
px,(xn) = P(X = )
=P(X,=x,,(Xq,...,Xn) € BY)

= P({(X1,...,Xn) € B} N{X,, = z,,})

= Z p(Xl,...,XN)(xlla s Ty)

(2], 2y ) EB*, xh, =z,

= Z Z Z Z p(X1,--.,XN)(x17'--7$N)-

mler xn,1€B:71 acn+1€B;;+1 mNEB;‘\,
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(i)

PXn({an’bn]) = P(Xn € [anybn])
= P(X,, € [an,b,], (X1,..., XN) € Ranzlpn)

b, o0 00
g/> // f(Xl,...,XN)(:L‘17"'7xN) d[L‘N...dJZn+1dZEn_1...dI'1 dl’n
—o0 —00

an

N—1 Integrale

Dabei wurde in @ der Satz von Fubini ausgenutzt, der besagt, dass die Reihenfolge der

Integration vertauscht werden kann.

= f Ty — / s / f(Xl,...,XN)(xla . ,ZEN)diL'N e dl‘n_HdZL'n_l cee dIl
ist Wahrscheinlichkeitsdichte von X,. f
6.1.3 Beispiel (Bivariate (2-dimensionale) Normal-Verteilung)

Sei (Xi,X3) 2-dimensional normal-verteilt mit Lokationsparameter p = ( = ) und
H2

2
07 PO102

Skalenparameter » & = ( ) (siehe 5.3.11) mit —1 < p <1, 09 >0, 03 > 0.

PO102 05

Dann gilt (siehe 5.3.11)

(1= ) — ) TS M o — gy = Sl @il P )

0'% O'g 01029
2 (21 — M1)2 Lo — M2 T — ?

=(1-p )T + p —p pu

1 2 1
2

| —,u1)2 1 09
= (1— p? (@ —m) 1 — Z(p — '
(1—p7) = + p (332 (Mz +p01 (71 Ml)))

Folglich hat (X, X5) die Dichte

For 0 (00522) = v )51 * iy a2 on o) (2

wobel ) ,
o 1 6_ ﬁ (zo—no)

fN(#o,og)(xO) - \/FO’%

die Dichte der eindimensionalen Normalverteilung mit Lokationsparameter py und Ska-

lenparameter op ist.

Fiir festes 2y ist also fy,, 922 (1), (1=p2)3) die Wahrscheinlichkeitsdichte der Normal-

verteilung mit Lokationsparameter s + p2 (21 — p1) und Skalenparameter (1 — p*)os.
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Damit gilt

fX1(I1): /f(XI,XQ)(Ih@)dﬁz

- fN(“l’”%)(xl) . / fN(Merp%(frlful),(lfﬂz)ﬁ) (w2)dz

= IN(u02) (1)

Analog folgt
[x:(®2) = F(uyo2) (T2),

d. h. die (ein-dimensionalen) Randverteilungen der (zwei-dimensionalen) Normalvertei-

lung sind wieder normal-verteilt mit entsprechenden Lokations- und Skalenparametern.

6.1.4 Lemma (Niitzliche Eigenschaft der Normalverteilung)
(X1, X5) bivariant normalverteilt: X1, Xy unabhéngig < p = 0.

Beweis

”=": Siehe Beispiel 5.3.11.
7<": Aus Beispiel 6.1.3 folgt

f(Xl,Xz)(ﬂh,IQ) = fN(m,of)(xl) : fN(uQ,gg)(M) = le (xl) : fX2(902)- ﬁ
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6.2 Summe von Zufallsgréoflen

6.2.1 Satz
(X1, X,) diskreter Vektor von Zufallsgréfen mit gemeinsamer diskreter Dichte p(x, x,)-
Dann gilt fiir die ZufallsgroBe X, + X :

(j) Pxi+Xx, (y) = Zp(X1,X2)<x> Yy — x)

(ii)) Sind Xy, X5 zusétzlich unabhéngig, dann gilt

Pxi+X, (y) = Z Px, (x) Px, (Z/ - :E)

Beweis
(i)

Pxi+x:(y) = P(X1 + Xo =)
= P({X1 + X2 =y} 0 [H {X1 = 2})

rz€BY
=P(|H {X1+ X2 =y, X; =2})
z€BY
= Z PXi=2,Xo=y—1x)
xEBY
= Z p(Xl,XQ)(xyy — ).
xEBY

(i) folgt sofort aus Satz 5.3.8 mit der Charakterisierung der Unabhéngigkeit fiir diskrete
Dichten. i

6.2.2 Bemerkung (Gemeinsame Dichte von X; und X; + X5 im diskreten Fall)
Bevor wir das Ergebnis 6.2.1 auf den stetigen Fall iibertragen koénnen, betrachten wir

einen Trick, den wir in 6.2.1 implizit benutzt haben:

Wir bestimmen die gemeinsame Verteilung von X; und X; + X5 und erhalten die Vertei-

lung von X; + X, als Randverteilung;:

p(Xl,XH-Xz)(xay) = P(Xl =T, X1+ Xy = y)
- P<X1 =, Xy = Yy— JZ) - p(X17X2)(I’y - ‘/E)
= pX1+X2(y) = Zp(X1,X1+X2)(xvy)

= Zp(Xl,Xg)('ru y— ).
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6.2.3 Satz

Sei (X1, X3) ein absolut stetiger Vektor von ZufallsgroBen mit gemeinsamer Wahrschein-
lichkeitsdichte f(x, x,)-

(i) Dann ist auch (X1, X7 + X») absolut stetig mit Wahrscheinlichkeitsdichte
f(X1,X1+X2) : (l’, y) - f(X1,X2)<I7 y— I)

(ii)) Xy + X, ist absolut stetig mit Wahrscheinlichkeitsdichte:

le-‘er ‘Y = fX1+X2(y) - / f(X1,X2)(x>y - iL’) d.

(iii) Sind Xy, X5 zusétzlich unabhéngig, dann ist die sogenannte Faltung der Randdich-
ten

Frvexs 4 = Froxaly) = / fx(@) fro(y — ) da

eine Wahrscheinlichkeitsdichte von X; + Xs.

Beweis

P(XI’X1+X2)([G,5]) = Pa; < X1 <bj,ae < X1+ Xy < by)

= / /1[a1,bl]x[a2,b2]($1,9§1+£U2)f(X1,X2)($1,$2)d$2d£B1

:/1[a1,b1](x1)/1[a2,b2](x1+x2)f(Xl,Xg)(xlax2)de2dx1-

Substitution y = 1 + x5 im inneren Integral liefert

P(Xl,Xl'FXQ)([a’ b])

o o

:/1[a1,61]($1)/1[a2,b2](y)f(xl,x2)($1,y—$1)dyd$1
b1 by

://f(XLXz)(xluy_xl)dydxl-
a1 a2

(ii) Die Randdichte wird entsprechend 6.1.2 gebildet.

(iii) folgt aus Satz 5.3.10 mit der Charakterisierung der Unabhéngigkeit iiber Wahr-
scheinlichkeitsdichten.
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6.2.4 Beispiele

(i)

Binominal-Verteilung

Die Binomial-Verteilung kann als Summe unabhéngiger Bernoulli-Experimente her-

geleitet werden:

X1, ..., Xy unabhéngig, identisch verteilt mit

P(X,=1)=p, P(X,=0)=1-np.

N
Dann gilt fiir Yy = > X, :

n=1

pyy (k) = (Z)p’“(l )"

d.h. Yy ist binominal-verteilt mit Parameter N und p (vgl. (4.5.4)).

Interpretation:
X, =1 = Erfolg, X,, =0 = Misserfolg
Yy = Anzahl der Erfolge in N Experimenten.

Normalverteilung:

(X1, X5) bivariant normal-verteilt mit Lokationsparameter y = (Z;) und Skalenpa-
rameter
2
s={ T P (vel 6.1.3).
PO102 0y

Dann gilt nach Satz 6.2.3

o0

T R S
fxirx:(y) = f Jfoxxo) (@, y — o) dr = f ;Z e 302y 9(@Y) dr

% 2mo1024/1—p

mit

Te11)2 o)
gla,y) = L Bl 9o — ) (y =2 — ) = oz (27(03 07 +2p0109) —
22 (0341407 (Y= p2) +p0102(y— pa) +p0102401) +03 i +07 (Y—p12)>+2p0 10211 (Y—f12)).-
Nach geeigneter quadratischer Ergédnzung erhélt man:

0% + 03 + 2p0109

2
_ . 2 (1—p%)
g(x,y) = 702 (x = c(y, p1, p2))* + gy

(v — (1 + p2))*.



Christine Miiller, Statistik II - Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung, SS 2020

6.2 Summe von Zufallsgrofien 80

Denn mit e := (03 + 0% + 2po102) ergibt sich

oio3

. 9(x,y)

(oap1(og + poi1) + o1(y — p2)(01 + pos))
(oo (0 + po1) + o1(y —22)(01 + po3))?
2
_ (o2p1(02 + poy) + Uel(y — p2) (01 + po2))?
2
o3t + oty — p2)” -eF 2p0102401 (Y — p2)
(&

= 22—

+

n
= (v —c(y, m, MQ))2
+ 612[— (0ap1 (02 + por) + o1 (y — p2)(01 + po))?
+ (030 + 01y — p2)* + 2p0109m (1 — pi2)) - €]
= (2 —c(y, pu, M2))2

+ k03 + 20300 4 07)

— 0t (y — p2)* (07 + 20109p + p*03)

— 2010211 (y — p2) (0109 + poi + pos + pPo10,)

+ (o3pf + 07 (Y — p12)* + 2po10001 (y — pia)) - €]
= (2 —c(y, pu, N2))2

1
+ o2 [(05 +20101p + 0f =€) (=osui — o1y — p2)® — 201001 (y — pi2)p)

+ aspi; (0F — pPoy)

+ 0} (y — po)?(03 — p*o3)

— 20102111 (y — p2) (0102 — p*o103)]
= (v —c(y, m, Mz))2

+ Lioto3 = ) — (- )

Folglich

o

fX1+X2(y) :fN(u1+u2,Uf+U§+2pa102)(y)' f f crfog(lpr) (l‘)dl‘

—00 N(C(yyﬂlalm)aa%+g§+2p0102)

= fN(/“ +p2,02+02+2p0102) (y)7

d. h. X;+4 X5 ist normalverteilt mit Lokationsparameter p; 4 s und Skalenparameter
0% + 05 + 2p010s.

Sind insbesondere X1, X, unabhingig N(0,0%) verteilt, dann hat X; + X, eine
N(0,20%)-Verteilung.
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6.3 Weitere Abbildungen von Zufallsvektoren

6.3.1 Bemerkung

Ist X ein absolut stetiger Zufallsvektor, so ldsst sich die Verteilung von h(X), wobei
h : RP — RP eine beliebige Funktion ist, die nur bestimmte Regularitatseigenschaften
erfiillen muss, mittels der Substitutionsregel fiir mehrfache Integrale ermitteln. Die Sub-
stitutionsregel fiir mehrfache Integrale, die die Substitutionsregel fiir einfache Integrale

verallgemeinert, lautet wie folgt:

6.3.2 Satz (Substitutionsregel fiir mehrfache Integrale)

(siche z. b. Heuser (1981), Lehrbuch der Analysis Teil 2, S. 478)

Die RP-wertige Funktion h sei auf der offenen Menge H C RP injektiv und stetig differen-
zierbar, und det h/(t) sei auf H entweder stédndig positiv oder stindig negativ. Ferner sei
T = [a,b] eine Teilmenge von H und f eine auf h(T) stetig reellwertige Funktion. Dann
ist f auf h(T) Riemann-integrierbar und es gilt

/f d:c_/f ) |det (1)) dt.

Dabei bezeichnet h'(t) die Matrix der 1. Ableitungen der Funktion h : RP — RP an der
Stelle t und det A die Determinante von A.

6.3.3 Satz (Transformationssatz fiir Wahrscheinlichkeitsdichten)

Sei X ein absolut stetiger p-dimensionaler Zufallsvektor mit Wahrscheinlichkeitsdichte
fx, h : R? — RP eine injektive und stetig differenzierbare Abbildung mit entweder
det h'(t) > 0 fiir alle t € R? oder det h/(t) < 0 fiir alle t € RP. Dann besitzt Y = h(X) die
Wahrscheinlichkeitsdichte

fr i RP 5y = fyr(y) = fx (b (y))/|det B (R} ().

Beweis

Nach der Substitutionsregel gilt fiir alle a,b € RP, a < b,

[ @ e )l dy = [ e @)/ det (0 ()] dy

[a,b] h(h=1[a,b])
= [ x0T iy dt = [ fx(8)dt = P(X € h7([a,]))
h=1([a,b]) h=1([a,b])
= P(W(X) € [a,b]) = P(Y € [a,0]) = P¥([a,]]). f

6.3.4 Beispiel (N-dimensionale Normalteilung)

Nach Beispiel 5.3.11 hat X eine N-dimensionale Normalverteilung mit Lokationspara-
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meter € RY und Skalenparameter ¥ € RY*Y (¥ symmetrisch und positiv definit),

falls
Fe(a) = 1 o~ 1/2—)" S @p)

(2m)N/2/det B

gilt. Betrachte nun
Y =AX+0b

mit invertierbarer Matrix A € RV und b € RY. Dann erfiillt h gegeben durch h(z) =
Ax + b die Voraussetzung von Satz 6.3.3 mit 2/(z) = A und h~'(y) = A~'(y — b). Nach
Satz 6.3.3 hat Y dann die Dichte

fr(y) = fx(A7 (y — b)) /| det A|
1 o~ 1/20-b- AT (A~)TE1 AL (y—b—Ap)
(2m)N/2y/(det A)? det X

_ 1 o~ 1/2(y—(b+ Ap) T(ABAT)~ (y— (b+ A)

~ (2m)N/2\/det AL AT ’

d. h. Y besitzt wieder eine N-dimensionale Normalverteilung mit Lokationsparameter
Ap + b und Skalenparameter AXAT.
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7 Stochastische Abhingigkeit

7.1 Bedingte Dichten bei diskreten Zufallsvariablen

7.1.1 Motivation
Fiir Ereignisse B mit P(B) > 0 war die bedingte Wahrscheinlichkeit eines weiteren Er-

eignisses A bei gegebenem B (Vorkenntnis, dass B eingetreten ist), definiert als

P(ANB)

PUAIB) = =5

vgl. Definition 5.1.2). Wir sind jetzt interessiert an Wahrscheinlichkeitsaussagen iiber eine
ZufallsgroBe X mit der Vorkenntnis, dass eine andere Zufallsgréfie Y einen bestimmten
Wert y (Realisierung) angenommen hat. Sind X, Y diskret und gilt P(Y = y) > 0, dann

gilt:
P(X =z,Y =y)
PY =y)

PEX =z} {Y =y}) =

bzw.
P(X <zY =y)

P(Y =y)

PEX <a}[{Y =y}) =
Fiir y mit P(Y = y) > 0 ist nach Satz 5.1.4
Ple[{Y =y}): /5 A—= PA[{Y =y})
ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf .. Folglich ist auch (fir y mit P(Y =y) > 0)
pXIY=r. 25 B P(X e BI{Y =¢})

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf %, das von X induzierte (transportierte) Bildmaf des
bedingten WahrscheinlichkeitsmaBes auf <7 bei gegebenem {Y = y} (vgl. Definition 3.2.1).

7.1.2 Definition
(X,Y) diskret, #* .= {y; P(Y =y) =py(y) > 0}. Fiiry € #* heifit

. ) ()
(i) pX‘Y:y:RBx%pX‘Y:y(x) = P({X:x}\{Y:y}):% € [0,1]

bedingte diskrete Dichte (der Verteilung) von X bei gegebenem Y =y,
(i) PXIY=v. 25 B PXIv=vB) = P{X e B} |{Y = y}) = Sy, (2 €01
bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung von X bei gegebenem Y =y,

(iii) F

lvey R T Fy (@) = PUX @} [{Y = y}) = PXI¥=0((~o0,a))

= S py |y, () €01

z<x

bedingte Verteilungsfunktion von X bei gegebenem Y =y.
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7.1.3 Beispiele

(i) Indikatorenfunktionen

(i) Binominal-Verteilungen

Es soll die Haltbarkeit von Teetassen untersucht werden. In einer ersten Versuchs-

reihe werden N Teetassen aus Trinkhohe fallen gelassen. Es wird
X = Anzahl der Tassen, die nicht zerbrochen sind,

beobachtet.

In einer zweiten Versuchsreihe werden unter gleichen Versuchsbedingungen nochmals

M Teetassen getestet. Dazu wird
Y= Anzahl der Tassen, die in der 2. Versuchsreihe nicht zerbrochen sind

beobachtet. Wie sieht die Verteilung der "iiberlebenden” Teetassen in der ersten
Versuchsreihe aus, wenn bekannt ist, das insgesamt in den beiden Versuchsreihen £

von den N + M Teetassen nicht zerbrochen sind?

7.1.4 Satz (Wichtige Eigenschaft)

(i) Firye % ={yipy(y) > 0} gilt pixy)(z,y) = pxjy=y(x) - py(y).
(i) PEY)N(By x By)= . PEY(B; x {y})

yEBoN U+
= Z P<X € By,Y = y) = Z E p(X,Y)(iL}Z/)
yEBoN W yEBoN #* x€B,
= X X pxy=@) py(y) = X PYYE(B) - py(y).
YyEBoN #'* x€By yEBaN U'*

Definiert man px|y—, bzw. PXY=V fiir y € %" beliebig, so bleibt wegen pxyy(z,y) <
py (y) =0 (i) giiltig und in (ii) kann tiber alle y € By summiert werden.
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7.1.5 Definition (Allgemeine Definition bedingter diskreter Dichten)
Sei (X,Y) diskret.

(i)

(ii)

(iii)

Px|y=y heiBt bedingte diskrete Dichte (der Verteilung) von X bei gegebe-
nemY =y

=4

() px|y=y ist diskrete Dichte und
(B) Apexx (@) = pxjy=y(2)py (y),

PXY=v: %35 B — PXY=¥(B) = 3" pxjy—y(z) € [0,1] heifft bedingte Wahr-
zeB
scheinlichkeitsverteilung von X bei gegebenem Y = y.

Fxjy—y :R>x = Fxyy—y(x) = > pxjy=y(2) € [0, 1] heifit bedingte Verteilungs-
z<x

funktion von X bei gegebenem Y = y.

7.1.6 Bemerkung

Wegen Satz 7.1.4 ist die Definition 7.1.5 mit der urspriinglichen Definition 7.1.2 ver-

traglich. Sie ist aber insofern besser handbar, als man aus bedingten Dichten und Rand-

dichten eine gemeinsame Verteilung konstruieren kann und dass die Verallgemeinerung

auf den absolut stetigen Fall naheliegend ist.
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7.2 Bedingte Dichten bei absolut stetigen Zufallsvariablen

7.2.1 Definition
Sei (X,Y') absolut stetig.

(i) fx|v=y heiBt bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte (der Verteilung) von X
bei gegebenem Y =y

=

(o) fx|y=y ist Wahrscheinlichkeitsdichte und
(B) Nfxw (@ y) = Fxy=y(@) fr(y).

(ii) PXY=v mit PXV=Y(la,b]) = ffx‘y _,(z)dz heiBt bedingte Wahrscheinlich-

keitsverteilung von X bei gegebenem Y =y.

(iii) Fxjy—y : R 3> 2 — Fyjy—y( f [x|y=y(2)dz € [0,1] heiBt bedingte Vertei-

lungsfunktion von X bei gegebenem Y =y.

7.2.2 Satz (Wichtige Eigenschaften)

(i) Fiir y mit fy(y) > 0 gilt fxy—y(a) = 15200,

(ii) Fiir y mit fy(y) = 0 kann fxy—, beliebig gewéahlt werden.

ba
(iii) P ([a,b]) = [ P ([ar,bi]) fr(y) d

az

Beweis

(i) + (ii): klar.

b2 b1 b2 bl

(i) P ([a,0]) = [ [ foxry (@, y) dedy = [ [ fxpy=y(2) fy(y) dody
bo b1 bo
= [ [ Fxp=y(@) dz fy(y) dy = [ PXV=V([a1, b1]) fr(y) dy. i

7.2.3 Bemerkung (Nachtrégliche Motivation)

Das Problem der Definition bedingter Verteilungen bei absolut stetiger Verteilung der
bedingten Zufallsvariable Y besteht darin, dass fiir die Bedingung Y = y immer gilt
P(Y = y) = 0. Es liegt aber nahe, die Bedingung Y = y durch eine N#éherung ”Y nahe
bei 37 zu approximieren. Ist PY ([y,y + h]) > 0, so ist die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(X € [a,b]|Y € [y,y+ h])
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definiert.

Wir nehmen den Idealfall an, dass fy stetig ist in einer Umgebung von y und fy(y) > 0

ist. Dann konnen wir betrachten:

lim P(X € [a,b] | Y € [y, y + h]) = lim PXY)([a,b] x [y,y + h])

hl0 hl0 PY([y,y + h])
T 1 foer )
Jxr(z,y) dedy f faxy)(z,y)d
= lim 22 = /f
h10 y+h 5
I~ (@) dy

7.2.4 Beispiele (i) (X,Y) gleichformig verteilt auf dem Einheitskreis, d. h.

(i)

1
fexyy (z,y) = ;1{(96,?4); x24y2<1} (z,y).

Daraus folgt fiir die Randverteilung

1—y2
fY(y) = % f dx 1[—1,1](9) = %\/ 1 —y? 1[—1,1}(y)
—\/1—y2

und somit fiir die bedingte Verteilung fir |y| < 1:

fxn(@y)

leY:y<x> O 2\/1 72 [ V1-y2/1- 312]< 7).

d. h. bei gegebenem Y = y (y € (—1,1)) ist die bedingte Verteilung von X die
gleichférmige Verteilung auf [—+/1 — y2, /1 — 2]

Bivariante Normalverteilung

Bei der Berechnung der Randverteilung der bivarianten Normalverteilung (vgl. Bei-

spiel 6.1.3) hatten wir gezeigt:

f(X7Y)(x7y) - fN ul—i—p—(y w2),(1—p2)o? )( ) ' fN(.UQ,U%)(y) )

2
01 pPO102

wobei pu = (Z;) der Lokationsparameter und > = ) der Skalenpara-

pPO102 0y
meter der gemeinsamen Verteilung ist. Folglich ist

fN(erp%(y—m), (1—p?)a?)

eine bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte von X bei gegebenem Y = y, d. h. die
bedingte Verteilung ist wieder eine Normalverteilung, und zwar mit Lokationspa-
rameter i + pZt(y — pi2) linear abhingig von y (sofern p # 0) und von y nicht

abhiingendem Skalenparameter (1 — p?)o?.
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7.2.5 Bemerkung (Grenzen der Methodik)

Bisher konnen nicht behandelt werden:

(i) Mischungen von Verteilungen, wobei die bedingte Verteilung von anderem Typ ist als
die Randverteilung. Z. B. gibt es, einen Zusammenhang zwischen Poissonverteilung
und Exponentialverteilung.

(ii) Verteilungen mit diskretem und absolut stetigen Anteil, z. B. (X7, max(X;, X5)) und

Pprmax(X1.X2)[Xa=z fijy ahsolut stetige X1, Xo.

Dafiir wird eine allgemeine Theorie basierend auf Maf- und Integrationstheorie benotigt.
Siehe Statistik V oder z. B. Bauer (1978), Kapitel X oder Billingssley (1995), Chapter 6.
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8 Maf3zahlen fiir Verteilungen

8.1 Erwartungswert

8.1.1 Motivation

Hat man eine endliche Menge von Objekten, an deren Gewicht, Gréfe oder einer ande-
ren reellwertigen Eigenschaft man interessiert ist, so liegt es nahe, als durchschnittliches
Gewicht, Grofle, etc. das arithmetische Mittel zu wéhlen, d. h. das Gesamtgewicht, die
Summe aller GréBen etc. geteilt durch die Anzahl der Objekte. Diese ”durchschnittliche”
Zahl zur Beschreibung des Gewichts etc. stellt eine Mafizahl fiir die Eigenschaft dar.

Waéhlt man ein Objekt zufillig aus, so kann man vorher — aufler in trivialen Fiéllen —
nicht vorhersagen, welches Gewicht, Gréfle, etc. man beobachten wird. Kennt man aber
die Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Objekte auftreten, kann man ein gewichtetes
arithmetisches Mittel bilden, wobei die Gewichte die Wahrscheinlichkeiten sind. Diese
Mafzahl ist insbesondere eine Mafizahl fiir die ”Lage” der Objekte.

8.1.2 Definition (Erwartungswert fiir diskrete und absolut stetige Zufallsgrofien)

(i) Ist X eine diskrete ZufallsgroBe mit Dichte px und gilt > |x|px (x) < oo, dann heifit

E(X) = prx(x)

Erwartungswert von X.

(ii) Ist X eine absolut stetige ZufallsgroBe mit Dichte fx und gilt [ |z| fx(x) dz < oo,
dann heifit

E(X) = /x fx(z) dx
Erwartungswert von X.
(iii) Die Schreibweise
E(X):= /a: PX(dx)
bedeutet E(X) := Y x px(x) im diskreten Fall und E(X) := [z fx(z) dz im
absolut stetigen Fal].x

8.1.3 Bemerkung

(i) Der Erwartungswert von X hiingt nur von der Verteilung PX von X ab, d.h. besitzen
zwei ZufallsgroBen X und Y die selbe Verteilung PX = PY dann sind auch die
Erwartungswerte gleich.
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(ii) Gilt Y |z[px(z) = oo baw. [ |z| fx(x) dz = oo, so sagt man: ”Der Erwartungswert

x
von X existiert nicht” oder ”X besitzt keinen (endlichen) Erwartungswert”.

Es gilt Y |z| px(z) < oo genau dann, wenn die Reihe Y x, px(z,) absolut sum-
T n=1
mierbar ist.

(iii) Diskreter Fall: Man stelle sich einen selbst masselosen Stab vor, an dem an den Punk-
ten  Massen px(x) sich befinden. F(X) ist dann der Schwerpunkt (das Moment)

dieses Stabes.

o0

(iv) Fiir absolut stetige Zufallsgrofien X ldsst sich E(X) = [ x fy(z) dz dhnlich wie im

diskreten Fall als Schwerpunkt der Flache unter der Dichte fx interpretieren.

(v) Die Schreibweise E(X) := [z P¥(dz) bedeutet, dass der Erwartungswert ein Ma-
Bintegral beziiglich des Mafles P¥X ist. Siehe dazu die Maftheorie.

(vi) Ist Q abzahlbar, so gilt

:prx(x):Za;P(X Zﬂf Z P({w})

=T

=Y. D> Xw) P{w}) =) X(w) {w}

T w: X(w)=z weN

In der mafitheoretischen Schreibweise bedeutet dies

BE(X):= /x PX(dr) = /X(w) P(dw).

Fiir den absolute stetigen Fall gilt die gleiche Gleichheit, die in der Mafitheorie sehr
einfach aus dem sogenannten Transformationssatz der Mafitheorie folgt. Sie ist ein

Spezialfall aus dem folgenden Satz.

8.1.4 Satz (Transformationssatz fiir den Erwartungswert)
Ist X eine Zufallsvariable mit Werten in (2, #) und g : & > = — g(z) € R eine
reellwertige (messbare) Funktion auf 2", so dass g o X ZufallsgroBe ist. Dann gilt

E(g(X)) = /g(x) PX(dx), sofern /\g(x)| PX(dr) < oo existiert.

(i) Ist X ein diskreter Zufallsvektor mit Dichte px, so gilt insbesondere

= Zg(:v) px(z), falls Z lg(x)| px(x) < oo existiert .

(ii) Ist X ein absolut stetiger Zufallsvektor mit Dichte fx, so gilt insbesondere

E(9(X)) = /( fx(x dx—/ / gy, .. xn) fx(x1, .. m,) day ... dwy,

falls [ |g(z)] fx(x)dr < oo existiert.



Christine Miiller, Statistik II - Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung, SS 2020
8.1 Erwartungswert 91

Beweis

Der allgemeine Fall sowie (ii) folgt aus dem Transformationssatz fiir Maf-Integrale (siehe

Statistik V)). Die Aussage (i) kann aber wieder auch direkt gezeigt werden:

Mit X ist auch Y := g o X eine diskrete Zufallsgrofle. Nach Definition 8.1.2 gilt
E(g(X)) = E(Y) = Zy py(y) = Zy P{w; g(X(w)) = y})
—Zy Z P({w; X(w)=a}) =Y > g@)px(x) = g(x) px(x)

z: g(z)=y Yy aig(x)=y

und man sieht, dass
> vl py(v) <OO<:>Z|9 ) px(@
y

gilt, wenn man die obige Rechnung mit |y| bzw. |g(z)| anstelle von y bzw. g(z) durchfiihrt.

i
8.1.5 Beispiele

(i) Indikatorfunktionen (Bernoulli-Variable)

(ii) Poisson-Verteilung
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(iii) Geometrische Verteilung

(iv) Exponential-Verteilung

8.1.6 Satz (Eigenschaften des Erwartungswertes)
Seien X : Q — 2, Y : Q — Y Zufallsvariable, g : 2~ — R, h: Y — R messbare Funk-
tionen, a,b € R. Unter der Bedingung, dass die betrachteten Erwartungswerte existieren,

gilt dann:

(i) g(X)>0= E(g(X))>0.
(i) g(X) >0 und P(g(X) > 0) > 0= E(g(X)) > 0.
(iii) Linearitét:
E(ag(X)+bh(Y))=a E(g(X))+bEh(Y)).
(iv) X,Y unabhiingig
= E(g(X) - MY)) = E(g(X)) - E(M(Y)).

Beweis

In der Darstellung des Erwartungswertes als Mafi-Integral folgen (i) und (iii) sofort aus
den Eigenschaften des Mafl-Integrals (sieche MaBtheorie). Ohne Mafitheorie miissen der

diskrete und der absolut stetige Fall getrennt bewiesen werden. Das geht folgendermaflen:

;g(w) px(v) > ;0 px ()

5 o0 = 0.
J 9@) fx(@)de > [ 0 fx(x)de

(i) E(9(X)) =

(iii) Ist ¢ : (z,y) — a g(x) + b h(y), dann gilt nach Satz 8.1.4
E(a g(X) +bh(Y)) = E(((X,Y))

(Z) U(x,y) pxyy (@, y)
‘r7y

}O }Og(fﬁay) fixvy(z,y) dydx

—00 —0OQ

; %(a g(r) + b h(y)) pxy)(z,y)

[ [ (ag(@)+bh(y)) fxy(z,y) dyde

—00 —OQ
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( ;Zag(-ﬂ) Py (@,y) +Zth( ) px.yy(2,y)

F T oo for(on) dude + T F bh0) foum(rg) dyde

\ —00—00 —00 —00

(ad"g(x) X poxy)(2,9) +03°h(y) Yo px vy (z,y)

a [ 9@) [ foor(e.) dudy +b [ h) [ foor(e,y) dudy

(a Z 9(z) px () +b Z h(y) py (y)

afg ) dx +bfh fr(y) dy

=a E(g(X)) +bEhY)).

Dabei sind die Umsummation (bzw. Vertauschung der Integrale) moglich, da die Summen

absolut konvergieren (bzw. da [ |g(x)|fx(z f \h(y)|fy(y)dy endlich sind und der

—0o0

Satz von Fubini (siche Mafitheorie) angewendet werden kann).

(ii) folgt aus (i) durch folgende Betrachtungen: Aus P(g(X) > 0) > 0 folgt die Existenz
eines a > 0 mit P(g(X) > a) = p > 0. Denn wiirde P(g(X) > a) = 0 fiir alle a > 0 gelten,
so wiirde aus der o-Stetigkeit der Widerspruch 0 = lim, o P(g(X) > a) = P(g(X) > 0) >
0 folgen. Sei nun h : 2" > x = h(x) = alf, g@)>a)(2) € R. Dann gilt h(z) < g(z) bzw.
q(z) = g(z) — h(z) > 0 fiir alle x € 2. Aus (i) und (iii) folgt F(g(X)) — E(h(X)) =
E(q(X)) > 0 und somit mit Beispiel 8.1.5(i)

0 <pa=Eh(X)) < E(9(X)).

(iv) X, Y unabhéngig

pxyy (T, y) = px(z) - py(y)
i’{ focn(@.y) = fx(@) - fy (y)

nach Satz 5.3.8 und Satz 5.3.10.
Fir {(x,y) = g(z) - h(y) gilt dann nach Satz 8.1.4

E(g(X)-hY)) = E(((X,Y))

(Z)ﬁ(:r,y) Py (2, y) Z)g() h(y) px(z) py(y)
) T Tty fam@n dyde | f T o) hy) fx(@) frly) dyde

—0o0 —0O0 —0o0 —0O0
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Zg( ) Px %h(y py(y) 29(x) px(w) B(h(Y))

) o fxto) () ety ay)ao | T o) B0 1) do

= E(9(X)) - E(M(Y)). i

8.1.7 Satz (Jensensche Ungleichung)

Sei R = R oder R ein Intervall in R, X : Q — R eine Zufallsgrofie mit Werten in R und
¢ : R — R eine konvexe Funktion, d.h. es gilt a¢(z) + (1 — a)d(y) > d(ax + (1 —a)y)
fiir alle z,y € R und « € [0,1]. Dann liegt E(X) in R und es gilt

P(E(X)) < E(o(X)).

Beweis

Die Behauptung E(X) € R folgt aus Satz 8.1.6(i) und (ii). Ist zum Beispiel R = (¢, d), so
gilt fir g(X) =X —¢>0

P(g(X)>0)>P(X€R) =1

und somit mit 8.1.6(ii) und (iii) E(X) — ¢ = E(g(X)) > 0, also E(X) > ¢. E(X) < d
folgt analog.

® Wegen der Konvexitét von ¢ gibt es zu jedem z( €
R eine Gerade A(z) = a + bz mit A(zg) = ¢(xz0)
und A(z) < ¢(x) fiir alle x € R. Sei nun xy =
E(X). Dann gilt mit Satz 8.1.6(i) und (iii)

= EX) E(¢(X)) = E(A(X)) = a+b E(X) = AME(X)) =
¢(E(X)).

==

8.1.8 Beispiele

(i) Binomialverteilung
(ii) Hypergeometrische Verteilung

Ahnlich wie in (i) laBt sich die hypergeometrische Verteilung mit Parametern N und
(R, S) als Verteilung der Summe von N identischen Bernoulli-Variablen X,,, n=1,..., N,
mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = 2% Tiag interpretieren (X, = 1= n-te Kugel ist rot). Jedoch
sind hierbei die X7, ..., Xy nicht unabhéngig. Eine direkte Summation erfolgt nach fol-

gendem Schema, wobei man noch genau auf die Randbedingungen x < Rund N —z < S
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zusatzlich zu 0 < x < N achten muss.

o 3 LO6)

0<z<N (RJJ\FTS)
<R
N—z<S
S R! ( > (R+9)!
lngN(m_l)!(R_x N —x NI(R+S—N)!
<R
N—x<S
v R 5 (R—1)! S (R+ S —1)!
O R+S A @-DI(R-2)!\N~-z)/ (N-1D(R+S—N)!
2—1<R—-1
N—x<S
- S
- N R Z (R$ 1) (N—l—z) - N R
R+S 0<z<N-1 (RJJ\FEII) R+5
z<R—1

N—1-2<R+S—-1—(R-1)

wobei die Summanden im vorletzten Gleichungsglied wieder die Werte der diskreten Dich-

te pu(N—1, r—1,5)(x) einer hypergeometrischen Verteilung mit Parametern (N — 1) und
(R—1, S) ist.
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8.2 Streuungsmafizahl (Varianz)

8.2.1 Motivation (Streuungsmafzahl)

Neben der Frage, wo eine Verteilung konzentriert ist, d. h. wo eine Beobachtung einer
entsprechend verteilten Zufallsgrofie zu erwarten ist, ist es auch interessant zu wissen, wie
weit die Verteilung um diese Lagemafizahl streut, d. h. wie dicht an diese Lagemaflzahl eine
Beobachtung zu erwarten ist. Um diesen Abstand zu messen, muss ein Abstandsbegriff
gewihlt werden. Aus technischen, wie auch formellen (interpretierbaren Griinden), bietet
sich der quadratische Abstand an; und hiervon der Erwartungswert — also der erwartete
quadratische Abstand:

E((X —a)?),

wobei a eine Mafizahl fiir die Lage sein soll. Es liegt nahe, fiir die Lagemafizahl a* den

Wert zu wihlen, so dass der erwartete quadratische Abstand minimiert wird:

E((X —a*)?) = min B((X — a)?).

8.2.2 Lemma

Beweis

Fiir beliebiges a € R gilt:
B((X - a)) = B((X — B(X) + E(X) — 0)%)
= E((X = BE(X))* +2(X - E(X))(E(X) = a) + (E(X) — a)?)

8.1.6(ii1)+8.1.5(4)

LS10 p((x - B(X))2) + 2E(X) — a) E(X — E(X))) +(E(X) — a)?

= E((X - B(X
> E((X - B(X

mit "=" &

IS
!
&
s

8.2.3 Definition (Varianz)

var(X) :== B((X — E(X))?)

heiBt Varianz (der Verteilung) von X, falls der Ausdruck auf der rechten Seite (endlich)

existiert.
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8.2.4 Bemerkung
Ahnlich wie sich der Erwartungswert als Schwerpunkt der Verteilung interpretieren lisst,

lasst sich die Varianz als die physikalische Grofie des Triagheitsmomentes interpretieren.

8.2.5 Satz (Eigenschaften der Varianz)

(i) var(X) = E(X?) — (E(X))?

(ii) var(aX +b) = a?var(X)

Beweis

(i) var(X) = E((X — E(X))?) = B(X* = 2X E(X) + (E(X))?)
8.1.6(ii)+8.1.5(1) E(X?) — 2B(X)E(X) + (B(X))?
— B(X?) - (B(X))
(Formal miisste man noch nachpriifen, dass die Existenz von var(X) die von F(X?)
und E(X) nach sich zieht und umgekehrt. Ubung!)

(ii) Wegen der Linearitit des Erwartungswertes 8.1.6(iii) gilt F(aX —b) = aE(X) + b,

also
var(aX +b) = BE(((aX +b) — E(aX +b))?)
= E(((aX +b) — aB(X) — b)) = E((a(X — E(X)))?)
= E((X — E(X))?) = a*var(X).
f
8.2.6 Lemma

Existiert E(X?) so existieren auch E(X) und var(X).

Beweis
Aus der Existenz von E(X?)(< oo) folgt:

E(X)<EBEX*+1)=E(X*)+1<o00 = FE(X) existiert
und damit

var(X) (X—EX))=EX*-2XEX)+E(X)?) <EX?*+2|X||EX)|+ E(X)?

-5
< B(2X? + 2(E(X))?) = 2B(X?) + 2(E(X))? < oc.

(Tatséichlich gilt immer var(X) < E(X?), vgl. Satz 8.2.5(i).) f
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8.2.7 Beispiele
(i) Indikatorfunktionen (Bernoulli-Variable)

(ii) Poisson-Verteilung
(iii) Normal-Verteilung

Der Lokations- bzw. Skalenparameter der N (ju, 0?)-Verteilung ist gerade der Erwartungs-

wert bzw. die Varianz jeder N (p, 0?)-verteilten ZufallsgroBe.

(iv) Rechteck-Verteilung (Gleichformige Verteilung)
Gilt X ~ Rla,b] (X ~ U(a,b)), so gilt
_a+b

Bx) =4

1
und var(X) = ﬁ(b —a)®.

Herleitung ist Ubung!

(v) Exponential-Verteilung

8.2.8 Satz (Formel von Bienaymé)
Sind Xj,..., Xy unabhingige ZufallsgréBen, deren Varianzen var(X,), n = 1,..., N,

existieren, dann gilt
N N
var (Z Xn> = Z var(X,,).

n=1

Beweis

(g5 (B s ()

BL6G#) 1 <{§: (X, — E(Xn)):| 2)

8.1.6(iii)

o n=1m=n+1
N NN
8.1gw) Z var(Xn) + 2 Z Z E(Xn — E(Xn)) . E(Xm - E(Xm))
n=1 n=1m=n+1" ~ ah -0
=0 =0
N
=Y var(X,) :
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8.2.9 Beispiel (Binomialverteilung)

8.2.10 Bemerkung
Fiir die hypergeometrische Verteilung 148t sich die Varianz nicht so einfach berechnen,
da dort die Summanden X,, (vgl. Beispiel 8.1.8(ii)) nicht unabhéngig sind und somit die

Formel von Bienaymé nicht angewendet werden kann.

8.2.11 Bemerkung (AbschlieBende Bemerkung zu den Mafizahlen)
Aus historischen Griinden haben Erwartungswerte von einigen speziellen Funktionen (ins-
besondere Monome und einfache Polynome) von Zufallsgroien ihre eigenen Namen behal-

ten:

E(X*) heiBt k-tes Moment von X, k=1,2,...

E(|X*) heiBt k-tes absolutes Moment von X, k=1,2...

E((X — E(X))*) heifit k-tes zentriertes Moment von X, k= 1,2,...

sofern die Erwartungswerte existieren. Wie wir im Verlauf dieses Paragraphen gesehen
haben, spielen das erste Moment (Erwartungswert) und das zweite zentrierte Moment
(Varianz) eine wichtige Rolle. In Kapitel 9 werden wir sehen, dass die Existenz und
Kenntnis dieser beiden Momente bereits geniigt, um weiterreichende Resultate fiir das

Grenzverhalten von Folgen und/ oder Partialsummen von Zufallsgrofen zu gewinnen.

8.2.12 Beispiel (Cauchy-Verteilung)
Die Cauchy-Verteilung ist eine Verteilung, bei der der Erwartungswert nicht existiert. Gilt

Y ~ C(u,0), so haben wir
o 1 1

=

fr(z) =

und Y = 0 X + g mit X ~ C(0,1). Es reicht wieder eine Cauchy-Verteilung mit Parame-
tern 0 und 1 zu betrachten, d. h. X ~ C(0, 1).

Wegen

1 1 1

dx = lim —[arctan(z)]", = — -7=1

/fX(x)dx: lim ! .

n—o00 T 14+ a2 n—oo T T
—n

ist fx und somit auch fy eine Dichte.
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Wegen
/ [ 11 ‘
T
li dr = i — dr = lim | = - = log(1 + 2*
i [ xde = i [ 2 e |2 st + )]
0 0

11
= lim—ﬁlog(1+a2):oo

atoo T
folgt
/ || fx(z)dz = 211Tm/|x|fx(x) dx = oo,
—00 0

weshalb E(X) nicht existiert.

8.2.13 Beispiel (Blut-Test-Problem)
Eine grofle Zahl N von Personen soll auf eine Blutkrankheit untersucht werden. Jede
habe mit Wahrscheinlichkeit p die Krankheit. Wird jede Person einzeln getestet, so sind

N chemische Analysen notwendig.

Im 2. Weltkrieg wurde alternativ das Blut von k& Personen auf einmal chemisch untersucht.
Fiel der Test negativ aus, so wurden alle Personen noch einmal einzeln untersucht. Die

Anzahl der chemischen Analysen pro Gruppe 7 ist also eine Zufallsgrofe.



Erwartungswert und Varianz einiger Verteilungen

Diskrete Verteilungen

Verteilung Bezeichnung Trager Erwartungswert Varianz
Einpunktverteilung €a {a} a 0
Diskrete Gleichverteilung G(x1,...,2p) {z1,..., 25} T s2
Binomialverteilung Bin(N, p) {0,...,N} Np Np(1—p)
Bernoulli-Verteilung Bin(1,p) {0,...,1} P p(1—p)
Hypergeometrische Verteilung Hyp(N, R, S) {max{0, N — S},..., min{R,N}} NR—ﬁS NP%S Ri+s %ﬁ_%’_]f
Geometrische Verteilung Geo(p) Ny 1%17 11);217
Poisson-Verteilung Poi(\) Ny A A
Stetige Verteilungen

: a+b b—a)?
Rechteckverteilung Rla, b] [a,b] efd ( 12)

. . 1 1
Exponential-Verteilung Exp()) [0, 00) X 3=
Weibull-Verteilung W(a, B) [0, 00) BLT (1) 2 (2r(2) - (Ar (1))
Gamma-Verteilung I, B) [0, 00) 3 52
x2-Verteilung Xfc [0, ) f 2f

. 2f3 -2
F-Verteilung Frifo [0, 00) fJiQ %
(f2>2) (f2>4)
Normalverteilung N(p,0?) R 1 o?
t-Verteilung ty R %
(f >2)

(zuelrep ) [qezgewussunnong '

0T0T SS ‘BunuyoaispayyoyupysIy | 240FUdWNF - JT YYS1DEG “IO[RIN SUNSLIY)
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8.3 Abhingigkeitsmafizahlen

8.3.1 Motivation (Abhéngigkeitsmafizahlen)

Werden bei einem Zufallsexperiment zwei verschiedene Zufallsgrofien X und Y beobach-
tet, die. z.B. Grofle und Gewicht eines zufillig ausgewéhlten Objektes beschreiben, so
ist man nicht nur daran interessiert, ob X und Y unabhéngig sind, sondern auch, ob
spezielle Abhéngigkeitsverhiltnisse auftreten, z. B. ob grofie (bzw. kleine) Werte = der
ZufallsgroBe X eher mit grofien (bzw. kleinen) Werten y von Y auftreten oder umgekehrt.
Grofl bzw. klein muss dabei natiirlich immer im Verhéltnis zu einer Referenzgrofie, einer
Lagemafizahl, gesehen werden. Folgende Definition liefert eine geeignete Definition, die
zu einer Beschreibung der Abhéngigkeitsstruktur innerhalb eines ganzen Zufallsvektors

(X1, ..., Xy) verallgemeinert werden kann:

8.3.2 Definition (Kovarianz)

(i) Sind X,Y ZufallsgroBen mit existierendem Erwartungswert, so heifit
cov(X,Y) i= E((X = E(X))(Y - E(Y)))
Kovarianz von X und Y (sofern der Erwartungswert existiert).

(ii) Ist X = (Xy,...,Xy)" ein N-dimensionaler Zufallsvektor, dessen Komponenten
Xi,..., Xy die Varianzen var(X;), ..., var(Xy) besitzen, dann heifit

Cov(X) := (COV(Xi’Xj));‘le ,,,,, N

,,,,,

cov(Xy, X7) cov(Xy,Xs) -+ cov(Xy, Xn)
cov(Xs, X7)  cov(Xs, X5) -+ cov(Xy, Xn)
COV(XN, X1> COV(XN, XQ) s COV(XN, XN)

Kovarianzmatrix von X.

8.3.3 Bemerkung
Im Satz 8.3.8 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung) werden wir sehen, dass die Existenz
von var(X;), var(X;) die Existenz von cov(X;, X;) nach sich zieht.
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8.3.4 Satz (Eigenschaften der Kovarianz)
Fiir Zufallsgréfen X,Y und Konstanten a,b,c,d € R gilt:

(i) cov(X, X) = var(X),
(ii)) cov(X,Y) = cov(Y, X),
(iii) cov(X,Y)=E(X Y)—-EX)-E(Y),
(

(iv) cov(aX +b,cY +d)=a-c-cov(X,Y).
Sind X und Y stochastisch unabhéngig, so gilt insbesondere

(v) cov(X,Y)=0.

Beweis

(i) und (ii) folgen sofort aus der Definition der Kovarianz und der Definition der Varianz
(Definition 8.2.3).

(iii) Wie im Beweis vom Satz 8.2.5(i), wobei wieder unter der Voraussetzung der Existenz
von E(X) und E(Y) die Existenz von cov(X,Y’) die von E(X -Y') nach sich zieht und
umgekehrt, gilt:

(X = EX)(Y - E(Y))

X Y-X-E(Y)=-Y -E(X)+EX)-EY
X

X

~—
~—

cov(aX +b,cY +d)
=E((aX+b—E(aX +0b))-(cY +d— E(cY +d)))
— B(a(X — E(X)) - eY — B(Y))
—a-c B((X - B(X))- (Y - E(Y)))
=a-c-cov(X,Y).

(v) Folgt aus (iii) und Satz 8.1.6(iv) mit g = h = Identitat d. h. g(z) = h(z) = x fiir alle
z € R. #

8.3.5 Bemerkung
Die Umkehrung von (v) in Satz 8.3.4 gilt im Allgemeinen nicht. D. h. aus cov(X,Y) =0
folgt im Allgemeinen nicht die stochastische Unabhéngigkeit von X und Y.
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8.3.6 Satz (Eigenschaften der Kovarianzmatrix)
Fiir einen N-dimensionalen Zufallsvektor X = (Xi,...,Xy)", Matrix A € RM*N_ p €
RM a=(ay,...,ay)T € R gilt:

(i) Cov(AX +0b) = ACov(X)AT, (wobei AT die Transposition der Matrix A ist),

(ii) var(a® X) = a’ Cov(X) a, d.h.
N
ar (Z aan> Z a’var(X,) + 2 Z Z apamcov(X,, X)),
n=1 n=1m=n+1
(iii) Cov(X) ist positiv semi-definit,
(iv) Cov(X) singulir
=
Esexistiert a € RN, a # 0, b € R mit a” X = b P-fast sicher, d. h. P(a™ X =) = 1.

Beweis
Al bl
(1) Sei A = mit AZ:(AM,,A,N),Z:]_,,M, und b = . Fir die

AM bM
(1, 7)te Komponente von Cov(AX + b) gilt dann

COV(AX + b)lj = COV(AZ'X + bi, A]X -+ b])
8.3.4(i) N N
= OV(AZ'X, AX) = Cov Z Aian7 Z Aijm
=1 =1

(s (G (Er ()
iAm(X - B00)) - (£ Al - ) ) )

2 Aundl (X = ECO)) (X~ E(X) )
A

| |
/\\
/\
3
(5

I
M= ™

inAij((Xn - E(Xn))<Xm - E(Xm)))

3
ﬂ‘
3

[
M=

Z AinAijOV(Xn, Xm)

=1
i Cov(X) AT = (ACov(X) AT);;
firalles, j=1,..., M.

3

.!.

3
|

(ii) Folgt aus (i) mit M =1 und ¢' X : © — R unter Ausnutzung von Satz 8.3.4(i)):
var(aT X) = cov(a? X, a” X)) = Cov(a? X) = a’ Cov(X)a.

(iii) Da var(a’X) > 0 nach Definition der Varianz gilt, folgt aus (ii) a’Cov(X)a =

var(a” X') > 0 fiir alle @ € RY, was die Definition von ”positiv semi-definit” ist.
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(iv) Cov(X) singulér

& V  a'Cov(X)a=0

a€RN :a#£0

@ var(d™X) =0
a€RN:a#£0

) \V/  P(a"X =a"E(X) konstant ) = 1.
a€RN :a#0

Dabei gilt in () die Richtung ”<" wegen Beispiel 8.1.5(i) und Beispiel 8.2.7(i). Die
Richtung ”=" in (x) gilt aus folgendem Grund:
0 =var(Y) = E((Y - E(Y)*) = [(y — E(Y))* P (dy)

>y — E(Y))py(y)

_ Y
— 00

J y=EX)) fr(y)dy

> py(y) =0

Ply=E0 )20
I Yy -r0ry2s0(v) fr(y) dy = 0
=P "({y; (y—E(Y))*>0})=0

=

= P'({y; (y—E(Y))*=0}) =1
= P((Y — B(X))2=0) =1

= P(Y = E(Y)) =1

8.3.7 Bemerkung

(1)

(i)

Die Aussage (ii) von Satz 8.3.6 verallgemeinert die Formel von Bienaymé ( Satz
8.2.8).

Sind die Komponenten X1, ..., Xy eines Zufallsvektors X stochastisch unabhéngig,
so ist Cov(X) wegen Satz 8.3.4(v) eine Diagonalmatrix. Sind Xj,..., X nicht ent-
artet, d. h. fiir alle n = 1,..., N gibt es kein ¢ € R mit P(X,, = ¢) = 1, dann gilt
var(X,,) > 0 fiir allen = 1,..., N und Cov(X) ist nicht singuldr. Nach Satz 8.3.6(iv)
bedeutet dies, dass fiir alle 0 # a € RY und alle b € R gilt

P(a"X =b) < 1,

so dass fast sicher nicht a” X = b gilt.

Das bedeutet aber, dass die Funktionen 1, X1, ..., Xy : 2 — R im " Vektorsinn” line-
ar unabhéngig sind. Die stochastische Unabhéngigkeit von 1, X3, ..., Xy impliziert

also die lineare Unabhéngigkeit von 1, X1, ..., Xy und damit auch von Xy,..., Xy.
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Die Umkehrung gilt aber nicht. Denn sind 1, Xy,..., X5 linear unabhéngig, dann
kann aber A € &7, a € RV, b € R existieren mit

a’ X (w) = b fiir alle w € A.
Gilt dann noch P(A) = 1, dann ist nach Satz 8.3.6(iv) Cov(X) singular und somit

nicht von Diagonal-Gestalt (falls X7, ..., Xy nicht entartet sind, was angenommen

wird). Damit sind X7, ..., Xy nicht stochastisch unabhéngig.

Wir sehen also den Unterschied zwischen stochastischer und linearer Unabhéngigkeit.

8.3.8 Satz (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung)
Sind X, Y Zufallsgrofien mit existierenden Varianzen var(X), var(Y'), dann existiert cov(X,Y)

und es gilt

lcov(X,Y)| < v/var(X) - \/var(Y).

Beweis

(i) Zur Existenz von cov(X,Y) :

(X = BX)(Y - E(Y))| < (X - E(X))* + (Y - E(Y))*

Folglich

E(|(X — EX))(Y —E(Y))]) <var(X) 4+ var(Y) < oc.
und cov(X,Y) existiert.

(ii) Die Kovarianz-Matrix Cov((X,Y)7") des Zufallsvektors (X,Y)" hat die Gestalt

() o) e ().

Nach Satz 8.3.6(iii) ist sie positiv semi-definit, d.h. alle Eigenwerte sind nicht-negativ

und insbesondere gilt fiir die Determinante

0< det <Cov <(§))> — var(X) - var(Y) — cov(X, Y)>.

Daraus folgt die Behauptung. i

8.3.9 Bemerkung
Wegen cov(aX + b,cY +d) = a-c cov(X,Y) (Satz 8.3.4(iv)) bleibt die Abhéngigkeits-
mafizahl Kovarianz unveréndert unter Lokationstransformation, variiert aber mit Skalen-

transformation. Um diesen Effekt auszuschlieen, geht man zu normierten Zufallsgrofien

! (X — E(X)) bzw. !

Var(X) Vvar(Y)

(Y = E(Y))
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iitber und berechnet fiir diese die Abhéngigkeitsmafizahl. “Normiert” bedeutet hier, dass

die neuen ZufallsgroBlen Erwartungswert 0 und Varianz 1 besitzen, denn

E <;<X - E(X») - (B(X)- E(X)) =0

Vvar(X) var(X)
und
1 1 1
var <W<X - E(X))) = var(X)var(X - E(X)) = Var(X)var(X) = 1.

8.3.10 Definition (Korrelationskoeffizient)

(i) Sind X,Y ZufallsgréBen mit existierenden Varianzen var(X), var(Y') > 0, dann heifit

1 1
X,Y):=cov| —o(X - B(X)), —— (Y — B(Y
p(X,Y) ( Var(X)( (X)) \/W( ( )))

Korrelationskoeffizient von X und Y.
(ii)) Gilt p(X,Y) =0, dann heifen X und Y unkorreliert.
(iii) Gilt p(X,Y) > 0, dann heiBen X und Y positiv korreliert.

(iv) Gilt p(X,Y) <0, dann heien X und Y negativ korreliert.

8.3.11 Satz (Eigenschaften des Korrelationskoeffizienten)

. X Y — COV(X,Y)
(1) '0( ’ ) var(X)y/var(Y)

(i) —1<p(X.Y)<1
(iii) X,Y unabhingig = X,Y unkorreliert
iv) |p(X,Y)| =1« 1,X,Y linear abhingig P-fast sicher,

d. h. es gibt 0 # a € R, b € R mit P (a”(3) =b) = L.

Beweis

(i) Folgt aus der Definition 8.3.10 und Satz 8.3.4 (iv).

)
(ii) Folgt mit (i) aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung (Satz 8.3.8).
(iii) Folgt mit (i) aus Satz 8.3.4 (v).

)

(iv) Nach dem Beweis der Cauchy-Schwar’zschen Ungleichung (Satz 8.3.8) gilt

p(X,Y)| =1« det (Cov((}))) =0

& Cov (();)) ist singulér

3™ B existiert 0 #a€R? beRmit P(a”(}) =b) = L. 4
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8.3.12 Beispiel
Seien X und Y Zufallsvariablen mit folgender Zahldichte:

Yj
PX=z,Y=y;)| 0 1 2|PX=u)
z; 1 6 5 1 :
1 i1 5
P(Y = Y;i) %} % % 1
8.3.13 Beispiel (Normalverteilung)
Sind X7,..., Xy unabhéngige, standardnormal-verteilte Zufallsgrofien, so besitzt nach
Beispiel 5.3.11 X = (Xj,... Xy) eine N-dimensionale Normalverteilung mit Parametern
0 1 0
o= 1| und ¥y =
0 0 1

Wegen der Unabhéngigkeit und var(X,,) =1, n=1,..., N, gilt Cov(X) = Xy.

8.3.14 Lemma
Sei (X1, Xo)" ~ No(i1,X), d.h. (X1, X5)" hat eine zweidimenionale Normalverteilung mit
Erwartungsvektor p und Kovarianzmatrix >J. Dann gilt

Xy, Xy sind unabhéngig <= p(X,X3) =0.
8.3.15 Beispiel (Hypergeometrische Verteilung)
Wird N-mal aus einer Urne mit R roten und S schwarzen Kugeln gezogen, so sei
X,, = 1= in der n-ten Ziehung wurde eine rote Kugel gezogen,

X, = 0= in der n-ten Ziehung wurde eine schwarze Kugel gezogen,
n=1...,N.

Man zeige als Ubung:

R-S

Xy Xn1) = — 0,
cov{ S T Ty D
1
Xy X)) = =5\
2 ) R+S—1

N
R+S-N R &
X, ) = N .
V”(Z; ) R+S—1 RtSRTS
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9 Konvergenz von Zufallsvariablen

9.1 Das schwache Gesetz der grofien Zahlen

9.1.1 Definition (Stochastische Unabhéngigkeit von Folgen)
Sei (2, o7, P) ein Wahrscheinlickeitsraum.

(i) Eine Folge (Ay)nen von Ereignissen A, € </, n € N, heifit (stochastisch) un-
abhéingig.
=

N\ Ai, ..., Ax unabhédngig (vgl. Definition 5.2.3).
NeN

(ii) Eine Folge (X,,)nen von Zufallsvariablen X,, auf (Q, <7, P), n € N, heifit (stocha-
stisch) unabhingig
=
A Xi,..., Xy unabhingig (vgl. Definition 5.3.2).

NeN

9.1.2 Folgerung

(0 @An)nEN unabhéngig
& A A;,, ..., A;, unabhingig.

. 1<NeN
11<12<...<1N

(ii)) (X, )nen unabhéngig
& A Xy, ..., Xiy unabhdngig.

. 1<NeN
11<12<...<2N

Beweis

77 trivial

7=" folgt fiir (i) aus Definition 5.2.3 und fiir (ii) aus Definition 5.3.2. i

9.1.3 Bemerkung

(i) Folgerung 9.1.2 besagt, dass eine Folge von Ereignissen (bzw. Zufallsvariablen) genau
dann unabhéngig ist, wenn jede endliche Teilmenge dieser Ereignisse (bzw. Zufalls-

variablen) unabhéngig ist.

(ii) Die Definition 9.1.1(i) und (ii) sind wieder in dem Sinne vertriglich, dass fiir Indi-

katorvariablen X, = 14, gilt:
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(14, )nen unabhingig
< (Apn)nen unabhingig.
(vgl. Beispiel 5.3.4).

(iii) Die Existenz von einer Folge (X,,)nen von unabhéngigen Zufallsvariablen (und damit

auch von einer Folge von unabhéngigen Ereignissen) wird in der Mafitheorie gezeigt.

9.1.4 Definition (Stochastische und fast sichere Konvergenz)
Sei (X, )nen eine Folge von Zufallsgrofien auf (), <7, P) und X Zufallsgrofie auf (2, <7, P).

(i) (Xn)nen konvergiert fast sicher gegen X (kurz X, Ls; x )
=
P{w € Q; nh_g)lo Xp(w) =X (w)}) =1.
(ii) (Xn)nen konvergiert stochastisch / in Wahrscheinlichkeit gegen X (kurz
X, 5 Xx)
=
/\0 le P({w e Q; | Xp(w) — X(w)| >¢€}) =0.
e>Q e

9.1.5 Satz

(i) (Xn)nen konvergiert fast sicher gegen X
=

(Xn)nen konvergiert stochastisch gegen X.

(ii) Die Umkehrung von (i) gilt im Allgemeinen nicht.

Beweis

(1) (Xn)nen konvergiert fast sicher gegen X.
=
AN lim P ({w; | X,(w) — X(w)| >€})

>0 n—0o0

(o—Stetigkeit (Satz 3.1.14)) P <ﬂ U {w; [Xe(w) — X ()| > 5})

n>1k>n
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=P ({w; />\1k\>/ | Xk (w) — X(w)] > 6})

= (fur tmsw 16,0 - X012 <)

n—oo

—1-P ({w; lim sup | X, (@) — X ()] < 5})

n— o0

IN

1-P ({w; Tim |X,(w) = X (w)| = o})
P

({w; lim X, (w) = X(w)})

n— oo

—1—

Il
e

= (X,) konvergiert stochastisch gegen X.

Wir miissen nur ein Beispiel von (X, ),en geben, die stochastisch aber nicht fast
sicher konvergieren. Sei dazu (€2, &/, P) = ([0,1], B, U(0,1)) (B = {BN
[0,1]; B € A} heiit auch Spur-o-Algebra von A)

und

X1 =Tlp,1/2), X2 = 1py21)
X3 = 1jo,1/4), Xa = Lpja/2), X5 = 1py2, 374y, X6 = 13/a,1)

Ed
+
—
~—

falls n =2™ +k — 1 mit k € {0,...,2" — 1} und 2™ < n+ 1 < 2m*L

Sei w € [0,1) beliebig. Fiir alle N € N gibt es dann ein n > N, m € N, k €
{0,...2m =2} mit 2" <n4+1<2" n=2"+k—lundwe€ |5, ) w¢

(57 5)
d. h.

Xp(w) =1, X,11(w) = 0.

Das bedeutet

limsup X, (w) =1, liminf X, (w)=0

n—oo n—00

fir alle w € [0,1) und somit

P <{w; lim X, (w) = X(w)}) =P0)=0

n—oQ



Christine Miiller, Statistik II - Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung, SS 2020

9.1 Das schwache Gesetz der groflen Zahlen 112

fir alle ZufallsgroBen X. D. h. (X,,)nen konvergiert nicht fast sicher. Andererseits
gilt fiir X (w) = 0 fur alle w € [0,1] :
A P(w; [Xn(w) = X(w)| > e}) = P{w; [Xn(w)| > €})

e>0,neN
= Plw; Xalw) =1} =P ([5r, 55)) = 35 = 5o < 751
da 2™ <n+1 < 2™l Es folgt

A lim P({w; [X,(w) = X(w)| > €}) <limy, 00 727 = 0,

e>0 n—0o0

und somit die stochastische Konvergenz von (X, ),en, i

9.1.6 Satz

(i) Konvergiert (X,,)nen stochastisch gegen X und (Y,,),en stochastisch gegen Y, so gilt

(a) (X, + Y,)nen konvergiert stochastisch gegen X + Y,
(b) (X, - Yn)nen konvergiert stochastisch gegen X -Y.

(ii) Konvergiert (X,,)nen fast sicher gegen X und (Y,,)nen fast sicher gegen Y, so gilt

(a) (X, + Y, )nen konvergiert fast sicher gegen X +Y)
(b) (X, - Yn)nen konvergiert fast sicher gegen X - Y.

Beweis

Es wird nur die Behauptung (i) b) gezeigt. Der Rest ist Ubungsaufgabe.

IN

IN

IN

IN

P(X, Y, — X -Y|>e)

P(|X, Y, =X -Y|>¢e | X|<m, |Y|<m) + P(X|>m) + P(|Y|>m)
Pl(X,—X) Vo -Y)+X YV, -Y)+ (X, —X) Y|>e, |[X|<m, |Y|]<m)
+ P(|X| >m) + P(|Y| >m)

P(X, = X| |V, =Y|+|X]| Yo =Y|+|X, = X]| [Y]>e, | X|<m, [Y]|<m)
+ P(|X| >m) + P(|Y| >m)

P(Xp—X| Yo=Y >¢/3VI|X| |Ya—Y]|>¢e/3 V |X,—X| [Y]|>e/3,
(X[ <m, [Y]<m)

+ P(|X|>m) + P(|Y|>m)

P(IXn—X|>\/%) + P<|YH_Y|>\/€/_3)+P(IYn—Y|>3Lm)

+P(|X, — X|>+) + P(X|>m) + P(|Y|>m)

(m entsprechend gewéhlt)
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< P<|Xn—X|>\/%) + P<|Yn—Y|>\/5/_3> + P(Y,—Y]> )
+ P (X, —X|>£)+6/6+6/6

(n entsprechend gewéhlt)

<6-0/6=0. i

Um das schwache Gesetz der grofien Zahlen zeigen zu kénnen, wird die Tschebyscheff-

Ungleichung benétigt, die aus der Markoff-Ungleichung folgt.

9.1.7 Satz (Markoff-Ungleichung)
Sei Z eine ZufallsgroBe auf (2, </, P) und g : Rt — R eine nichtnegative monoton
wachsende Funktion, so dass E(g(|Z])) existiert. Dann gilt fiir alle e > 0 :

P(|Z] > ¢) < %E(QUZD)-

Beweis

Setze Y(w) = 0 fur ¢(|Z(w)]) < g(¢) und Y (w) = g¢(e) fir g(|Z(w)|) > g(¢). Dann gilt
Y(w) < g(]Z(w)]) fiir alle w € Q und aus der Monotonie von g folgt:

E@(z) = EY) = gle)- P =yge) = gle)-Pe(Z]) = g(e))
= g(e)- P(|Z] = o). f

9.1.8 Satz (Tschebyscheff-Ungleichung)
Sei X eine ZufallsgréBe auf (2, </, P) fiir die var(X) existiert. Dann gilt fiir alle € > 0 :

P(IX - E(X)|>¢) < é var(X).

Beweis

Die Aussage folgt aus Satz 9.1.7, indem man Z = X — E(X) und ¢(|Z|) = Z?% setzt.

9.1.9 Satz (Schwaches Gesetzt der grofien Zahlen)
Ist (X,)nen eine Folge unabhéngiger ZufallsgroBen mit gleichem Erwartungswert und

var(X,) < c < oo,n € N, dann gilt fiir allee > 0 :
> 5) =0,

N
) 1
o (|5 2w -

d.h. & 25:1 X,, konvergiert stochastisch gegen E(X).
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Beweis

N
Sei Yy = % > X,. Dann gilt E(Yy) = F(X;) und
n=1

N
var(Yy) = ymvar (Z Xn>
n=1

Bienaymé (Satz 8.2.8)

N
= a2 > var(X,)

1 -
<= Ne=<.

Mit der Tschebyscheff-Ungleichung (Satz 9.1.8) folgt fiir alle e > 0 :

N
lim P ( % o X, — E(Xy)| > z—:) = lim P(|Yy — E(Yn)| > ¢)
N—oo n—=1 N—oo
< Jim varYi) = Jim of =0 !

9.1.10 Bemerkung
1. Aus dem Beweis des schwachen Gesetzes der groflen Zahl ist ersichtlich, dass die Voraus-
setzung der Unabhéngigkeit der Zufallsgrofien X, abgeschwicht werden kann. Es reicht

aus, nur die paarweise Unkorreliertheit der X, zu fordern. Denn dann gilt weiterhin mit
Satz 8.3.6(ii)

var (Z Xn> = Zvar(Xn).

n=1

2. Die Gleichheit der Erwartungswerte kann auch abgeschwicht werden: Sind die Erwar-

tungswerte verschieden, dann konvergiert

1 N

stochastisch gegen 0.

9.1.11 Folgerung
Ist (X,,)nen eine Folge paarweise unkorrelierter Zufallsgréfen mit var(X,) < ¢ < oo,n € N,

dann konvergiert

==

stochastisch gegen 0.

9.1.12 Beispiel
Eine Maschine produziert Schrauben, die im Mittel 50mm lang sind. Die Variabilitat um
den Mittelwert betragt 1mm.

a) Was ist die maximale Wahrscheinlichkeit, dass eine Schraube um mehr als 2mm von
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der vorgegebenen Lange von 50mm abweicht?
b) Wie hoch ist maximal der langfristige Anteil von Schrauben, die um mehr als 2mm

von der vorgegebenen Lénge abweichen?
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9.2 Das starke Gesetz der grof3ien Zahlen
9.2.1 Satz (Borel-Cantelli-Lemma)
Fiir eine Folge (A, )nen von Ereignissen sei A* = limsup A, = (| U As.
n—00 n>1k>n
(i) Ist > P(Ay) < oo, so ist P(A*) = 0.
k=1
(ii) Sind (A, )nen unabhingig und > P(Ay) = oo, so ist P(A*) =1
k=1
Beweis
(i) Wegen (| U Ar € U A fiir alle N € N gilt
n>1k>n k>N
P(A") < P (U Ak> <> P(A4) =
k>N k>N
und ]\}im cy = 0 wegen der Konvergenz der Summe.
—00
(i)
P(A7) =1—P<ﬂ U Ak) =1—P<U N Zk)
n>1k>n n>1k>n
21—213(0&) :1—2P(hm N Ak>
n>1 k>n n>1 N=00 pp—py
o— igk. oo N
Stetigh. | $S i p ( N Ak)
n=1N—00 k=n
Unabhéangigk. 00 N
== 5 im0 P(A)
0 k=n
Wegen 1 — 2 < e fiir x >0 und wegen P(Ay) > 0 folgt:
- 3 P (*) =~
2 ]\}1_1};06 k= =1 ;0 = 1.
Dabei gilt (%) wegen > P(Ay) = i
k=n

9.2.2 Satz (Charakterisierung der Fast-sicheren-Konvergenz)

X, konvergiert fast sicher gegen X

o A}i_r)nooP<ﬂ{|Xn—X| <g}> = 1.

e>0 n>N

& &EOP(U{an—X]zg}) = 0.

e>0 n>N
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Beweis

E = {w; lim X,(w) = X(w)}
= {w; lim | X, (w) = X(w)| = 0}
=N U N {w [Xalw) = X(w)| < 5}

k>1N>1n>N

7 <" Insbesondere gilt

A 1= lim P(ﬂ {]Xn—X|<%}> <3~1:'14’p<u N {|Xn—X|<%}>.

keN N—o0

Daraus folgt

k>1 N>1n>N

P(E) ZP(D U N A{w [Xa(w) = X(w)] < %})

CLim (U N {1X - X < %}) =1

k=00 <N>l n>N

k>1 N>1n>N

I=PE) =P N U N1 \Xn(w)—X(W)K%})
<P U N{w IXn(w)—X(w>|<%})

N>1n>N

N—oo n>N

= lim P ( N {w; [Xa(w) = X(w)] < ﬂ)

fiir alle k£ € N.

Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es £ € N mit % < e und

= i — 11 < —
1= lim P <nDN{|X" X| < k}) < Jlim P (nDN{’X" X| <e}>. i
9.2.3 Satz (Starkes Gesetz der grofien Zahlen)

Ist (X,,)nen eine Folge von paarweisen unkorrelierten ZufallsgroBen mit var(X,) < ¢ < oo

fiir n € N, so gilt:
1 N
In =+ > (X, - E(X,))

n=1

konvergiert fast sicher gegen 0.
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Beweis

Sei ¢ > 0. Fiir jedes N € N gibt es M = M(N) mit M? < N < (M + 1)%

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir F(X,,) = 0 annechmen.

N
Setze Sy = > X,
n=1

und
AN = {%’S}ﬂ 2 25}
By = {5I5u| = ¢}
Dann gilt
AN == {|SN| Z N2€}
C {|SM(N)2’ ZN&?}U{|SM(N)2—SN| ZN&?}
N>M(N)?

C BM(N)2 U CN.
Weiterhin gilt mit Satz 8.2.8

M2
var (1:Su2) = 51 2 var(X,) < %
n=1

und
1 1 N 1 2
var <W<SM(N)2 _SN)> = var M(N)2 Z Xn S WC(N—M(N) )
n=M(N)2+1
Mit der Tschebyscheff-Ungleichung und der paarweisen Unkorreliertheit von (X,,),en folgt
c(N—M(N)?)
P(BM2) S m und P(CN) S 52 M(N)4

Summieren wir iiber N, so erhalten wir

und

- N — M? =1
Y P(Cy) < E—CQMZ: 3 ng—izm(uﬂ---mm

N=1

M* -2

Nach dem Borel-Cantelli-Lemma (i) (Satz 9.2.1) gilt
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n>1 n>1 N>n

P(ﬂ UNZnAN> <PlN U (BM(N)2UCN))

n>1 N>n n>1 N>n

=P ﬂ U BM(N)2U ﬂ U CN)

<pP(Nn U BM2> +P<m U CN> OO g 4o,

n>1M>n n>1 N>n

Es folgt lim P (Nysn {198 < 2e}) =P (mn21 Un>n AN) =1

fiir alle ¢ > 0 und mit Satz 9.2.2 die fast sichere Konvergenz von %\SN| = |Zn| gegen 0. 4

9.2.4 Definition (Empirische Verteilungsfunktion)
Fiir Zufallsgréfen Xy, ..., Xy heifit

N
1
Fy :Rx Q3 (z,0) = Fy(z,w) =+ ; (oo (X (w))
die empirische Verteilungsfunktion von X,..., Xy.

9.2.5 Folgerung (Punktweise Konvergenz der empirischen Verteilungsfunktion)
Sei (X, )nen eine Folge unabhingiger Zufallsgréfen mit Verteilungsfunktion Fy, = F fiir
n € N. Fiir alle x € R konvergiert dann

N
1
FN(LL’, ) — N Z 1(_0073;] (Xn>
n=1

fast sicher gegen F'(z).

Beweis

Sei x € R beliebig. Setze Y, = 1(_c 2)(X5).
Dann gilt fiir alle n € N
E(Y,) = B(1(-s00)(Xy)) = P¥"((—00,2]) = Fx, () = F(x)
und
var(Yy,) = var(l(_o 4 (X5)) = F(x) (1 — F(x))
(Varianz eines B(1, F'(z))-Experimentes).

Mit dem starken Gesetz der grofien Zahlen (Satz 9.2.3) konvergiert
| N
Fy(z,) = F(z) = > (Yo = E(Y,)

n=1
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fast sicher gegen 0. i

9.2.6 Satz (Glivenko-Cantelli-Lemma)

(GleichméBige Konvergenz der empirischen Verteilungsfunktion)

Sei (X, )nen eine Folge unabhéngiger ZufallsgréBen mit Verteilungsfunktionen Fy, = F
fiir alle n € N und

Dy : Q3w — Dy(w) =sup |Fy(z,w) — F(x)|.

z€R

Dann konvergiert Dy fast sicher gegen 0.

Beweis

Siehe zum Beispiel Billingsley (1995), Probability and Measure, S. 269.
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9.2.7 Definition (Quantil, Median)

(i) Sei X Zufallsgrofe mit Verteilungsfunktion Fx und « € [0, 1]. Dann heifit
(a) gx(«):=inf{z; Fx(x) > a} das a-Quantil der Verteilung von X,
(b) med (X) = qx(1/2) der Median der Verteilung von X.

(ii)) Sind X, ..., Xy ZufallsgréBen, a € [0, 1] und Fy die empirische Verteilungsfunktion
von Xq,..., Xy, dann heif3t

qn (@) 7= Gxy (), Xn(w) (@) = Inf{z; Fy(z,0) > a}

das empirische a-Quantil bzgl. X4, ..., XN.

9.2.8 Satz (Starkes Gesetz der grofien Zahlen fiir a-Quantile)
Sei (X,,)nen eine Folge unabhéngiger ZufallsgroBen mit Verteilungsfunktion Fx, = F fiir
neN, ae(0,1) und Fy,(¢x, () + €) > « fiir alle ¢ > 0. Dann konvergiert

qn () fast sicher gegen qx, («).

Beweis

Sei e > 0, ' = Fx, und ¢ = ¢x, (). Nach Voraussetzung und Definition von ¢x, () = ¢
gibt es 6 > 0 mit
Flg—e)<a—-06, F(g+e)>a+d.

Nach Satz 9.2.5 und Satz 9.2.2 gilt

lim P( U {|Fn(g—¢)— F(qg—¢)| >6/2 oder |Fy(q+¢e) — F(qg+¢)| > 5/2})

< lim P( U {|Fn(qg—¢) — F(qg— )| 25/2})

+z\}iinoop ( U {|Fn(g+e)— F(qg+¢)| > 5/2}) =0

und somit

1 ZA}iglooP< N {[Fn(g—¢) = Flg—¢)[ <6/2und |[Fy(g+¢e) = Flg+e)| < 5/2})

N>M

< lim P< N {Fn(g—¢) < F(qg—¢)+6/2 und FN(q+5)>F(q+s)—5/2}>

< lim P< N {Fn(g—¢) <a—4§/2und FN(q+5)>a+5/2})
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< lim P < N {lan(e) — ax,(@)] < 6})-

N>M

Satz 9.2.2 liefert dann die Behauptung. i

9.2.9 Beispiel (Stochastische Simulation von Erwartungswert und Varianz)

Konnen Erwartungswert oder Varianz nicht explizit berechnet werden, kénnen sie per Si-
mulation bestimmt werden. Dazu erzeugt man von der Verteilung geniigend Zufallszahlen
x1,%s, ..., ryx. Der Erwartungswert wird dann nach dem Gesetz der groBen Zahlen (Satz
9.1.9 und Satz 9.2.3) durch das arithmetische Mittel T der Zufallszahlen approximiert.

9.2.10 Beispiel (Integration mittels stochastischer Simulation)
Zufallszahlen kénnen mittels des Gesetzes der groflen Zahlen auch zur Berechnung von
Integralen benutzt werden. Verschiedene Methoden der simulierten Integration kénnen

aulerdem mittels Erwartungswert und Varianz verglichen werden.
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9.3 Verteilungskonvergenz

9.3.1 Definition (Verteilungskonvergenz)

Sei (X, )nen eine Folge von ZufallsgroBen auf (§2, </, P) mit Verteilungsfunktionen Fx,
und X ZufallsgroBe auf (2, o7, P) mit Verteilungsfunktion F.

(Xn)nen konvergiert in Verteilung gegen X (kurz X, 5 x )

=

nh_}rg@ Fx, (z) = Fx(z) fiir alle x € R, bei denen Fy stetig ist.

9.3.2 Beispiel

Sei Y ~ R[-1,1] (= U(-1,1)), d. h. Y besitzt eine Rechteckverteilung auf [—1, 1], X,, =
% Y und X ~ gp, d. h. X besitzt eine Einpunktverteilung auf 0.

9.3.3 Lemma

Eine Verteilungsfunktion F'y ist an hdchstens abzdhlbar vielen Stellen nicht stetig.

Beweis

Da eine Verteilungsfunktion immer rechtsseitig stetig ist (2.23)(ii), kann hochstens der
linksseitige Limes nicht mit dem Funktionswert {ibereinstimmen. D. h. ist F'y bei x nicht
stetig, so gilt

P*({a}) = Fx(z) = lim Fx(b) > 0.

Sei
A:={z;Fx(z) — lbiTmFX(b) > 0}
und .
A, = {x; Fx(x) — lbi%?FX(b) > E}
Dann gilt
A= L_JlAn = lim A,

und T

1> P¥(A,) = —=Ir

ZA: ({z}) w; =

woraus #A, < n folgt. Also hat A = lim A, hochstens abzdhlbar unendlich viele Ele-

n— o0
mente. i
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9.3.4 Satz (Lemma von Slutzky)

Seien (X,,)nen und (Yy,)nen Folgen von ZufallsgroBen, X ZufallsgroBe. Konvergiert (X, )nen
in Verteilung gegen X und (|X,, — Y,|)nen stochastisch gegen 0, dann konvergiert auch
(Y, )nen in Verteilung gegen X .

Kurz:
X, 2 X, 1X, -V, Do
=Y, DX,

(D fiir “Distribution” = Verteilung, P fiir “Probability” ).

Beweis

Sei xg ein beliebiger Stetigkeitspunkt von F'x und € > 0 beliebig. Wegen der Stetigkeit
von Fx bei g gibt es 6 > 0, so dass fiir alle |z — x| < 0 gilt:
€
|Fx(20) — Fx(2)] < 5.
Da Fx hochstens an abzéhlbar vielen Punkten nicht stetig ist, gibt es 9; mit 0 < §; < 9,
so dass F'x stetig bei z £ 07 ist. Wegen der Verteilungskonvergenz von (X,,)nen und der

stochastischen Konvergenz von (|X,, — Y;,|)nen gibt es Ny € N mit

’FXn(on + (51) — Fx(x‘o + (51)’ <

Wl M

P(X, — Ya|) > 0) <

W M

fiir alle n > Ny. Fiir n > N folgt dann

Fy, (zg) = P(Y, € (—o0, z0))

P(Y, <z, | Xy =Y, <01) + P(Y, < 20, | Xy, — Y| > 61)
P(X, <29+ 061) + P(| X, — Ya| > 01)

<
g g €
< F n($0+51)+§ < FX($0+51)+§+§ < Fx(zo) +¢

und

2
Fx(l'o) —€<FX($0—51)—§€

9
<FXn(IO_61)_§ = P(XnSCL’O—(Sl)—

w| ™

w| ™

< P(Yn < l’o) = FYn(xO)a

also |Fy, (zo) — Fx(zo)| < e. i
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9.3.5 Satz

(i) (Xn)nen konvergiert stochastisch gegen X
=

(Xn)nen konvergiert in Verteilung gegen X.
(ii) Die Umkehrung von (i) gilt im Allgemeinen nicht.

(iii) (Xp)nen konvergiert in Verteilung gegen a € R
=

(Xn)nen konvergiert stochastisch gegen a.

(iv) (v/nX,)nen konvergiert in Verteilung gegen X
=

(Xn)nen konvergiert stochastisch gegen 0.

Beweis

(i) Setze im Lemma von Slutzky (Satz 9.3.4) X, = X, Y, = X,,. Dann gilt X,, = X N
X, X, - Y, =X - X,| %y 0 und somit mit dem Lemma von Slutzky

X,=Y, B X.
(ii) Gegenbeispiel: Sei X ~ R[—1,1], X,, = (—1)"X. Dann gilt X,, ~ R[—1, 1] und somit
X, %X,
Aber fiir ungerades n und € € (0, 1) gilt:

P(X,—X|>e)=P(| - X —X|>¢)= P(2|X]| >¢) = P(|X|>§)

—6/21 1 1
:P(—1§X§—f)+P(f§X§1>=/ —dx—i—/ Sy = 1— 2

Also konvergiert P(| X, — X| > ¢) nicht gegen 0, weshalb X, nicht stochastisch gegen

X konvergieren kann.

(iii) Konvergiert (X, ),en in Verteilung gegen a € R, so gilt

lim Fx,(z) =0 fir x < aund lim Fy, () =1 fir 2 > a,
n—o0 n—o0

da a als Zufallsgréle die Einpunktverteilung €, besitzt. Es folgt fiir alle ¢ > 0

lim P(|X, —a|] >¢)= lim P(X,, <a—¢oder X, >a+¢)

n—oo n—o0

< lim (Fy,(a—¢)+1—Fx,(a+¢)) =0,

n—o0

also konvergiert (X,,),en stochastisch gegen a.



Christine Miiller, Statistik II - Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung, SS 2020

9.3 Verteilungskonvergenz 126
(iv) Ubung il
9.3.6 Satz

Seien (X, )nen, (Yn)nen, (Zn)nen Folgen von ZufallsgréBen mit X, L 0,Y, Py 4 und
Z, 2 7. Dann gilt:
() Xp+Zn > 27,
(i) Yo+ Zy D a+ 2,
(iii) X, - Z, 50,
(iv) Y, - Zy a2,

v) Zn)Ya 2 Z/a, falls a # 0.

Beweis
(i) Folgt aus (ii).

(ii) Nach dem Lemma von Slutzky (Satz 9.3.4) gilt Z, := Y, —a + Z, 2y Z. Daraus
folgt Yn+Zn:Zn—|—a2>Z—l—a, denn
lim F; () = lim P(Z,+a<z)

n—oo n—oo

= lim P(Z, <z —a)=P(Z<z—a)=P(Z+a<z)=Fyq),

n—oo

falls © — a Stetigkeitspunkt von Z ist.  — a ist aber genau dann Stetigkeitspunkt

von Z, wenn x Stetigkeitspunkt von Z + a ist.
(iii) Folgt aus (iv).
(iv) Wegen Z, Dy 7 gibt es fiir alle § > 0 ein k € N und ein N; € N mit
P(|Zy| > k) = P(Z, < —k) + P(Zy > k) < Fy (—k) + 1 — Fy (k)
< Fz(—=k)+6+1—Fz(k)+d <49 fir alle n > Nj.
Dann gibt es fiir alle € > 0 ein Ny > Ny mit
P(|Y, - Z,—aZ,| >¢)=P(|Z,| |Y, —a| > ¢)
< P(|Z,| 1Yy —a| > ¢, |Z,| < k)+ P(|Z,| > k)
<P(Ya-al> %) 145 < 56

fiir alle n > Ny. Es folgt
Y, Z, —aZ,| 5 0.
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Auflerdem folgt aus Z, P, 7 auch aZ, A , denn

lim F,y (z) = lim P(aZ, <) = lim P (Zn < f)

n—00 n—o00 n—o00 a
— lim Fy, <f) — F, <f) — F(x),
n—oo a a

falls F,z bei z stetig ist.
Mit dem Lemma von Slutzky (Satz 9.3.4) folgt dann die Behauptung,.

(v) Ubung. i

9.3.7 Beispiel (Gegenbeispiel)
Im Allgemeinen gilt nicht, dass aus X, Px .Y, 2. Y auch X, +Y, 2x +Y folgt.
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9.4 Zentraler Grenzwertsatz

In diesem Abschnitt wird ein Grenzwertresultat beziiglich der Verteilungskonvergenz vor-
gestellt. Es behandelt nicht die Konvergenz der Zufallsvariablen selbst, sondern liefert
eine Approximation der Verteilungsfunktion der standardisierten Zufallsvariablen S}, fiir

grofle Werte von . Es besagt, dass fiir unabhéngige X, X, ...

1 N

n=1

fiir N — oo in Verteilung gegen eine Zufallsvariable mit Normalverteilung konvergiert.

Ein elementarer Beweis fiir diese Aussage befindet sich in Krengel (1991), Abschnitt 11.3.
Setzt man noch voraus, dass die Zufallsgrofien X, eine Bernoulli-Verteilung besitzen, so
dass ZnN=1 X, eine Binomialverteilung mit Parameter N und p besitzt, so wird der Be-
weis noch einfacher. Der zentrale Grenzwertsatz fiir diesen Fall ist auch als Satz von
Moivre-Laplace bekannt. Sein Beweis befindet sich in Krengel (1991), Abschnitt 5.2. Da
beide Beweise aber ansonsten nicht viele Einsichten liefern, geben wir hier nur die Zen-
tralen Grenzwertsétze fiir beide Félle an und veranschaulichen insbesondere den Satz von
Moivre-Laplace. Der Beweis des allgemeinen Zentralen Grenzwertsatzes, und damit auch
des Spezialfalls des Satzes von Moivre-Laplace, wird in Statistik V mit Mitteln gefiihrt,

die auch fiir sich genommen von Interesse sind, aber nicht elementar sind.

9.4.1 Satz (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy)
Ist (X,,)nen eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsgrofien mit var(X,,) <

00, dann konvergiert

) )
fiir N — oo
in Verteilung gegen X, das eine Standard—Normalverteilung besitzt, d.h. X hat eine Nor-

malverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz 1.

9.4.2 Folgerung
Seien X, Xs,... unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit E(X;) = p,
0 < var(X,) =02 < oo und Sy = SV | X,,. Dann gilt fiir a,b € R, a < b:

. SN_N,U _b . _ Pla
1. ]\}1_{1(1)0]3(@ ~ Ty _b) —afgo(t) dt = ®(b) — (a).

2. lim P (SN\/_ < b) fb o(t) dt = ®(b).

Dabei bezeichnet ® die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung und es gilt
o =®', d.h. p ist die Ableitung von .
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Alternativ konnen die Aussagen auch mit dem arithmetischen Mittel X y = %VS ~ formu-

liert werden:

1. lim P(a§ Nt gb) :f@(t)dt:¢(b)—¢(a).

g a

2. lim P (\/N YNU_/“‘ < b) - fb o(t)dt = B(b).

N—o00 50

Wir motivieren jetzt den Zentralen Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace, der ein Spezial-
fall des Zentralen Grenzwertsatzes von Lindeberg-Lévy ist. Dazu betrachten wir den Fall
von stochastisch unabhéngigen Bin(1, p)-verteilten Zufallsvariablen X, X5, ... und setzen
Sy = ZnNzl X, Wegen E(Sy) = Np und var(Sy) = Np(1 — p) tendieren sowohl Erwar-
tungswert als auch Varianz gegen unendlich. Beide Effekte sind ,,unschén“ und werden

durch die Standardisierung

Mo War(Sy) VNp(L—p)

verhindert, da E(Sy) = 0 und var(Sy) = 1 fiir jedes N € N gilt. Die Verteilung von S}
ist gegeben durch

N
P(Sy = snn) = P(Sy =n) = (n>p"(1—p)N_", n=20,...,N,

wobei die Trigerpunkte von P9~ gegeben sind durch
A n— Np

N —p)
Im folgenden illustrieren einige Histogramme die Z#hldichte von S fiir die Werte N =
5,10, 20,50,100 und p = 0.2. Die Balkenbreite b, = b berechnet sich geméafl der Formel
1/ \/m Insbesondere ist die Balkenbreite unabhéngig von n, so dass alle Bal-
ken die gleiche Breite besitzen. Geméafl der Definition des Histogramms entsprechen die
Flachen der Balken der Wahrscheinlichkeit P(S% = sn.), so dass die Hohen gegeben sind
durch

n=0,...,N, N eN.

P(S% = snn N\ , .
Die Klassenmitten sind sy ,, so dass die Klassengrenzen von Klasse K, bestimmt sind
durch v, = sy, — g und vp41 = Sy, + %, n=20,...,N. Es gilt also:
b b b b
Ko = |sno — 5751\7,0‘1‘ 5} , K, = (SN,n— §7SN,n+§:| , n=1,...,N.

Fiir N =5 und p = 0.2 ergeben sich die folgenden Klassen:

Ko = [-1.677,—0.559], K= (—0.559,0.559], K, = (0.559,1.677],
K3 = (1.677,2.795], K, =(2.795,3.913], K5 = (3.913,5.031].
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N=5p=0.2 N =10,p=0.2 N=20,p=0.2
04 ] 04 1 O,é:_
T 1 \ i\ T 1 I 1 T 1
-3-2-10 1 2 3 -3-2-10 1 2 3 -3-2—-10 1 2 3
N =50,p=0.2 N =100, p=10.2 Dichte N(O, 1)
0.4 + 0.4+ 0.4
1 1 I =1 1 S T T 1 T 1
-3-2-10 1 2 3 -3-2-10 1 2 3 -3-2—-10 1 2 3

Die Umrisse der Histogramme néhern sich offensichtlich der Dichte ¢ der Standardnor-

malverteilung an, wobei
1 _1p
2 teR.

p(t) = N

Naheliegend ist auch, dass die Flache des Histogramms bis zu einer Stelle z die Fliche

zwischen der Dichtefunktion und der z-Achse approximiert. Dieses wird zusammengefaf3t

in der Aussage:

9.4.3 Satz (Zentraler Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace)
Sei Sy ~ Bin(N,p), p € (0,1). Dann gilt fiir a,b € R, a < b:

1. lim P (a < SN Np b> = fbgo(t) dt = ®(b) — ®(a).

Noeo \U T /Np—p)

2. lim P (% < b) - fb o(t)dt = B(b).

Die obige Grenzwertaussage wird folgendermaflen angewendet. Sei Sy ~ Bin(/N, p). Dann
ist die Verteilungsfunktion von Sy an einer Stelle k € {0, ..., N} gegeben durch

k

P =3 ()

=0
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Ist N grof}, so miissen i.a. aufwendige Berechnungen durchgefiithrt werden. Daher liefert

der Zentrale Grenzwertsatz eine einfache Approximationsmoglichkeit geméaf:

k— Np k— Np
FV(k)=P(Sy<k)=P | Sy < ——=— | 0| —— | .
Y VNp(L—p Np(1 —p

Fiir p = 0.3, N = 100 und & = 40 erhélt man als Approximation ®(2.18) = 0.985371. Der
exakte Wert ist P(Sy < 40) = 0.987502.

Eine Faustregel zur Anwendbarkeit des Zentralen Grenzwertsatzes von de Moivre-Laplace
ist: Gilt

N-p-(1-p)=9=3,
so sind die Approximationen aus Satz 9.4.3 fiir Anwendungen brauchbar. Da Np(1 — p)
die Varianz von Sy ist, bedeutet diese Forderung, dass die Varianz hinreichend grofl sein

muf. (Man beachte, dass die Dichtefunktion ¢ aufierhalb des Intervalls [—3, 3] weniger als
0.3% ihrer Fliache besitzt; siehe 4.14.7)

Abgewandelter Zentraler Grenzwertsatz von Moivre-Laplace: In der Inferenz-
Statistik wird der Zentrale Grenzwertsatz von Moivre-Laplace vor allem in der folgenden
abgewandelten Form benutzt:

p(1 —p)

P ( i b) ~ 9() - B(a),
wobei p = % Sy gesetzt wird.

9.4.4 Beispiel
Wir wenden nun den Zentralen Grenzwertsatzes von de Moivre-Laplace auf den 1000-

fachen Wiirfelwurf an. Folgende Ereignisse werden betrachtet:
1. Die Anzahlen von Sechsen betrigt genau 166.
2. Es werden zwischen 150 und 200 Sechsen beobachtet.
3. Es werden mehr als 180 Sechsen beobachtet.
Die absolute Haufigkeit Sigo0 = 1000 - f(199) der Ziffer Sechs folgt einer Bin(1000, 5)-

Verteilung. Daher kann wegen Np(1—p) = 1000- 3 -2 = 138.89 Satz 9.4.3 benutzt werden.
Die Wahrscheinlichkeit des ersten Ereignisses ldsst sich folgendermaflen approximieren:

P(SIOOO = 166) = P(Slo()o S 166) — P<51000 S 165)

. (166 - 166.67) o (165 - 166.67)
V138.89 V138.89

— ®(—0.06) — ®(—0.14) = B(0.14) — &(0.06)

— 0.555670 — 0.523922 = 0.031748.
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Der exakte Wert betriagt 0.069007. Fiir das Ereignis {150 < Sjgoo < 200} erhélt man die

Approximation:
P(15O S SlOOO S 200) — P(Slooo S 200) - P(Sl(JOO S 149)
~ (200 — 166.67) 9 <149 — 166.67)
V138.89 v 138.89
= $(2.83) — ¢(—1.50) = (2.83) + P(1.50) — 1
= 0.997599 + 0.933193 — 1 = 0.930792.
Der exakte Wert ist 0.926453. Fiir das dritte Ereignis berechnet man:

180 — 166.67)

138.89
=1—®(1.13) = 1 — 0.870762 = 0.129238.

P(‘SlOOO > 180) =1- P(Sl()OO < 180) ~1—9 (

Der exakte Wert ist 0.120896.

Die folgenden Beispiele betreffen Anwendungen des Zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg-

Lévy.

9.4.5 Beispiel

Ein Unternehmen produziert Glithbirnen, deren Lebensdauer mit p = 10.000 Stunden
angegeben wird. Die Standardabweichung ¢ wird mit 1.000 Stunden veranschlagt. Dann
betragt die Wahrscheinlichkeit, dass die mittlere Brenndauer von 400 Gliithbirnen minde-

stens 9.900 Stunden betragt approximativ

b'd X 400 — 10. . —1o0.
P(X 400 >9.900) = P (\/40()400—0000 > mg 900 — 10 000>

1000  — 1.000
X 100 — 10.000
=P (\/4004001T > —2) ~1— ®(2) = 0.977250.

Die durchschnittliche Brenndauer der 400 Glithbirnen betrédgt daher mit einer Wahrschein-
lichkeit grofier als 97.7% iiber 9.900 Stunden.

9.4.6 Beispiel

Zur Einschitzung der Leistungsfdhigkeit von FlieBbandarbeitern wird die zur Bearbeitung
eines Standardvorganges notwendige Zeit bei 100 Personen gemessen. Es wird angenom-
men, dass die Bearbeitungszeit im Mittel 60 sec betriagt. Die Standardabweichung wird

mit 10 sec angesetzt.

Gesucht ist der Wert der Wahrscheinlichkeit, dass das arithmetische Mittel von 100 Perso-
nen hochstens 2 sec vom Sollwert 60 sec abweicht. Mittels der Tschebyscheff-Ungleichung

erhélt man folgende untere Schranke fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit:

Val’yloo 1
=1—--=0.75.
22 4

P(| X100 —60] <2)=1— P(| X190 — 60| >2) >1—
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Man beachte, dass die Abschitzung fiir eine beliebige Verteilung richtig ist. Die Anwen-
dung des Zentralen Grenzwertsatzes liefert die Nédherung:

P(| X100 — 60| <2) = P(—2 < X099 — 60 < 2)

X o0 —
=P (—2 < /100 %60 < 2) ~D(2) — B(—2) =20(2) — 1
— 0.9545.

Dieser Wert ist bei zugrundeliegender Normalverteilung exakt, bei einer anderen Vertei-

lung als approximativ anzusehen.



