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1. Einleitung

Das Konzept der Datentiefe ist ein allgemeiner multivariater, nichtparametrischer und ro-
buster Ansatz in der Statistik, deren fritheste Form erstmals im Jahre 1975 von John Tukey
formuliert und danach von vielen anderen in unterschiedlichsten Formen weiterentwickelt
wurde. Im Rahmen eines Aufsatzes (Kustosz et al., 2015) wurden innerhalb einer grofen
Klasse von Regressionsmodellen mehrere neue, vereinfachte Varianten einer verallgemei-
nerten Simplex Datentiefe untersucht. Die Simplex-Datentiefe ist eine wohlbekannte Form
der Datentiefe, deren Verallgemeinerung durch eine Verkniipfung mit anderen Formen der
Datentiefe realisiert wird.

Die Datentiefe allgemein ordnet jedem Punkt 6 eines Parameterraumes © eine reelle Zahl
zu, die die ,Tiefe“ von 6 innerhalb der Stichprobe misst. Mit ihrer Hilfe kénnen Begriffe
wie Rénge und Quantile auf den multivariaten Fall verallgemeinert werden.

Im Aufsatz (Kustosz et al., 2015) werden nun, basierend auf den hergeleiteten vereinfachten
Varianten der verallgemeinerten Simplex-Datentiefe, Parametertests fiir die Regressions-
modelle entwickelt und ihre asymptotische Verteilung hergeleitet. Die Vereinfachung ist
weniger Computer-intensiv und ermdoglicht gerade die unkomplizierte Herleitung asym-
ptotischer Verteilungen. Weiter wird unter gewissen Bedingungen an die jeweiligen Re-
gressionsmodelle die Konsistenz der Tests bewiesen. Mehrere spezielle Regressionsmodelle
werden auf ihre Eignung {iberpriift, die vorherigen Resultate anzuwenden. Schliefslich wird
zu zwei Modellen die Giitefunktion durch eine Simulationsstudie geschitzt.

In der vorliegenden Arbeit werden die Resultate des Aufsatzes (Kustosz et al., 2015) dar-
gestellt. Die Beweise werden dabei an vielen Stellen ausfiihrlicher gestaltet. Ein eigenes
Kapitel fiihrt in die Thematik der Datentiefe ein und stellt die erforderlichen Grundbegrif-
fe vor. Beispielabbildungen ergénzen im ersten Drittel der Arbeit den Text. Desweiteren

wird die Simulationsstudie im Rahmen von drei weiteren Regressionsmodellen fortgefiihrt.

Kapitel 2 erlautert das Konzept der Datentiefe ausfiihrlicher. Aufserdem werden die be-

notigten Formen der Datentiefe sowie die zum Verstindnis erforderlichen mathematischen
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Begriffe eingefiihrt und Zusammenhinge dargestellt.

Kapitel 3 stellt zunéchst ein zentrales Resultat vor, welches dann (unter gewissen Anfor-
derungen an das Regressionsmodell) die Anwendung der vereinfachten Datentiefe-Formen
ermdglicht. Diese werden danach eingefiihrt und die asymptotischen Verteilungen der Tests,
die sich daraus ergeben, werden hergeleitet. Schlieflich wird unter bestimmten Bedingun-
gen an das zugrundeliegende Regressionsmodell die Konsistenz der Tests bewiesen.
Kapitel 4 beginnt mit einer kurzen Besprechung des Vorzeichentests, welcher in den Simu-
lationsstudien als Vergleich herangezogen wird. Fiir drei Regressionsmodelle wird danach
die Anwendbarkeit der vereinfachten Simplex-Datentiefe besprochen und die Konsistenz
der Tests fiir diese Modelle diskutiert. Es schliefst sich die Simulationsstudie an, die fiir
die drei Modelle durchgefiihrt wurde, und bei der die Giitefunktionen der Tests fiir die
drei Modelle sowohl fiir normalverteilte als auch fiir kontaminiert normalverteilte Fehler
simuliert werden.

Abschliefend werden die zentralen Ergebnisse in Kapitel 5 zusammengefasst.



2. Datentiefe

In diesem Kapitel wird der Begriff der Datentiefe aufgebaut.

Im ersten Abschnitt werden in kurzer Form allgemeine Informationen zu diesem Konzept
gegeben. Der zweite Abschnitt liefert dann zunédchst die zum Verstédndnis der fiir uns wich-
tigen Formen der Datentiefe ben6tigten mathematischen Begriffe. Danach werden diese,

zusammen mit einigen ihrer Eigenschaften, eingefiihrt.

2.1. Das Konzept der Datentiefe

Das Konzept der Datentiefe innerhalb einer Stichprobe ist ein nichtparametrischer sta-
tistischer Ansatz. Die erste Version der Datentiefe wurde 1975 in Form der Halbraum-
Datentiefe von John Tukey eingefiihrt. Mit ihrer Hilfe wurde der Tukey-Median definiert,

der eine Verallgemeinerung des univariaten Medians auf den multivariaten Fall darstellt.

Allgemein ordnet eine Datentiefe-Funktion jedem Punkt 6 eines Parameterraumes © eine
reelle Mafzahl fiir die Tiefe von 6 innerhalb der Stichprobe zu. Im Beispiel eines Lokations-
problemes im R, bei dem der Parameterraum und der Wertebereich der Stichprobenvaria-
blen als R* zusammenfallen, korrespondieren kleine Werte der Datentiefe mit Punkten, die
eher auferhalb der durch die Stichprobe generierten Datenwolke liegen, und grofse Werte
mit zentralen Punkten. Die Datentiefe als Abbildung d : R¥ — R ist demnach ein Maf
dafiir, wie weit ein Punkt vom Zentrum der Daten entfernt ist. So entsteht eine Ordnung
der Punkte im RF. Auf diese Weise werden Begriffe wie Ringe, Quantile, Median und

Vorzeichen auf den multivariaten Fall verallgemeinert.

Die Datentiefe hat je nach Situation und Form robuste Eigenschaften unterschiedlicher Aus-
priagung. Es wurden im Laufe der Zeit viele weitere Datentiefefunktionen vorgeschlagen. Zu
nennen sind z.B. sind die Simplex-Datentiefe, die Tangens-Datentiefe, die Oja-Datentiefe
oder die Mahalanobis-Datentiefe.

Der Raum der Anwendungen umfasst viele Gebiete der multivariaten Statistik. So findet
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das Konzept beispielsweise Anwendung in Gebieten wie Ausreifsererkennung, Rangtests,
multivariate Dichteschitzer und das wichtige Gebiet der robusten Regression (Serfling,

2006, S.1 ff.).

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit sind nur die Simplex- und die Tangens-Datentiefe von
Interesse, welche im n#chsten Abschnitt auch ausfihrlicher beschrieben werden. Deren
Kombination wird in Kapitel 3 die Basis fiir die Versionen der vereinfachten Simplex-

Datentiefe bereiten.

2.2. Simplex- und Tangens-Datentiefe

Obwohl die im Folgenden einzufiihrenden Begriffe der affinen Unabhdngigkeit, der konvexen
Hiille sowie schlieflich des Begriffes des Simplex auf allgemeinen Vektorrdumen definiert
werden konnen, wird hier (im Hinblick auf die Anwendungen) der Einfachheit halber nur

der R-Vektorraum R* mit k € N, betrachtet.

Anschaulich erhalten wir ein k—Simplez durch die Verbindung von (k + 1) Punkten
Z1,...,Tp+1 im k-dimensionalen Raum durch Geraden. Beispielsweise ist ein Simplex im
zweidimensionalen Raum ein Dreieck.

Damit jeder Punkt des Simplex eindeutig bestimmt ist, benttigen wir die affine Unabhén-

gigkeit der x;. Dies fiihrt zu folgender Definition:

2.2.1 Definition:

Sei der R-Vektorraum R* und n Punkte z1,...,z, € R* gegeben.

1. z1,...,x, heilsen affin unabhdngig, falls Folgendes erfiillt ist:

VAL A €Rmit A, A £ 0, YN =0gilt: > Ny # 0.
i=1 j=1
2. Die konveze Hiille Conv(zy,...,2,) von x1,...,x, wird definiert als die Menge

n n
Conv(zy,...,xy) == Zijj: Z)‘i =1, >0
j=1 i=1

Wir konnen nun den Begriff des Simplex definieren.
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X2 X3
X3

X1 Xq
X4 X2

(a) Konvexe Hiille von 5 Punkten in der Ebene (b) Simplex in der Ebene

Abbildung 2.1.: Beispiel einer konvexen Hiille und eines Simplex

2.2.2 Definition:
Seien z1,...,r541 € R¥ affin unabhingig. Ein k-Simpler ist dann definiert als die konvexe

Hiille Conv(z1, ..., Tg11)-

Abbildung 2.1(a) veranschaulicht die konvexe Hiille von fiinf Punkten in der Ebene. Der
schraffierte Bereich inklusive Rand kennzeichnet diese. Abbildung 2.1(b) zeigt ein Dreieck,
das einem Simplex in der Ebene darstellt, welcher in diesem Falle durch k 4+ 1 = 3 Punkte

erzeugt wird.
Nun steht uns der begriffliche Apparat fiir die Einfithrung der Simplex-Datentiefe zur

Verfiigung.

2.2.3 Definition (vgl. Liu, 1990, S.407):
Seien n Realisationen & = (z1,...,2,) von RF-wertigen Zufallsvektoren, n > k, gegebenn,

und bezeichne X = R™** den zugehérigen Stichprobenraum. Sei 6§ € R¥.

1. Die Indexmenge M (d), die alle (dil) Teilmengen der Méchtigkeit (d+1) von {1,...,n}

enthélt, definieren wir als

M(d):={(z1,...,2a41): m €{l,...,n}, 21 <22 <...< Zip1}- (2.1)

2. Die Simplex-Datentiefe d:(0,z) : R¥ x X — [0,1] von 6 beziiglich = definieren wir

nun als den Anteil der Simplices, die 6 enthalten, an allen méglichen Simplices.

d;(0,x) :=

Z ]lConU(le,...;L’zk+1)(9)'

(k+1) (#1,--s2K41)EM (K)
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X4 X4
X xo
X4 X1
X3 X3
(a) 0 in Simplex enthalten (b) 6 nicht in Simplex enthalten
X4 X4
X
% 0 X2 «
X4 X X4
X3 X3
(c) 6 nicht in Simplex enthalten (d) 0 in Simplex enthalten

Abbildung 2.2.: Beispiel: Simplex-Datentiefe in der Ebene

In Abbildung 2.2 sind 4 Datenpunkte x; ..., x4 in der Ebene gegeben, sowie der rot ge-
kennzeichnete Punkt 6, dessen Simplex-Datentiefe in Bezug auf =1, ..., x4 wir berechnen
wollen. Die Teilabbildungen (a) bis (d) zeigen alle 4 = (g) verschiedenen 3-elementigen
Punktekombinationen auf, die einen Simplex formen. Zwei dieser Simplices enthalten 6.
1

Die Datentiefe berechnet sich in diesem Beispiel also zu % =3

Wir wollen eine weitere Form der Datentiefe einfiihren, die wir spéter benotigen werden.
Es handelt sich um die, historisch gesehen erste, 1975 von John Tukey eingefiihrte Da-
tentiefe, ndmlich die Halbraum-Datentiefe. Zunichst erinnern wir dazu an den Begriff des

Halbraums.

2.2.4 Definition:
Sei a € R" und v € R. Sei (-,-) : R” x R™ das Standardskalarprodukt im R™. Ein abge-

schlossener Halbrawm beziiglich a und ~ ist definiert als die Menge

{z e R" | (a,z) >~} bzw. {x € R" | (a,x) < ~v}.

Ein abgeschlossener Halbraum ist also ein Teilraum, der dadurch entsteht, dass der ganze

Raum durch eine Hyperebene geteilt wird. Die Hyperebene selbst gehért dabei zum abge-
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schlossenen Halbraum dazu. Zum Beispiel teilt im zweidimensionalen Raum die x-Achse
den Raum in 2 Halbrdume.

Nun kommen wir zur Definition der Halbraum-Datentiefe.

2.2.5 Definition (vgl. Dutter et al., 2003, S.195):
Sei = (x1,...,x,) eine Stichprobe von R¥-wertigen Zufallsvektoren, § € R¥ ein Parame-
ter und X = R™** der zugehorige Stichprobenraum. Die Halbraum-Datentiefe dpqp (0, ) :

© x X — [0, 1] von 6 beziiglich x ist folgendermafen definiert:

ran(0,) 5= = woin 4 | (u,23) < (u,0)} = muin 4 | (w2~ 0) < 0},
u€ERk

N ueRk

Anschaulich wird dabei eine Hyperebene durch 6 gelegt und um 360 Grad gedreht, wobei
jeweils die Anzahl der Datenpunkte auf einer Seite der Hyperebene gezdhlt wird. Die
minimale Anzahl ist dann der Wert der Halbraum-Datentiefe. Da das Skalarprodukt (a, b)

bekanntlich geschrieben werden kann als

(a,b) = |lal| - ||b]| - cos ¢(a,b), ¢(a,b) Winkel zwischen a und b,

||z|| euklische Norm von z,

reicht es aufgrund des Vorzeichenwechsels der Kosinusfunktion aus, die Hyperebene um 180
Grad zu rotieren und jeweils das Minimum der Anzahl der Datenpunkte auf beiden Seiten
zu notieren. Abbildung 2.3 gibt ein Beispiel fiir vier Datenpunkte in der Ebene. Jede farbige
Gerade teilt die Ebene in (hinsichtlich der Anzahl der Datenpunkte auf beiden Seiten der
Geraden) unterschiedliche Halbraume. In der Legende ist fiir jeden Halbraum die minimale
Punkteanzahl notiert. Die kleinste minimale Anzahl betrigt 1, sodass die Halbraumtiefe

von 6 in diesem Beispiel % betrigt.
Die Halbraum-Datentiefe in § € R” beziiglich x1, ..., z;,; hat die Eigenschaft, genau dann

grofser Null zu sein, falls 6 in der konvexen Hiille der x; liegt.

2.2.6 Satz:
Sei x = (21,...,741) eine Stichprobe von RF-wertigen Zufallsvektoren und 0 € R¥ ein

Parameter. Dann gili:

RS Conv(xl, R ,xk_H) ~ dhalb(ﬂ,az) > 0. (2.2)
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Min. Punkteanzahl=2
Min. Punkteanzahl=1
Min. Punkteanzahl=2
Min. Punkteanzahl=1
Min. Punkteanzahl=2

X
1]

Abbildung 2.3.: Beispiel: Halbraum-Datentiefe in der Ebene

Abbildung 2.4 zeigt solch eine Situation in der Ebene. Sobald 6 aufserhalb der konvexen
Hiille der Datenpunkte liegt, 14sst sich ein Winkel der durch 6 fithrenden Gerade finden,
sodass auf einer Seite keine Datenpunkte vorhanden sind und die Tiefe somit den Wert

Null annimmt.

Eine weitere Form der Datentiefe, die wir im spéteren Verlauf bendtigen werden, ist die
Tangens-Datentiefe, die von Mizera eingefiihrt wurde (Mizera, 2002). Mizera definiert hier-
fiir zuerst iiber den Begriff der schwachen Optimalitit eines Parameters (hinsichtlich einer

Menge von Qualitdtsfunktionen) die globale und lokale Datentiefe.

2.2.7 Definition (vgl. Mizera, 2002, S.1683 f.):
Sei eine Stichprobe x = (x1,...,,) mit z; € R? gegeben sowie der zugehdrige Stichpro-

benraum X = R™*?. Sei weiter ein Parameterraum © C R¥, k € N gegeben.

1. Eine Funktion Qg mit Qz(¢) : © - R :={y e R" | y; € [0,0]Vi=1,...,n}Vx €
X heilt Qualitatsfunktion. Die Komponente Q; := (Qz)i, @ = 1...,n, heilt die zur

Beobachtung i gehdrende Qualitatsfunktion.

2. Sei A C {1,...,n}. Ein Parameterwert * € ©* C O heikt schwach optimal in ©*
beziiglich A, falls gilt:

VOeOIiecAmit Qi) < Qyi(h).

10
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Abbildung 2.4.: Beispiel zu Satz 2.2.6

Die Qualititsfunktion @); misst, wie gut der Fit eines Parameterwertes 6 aus einer Teil-
menge des Parameterraums R? ist. Hierbei soll die Qualitéitsfunktion umso kleiner werden,
je besser der Parameterwert zur Beobachtung x; passt. Schwache Optimalitit von 6 in ©*
beziiglich A bedeutet dann nur, dass es kein Argument 6 € ©* der Qualititsfunktion Q;

gibt, welches Q; fiir alle ¢ € A echt kleiner werden ldsst als Q;(0).

Mithilfe des Begriffes der schwachen Optimalitdt kénnen wir die die globale Datentiefe dg,

und ihre lokale Version dj,; definieren.

2.2.8 Definition (vgl. Mizera, 2002, S.1684 ff.):
Unter den Voraussetzungen und Bezeichnungen von 2.2.7 sind dg (6, x) : © x & — [0,1]
und dii (0, ) : © x X — [0, 1] definiert als

1
1. dy(0;x) = on ACI{I}iIl " #{AY . 0 ist nicht schwach optimal in © beziiglich A},

1
2. dik(0; ) := on Acgin " #{AC :V ©F offen ,0 € ©* C O, ist 0 nicht schwach

optimal in ©* beziiglich A}.

Die globale Datentiefe gibt also die minimale Anzahl an Beobachtungen an, die entfernt
werden miissen, sodass 6 nicht schwach optimal beziiglich der verbleibenden Beobachtun-
gen ist.

Je nach dem zugrunde liegenden statistischen Modell und der benutzten Qualitatsfunk-

tion konnen sich bereits bekannte Formen der Datentiefe als Spezialfille ergeben. In der

11
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Situation von Definition 2.2.5 ergibt sich die Halbraum-Datentiefe, wenn wir als Qualitéts-
funktionen @; den euklidischen Abstand von x; zu 6; verwenden, @Q; := ||z; — 0| (Mizera,

2002, S.1685).

Bevor wir nun zu der in dieser Arbeit wichtigen Tangens-Datentiefe kommen, wollen wir
auf einen weiteren Spezialfall der globalen Datentiefe eingehen. Es handelt sich um die
erstmalig 1999 von Rousseeuw und Hubert eingefiihrte Regressions-Datentiefe (Rousseeuw
und Hubert, 1999). Wir betrachten ein multiples lineares Regressionsmodell mit abhén-
giger Variable y; € R, unabhéngigen Variablen x; := (21, ... ,$i(k_1)) € R*! und der

Modellgleichung
Y, = 01 + 09241 —I—...—I—Hkl‘i(k_l) +€, 1=1,...,n, (2.3)

mit den k unbekannten Parametern 61, ..., 0. Wir setzen b; := (y;, ;).

Rousseeuw und Hubert geben nun die folgende Definition:

2.2.9 Definition (vgl. Rousseeuw und Hubert, 1999, S.388):
Die Regressions-Datentiefe eines Parameters (Fits) § € R* beziiglich der Beobachtungen
bi, i+ = 1,...,n, ist die kleinste Anzahl an Beobachtungspunkten, die entfernt werden

miissen, damit 6 ein Nonfit ist.

Hier bedarf der Begriff ,Nonfit* einer weiteren Definition.

2.2.10 Definition (Rousseeuw und Hubert, 1999, S.397):

Der Parameter (Fit) 6 € R¥ heift ein Nonfit beziiglich der Beobachtungen b;, i = 1,...,n,
falls eine affine Hyperebene H im Raum der x; existiert, sodass «; ¢ H fiirallei =1,...,n
erfillt ist, und fiir die Residuen r; :=y; — 61 — Goxj1 — ... — 9k$i(k—1) Folgendes gilt:

r; > 0 fiir alle Bebobachtungen z;, die in einem der entstehenden beiden offenen Halbriume
des z-Raumes liegen, und r; < 0 fiir alle Beobachtungen, die in dem anderen offenen

Halbraum liegen.

Der Begriff ,Nonfit“ meint also, dass eine affine Hyperebene (d.h. eine Hyperebene, die
nicht notwendigerweise durch den Ursprung geht, sondern um einen Betrag verschoben
sein kann) im Raum der x; existiert, die diesen in zwei Halbrdume teilt. Hierbei darf

kein x; auf der Hyperebene liegen. Die zu den Beobachtungen in einem offenen Halbraum

12
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—— Kein Nonfit

—— Nonfit

I
\

Abbildung 2.5.: Fit und Nonfit in einer einfachen linearen Regression

gehorenden Residuen miissen entweder strikt grofser Null oder strikt kleiner Null sein. Die
Regressions-Datentiefe z&hlt dann die minimale Anzahl an Punkten, die entfernt werden

miissen, damit obige Situation eintritt.

Wir veranschaulichen die Situation mit einem Beispiel in der Ebene, d.h. durch eine ein-
fache lineare Regression. Abbildung 2.5 zeigt sechs Datenpunkte in der Ebene. Hier ist
ein Nonfit abhéngig von der Existenz einer reellen Zahl v, sodass r;(6) 20V x; < v und
ri(0) ; 0V x; > v. Diese Situation ist bei dem Fit, der durch die blaue Gerade dargestellt
wird, offensichtlich nicht gegeben. Bei dem Fit, der durch die rote Gerade dargestellt wird,
existiert eine relle Zahl, die in der Abbildung mit ,,v* markiert ist: Alle Residuen, die zu
x-Werten gehoren, die kleiner als v sind, sind kleiner als Null. Alle zu x-Werten, die gréfer

als v sind, gehoérenden Residuen sind grofer Null.

Anhand der Abbildung sehen wir aufserdem, dass ein Fit 0, reprisentiert durch eine Gerade,
genau dann ein Nonfit ist, falls ein Angelpunkt z € R? existiert, um den die Gerade bis
zur Vertikalen rotiert werden kann, ohne dass sie eine Beobachtung b; passiert (Rousseeuw
und Hubert, 1999, S.387). Ist dies jedoch der Fall, so bewirkt eine beliebig kleine Rotation
in die andere Richtung, dass die Betrdge sdmtlicher Residuen sich verringern.

Diese Uberlegungen lassen sich problemlos auf den hoherdimensionalen Fall der multiplen

13
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linearen Regression iibertragen. Wir erhalten daher folgende &quivalente Definition eines

Nonfits:

2.2.11 Definition:
Im multiplen Regressionsmodell 2.3 heift der Fit § € R¥ ein Nonfit beziiglich der Beob-

achtungen b;, i = 1,...,n, falls gilt:

30 eRF: Jy — (L) 0| < |y — (L, 2)70) Yie{l,... n} (2.4)

Wir stellen fest, dass dies aber die Negation der schwachen Optimalitdt von 6 beziiglich
{1,...,n} ist, wenn wir als Qualitatsfunktionen den Betrag der Residuen verwenden. Die
Definition des Nonfits fallt also in diesem Setting mit der der nicht schwachen Optimalitét
zusammen.

Weiterhin ist dann die Regressions-Datentiefe gleich der globalen Datentiefe, wie aus der
Definition selbiger leicht klar wird. Wir sehen also, dass die globale Datentiefe von Mizera
als Verallgemeinerung der Regressions-Datentiefe auf beliebige Modelle und Qualitatsfunk-

tionen gesehen werden kann.

Wir kehren nun wieder zum allgemeinen Fall der globalen Datentiefe zuriick. Eine einfacher
zu handhabende Variante dieser ist die Tangens-Datentiefe. Wir gehen von der Tatsache
aus, dass eine notwendige Bedingung fiir die schwache Optimalitéit von 6 ist (Mizera, 2002,

S.1687), dass gilt:

9 90,
0 € Conv <<9Qel<90)’ L ;29 (90)> . (2.5)

Hierbei ist %% (), der Vektor der partiellen Ableitungen von Q; nach @ = (61, ...,6;) € RF

(an der Stelle z € R¥), definiert als

0Q )
ap ()=
()

Dann definieren wir die Tangens-Datentiefe d;, folgendermafsen:

14
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2.2.12 Definition (vgl. Mizera, 2002, S.1687):
Unter den Bezeichnungen und Voraussetzungen von 2.2.7 sei © offen und Q;(0, x) diffe-
renzierbar in 0y V @ € X, i = 1,...,n. Die Tangens-Datentiefe dign : © X X — [0, 1] ist

dann gegeben als

1 . ) 0Q;
dtan (00, x) 1= ;, nin #{i " a%

(60) <0}

Durch Umschreiben erhalten wir dygy, (6o, ) 1= %felg’lﬁ #{i: (u, 85%"' (6o)) < 0}. Dies konnen
wir als die Halbraum-Datentiefe von 0 € R” interpretieren beziiglich der Datenpunkte
(%3 60), . % (60)).

Die globale, lokale und Tangens-Datentiefe stehen in Zusammenhang und sind unter be-

stimmten Bedingungen sogar gleich.

2.2.13 Satz (Mizera, 2002, S.1688):
In der Situation von Definition 2.2.12 qiltV 0 € O, x € X':

1. dlok(ﬁ,x) S dgl(e,x) S dtan(e,.ib).

2. Ist © eine konvere Menge, und sind alle Qualitdtsfunktionen Q; ebenfalls konvez,

dann gilt:

dlok(e, CL‘) = dgl(& :13) = dtan(e, CL')

Wir kommen zuriick zur Simplex-Datentiefe. Diese kann aufgrund von 2.2 &quivalent in

der Form

dy(0,x) =

( ) Z ]l(dhalb(e,le,...kaJrl) > 0)
k+17 (2. 2541)EM (K)

geschrieben werden. Hierbei bezeichnet 1(f(x) > 0) die Indikatorfunktion 1 4(z) mit A :=
{z | f(z) > 0}.

Wird nun die Halbraum-Datentiefe durch eine beliebige Datentiefe-Funktion ersetzt, ergibt

sich eine Verallgemeinerung, die wir als verallgemeinerte Simplez-Datentiefe bezeichnen.
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2. Datentiefe

2.2.14 Definition:
In der Situation von Definition 2.2.7 sci eine Datentiefefunktion d : © x REFDxd [0, 1]
gegeben. Dann ist die verallgemeinerte Simplex-Datentiefe ds : © x R™*4 — [0, 1] definiert

als

1
dy(0, ) == ) > 1L(d(0, 22, T2y ,,) > 0). (2.6)
k+1 (Zl,.‘.,zk+1)€M(k)

Von nun an werden wir mit dem Begriff ,,Simplex-Datentiefe die Tiefe aus Definition 2.2.14
bezeichnen, und wir setzen fiir die Datentiefefunktion d im weiteren Verlauf dieser Arbeit

die Tangens-Datentiefe ein.

Wir stellen nun einige Uberlegungen an, wie ein Testkonzept auf den Parameter 6 im Rah-
men der Datentiefe aussehen konnte (Kustosz et al., 2015, S.2). Die Simplex-Datentiefe
sollte grob gesprochen grok sein, falls § € R der korrekte Parameter ist, und klein andern-

falls. Daraus erhalten wir einen einfachen Ansatz, fiir R¥ = ©g U ©; die Hypothese
Hy:0c0y vs. H;:0c€ 0, (2.7)

zum Niveau « zu testen. Sei hierfiir g, das a-Quantil der Verteilung bzw. Grenzverteilung
der sich aus 2.6 ergebenden Statistik ds(6, X), wobei X ein n-Tupel Ré%wertiger Zufalls-

vektoren ist. Ein Test ¢ : R"*¢ — {0, 1} fiir das obige Hypothesenpaar hat nun die Form

1 < qa

o(x) = falls sup ds(0,x)
[ISSH)

0 > Qo

Dieser Test ist wegen sup ds(0, X) > ds(0, X) fiir alle € ©¢ und damit
[USSH

Py(sup ds(0,x) < qo) < Pp(ds(0,x) < qo) = VO € 6Oy
9’6@()

ein (asymptotischer) Test zum Niveau a.

Aufgrund der Schwierigkeiten bei der Herleitung einer zumindest asymptotischen Vertei-
lung der Teststatistik werden wir, unter Beschrinkung auf eine ausgewihlte Klasse von

Regressionsmodellen in Abschnitt 3.1, vereinfachte Simplex-Datentiefen in Abschnitt 3.2
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2. Datentiefe

herleiten.

Die Basis dafiir ist der Umstand, dass, falls die Regressionsfunktion gewissen Anforde-
rungen geniigt, die Tangens-Datentiefe eines Parameters # € R* bei k + 1 Beobachtungen
genau dann grofer Null ist, falls die zugehorigen Residuen alternierende Vorzeichen aufwei-
sen. Da die Berechnung der Simplex-Datentiefe fiir grofse n und k sehr zeitintensiv werden
kann, da (kj—l) Teilmengen auf alternierende Residuenvorzeichen gepriift werden miissen,
wird die Simplex-Datentiefe in drei Versionen vereinfacht, indem nur bestimmte Gruppen

von Residuen beriicksichtigt werden.
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

Dieses Kapitel fiilhrt die vereinfachte Simplex-Datentiefe in drei Versionen im Rahmen ei-
ner bestimmten statistischen Modellklasse ein.

Im ersten Abschnitt wird diese Modellklasse, deren Annahmen in den folgenden Abschnit-
ten immer vorausgesetzt werden, ausfithrlich vorgestellt. Der zweite Abschnitt bereitet mit
einem zentralen Resultat zur Berechnung der Tangens-Datentiefe den Boden fiir die ver-
einfachte Simplex-Datentiefe, die sodann eingefiihrt wird. Der dritte Abschnitt befasst sich
mit der Herleitung der asymptotischen Verteilung der (geeignet normierten) drei Versionen
der vereinfachten Simplex Datentiefe. Der letzte Abschnitt beschéftigt sich schliefilich mit

Bedingungen, unter welchen die resultierenden Tests konsistent sind.

3.1. Die betrachtete Modellklasse

Im weiteren Verlauf wird die spezielle Modellklasse der (nicht notwendigerweise linearen)
Regressionsmodelle betrachtet. Wir folgen dabei im gesamten Abschnitt (Kustosz et al.,

2015). Die Modellklasse ist gegeben durch die Regressionsgleichung
}/i:f(fl,’i,e)—{—ﬁi, 0€®:Rk, i,y €ER, 1 =1,...,n. (31)

f ist hierbei eine frei wihlbare Funktion, deren einzige Voraussetzung ist, dass sie in 6
differenzierbar sein muss. Fiir die Fehler ¢; nehmen wir an, dass diese unabhingig iden-
tisch verteilte Zufallsvariablen sind, deren Verteilung durch ein geeignetes Mafs 1 dominiert
wird.

Die x; fassen wir als gegebene Realisationen von Zufallsvariablen X; auf. Dies bedeutet,
dass wir hinsichtlich der Modellgleichung 3.1 immer auf X; = z; bedingen, z.B. bei Er-
wartungswerten oder Varianzen. Dieses notieren wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit aus

okonomischen Griinden nicht mehr explizit, behalten es jedoch immer im Hinterkopf.
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

Fiir die Zufallsvariablen X; soll iiberdies die Bedingung
X; < Xy < ... < X, fast sicher bzgl. PX1-Xn (3.2)

gelten, wobei PX1»+Xn die gemeinsame Verteilung der X; bezeichnet. Das Beobachtungs-
paar (r;,y;) notieren wir zukiinftig mit b; € R? fiir s = 1,...,n, den Zufallsvektor (X;,Y;)
mit B;. Weiter definieren wir b := (by,...,b,) sowie B := (B1,...,By).

Das i-te Residuum erhalten wir als
r(b’ia 0) =Y - f(x’u 0)

Im Rahmen dieses Modells benutzen wir fiir die Qualitdtsfunktion der Tangens-Datentiefe

der Beobachtung b; das quadrierte Residuum:
r2<bi> 9) = (y’L - f(xza 0)>2

Es erweist sich im Folgenden als zweckméfig, die daraus resultierende Form der Tangens-

Datentiefe in einer geringfiigig anderen, dquivalenten Form zu schreiben:

3.1.1 Bemerkung (Kustosz et al., 2015, S. 4)'
dian(0,b) == = mm #{i: TM <0}=-+ m%{n #{i : uTw(x;, 0)r(b;, 0) <0},
e n

: —_  Of(zif
wobel w(x;, 0) definiert ist als w(x;,0) := %.
Beweis:
Es ist
or®(bi,0) _ Or(bi, 0) _ Nyi — f(@,0)) _ o Of (b, 0)
06 2r(bi,0) =g — = 2r(bi.6) 06 =2 =5
Weiter gilt
of(bi,0) of(bi,0)
—ouTr(b; < —uTr(b; <
2u” r(b;, 0) 50 = 0< —u r(b;,0) 50 = 0
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

und schliefflich

af(b;,0) af(b;,0)

zfrel]iRr}L #{i: —uTr(b,-,H)T <0} = 1%%1 #{i uTr(bi,G)T <0},
und daraus folgt die Behauptung. O

3.2. Vereinfachte Simplex-Datentiefe durch alternierende

Residuenvorzeichen

Der folgende Abschnitt folgt dem Aufsatz von Kustosz et al. (2015). Durch die folgende

Definition formalisieren wir die Idee von alternierenden Vorzeichen einer Funktion.

3.2.1 Definition (vgl. Kustosz et al., 2015, S.4):

Sei f:]a,b] =R, z €R, v=(vy,...,vp41) € RFFL

1. Die Vorzeichenfunktion sign : R — {—1,0, 1} ist definiert als

1 z >0
sign(z) := {0 falls =0

-1 z < 0.

2. Der Vektor v hat alternierende Vorzeichen, falls gilt:

Vi=1,....,k: sign(v;) = —sign(viy1) # 0.

Falls also v alternierende Vorzeichen hat, besitzt der Vektor k Vorzeichenwechsel.

3. f hat k Vorzeichenwechsel im Intervall [a, b], falls fiir endliches A mit

A={j|I3n1<z2<...<zjp1 €la,b]: Vi=1,...,j5:

sign(f(zi)) = —sign(f(zi+1)) # 0}

gilt: k = max A.
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

Das Maximum einer endlichen Menge von natiirlichen Zahlen ist dabei als das grofite

Element dieser Menge definiert.

Nun kommen wir zu einem zentralen Resultat dieser Arbeit. Wir betrachten den Fall
n = k + 1, da wir an der Tangensdatentiefe d = dq, interessiert sind, die in Formel
2.6 mit Teilmengen von genau (k + 1) Beobachtungen eingeht. Der folgende Satz gibt
Voraussetzungen an, unter denen die Tangens-Datentiefe genau dann gréofer Null ist, wenn
die Residuen alternierende Vorzeichen aufweisen. Dies wird zu einer Umformulierung der
Simplex-Datentiefe fithren, die den Boden fiir die bereits angesprochenen Vereinfachungen

bereitet.

3.2.2 Satz (Kustosz et al., 2015, S.4 f.):
Seien zum Modell 3.1 (k + 1) Beobachtungspaare b; = (x;,y;), b = (b1,...,bg+1), gegeben.
Sei gemafs 3.2 hierbei x1 < x2 < ... < Ty1. Die Funktion v,(z) : [z1,25+1] — R sei

definiert als v, (z) == uTw(z,0). Sind dann die Voraussetzungen

1. Y u e RF: w,(x) hat hichstens (k — 1) Vorzeichenwechsel im Intervall [x1, xx11],

2.VteS:={z|ze{-1,1}*1 A 2z hat hichstens (k — 1) Vorzeichenwechsel} :
3 u* € RF mit sign(vy(x;)) =t; Vie {1,...,k+1}

erfillt, so gilt:

dian(0,0) >0 < (r(b1,0),...,7(bpy1,0))T hat alternierende Vorzeichen,

oder 3ie{l,....,k+1}: r(b;,0)=0. (3.3)

Beweis (vgl. Kustosz et al., 2015, S5.25)::
Sei 0 beliebig, aber fest.
Offensichtlich gilt:
r(bj,0) =0 firein j € {1,...,k+1} = dn(0,b) > 0.

Wenn wir nun also annehmen, dass r(b;,0) >0V i=1,...,k+1, und dann zeigen kénnen

dian(0,0) >0 < (r(by,0),...,7(bpy1,0))" hat alternierende Vorzeichen,
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

so ist Satz 3.2.2 bewiesen. Denn fiir den Fall, dass es unter den (k + 1) Residuen eines
gibt, welches gleich Null ist, ist die Riickrichtung von 3.3 klar nach obiger Anmerkung.
Die Hinrichtung ist wahr, weil die Oder-Bedingung der rechten Seite der Implikation nach
Voraussetzung wahr ist.

Wir setzen nun also r(b;,0) >0V i=1,...,k+ 1 voraus.

«.
» = -

Angenommen, (7(by,0),...,7(bpy1,0))" hat nicht alternierende Vorzeichen, d.h.

Jip € {1,...,k} mit sign(r(b;,,0)) = sign(r(bi,+1,0)).

Definiere s; := sign(r(b;,0)) Vi=1,...,k+ 1, sowie s := (s1,...,8k+1). Dann ist s € S,

und nach Voraussetzung 2 gilt:
Ju, €eR¥: sign(vg(z;)) =s;Vi=1,... . k+1.
Daraus folgt dann
sign(vys(z;))sign(r(b;,0)) =1V i=1,...,k+1,
sodass vy« (x;) und r(b;, 0) fiir jedes i die gleichen Vorzeichen haben. Daraus folgt aber
Vg ()7 (bi, 0) = u* w(a, O)r(bi,0) >0V i=1,... k+1.
Also ergibt sich, dass di., (6, b) = 0. Die logische Umkehrung liefert:

dian(0,b) >0 = (r(b1,0),...,r(bks1,0)) hat alternierende Vorzeichen.

.
S

Angenommen, diq,(0,b) = 0. Dann gilt
Ju* e RF: u*Tw(a:i,G)r(bi,G) = vy (zi)r(bi,0) >0Vi=1,...,k+ 1. (3.4)

Da nach Voraussetzung 1 v,» hochstens (k — 1) Vorzeichenwechsel in [z1, xi41] hat, gibt
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

es ein ig € {1,...,k} mit
sign(vyx(2ig)) = sign(vus (Tig+1)).
Zusammen mit 3.4 folgt dann
Uy (Tig )7 (Dig, 0) >0 A vyr (ig41)7(big+1,0) > 0 = sign(r(bs,, 0)) = sign(r(biy+1,0)),

da sonst auf der linken Seite der Implikation nicht beide Ausdriicke gréfer Null wéren.
Also hat (r(b1,0),...,7(bgks1,0)) nicht alternierende Vorzeichen. Die logische Umkehrung

ergibt wieder:
(r(b1,0),...,7(bgs1,0)) hat alternierende Vorzeichen = dygn(6,b) > 0

O

Da fiir die Fehler im Modell 3.1 eine stetige Verteilungsfunktion angenommen wird, besitzen
auch die Residuen eine stetige Verteilungsfunktion fiir alle § € R¥. Dies bedeutet, dass
das Ereignis, dass mindestens ein Residuum gleich Null ist, eine Nullmenge beziiglich der
gemeinsamen (stetigen) Verteilung der Residuen darstellt. Unter den Voraussetzungen von

Satz 3.2.2 gilt daher mit Wahrscheinlichkeit eins die Aussage:
dtan (0, (bzy, .- bsir)) >0 & (7(b2y,0),...,7(bsy,,,0))" hat alternierende Vorzeichen,

mit z; € {1,...,n}Vi=1,....,k+ 1, und 23 < 23 < ... < 2zp41). Dies impliziert unter

dian(0, (bays - -, bsy,,)) > 0 die Identitiit

k+1 k+1
[T 100z, 0)(=1)F > 0) + T 1(r(b;, 0)(—1)"*" > 0) = 1, (3.5)
] =1

da r(b,,,0)(=1)" = —r(b,,,0)(=1)""! fiir alle i = 1,...,k. Die Simplex-Datentiefe kann

somit auch folgendermaken formuliert werden:

—

k+1 k+1
ds(0,b) = — > (Hn (bs,,0)(=1)" > 0) +H]1 (b.,,0)(—1)"*1 >o)>.

(k+1) (zl,...,zk+1)€M(k)
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

Da bei Betrachtung aller ( ) Teilmengen die Berechnung der Simplex-Datentiefe bei

e
grofsem n und k einen hohen Rechenaufwand erfordert, werden in der folgenden Definition
drei Varianten vereinfachter Simplex-Datentiefe vorgestellt. Diese erfordern dann nicht
mehr die Uberpriifung aller (k-+1)-elementigen Teilmengen der Stichprobe auf alternierende

Residuen.
Sei hierzu eine n-elementige Stichprobe b; = (x;,y;) gemif der Modellgleichung 3.1 gege-

ben. Weiterhin seien die Voraussetzungen von Satz 3.2.2 erfiillt.

3.2.3 Definition (Kustosz et al., 2015, S.6):

Die erste Variante der vereinfachten Simplex-Datentiefe ist gegeben als

dM(0,b) :=

S

k+1 '
( H 1 ((r(bgk11)j—-1)+i>0)(=1)" > 0)

T2 (e 0)(-1)F > 0) )

Bei dieser Version der vereinfachten Simplex-Datentiefe betrachten wir also nur (geméfs der
Anordnung der Indexmenge) nebeneinanderliegende (k + 1)-elementige Residuengruppen.
Sind schliefslich keine (k+1) Beobachtungen (und damit Residuen) mehr vorhanden, werden

diese nicht beriicksichtigt.

Abbildung 3.1 gibt ein Beispiel, in dem eine lineare Regression (also © = R?) an 7 Beob-
achtungen angepasst wurde. Betrachtet werden also nebeneinanderliegende Dreiergruppen
von Residuen, im Beispiel zwei Gruppen, die farblich unterschiedlich gekennzeichnet sind.
In der ersten Gruppe finden sich alternierende Vorzeichen, in der zweiten nicht. Die erste

Version der vereinfachten Datentiefe hat somit den Wert %

Wir kommen nun zur zweiten Version der vereinfachten Simplex-Datentiefe.
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

— J=1: alternierend
— =2 nicht alternierend

Abbildung 3.1.: Beispiel: Bei dgl) betrachtete Residuengruppen

3.2.4 Definition (Kustosz et al., 2015, S.6):

Die zweite Variante der vereinfachten Simplex-Datentiefe ist gegeben als

1 n—k ,k+1 ‘
d?(6,b) := — ( T2 ((r(vj-14i,0)(=1)" > 0)
=1

j i=1
k+1 ‘
+ H 1 (’I"(bjfpri, 9)(—1)Z+1 > 0) )
i=1
Diese zweite Variante beriicksichtigt zu jedem j = 1,...,n — k das Residuum j und die

(geméf der Anordnung der Indexmenge) k folgenden Residuen.

Abbildung 3.2 enthilt dieselbe Situation wie Abbildung 3.1., nur sind die letzten beiden
Datenpunkte entfernt worden. Wir sehen, dass drei Dreiergruppen von Residuen in d@
eingehen, die hier wiederum farblich unterschiedlich gekennzeichnet sind. Die erste Dreier-
gruppe umfagst die ersten drei Residuen und verschiebt sich dann zweimal um einen Index

nach rechts, bis das Ende der Beobachtungsreihe erreicht ist. Nur einmal sind alternierende

Residuen vorhanden, sodass die Datentiefe hier gleich % ist.

Wir kommen nun zur dritten und letzten Version der vereinfachten Simplex-Datentiefe.

Diese ist nur fiir den Spezialfall k = 2 definiert.
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T
O

— J=1: alternierend
— =2: nicht alternierend
j=3: nicht alternierend

Abbildung 3.2.: Beispiel: Fiir de) betrachtete Residuengruppen in der Ebene

3.2.5 Definition (Kustosz et al., 2015, S.6):
Die dritte Variante der vereinfachten Simplex-Datentiefe ist, fiir den Fall & = 2, gegeben

als
n—1
2

L’ilj > <11(r(bj,9) > 0)L(r(bag1y,0) < 0)1(r(bn—j11,0) > 0)
2 j=1

d®(0,b) ==

S

2

+1(r(bj,0) < 0)L(r(b ns1,0) > 0)L(r(bp—j+1,0) < 0)).

Diese dritte Variante der vereinfachten Simplex-Datentiefe, welche nur fiir £ = 2 definiert
ist und somit nur Dreiergruppen von Residuen erfasst, beriicksichtigt immer das ,mittlere
Residuum“und das j-te sowie das (n — j)-te Residuum, j =1,..., [25*].

Abbildung 3.3 zeigt wieder die gleiche Situation wie Abbildung 3.1. Da eine ungerade An-
zahl von Beobachtungen vorliegt, ist der mittlere Datenpunkt eindeutig bestimmt. Wieder
gehen Dreiergruppen von Residuen in die Datentiefe ein. Das mittlere Residuum wird bei
jeder der drei Dreiergruppen betrachtet. Die erste Dreiergruppe betrachtet zusétzlich die
beiden dufiersten Residuen, die zweite dann die beiden jeweils daneben liegenden Residuen,

bis schliefslich (im Beispiel schon im néchsten Schritt) die Mitte erreicht ist. In diesem Bei-

spiel finden sich nur einmal alternierende Residuen, sodass die Datentiefe hier % betrégt.
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— J=1: nicht alternierend
— J=2: alternierend
j=3: nicht alternierend

Abbildung 3.3.: Beispiel: Fiir dg?’) betrachtete Residuengruppen in der Ebene

3.3. Asymptotische Verteilungen

Um unter Voraussetzung der Anwendbarkeit von Satz 3.2.2 die vereinfachten Simplex-
Datentiefen als Teststatistiken geméh nutzbar zu machen, bedarf es zumindest der Kenntnis

einer asymptotischen Verteilung. Der folgende Satz gibt uns dariiber Auskunft.

3.3.1 Satz (Kustosz et al., 2015, S.6):
Sei eine Folge (B;)ien von Zufallsvariablen gemdff Modell 3.1 gegeben. Gelte weiter fiir den
wahren Parameter 0 € R* | dass Py(e; > 0) = Py(e; < 0) = % Vi=1,...,n. Dann gelten

folgende Grenzverteilungen:

dM0,B)-(H)k  d
1. DV(B,0) = /| 2] — 2 — N(0,1)
Lk+1j \/(%)k(l—(%)k)

2. DP(B,0) = Vn —k

(3) 1
_ dS (Q,B)— d
3. DP(B.0) = /|22 L — N(0,1)
2 /13

Hierbei bezeichnet % die Konvergenz in Verteilung.
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Bevor wir den Beweis angeben, miissen wir noch die Definition der m-Abh#ngigkeit und
den Grenzwertsatz fiir m-abhéngige Zufallsvariablen von Hoeffding und Robbins einfiih-
ren.

Die m-Abhiéingigkeit bedeutet nichts weiter, als dass fiir eine Folge von Zufallsvariablen
(Xi)ien je zwel Elemente dieser Folge, die beziiglich der Indexmenge einen groferen Ab-
stand als m haben, stochastisch unabhingig sind. Daher erhalten wir die folgende Defini-

tion:

3.3.2 Definition (Brockwell und Davis, 2006, S.212):

Eine Folge von Zufallsvariablen (X;);cn heift m-abhéngig, falls gilt:

(X1,...,X;) und (Xitm+1, Xitm+2, - - .) sind stochastisch unabhéngig V ¢ > 1.

Hoeffding und Robbins gaben 1948 einen Grenzwertsatz fiir Folgen streng stationdrer
m-abhéngiger Zufallsvariablen an. Aus der strengen Stationaritdt folgt bekanntlich, dass

Var(X;) =c*und E(X;) =puVicN.

3.3.3 Satz (Shang, 2012, S.713):
Sei (X1)ien eine Folge streng stationdrer, m-abhangiger Zufallsvariablen. Sei E(X;) = p
und 0 < Var(X;) < oo Vi€ N. Dann gilt:

(izn: >—>/\/'(O 1),
=1

mit 7 = Var(Xy) + 22;”;51 Cov(X1, Xj).

Mit diesen Hilfsmitteln kénnen wir jetzt die behaupteten Grenzverteilungen nachweisen.

Beweis zu Satz 3.53.1 (vgl. Kustosz et al., 2015, S.25 [f.):

Zu Beginn sei festgehalten, dass, da 6 der wahre Parameter ist, r(B;,0) = ¢; gilt, denn:
r(Bi,0) =Y — f(X;,0) = f(X;,0) + & — f(Xi,0) =€
Daraus folgt aufgrund der Voraussetzungen

Pg(T(Bi,Q) > 0) = PQ(T(BZ',G) < 0) = %,
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und die Familie der Residuen r; := r(B;,6), i = 1,...,n, ist stochastisch unabhéngig.
Zu 1.)
Setze
k41 ‘ k+1 ‘
H 1 ((r(Brg1)(j—1)+i 0)(=1)" > 0) + H 1 (r(Bjet1)(j—1)+i 0) (1) > 0) .

Dann sind die W; nach Gleichung 3.5 Bernoulli-Variablen fiir alle j € 1,...,[}7] und
fiir alle n > k 4+ 1, n € N. Wir werden nun den Erwartungswert von Wje unter dem wah-
ren Parameter berechnen und erhalten damit, da es sich um Bernoulli-Variablen handelt,

gleichzeitig den Wert der Varianz.

Sei G :=={z € {l,...,k+1} | 3a € N: z = 2a} die Menge der geraden Zahlen in
{1,...,k+1}und U :={x € {1,...,k+1} | 3a € N: 2z = 2a—1} die Menge der ungeraden
Zahlen in {1,...,k+1}. Sei weiterhin j beliebig, aber fest, und Ag := {r(bgq1)(j—1)+1,0) >
0} das Ereignis, dass das erste der betrachteten (k + 1) Residuen grofier Null ist.

Es ergibt sich dann, da Py(Ag) = Pyp(=4o) = 3,

k+1
1 )
~ Pp(Wf=1]A) = (H L(r(By1) (1)1 0) (=1 > 0) = 1) (3.7)

2
= Pg<< H ]I(T(B(k—&—l)(j—l)—l—iv 0)(—1)i+1 > O) = 1)

i€G

(H L(r(Bet1y(j—1)4i- ) (1) > 0) = 1))

€U

= 2o ([T 10 Bngest) <01 =1)

1€G

(H]l (k+1)(j— 1)+i79)>0):1>>

€U

= by Bry1y(j-1)+i- ) <0) = 1>

)

ieG
- Py H ]1 B(k+1 V(G- 1)+170) > 0) = 1)
U

1€G

Py ﬂ{T (k+1)(j—1)+is )>0}>

eU

O O
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

Nach dem gleichen Prinzip erhalten wir

1 1 k+1
S PWi=1]-4)= (=) .

Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich dann

Py(W{ =1) = Pp(W! = 1| Ag)Py(Ao) + Py(W! = 1| =Ag) Py(Ap),

woraus folgt:

R O A A I R s

Die Varianz unter dem wahren Parameter berechnet sich mit p = Pg(Wf = 1) bekanntlich

zu Vav“g(Wf) =p(l —p). Da

Fred
1
ng(e,B):WE w?
E+14 =1

gilt, ist der zentrale Grenzwertsatz direkt anwendbar, womit die Behauptung bewiesen ist.

Zu 2.)

Wir setzen

k+1 ‘ k+1 ‘
VVJQ = H 1 ((T(Bj,1+i, 9)(—1)2 > 0) + H 1 (T(Bj,pri, 0)(—1)Z+1 > 0) .
=1 =1

Nach demselben Prinzip wie bei 1.) erhalten wir, dass Wf Bernoulli-Variablen sind mit
Pg(Wje =1) = (%)k, j =1,...,n — k. Da sich die betrachteten Residuen von Wje und
VVZG, j # [, iiberschneiden fiir alle n > k+ 1, n € N, ist die stochastische Unabhéngigkeit
der WJQ jedoch nicht mehr gegeben und der klassische zentrale Grenzwertsatz nicht mehr

anwendbar.

Die Folge (Wje)jeN ist jedoch k-abhéngig, falls € der wahre Parameter ist, wie wir leicht
einsehen konnen. Sei hierzu ¢ € N beliebig, aber fest.

W, ..., Wf sind Funktionen der Residuen r(By,#6),...,r(Bitk, ), und Wiﬂ_l, Wz‘9+l+1v .
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

mit [ > k Funktionen der Residuen 7(B;4,0),7(Biti+1,0), - . .. Es gilt nun natiirlich ¢+ >
i+ k fiir [ > k, sodass aufgrund der stochastischen Unabhingigkeit der Residuen unter 6
die k-Abhéngigkeit folgt.

Wir zentrieren nun zu Ze We (1) Die Familie von Zufallsvariablen (Z]e)jeN ist dann
streng stationdr mit Erwartungswert Null und endlicher Varianz. Die strenge Stationaritét
folgt unmittelbar aus der Unabhingigkeit und der identischen Verteilung der Fehler und
damit der Residuen unter dem wahren 6.

Somit konnen wir den Grenzwertsatz 3.3.3 auf die Folge (Zje) jeN anwenden.

Die Komponente 7* berechnet sich fiir (Z 9) jen wie folgt:

1 k k+1 k+1
™ = Varg (W{’ - (2> ) +Y 2 Ep(Z0Z8) = Vars(Wi) + > 2-Eg(202Y).  (3.8)
j=2 j=2

Eg(Zije) ergibt sich fiir j = 2,...,k+ 1 als

pre@)er @)
— 5 [wiw?] —(;) Ee[wf]—(;> Ee[WfH(;)

Eo(Z}Z8) = E

=0
1\ ki1 1\ 2k
-G -6)
Der letzte Schritt der Gleichungskette folgt aus
k+j k+j
wiw! = H]l r(Bi,0)(—1)" > 0) +H]1 (Bi,0)(—1)"" > 0) .

Genauso wie im Beweis zu Teil 1.), Gleichung 3.7, erhalten wir dann EQ(WIGW]-G) =

(§)k+j_1, wenn wir die Summationsgrenze (k + 1) in 3.7 durch k + j ersetzen.
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

Einsetzen des soeben Berechneten in Gleichung 3.8 ergibt

SO O ()

Il
N

N N

Also ergibt sich die Komponente 7 fiir die Folge (W;);en aufgrund der Invarianz von 7*

gegeniiber Verschiebungen gerade als 7%. Mit dem Satz 3.3.3 ist die Aussage somit bewiesen.

Zu 3.)

Wir setzen

W! =1(r(B;,0) > 0)1(r(B as1),60) < 0)1(r(Bu_js1,0) > 0)+

2

1(r(B;,0) < 0)L(r(B|az1,0) > 0)L(r(Bnj11,0) <0).

Wieder folgt wie in 1.), angewandt auf genau 3 Faktoren, dass W]‘-g Bernoulli-Variablen

sind mit Py(W/ =1) = 1,5 =1,...,|2*] — 1. Wir zeigen im Folgenden, dass die Familie

von Zufallsvariablen ng stochastisch unabhéngig ist. Die Behauptung folgt dann wieder
wie in 1.) aus dem zentralen Grenzwertsatz.

Zunidichst gilt, fiir j = 1,..., 2| — 1, aufgrund der stochastischen Unabh#ngigkeit der
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

Fehler

Py (W =0 enca) > 0)
=F ({éj >0A €En—j+1 > O} U {Ej >0A En—j+1 < 0} U {éj <O0OA €En—j+1 > 0})
= P@(Ej >0AN€ep_jy1 > 0) + Pg(ej >0AN€ep—j1 < 0) + P@(Ej <O0A€p—ji1 > 0)
1 1 3

7:7:p9(Wj?:0),

.
2222 4

11

2 2

Fiir Pg(Wje = 0), bedingt auf € g1y < 0, gilt ebenso
0 _

=B ({Ej <O0A En—j+1 < 0} U {6j >0A En—jt+1 < 0} U {Ej <O0A €n—j—1 > 0})

= Py(W! =0).

=~ w

Auf analoge Weise erhalten wir

1
Py (Wf =1 €[, >0) -y (Wf =1 €[, <0) = 1= RV =1).

Zudem sind Wf ey WfLH -1 bedingt stochastisch unabhéngig unter der Bernoulli-Variable
2

FE mit

1 faHS GLLHJ >0

E = 2
0 falls € nt1, < 0.
"5
Es gilt also, mit n* := L”THJ — 1, fiir jedes Tupel von Ereignissen w := (w1q,...,wp*) €
{0,13™
n*
Py(W{ =wy,..., W =wpe | E=a) = [[Ps(W! | E=a) fiira=0,1.

i=1

Dies kénnen wir leicht folgendermafen einsehen:

Wir definieren die Ereignisse Agl) und AZ(.O) durch

Agl) = {Ei <OANep—it1 < 0}

Al(.o) ={{e&; >0 A €p_iy1 >0} oder {¢; >0Aep_ir1 <0} oder {e; <OAep_it1 > 0}}.
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

Dann sind Agwl), . ,Agfi”*) stochastisch unabhiingig fiir alle w € {0,1}"", da die Fehler

stochastisch unabhéngig sind. Da nach obigen Resultaten
Py(WY = wi | B =1) = Fy(A™)

gilt, erhalten wir das Ergebnis

* n*

Py(W{ = wi,..., Wi =w, | E=1) = By([ | A)) = [] Po(AX).
=1 i=1

3

=

Eine analoge Uberlegung kénnen wir fiir die Bedingung F = 0 anstellen. Insgesamt folgt

daher die behauptete bedingte Unabhéngigkeit.

Zusammen mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich wir abschliefsend

Pg(Wle = Wiy.-- ,We* = wn*)

=Py(Wl =wy,.... Wh =w,- | E=1)P(E=1) +

Py(WY =wy,..., WP

n

. =wpe | E=0)Py(E =0)

1= 1

=] Pe(Wz‘e:wi‘E:U'i‘f’HPG(Wz‘e:wi‘E:O)'g

=1 =1

11 0 11 0
=5 [P, :wi)+§HPg(Wi = w;)

=1 =1

n*
= PH(Wz‘9 = w;)

=1

O

An dieser Stelle weisen wir noch einmal auf die in Kapitel 2 gegebene, in (2.2) formulierte
allgemeine Form eines auf der Simplex-Datentiefe aufbauenden Hypothesentests hin. Nach
den soeben bewiesenen asymptotischen Resultaten ergeben sich die auf dSL = dgi), 1=

1,2, 3, auftbauenden approximativen Tests bei gegebenem Stichprobenumfang n wie folgt:

1 < gin
o(b) = falls sup d&(@, b)
[ASSH
0 > gl
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

mit

(D)1= (L
q\"), = a-Quantil der A <1> , &) ( n W ) ’
; 2 LmJ
| e B (-3 ks ()
qg)n = a-Quantil der N/ <2> ; n—Fk , und

i . 1 2
qu)n = a-Quantil der N <4, L”1261J> _

Eine dquivalente Form erhalten wir offensichtlich, wenn fiir ngZL die Statistik Dg ) einge-

setzt und fiir qg)n das a-Quantil der Standardnormalverteilung benutzt wird. Diese letzte
Darstellung soll im weiteren Verlauf der Arbeit verwendet werden. Den entsprechenden

Test bezeichnen wir im Folgenden mit gpngi).

3.4. Konsistenz der Tests

Der folgende Abschnitt folgt wieder dem Aufsatz von Kustosz et al. (2015). Fiir den wich-
tigen Fall der einelementigen Nullhypothese Hy : 0 = 0y in 2.7, also O = {0y}, werden wir
in diesem Abschnitt die Konsistenz der Tests gangi), 1 = 1,2, 3, herleiten. Hierzu werden
wir zwei verschiedene Voraussetzungen, die die Zufallsvariablen X; aus 3.2 erfiillen sollen,
betrachten, und die Konsistenz der drei Teststatistiken unter diesen Voraussetzungen un-
tersuchen.

Unter obiger Nullhypothese wird der Test gpq(qu) dabei konsistent fiir 8/ € ©1, also fiir

0" # 0y, genannt, falls der Grenzwert gilt:

lim Py (P =1) = 1.

n
n—0o0

Wir formulieren nun die zwei verschiedenen Anforderungen an die Zufallsvariablen X;.

Voraussetzung 1 formuliert ein endliches Szenario und fordert Folgendes:

Ja,b e R, sodass gilt: a < Xy,...,X,, <b fast sicher Vn € N.
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

In Voraussetzung 2 wird hingegen die Nichtexistenz einer oberen Schranke explizit ge-

fordert:
VbeRdng €N, sodass gilt: X; > b fast sicher Vn>mng, I=1,...,n.

Nun geben wir das zentrale Ergebnis iiber die Konsistenz der Teststatistiken unter den

zwel verschiedenen Voraussetzungen an.

3.4.1 Satz (Kustosz et al., 2015, S.8):
Seien n Beobachtungen aus Modell 3.1 gegeben. Sei 6" # 0.

1. Es gelte die Voraussetzung 1. Die Fehler €; seien symmetrisch um Null verteilt mit

Trager R. Sei auflerdem folgende Bedingung erfiillt:

3d >0, d >0 und eine Zerlegung von [a,b] mit [a,b]= Ufil[ai,bi[, sodass gilt fir
allei=1,...,1:

f(,00) — f(-,0") monoton in [a;, b;[, und |f(-,00) — f(-,0)| > d in [a; + &,b; — 6[# 0.

Dann gilt: Die Tests Pt und ©P2 sind konsistent in €' fiir die Hypothesen
H01(9:90 (L H1:07£90.

2. Es gelte die Voraussetzung 2. Wenn dann fir alle n € N erfillt ist

Ja#0: f(X;,00) — f(Xi,0)=aVi=1,....n, und Py(e; > a) #

)

N

dann gilt wieder: Die Tests 21 und oP? sind konsistent in 0 fiir die Hypothesen

H0:€:90 vSs. H1:07é90.
3. Es gelte die Voraussetzung 2. Wenn erfillt ist

Tim f(c,60) — f(c,0) = oo oder lim f(c,00) — f(c.8') = ~oc,

dann sind Pt D2 und o3 konsistent in 0 fir die Hypothesen Hy : 0 = g vs.

Hy: 0 +#0,.
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

Bevor wir den Beweis zu obigem Satz fiihren, geben wir zuerst zwei Lemmata an, die uns

beim Beweis des Konsistenzsatzes helfen werden.

Das erste Lemma formuliert zwei Bedingungen, bei deren Erfiillung auf Konsistenz ge-

schlossen werden kann.

3.4.2 Lemma (vgl. Kustosz et al., 2015, S.29):
Seien n Beobachtungen gemdfi Modell 3.1 gegeben. Seien 0y € R* und i € {1,2,3} beliebig.
Wenn dann fir alle € > 0 Zahlen Ng € N, 6o > 0 und eine Abbildung DD mit DY (x) >

Dg) (x,00) ¥ © € R™*? egistieren, sodass die Ungleichung

2y (D;0(B)) < Vi <50 - %) | (3.9)

und
Varg (D;;@')(B)) < end? (3.10)

erfillt st ¥V n > Ng, dann gilt fir olle i = 1,2,3 Folgendes:
gpgi ist konsistent in 0’ # 0y fiir die Hypothesen Hy : 0 = 0y vs. Hy : 6 # 0y, und das
sowohl unter Voraussetzung 1 als auch unter Voraussetzung 2. Hierbei bezeichnet u, das

a-Quantil der Standardnormalverteilung.

Beweis (vgl. Kustosz et al., 2015, 5.29):

Fir den Beweis ziehen wir Teschebyscheffs Ungleichung heran, die bekanntlich besagt:

Var(X)

P(X = B0 2 k) < =5

Vk>0eR.

. . . . .. U Ug,
Hiermit ergibt sich fiir alle N > Ny, unter Beachtung von Ve > A (vorausgesetzt, das
Quantil ist negativ, was bei den iiblichen Testniveaus aber erfiillt ist), folgende Abschét-

zung;:
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

92008 - 5 (03089 | v+ i (3 )
< Py ‘D;@')(B) — By (D;*L(i)(B))‘ > \/ﬁ% - \/ﬁ% + \/ﬁ5o>

Durch Grenzwertbildung und Wahl einer Folge €, mit lim, €, = 0 erhalten wir

lim,, oo Pyr (gp{?i = ) = 0. Wir haben somit die Behauptung bewiesen. O

Bevor wir das zweite Lemma angeben, bendtigen wir noch eine Definition:

3.4.3 Definition (vgl. Kustosz et al., 2015, S.7):

Wir definieren I,,(;) als die Menge der in dg’% betrachteten Indexmengen, i = 1,2, 3:

3 Loy = { (11282 )n), (2 1282 = 1), (1228 128 on — 1258 + 1)

Das zweite Lemma hilft beim Beweis von Teil 1 des Satzes 3.4.1, da wir fiir die Konsistenz
der Tests gog),i =1,2,3, fiir Hy : 0 = 6y vs. Hy : 0 # 6y, wie wir sehen werden, zeigen
miissen, dass die Abschiatzung FEy (d(szzz (6o, B)) < (%)k fiir alle bis auf endlich viele n gilt.
Eine hinreichende Bedingung dafiir ist, dass der Erwartungswert aller Summanden unter

0" diese Schranke einhélt, d.h. dass

k+1 k+1 1\ F
Ey (H 1 (r(le,Go)(—l)l > 0) +I]2 (r(le,eo)(—nl“ > o)) < <2> (3.11)
=1

=1

erfiillt ist fiir alle bis auf endlich viele Tupel (ji,...,jkt1) € Ing), @ = 1,2,3, wenn wir n

gegen unendlich laufen lassen.
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

Da unter Py die Aquivalenzkette

r(Bi,80) S0 Y — f(Xi,00) S0e Y — f(Xi,0) S F(X:,00) — f(Xi,0)

S¢S (X)) — f(Xn0)  (3.12)

gilt, ist das Verhalten von f(-,60y) — f(-,6’) von entscheidender Bedeutung. Wir wollen ein
Beispiel angeben, bei dem die Abschétzung 3.11 nicht eingehalten wird (vgl. Kustosz et al.,
2015, S.8).

Dazu betrachten wir eine quadratische lineare Regression ohne linearen Term, also die

Modellgleichung
Y, = f(:L’l,e) +¢€ = 90 + 02:1/‘? + €5, 0= (00,92) c R2,

also k = 2. Wir withlen 6y = (1,0), und ¢’ = (1, 1). Dann erhalten wir f(z;,6p)— f(2,0') =
—22, sowie fiir 3.11 den Ausdruck

Pgl(ﬁjl < —.%'?I,GjQ > —x§2,€j3 < —.’L‘?d) + Pg/(ﬁjl > —x?l,ejQ < —.%'?2,@'3 > —l’i) (3.13)
Dieser Ausdruck wird unter Voraussetzung 2 mit wachsendem n aufgrund der Unbe-
schranktheit der X; und der Wachstumsbedingung 3.2 beliebig klein fiir fast alle (j1, ..., j3).
Unter Voraussetzung 1 kann jedoch die Situation eintreten, dass xj, = 0 und z;, = —xj;, >
0 fiir alle bis auf endlich viele Tupel (j1, j2,j3) € Iy(3). Hier ist ja fest, sodass kein Konflikt

mit der Wachstumsbedingung besteht. Fiir i = 1,2 hingegen gibt es fast sicher héchstens
ein Tupel (j1, j2,73), welches obige Bedingung erfiillt.

Wir ziehen fiir ¢ = 3 folgende Konsequenz aus dem méglichen Eintreten der oben beschrie-
benen Situation: Mit der Festsetzung Py (ej, > —x?l) = 1 + v wird die Gleichung 3.13

zu
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

Hierbei wurden um Null symmetrische Fehler vorausgesetzt.

Mit dem folgenden Lemma fithren wir nun eine Monotonitatsbedingung an f(x;,6p) —

f(z;,0"), i = 1,...,n, ein, die 3.11 durch ein o < (%)k beschrankt, und die in einigen
Féllen auch gewéahrleistet, dass a < (%)k wird.

3.4.4 Lemma (Kustosz et al., 2015, S.8):

Es gelte Voraussetzung A und die Fehler €1,..., ¢, seien symmetrisch um Null verteilt.

Gegeben sei das (k + 1)-Tupel (j1,...,5k+1) C {1,...,n}, mit j1 < jo < ... < Jg+1-

Weiterhin sei a; defintert als

ar == f(xj,,00) — f(z;,0), 1=1,....k+1.

Falls erfillt ist:

a1 <ax < ...<apyy oderay > a2 > ... > apy1,

sowie

dageR>0: ap>ag oder ay<—ag VIi=1,...,k+1,

dann gilt, mit vy := % — Py/(e > ap) > 0, die Beschranktheit von 3.11:

£ (00 (oo >0) < I (o)) < (5 - (5) e

=1

Beweis (vgl. Kustosz et al., 2015, 5.29):
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gelte jeweils die erste der beiden erforderlichen
Bedingungen, d.h. 0 < ag < a1 < ag < ... < agy1. Aufgrund der stetigen und um Null
symmetrischen Verteilung der Fehler gilt:

1

V= < — Pgl(ﬁjl > al) =

5 *—Pgl(éjl<—CLZ)ZOVl:O,...,k+1.

1
2

Daraus folgt Py (e, > a;) = % —yund Py(ej < a;) = %+ vy, letzteres wiederum aufgrund
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der Symmetrie der Fehler. Weiter gilt aufgrund der angenommen Ordnung der ;

—_

0§V0§V1§V2§---§Vk+1§§-

Mir 3.12 erhalten wir das Ergebnis

k+1 k+1
(H]l(r Bj,. 00)(~ >0)+H11( (B, 00)(— )l+1>o)>

=1

k+1 k+1
=FEy <H 1 (Ejl(_ > al ) + H 1 <€Jl l+1 > al(—l)l—i-l))
=1
k+1 k+1

= H By (1 (e3(-1)' > al(=1)"*1)) + H Ep (1 (e, (1) > a(-1)"))
k+l k+1
(e I ()
Die Behauptung haben wir bewiesen, wenn wir die Ungleichung
1\* 1\ 2 1\ 1\ k2
<(s5) -(5) #=<(5) -(5) #
2 2 2 2

zeigen, wobei das letzte Ungleichheitszeichen klar ist. Wir zeigen also die erste Ungleichung,

k+1 1 k+1
11 <2+ z+1yl) +H<

=1

welche, mit y; := 2 - v}, dquivalent ist zu
IT () + T (0 (-1'm) <222, (3.14)

was durch

=1 =1
:’:Hll (; (1 +( 1)l+1y1)) +’:1i[11 (2 (1 + (1) yl>>
1)\ 1 k+1 k+1
)" i fie o)
=1 =1

41
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und durch

R OO A

leicht einzusehen ist. Die Substitution von 2 -1, durch y; liefert die Ordnung 0 < y; < yo <
oo S Yppr < L
Im Folgenden werden wir also die Ungleichung 3.14 durch vollsténdige Induktion iiber k

beweisen.

Induktionsanfang:
Hier konnen wir fiir den eindimensionalen Fall, also fiir £ = 1, mithilfe obiger Ordnung der

y; leicht die Ungleichung

T4+y)Q—y)+ (1 —y)(L+y2) =2 —2y1y2 < 2 — 2y7

verifizieren.

Induktionsschluss:

Wegen yi1+1 > yi gilt
(1= ye) X+ k1) = (1= ypr1) (X +yk) = (14 ye) (1 — Yr1) (3.15)

sowle

(14 yrp—1) (1 —yr) (L + yrr1) = (1 — yp—1) (1 + yi) (1 — Yrt1)- (3.16)

Desweiteren bendtigen wir noch eine allgemeine Ungleichung fiir vier reelle Zahlen a, b, ¢

unddmit 0 <a<bund 0 < c<d:
ad + be < ac + bd, (3.17)
deren Giiltigkeit wir durch die kurze Aquivalenzkette
ad+bc<ac+bdsad—ac<bd—bcsa(ld—c)<bld—c)=a<b

nachweisen.
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Wir unterscheiden nun zwei Félle.

1. Fall: Sei (k + 1) gerade. Wiederholte Anwendung von 3.15 liefert uns

k+1 k+1

[Ta+Eny) = [Ta+ 0w

1

+

T
I
—
I

Nun kénnen wir den eigentlichen Induktionsschluss durchfiihren. Sei also die Induktions-

voraussetzung
k+1 k+1
11 (1+( 1)’“1/1) +11 (1+( 1) ) <2 -2y
=1 =1

gegeben. Es ergibt sich

k42 k+2
H(l + (_]_)H'lyl) + H(l + (_1)lyl)
;ijll = k+1
=10+ E w0+ D) + TTO+ D)0+ 1 )

E+1 k+1
=5 [ (H(l + (=D )@+ (D) Pye) + JTTA+ (D ) (@ + (1) Pyirs)

=1 =1

3171 [ k1
<3 [ ( L+ (D) (4 (D) Byes) + T+ (D ) (1 + (1) 2ypp0)
o

) -
+ (H(l + (=D ) (14 (1) Pypps) + H(l +(=Diy) (1 + (—1)k+3?/k+2)> }
) k+1 k1 -
=5 [ < D)y + [+ (_1)lyl)>
1=1
(04 0 )+ (1 (1))
1 k+1 k+1
2[( 1)y +H (T4 (= )(( +?/k+2)+(1_yk+2))]
1=1
! k:+1
== (T4 (D)) + T+ ( ) -2
2[(121 [T
k1 k1 v
=[O+ ) + [T+ (=D'w) < 2 - 247,
1=1 =1
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Fall 2: Im Falle, dass (k + 1) ungerade ist, ergibt sich durch wiederholte Multiplikation

der beiden Seiten der Ungleichung 3.15 mit den beiden Seiten der Ungleichung 3.16 die

Abschitzung
k+1 k+1
[T+ 0y = A+ (0w
=1 I=1

Die folgende Wahl von a, b, c und d fiir die Formel 3.17 fiihrt auf einen vollstandig analogen

Induktionsschluss wie im Fall 1. Die Behauptung ist dann bewiesen.

k+1 k+1
T+ (=050 (14 (—1)F3y0) + T+ (~D)') (1 + (—1)*2y40)
=1 =:c =1 ;d

=:b =:a

Nun schliefflich beweisen wir den Satz 3.4.1.

Beweis zu Satz 3.4.1 (vgl. Kustosz et al., 2015, S.29 [f.):

Zu 1.) Wir erinnern uns an die Definition 3.4.3 und definieren folgende Mengen:

I}l(i) = {15 Jkr1) € Ly : F2=1,...,1, sodass zj,,..., 2, €[a:+0,b. — [},
1721(1‘) = {15 Jkr1) € Ly \Ié(i) : dz=1,...,1, sodass xj,,...,xj,,, € laz,b.[},

Ig(i) = Iy \ (Ii(i) U Ii(@')) :

Ié(i) enthilt also alle Indextupel aus I,(;), bei denen die korrespondierenden Realisierungen
der unabhingigen Variablen in ein um den Betrag ¢ verkleinertes Intervall der Zerlegung
von [a, b[ fallen. Ig(i) enthalt alle Indextupel aus I;,(;), bei denen die korrespondierenden
Realisierungen der unabhéngigen Variablen in eine komplette Partition fallen, aber nicht
ausschlieflich innerhalb der um den Betrag § verkleinerten Intervalle aus I}L(i) liegen.

I 2(i) enthalt alle Indextupel aus I,,(;), bei denen die korrespondierenden Realisierungen der
unabhéngigen Variablen eine der (I — 1) inneren Klassengrenzen der Zerlegung ,schnei-

den®. Die dufseren Intervallgrenzen kénnen aufgrund von Voraussetzung 1 fast sicher nicht

geschnitten werden.

Nun folgern wir aus den Voraussetzungen des zu beweisenden Satzes, dass Lemma 3.4.4
gilt, wenn wir ag := d setzen, und zwar fur alle (j1, ..., jgt1) aus I}L(i). Daraus ergibt sich,

dass 3.11 nach oben beschrankt ist durch (%)k — (%)k_2 V2, mit v =3 — Py(e; > d) >0
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

fiir alle (k + 1)-Tupel aus I}l(i).
Fir alle (j1,...,jk+1) aus 1721(1‘) erhilt Lemma 3.11 Giiltigkeit, wenn wir ag := 0 setzen. 3.11

ist somit nach oben beschrankt durch (%)k fiir alle (k+1)-Tupel aus IfL( . Da fiir die Tupel

i)
in I,,;die Ungleichung j1 < ja < ... < jgy1 erfiillt ist, sind die korrespondierenden z;,
aufgrund von 3.2 fast sicher streng monoton: z;, < zj, < ... < xj41. Fiir i = 1 bedeutet
dies, dass I E’L(i) hochstens (I — 1) Elemente hat, da aneinander angrenzende Indexgruppen
betrachtet werden, und es an jeder der (I — 1) inneren Klassengrenzen hichstens einmal
passieren kann, dass eine betrachtete Gruppe von x-Werten sowohl in der einen als auch
in der anderen Klasse Elemente platziert, dass eine Klassengrenze also geschnitten wird.

Fiir ¢ = 2 haben die Elemente die Form (N,N 4+ 1,...,N + k) mit N € {1,...,n — k}.
Somit kann es an jeder Klassengrenze hochstens k-mal passieren, dass diese geschnitten
wird. Insgesamt ist dies also hochstens K (I —1) mal moglich. In jedem Falle ist die Anzahl

der Elemente von Ig(i) also unabhingig von n. Da jedes Indextupel in genau einer der oben

definierten Mengen enthalten ist, erhalten wir somit:

#1p0) #1500 #130
Vi=1,23p€l0,1 —— —=p, —1—p, ——= —0.
L) L) Ly

Mit der Tatsache, dass 3.11 sicher durch 2 nach oben beschrénkt ist, erhalten wir schlieflich
die gewiinschte Abschitzung fiir Ey (dg% (6o, B)), und zwar

‘ HI 1\ * 1\ *2 H1%2. r1\F  #I3.
o <) (LY (1 2 n@) (1 n(i)
By (dsn(60, B)) < 7 <<2> <2> It \a) T ?
n(i) n(i) n(i)
e 1\ % 1\ F2 , 1\ *
*f’((z) () #)ru-n(s)
(1 k:_p 1 k:—21/2< 1 k
2 2 2)

Also gibt es ein v < 0 und ein ng € N, sodass fiir alle n > ng

k
Ey <d§i)(90,3) - (;) > <7 <0

gilt.

Falls nun n > 2k, folgt dadurch mit

n22k:>—g§—k::—g+n§n—k:>n—k2
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

und

n n—k 2n — 2k n

> =
PR 2k+1) = 2(k+1)

I

eine Abschétzung des Erwartungswertes der Teststatistik DY (B, 0p) fir i =1, 2:

4 (60, B) — (3)" n
(D < n% 2) _ | A
o (Dn (B’HO)> = \V2k+1) V; 20k+1)V;

wobei V; die Standardabweichung von dgi) unter g, also der Nenner von Dgi)(B, o), ist.

Mit der Abkiirzung ~; := \/ﬁ folgern wir dann Ep g (D;f) ((90)> < Vnvi.

Falls n = nq so grof gewéhlt wird, dass \/n > :—? gilt, bzw. n = ng so grok, dass /ng > %,

dann wahlen wir §; = ;—% —y >3 —9=0.

i

Da unter 6’ nun die Familie der r(Bj,6p), j = 1,...,n, offensichtlich ebenfalls stochastisch
unabhingig sind, folgt wie im Beweis von 3.3.1, dass die Summanden von Dg)(B,GO)
stochastisch unabhingig und die Summanden von Dg)(B,QO) k-abhéngig sind. Damit

ergibt sich Vargy <D,(f)(B, 90)) = 0y, und fiir alle n > Z5:

Varg (D{(00)) < e n-o?, i=1.2,

Damit sowohl die Abschétzung des Erwartungswertes als auch die der Varianz von DY) (B, 6p)
Varg <D£j)(B,90))

gilt, wihlen wir ng; := max | /n;, 5 . Zusammen mit dg; = \/”T;LO -y >

% — v = d; > 0 haben wir nun Konstanten konstruiert, damit die erforderlichen Glei-

chungen von Lemma 3.4.2 erfiillt sind. Tats&chlich gilt fiir ¢ = 1,2 fiir alle n > ng;

Ey (D(B,00)) < Vi = —vV/n <5Oi - ua)

nog
und
Vary (Dg) (B, 90)> < 6n0i5i2 < engiégi < neégl-,

sodass D;Z(i) = D,(f ) gewdhlt werden kann.
Zu 2.)

Zuerst erinnern wir uns an den Zusammenhang zwischen Residuen und Fehlern unter ¢’
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

in Ungleichung 3.12. Zusammen mit den in diesem Teil des Konsistenzsatzes gegebenen
Voraussetzungen lassen sich fiir ¢ = 1,2 die vereinfachten Simplex-Datentiefen darstellen

als

k+1 k+1

#zl(A > (Tt (0 > at=07) + [T 1 (e (-0 > a(-1))
n(z j=1

(15emsiy1) €Iy \J=1

Wir betrachten p := Py (€¢; > a). Sei ohne Beschréinkung der Allgemeinheit p < % Es gilt

damit, falls k£ ungerade ist,

B (10,0.8) =2 0 -9’ —200 -9 <2(1) T =2 (1) (4)
/ e 2 — 2 s — _ = — = —
0 s,n\Ys p p p p < 4 ) 9 )
und falls k gerade ist,
. k k k42
Ey (d0,0.8)) =p2(1=p) %" + (1 -p)5p'H
k k
=p2(1-p)2 ((L-p)+p)

Also erhalten wir die Abschitzung

, 1\ \*
Ey (dgfL(G,B) — <2>> =7 <0.

Komplett analog zum Beweis von 1.) erhilt man die Voraussetzungen von Lemma 3.4.2

und damit die Konsistenz der beiden Tests.
Zu 3.)

Sei limy o0 f(y,60) — f(y,0") = co. Dann existieren yo, v > 0 und o < (%)k, sodass gilt:

fy,00) — f(y,0') >y Yy>yound Py(e; >7) <~ Vi=1,...,n.

| o

Da wir hier Voraussetzung 2 betrachten, gibt es ein ng € N mit X; > yg fast sicher fiir

alle i > ng. Somit gelangen wir zu folgenden Abschéitzungen, zunéchst fiir ¢ = 1 (ohne
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass | 55| > no):

k+ j=1

1 n0o k+1 .
dgr)z(evB) L= L n Z (H]l k+1 V(G- 1)+i70)(_1) > 0)

k1
+ 1L (B4 ) (D™ > 0)>
=1

1 letd k1 ‘
o L n J Z < H ]l k+1 Y(G—1)+i> 9)(_1)2 > 0)
k+1

+1- j=no+1

k+1
+ 10 By gmnyea (=D > 0)>
=1

I—k+1J k+1 '
< L n J<n0+ Z (H]l B(k+1 Y- 1)+z=9)(_1)2 >O)

k+1

+ H 1 (r(Bgs1)—1)+i, ) (1) > 0) ))

el k1

= L"IJ (no + ) ( T2 (eern-nri(=1)" > F(y.60) = f(y.6)(~1)")

k+1 j=no+1 Ni=1

k+1

+ H]l ek G-+ (=D > f(y,00) — f(y,6")(=1)") )>

Lk+1J k+1 A A
< [ J<no+ Z (Hﬂ €(kr)(G-1)+i(—1)" > y(=1)")

k+1 j=no+1
k+1
+ H 1 (egr1)j—1)i (1) > 4 (=1)") >)
=1
) L]
< (no + ) (]l (ew+1yG-1)+2 >7) T 1 (eesng-1+1 > 7)) = d;.
Lk+1J J=no+1

Fiir i=2 gilt ebenso die Abschétzung

d)

,n

(6, B) <

<n0+ Z < (65 >7) + 1 (641 >’Y)) = ;).

Jj=no

Im Falle von ¢ = 3 erhalten wir schlielich genauso die Abschétzung

;1J
1 2 .
An(6.B) < 1y (”0 2 (ﬂ (1) > ) + L enmyi > ”) =4

Jj=mno

> ‘
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

Setzen wir nun D:(i) = /N (d:(fl) - (%)k) fiir: = 1,2, 3, so kénnen wir A; > 0 so wihlen,
i)

dass, wie in Lemma 3.4.2 gefordert, D7(l < D;(i) gilt.

Der Erwartungswert von D;(i) unter @' ist, falls n gegen unendlich geht, kleiner als Null.

Dies sehen wir, wenn wir ny = |25, n2 == n — k, ng = |25 setzen, und fiir den

Erwartungswert von d:,(fl) die Abschétzung

By (d3()) < % + X T;”Oz% M o < <1>k
erhalten. Dies impliziert F (d:(ﬁ)) < (%)k fiir ein ng; mit n > ng;.

Somit ergibt sich die Giiltigkeit von Bedingung 3.9 wie im Beweis zu 1.), und zunéchst
fiir ¢ = 1,2 die Giiltigkeit von Bedingung 3.10, da die Summanden von D;;(l) stochastisch
unabhéngig und die Summanden von D:L@) 1-abhéngig sind. Um die Giiltigkeit von 3.10
auch fiir 4 = 3 zeigen zu konnen, stellen wir folgende Uberlegungen an: Wie wihlen 7 so
grofs, dass die Abschitzung

2

€,
Pg/(q > 7)2 < sz(ei > ’7) < 702
A2

erfiillt ist. Aufgrund der unabhéngig identisch verteilten Fehler erhalten wir dann
Var (D:;<3>) = )2Var (d;},?;)) = )2 [E ((d;f?ﬁ) _ B? (d;g‘f))}

sowle
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3. Die vereinfachte Simplex-Datentiefe

Eond == 1" |2
o 1% o)
(L”;J* il

Also folgt dann insgesamt die Abschétzung

Var <D2(3)> < nA\jEy [( ( €1y > 7) + 1 (en—it1>1) 2]

:nAgEg/[ (LHJ >7)+2 11( i) >7)]1(en,z-+1>7)

+1<6L%J >’y>}

52
= 2n)\3 (Py(en > ) + P2 (en > 7)) < 2n)\§2% = endz.
3
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4. Simulationsstudien

In diesem Kapitel wird das Verhalten der drei in Kapitel 3 betrachteten Tests mithilfe
von computergenerierten (Pseudo-)Zufallszahlen simuliert. Zudem wird als Vergleich der
bekannte Vorzeichentest, der im ersten Abschnitt nochmals dargestellt wird, herangezogen.
Insgesamt werden drei spezielle Regressionsmodelle betrachtet.

Der zweite Abschnitt stellt die betreffenden Regressionsmodelle vor und illustriert sie gra-
fisch. Desweiteren werden die Anwendbarkeit der vereinfachten Datentiefe und die Konsis-
tenz der entsprechenden Tests fiir jedes Modell untersucht.

Der dritte Abschnitt beschreibt ausfiihrlich die Vorgehensweise der Simulationsstudie.
Die letzten drei Abschnitte schlieflich stellen die zentralen Ergebnisse der Simulationsstu-

die fiir jedes Modell vor.

4.1. Der Vorzeichentest

Der Vorzeichentest ist ein nichtparametrischer Test auf den Median einer Verteilung, der

mit wenigen Voraussetzungen auskommt und einfach zu handhaben ist.

Seien X1,..., X, unabhéngig identisch verteilte Stichprobenvariablen, deren Verteilungs-

funktion ein Element der Familie

Ppgy :={F(z —0) : F stetige Verteilungsfunktion und Median(F) =0, 6 € R}
ist. Bei beliebigem, aber festem F' enthilt die Familie alle Verteilungsfunktionen gleicher
Form, die sich nur durch die Lage unterscheiden. Der Parameter 6 ist hierbei der Median

der Verteilung der jeweiligen X;. Getestet werden die Hypothesen

H()ZQ:@O vS. H1:97£90 (41)
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4. Simulationsstudien

fiir ein 6y € R.

Die Idee des Vorzeichentests ist es nun, dass unter der Nullhypothese wegen der Stetigkeit
von F' die Vorzeichen der Differenzen D; := X; — 0y, i = 1,...,n, mit Wahrscheinlichkeit
% positiv und mit Wahrscheinlichkeit % negativ sind. Wenn wir also ohne Beschriankung
der Allgemeinheit die positiven Vorzeichen von D; z#hlen, spricht eine zu kleine oder eine

zu groke Anzahl gegen die Nullhypothese.

Infolgedessen verwendet der Vorzeichentest die Teststatistik V/(X1,..., Xy) =Y 1, v(D;),
mit v(z) = 1, falls z > 0, und v(z) = 0, falls x < 0. Die Teststatistik folgt unter der

Nullhypothese einer Binomialverteilung mit Parametern n und %

Insgesamt erhalten wir den Test

1 € lag,q1e]
(X1, Xn) = falls Y7, v(D;) (4.2)
0 sonst.

Hierbei ist g, das a-Quantil der Binomialverteilung mit Parametern n und %

(vgl. Biining und Trenkler, 1994, S.92 fI.).

Nun betrachten wir den Vorzeichentest im speziellen Modell 3.1 aus Kapitel 3. Wir setzen
hier symmetrisch um Null verteilte Fehler voraus.

Wir interessieren uns wieder fiir die Hypothese 4.1. Dazu betrachten wir die Residuen
r(b,0p) als Stichprobe, d.h. als Realisationen der Zufallsvariablen r(B,6p). Im Rahmen

des Vorzeichentests testen wir dann die Hypothesen
Hy: Median (r(B,0y)) =0 wvs. Hj: Median (r(B,60y)) # 0.

Die Zufallsvariablen (B, 6y) sind unter Giiltigkeit der Nullhyptothese unabhéngig iden-
tisch verteilt, sodass das Niveau des Vorzeichentests eingehalten wird. Es ist allerdings
zu beachten, dass aus 0 = 0y zwar Median(r(B,6p)) = 0 folgt, jedoch nicht umgekehrt.
Es kann also Situationen geben, in denen 6 von 6y abweicht, der Median von 7 (B, 6))
aber trotzdem gleich Null ist. In diesem Falle lage die Giite des Vorzeichentests nur beim

tatsichlichen Testniveau, welches kleiner oder gleich dem vorgegebenen Niveau « ist.
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4.2. Die drei betrachteten Regressionsmodelle

4.2.1. Vorstellung der Modelle

Das erste Modell, welches wir betrachten wollen, ist das einfache lineare Regressionsmodell,

das bekanntlich die Modellgleichung

Y, = 01 + Osz; + €, i:1,...,nund9:(91,92)ERQZRk, (4.3)

besitzt.

Es ist klar, dass der Parameter 6; den Achsenabschnitt und der Parameter 0, die Steigung
der Geraden bestimmt. Auf eine grafische Veranschaulichung wird deswegen an dieser Stelle

verzichtet.

Das zweite Modell, dass welches wir betrachten, ist das sogenannte exponentielle Wachs-

tumsmodell. Es ist gegeben durch die Modellgleichung

Y; = 01exp(fozi) + €, i=1,....n, z; € Rund § = (A, 0) € R? = R". (4.4)

Im Folgenden betrachten wir das Verhalten von fa(z,0) := 6 exp(f2x;) als Funktion von
x bei positivem 61, 05. Der Abbildung 4.1 liegen dquidistante Werte von z; = 0.02, x5 =
0.04,...,z100 = 2 zugrunde. Wir sehen in Abbildung 4.1 (a)-(c), dass sowohl eine Erhéhung
von 6 als auch von 6y eine Verstirkung der Kriimmung sowie der Steigung von fs nach
sich zieht. Die Kriimmung von fo wichst mit groferem .

Dieses Verhalten dndert sich bei negativen Werten von 61, s, denn der Wechsel ins Negative
beeinflusst die Richtung der Monotonie von fs und die Vorzeichen der y-Werte, siche als
Beispiel Abbildung 4.1 (d).

Obige Eigenschaften folgen unmittelbar aus denen der Exponentialfunktion.

Das dritte und letzte Modell, welches wir untersuchen wollen, ist das Power-Modell mit

der Modellgleichung

;=012 +¢, i=1,...,n, z; e R°%und 0 = (6,0,) € R? = RF. (4.5)

Auch hier betrachten wir das Verhalten von f3(x,6) := 0;2% als Funktion von x bei

positivem 61 und 65 > 2.
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(c) (01,02) = (1.5,1) (d) (61,602) = (1.8,—1.5)

Abbildung 4.1.: Veranschaulichung des exponentiellen Wachstumsmodells 4.4 ohne Fehler
fiir verschiedene Kombinationen von (01, 62). Es liegen hier 100 Werte der
unabhéngigen Variablen x zugrunde, die dquidistant mit einer Schrittweite

von 0.02 Werte von 0.02 bis 2 annehmen.

Der Abbildung 4.2 liegen wieder dquidistante Werte von x1 = 0.02, 29 = 0.04, ..., 2100 = 2

zugrunde. Mithilfe der ersten beiden Ableitungen von f3(x, ) nach z,

af?)(l"e) — 0102$92—1 v = R>O
Ox ’
0 ,0 _
f?é(QZ ) = 9192(92 — 1)1‘02 2 Vaxe R>O,

stellen wir fest, dass sowohl eine Erh6hung von 67 > 0 als auch von 0y > 2 eine Zunahme
der Kriimmung von f3 bewirken. Die Kriimmung wichst mit gréferem x.
Fir 1 < 65 < 2 sinkt die Kriimmung mit gréferem x. Negative Werte von 61 sowie Werte

von 3 < 1 dndern das Kriimmungsverhalten, denn dann ist f3 konkav statt konvex, siehe
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Abbildung 4.2.: Veranschaulichung des Power-Modells 4.5 ohne Fehler fiir verschiedene
Kombinationen von (61, 62). Es liegen hier 100 Werte der unabhéngigen
Variablen x zugrunde, die dquidistant mit einer Schrittweite von 0.02 Wer-

te von 0.02 bis 2 annehmen.

als Beispiel Abbildung 4.2 (d).
Insgesamt verharrt die Funktion fs fiir festes 6 bei kleinen z-Werten ldnger in der Nahe

von Null als fo, steigt danach jedoch rasch an.

4.2.2. Anwendbarkeit der vereinfachten Simplex-Datentiefe

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit dem Nachweis, dass die Voraussetzungen
von Satz 3.2.2 erfiillt sind, da sonst die Grundlage fiir die Definition der vereinfachten

Simplex-Datentiefe fehlen wiirde.

Fiir alle zu untersuchenden Modelle gilt die Parameterdimension k = 2, also (k — 1) =1

und (k + 1) = 3. Die betrachteten k-Tupel der n gegebenen Regressoren z1,...,z, haben

95



4. Simulationsstudien

die Form (zj,,2j,,j,), Ji € {1,...,n}, j1 < jo < j3. Dies fithrt auf Intervalle [x; ,x},],

fiir die die Bedingungen aus Satz 3.2.2 erfiillt sein miissen.

Wir betrachten zunédchst das einfache lineare Regressionsmodell 4.3. Seien die Regresso-
ren z; ¢ = 1,...,n gegeben. Es gelten die Bezeichnungen und Voraussetzungen aus der
Modellgleichung 3.1. Daraus ergibt sich zunachst

0f(x,0)

f(x,0) =0, + bz = T:(1,35)T,

und weiter
vy () = ug + ugz.

vy(x) ist eine Gerade und hat demnach hochstens einen Vorzeichenwechsel im Intervall
[, xj,]. Somit ist Bedingung (1) aus Satz 3.2.2 erfiillt.
In Bedingung 2 aus Satz 3.2.2 hat S die Form

S={(1,1,1),(-1,1,1),(-1,-1,1),(1,-1,-1),(1,1,-1), (=1, -1, -1) }.

Sei (xj,,xj,, ;) beliebig, aber fest.

Im Falle, dass kein Vorzeichenwechsel in S stattfindet, muss die Nullstelle von v, (x) kleiner
bzw. grofer als xj, bzw. x;, sein. Es lassen sich offensichtlich problemlos solche w1, us
finden.

Im Falle eines Vorzeichenwechsels miissen uj,us € R existieren, sodass die Gerade vy, ()
monoton wachsend bzw. monoton fallend ist und ihre Nullstelle besitzt im offenen Intervall
|z, 2., [, © = 1,2. Dies ist offensichtlich der Fall, und wir kénnen, wenn wir die Nullstelle

z.B. in der Mitte des Intervalls wihlen, d.h. an der Stelle W#, die Menge der Losungen,

Tii T T _ g o up = —up i T T B

Ul + u2 2 2 )

angeben. Wir wéhlen dann uy gemaf dem fiir das betrachtete Element aus .S erforderlichen

Monotonieverhalten.

Wir betrachten nun das exponentielle Wachstumsmodell 4.4. Hier ist f(x,6) gegeben als

f(z,0) = O1exp(fax) = Gf(axe,ﬁ) = (exp(f2z), 012 - exp(fax)) = exp(fox)(1,612)T.
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Da exp(for) € R>? fiir alle fo, x € R, betrachten wir nur v, (z) = uy +u261 2. Substituieren

wir noch u} := w901, so ergibt sich v} (z) als
vy (z) = uy + ujz.

Der Beweis verlduft nun mit der unbedeutenden Einschrinkung 6; # 0 véllig analog zu

dem des einfachen linearen Regressionsmodells.

Wir kommen schlieflich zum dritten Modell 4.5, dem Power-Modell. Hier sind die notwen-
digen Grofsen gegeben als
0 6
f(z,0) = 0,27 = fg;’) = (2, 0,20 In(z)) = 22(1, 6, In(2))7.
Da 2?2 > 0 fiir alle z € R>?, 60, € R, betrachten wir wieder, wenn wir us; =: us setzen,

nur
vy () = w1 + ujIn(x).

Abermals sei [zj,,xj,,2;,] beliebig, aber fest, sowie 6; # 0. v (z) ist streng monoton
wachsend fiir u5 > 0 und streng monoton fallend fiir uj < 0, sowie und das im gesamten
Definitionsbereich R>?. Insbesondere besitzt diese Funktion wieder nur héchstens eine
Nullstelle. Dasselbe Vorgehen wie bei dem am Anfang untersuchten Modell 4.3 fiihrt uns

im Falle eines Vorzeichenwechsels zu

T, + xj, T, + xj,
u1 + usIn <]L 5 J”l) =0&u =—ujln (‘h 5 ‘7”1), i=1,2.

Die Parameter uq,u5 und damit uj,us sind somit in jedem Falle so wahlbar, dass das
gewiinschte Monotonieverhalten und die gewiinschte Nullstellenposition erreicht und damit

die Bedingung 2 aus Satz 3.2.2 erfiillt ist.

4.2.3. Konsistenz der Tests im Rahmen der Modelle

Im Folgenden kiirzen wir die Bezeichnungen der Tests 2 ab durch ¢l =: D, j=1,23.

In diesem Abschnitt wollen wir die Konsistenz unserer Tests DU, D) und D®)| die sich
aus Satz 3.3.1 ergeben, unter den drei betrachteten Modellen untersuchen, indem wir den

Konsistenzsatz 3.4.1 anwenden.
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Fiir alle Modelle gilt k£ = 2. Wir betrachten also die Nullhypothese
Hy: 0= (61,02) = (69,69) = 6°.

Es gelten die Bezeichnungen aus Satz 3.4.1, insbesondere sei 6/ = (6/,605) der wahre
Parameter. Die Fehler seien dabei normalverteilt mit Erwartungswert Null, d.h. es gilt

Py (e; >c¢) # % fiir alle ¢ # 0. Wir erinnern an Voraussetzung 1 und 2 aus Kapitel 3.4.

Modell 1: Das einfache lineare Regressionsmodell

Wir betrachten nun das Modell 4.3 mit fi(x, ) := 01 + 02z
Fall 1: 0] # 69, 0} = 03

Die relevante Groke f1(x,0°) — fi(z,0") ist gegeben durch
fi(2,0%) — fi(z,0') = 69 4+ 092 — 0} — Ohx = 60 — 0] #0. (4.6)

In Teil 1 des Satzes 3.4.1 ist dann I = 1, d.h. die einzige Partition ist das Intervall [a, b],

und jedes geniigend kleine § > 0 erfiillt die Bedingung. Da 4.6 konstant ist, also monoton,

und betragsmifig groker Null, sind die Voraussetzungen dort erfiillt. Die Tests D), D(2)

sind unter Voraussetzung 1 also konsistent.

Auch die Bedingung im 2. Teil des Satzes ist mit 4.6 offensichtlich erfiillt, woraus die
Konsistenz obiger Tests auch unter Voraussetzung 2 folgt.

Die Bedingung im 3. Teil des Satzes ist jedoch aufgrund der Konstanz von 4.6 nicht erfiillt.
Fall 2: 0] = 69, 0/, +# 65

Die Groke fi(x,0") — fi(z,0') ist hier gegeben durch

fi(2,0%) — fi(z,0') = 69 4 092 — 0} — Oz = (09 — 04). (4.7)

Die Funktion 4.7 ist eine (natiirlich monotone) Gerade, die die Nullstelle 0 besitzt. Also

ergibt sich mit I = 2 die Zerlegung

[a, b= [a,0[ U [0,b], (4.8)
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falls 0 € [a,b], und die Partition [a, b] selbst andernfalls. Die Forderungen aus Teil 1 von
Satz 3.4.1 sind somit erbracht, denn offensichtlich erfiillt fiir obige zwei Fille jedes gentigend
kleine § > 0 diese. Dass die Voraussetzungen von Teil 3 von Satz 3.4.1 erfiillt werden, ist
leicht zu sehen. Teil 2 des Satzes kann (und muss) jedoch keine Anwendung finden. Die
Tests DM und D®) sind somit konsistent unter Voraussetzung 1 und 2, und der Test D)

ist konsistent unter Voraussetzung 2 fiir alle ¢ € {1, 2, 3}.
Fall 3: 07 # 69, 0 + 6

Die Differenz der Funktionen f;(x,8°) — fi(x, ") ist hier gegeben durch
Fil,0%) — f1(2,0) = 00 + 0% — 0} — O = (6 — ) + (69 — 04, (49)

Die Nullstelle ygo 5, dieser monotonen Geraden hangt von 69 und 0] ab. Teil 1 von Satz 3.4.1
ist genau wie in Fall 2 erfiillt, wenn ygo o, ¢ [a,b[. Andernfalls ist als Partition in 4.8 die
Null durch die Nullstelle zu ersetzen. Teil 2 des Satzes ist wie in Fall 2 nicht erfiillt, jedoch
Teil 3 schon, wie leicht zu sehen ist. Also sind im vorliegenden Fall unter Voraussetzung
1 und 2 die Tests DM, D®) konsistent, und unter Voraussetzung 2 alle drei betrachteten

Tests.

Wir konnen somit festhalten, dass unter Voraussetzung 1 und 2 die Tests D) und D)
konsistent sind fiir die eingangs erwihnte Nullhypothese und jedes 8’ % 6°. Der Test D)

ist unter Voraussetzung 2 konsistent fiir alle 6, die die Bedingung 6% # 69 erfiillen.

Modell 2: Das exponentielle Wachstumsmodell

Wir kommen jetzt zu Modell 4.4 mit fo(x,0) := 01 exp(bax).
Fall 1: 07 # 69, 0, = 69

Die relevante Differenz von fa(x,0°) und fo(x,0') ergibt sich hier zu

fa(x,0°) = fa(z,0") = 6] exp(O32) —0; exp(byx) = (67—6") exp(fyz) = (6]—67) exp(B3x) # 0.

(4.10)
Diese Funktion hat keine Nullstelle in  und ist offensichtlich monoton. Teil 1 von Satz
3.4.1 ist also wie im Fall 1 des vorherigen Modells erfiillt. Teil 2 ist offensichtlich nicht

erfiillt. Teil 3 gilt mit +oo fiir Y > @} und mit —oo andernfalls.
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Somit ist D konsistent unter Voraussetzung 1 fiir i = 1,2, und unter Voraussetzung 2
fiir¢e=1,2,3.

Fall 2: 0} = 69, 60, # 69

Wir erhalten fir diesen Fall die Funktionendifferenz

fa(x,0°) — fa(x,0") = 67 exp(63) — 0 exp(¥52) (4.11)

=¢? (exp(egx) — exp(byx)) = 6} (exp(Hg:n) —exp(b5x)) .

Diese Funktion hat fiir 6] = 69 # 0 abermals keine Nullstelle und ist monoton, sodass Teil
1 von Satz 3.4.1 wieder erfiillt ist. Die Monotonie erkennen wir an der ersten Ableitung

von g(z,0) := exp(89z) — exp(fhx), die lautet:

0g(x,0)

o 05 exp(65:x) — 0% exp(Fhx).

Es ist g(x,0) > 0 fiir 69 > 60} und g(z,6) < 0 fiir 69 < 65.

Teil 2 ist fiir den Fall #) = ) = 0 nicht erfiillt (und andernfalls erst recht nicht), da
die geforderte Konstante ¢ nicht gleich Null sein darf. Fiir 69 > 0 oder 6, > 0 strebt
mindestens eine der Exponentialfunktionen in 4.11 gegen unendlich, also ist fiir diese Thetas
die Bedingung aus Teil 3 erfiillt. Der Test D@ ist somit konsistent unter Voraussetzung 2

fiir ¢ = 1,2, 3, und unter Voraussetzung 1 fiir ¢ = 1, 2.
Fall 3: 07 # 69, 0, # 69

Hier erhalten wir:

9(@,0) = fa(,6°) — fo(z,0') = 67 exp(63z) — 0} exp(fy) # 0. (4.12)

Wir benutzen folgendes Lemma, um die Bedingung aus Teil 1 von Satz 3.4.1 nachzuweisen.

4.2.1 Lemma:

Sowohl die Funktion g(x,0) aus 4.12 als auch ihre erste Ableitung % nach x besitzen

hdochstens eine Nullstelle in [a, b|.
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Beweis:

Wir beginnen mit

dg(z,0)
oz

= 0909 exp(09z) — 60,604 exp(byz) = 0O

! n!

& exp(egx) = ﬁ exp(fy)
1%

616}
@033}2ln< (1) %)—1—9/21'
0103

0465,
ln( 1 2)
8900

09 -0,

=T =
Dies gilt fiir alle 6 mit
0,65, 6%63 > 0 oder 6765,69609 < 0.

Andernfalls ist offensichtlich keine Nullstelle vorhanden. Genauso erhalten wir

n (#)

63 — 0,

g(xz,0) =0z = v 69,607 > 0 oder 67,6, < 0.

Andernfalls ist offensichtlich wieder keine Nullstelle vorhanden. O

Da g(x, 0) also nur hichstens eine Nullstelle in [a, b[ besitzt und aus einer endlichen Anzahl
an monotonen Teilstiicken besteht, ist die Bedingung aus Teil 1 von Satz 3.4.1 erfiillt und
die Tests D™ und D® sind konsistent. Teil 2 ist nie erfiillt. Aufgrund von 6} # 69 wichst
fiir 05 > 0 oder 63 > 0 eine der beiden Exponentialfunktionen in 4.12 schneller iiber alle
Grenzen als die andere. Damit ist Teil 3 des Satzes erfiillt und die drei Tests D), D(2)

und D) sind unter Voraussetzung 2 konsistent.

Wir fassen zusammen, dass sicher unter Voraussetzung 2 alle drei Tests konsistent sind fiir
obige Nullhypothese, falls 6, > 0 oder 69 > 0 gilt. Unter Voraussetzung 1 konnten wir die
Konsistenz der beiden Tests DY) und D) nachweisen bis auf den Fall 6] = 69 = 0,60} # 69,

der aber nur ein Modell umfasst, welches konstant gleich Null ist.

Modell 3: Das Power-Modell

Wir kommen nun zum dritten und letzten Modell, dem Power-Modell, welches gegeben ist

durch Modellgleichung 4.5. Hier gilt f3(z,0) = 0,2%, x € R>O.
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Fall 1: 0] # 0?, 0, = 98

Die Differenz von f3 unter #° zu f3 unter @’ ergibt sich als
F3(2,0°) — fa(z,0) = 092% — 0,2% = 2%2(09 — 0}) = 2%2(60 — 6)). (4.13)

Aufgrund der Einschrinkung, dass x echt positiv sein soll, hat diese Funktion keine Null-
stelle. Sie ist auferdem monoton. Genau wie im Fall 1 des einfachen linearen Regressions-
modells ist also die Bedingung in Teil 1 des Satzes 3.4.1 erfiillt. Die Bedingung in Teil 2
ist offensichtlich nie erfiillt. Teil 3 ist erfiillt, falls 6 = 09 > 0 gilt. Somit ist der Test D)
konsistent unter Voraussetzung 1 fiir ¢ = 1,2, und unter Voraussetzung 2 fiir ¢ = 1,2, 3,

falls 0, = 63 > 0 erfiillt ist.
Fall 2: 0; = 69, 0}, + 6

Die Differenz f3(x,0) — f3(x,0) ergibt sich hier als
9(z,0) == f3(z,0°) — f3(z,0') = 0927 — 0/2% = 09(2% — 2%) = 0 (2™ — 2%) (4.14)

Die Funktion 4.14 besitzt keine Nullstelle. Die Rechnung

89(8x’0) _ 0/1(98'%98—1 . 9/21,9;—1) -0
X

o 00,051 _ ! o051

o 080 _ %

zeigt, dass die 1. Ableitung von g(x, @) nach = genau eine Nullstelle in x besitzt, und somit
im Intervall [a,b| héchstens eine. Die Giiltigkeit von Teil 1 des Satzes 3.4.1 folgt dann wie
in Fall 3 des exponentiellen Wachstumsmodells. Teil 2 ist aufgrund der Nichtkonstanz nie
erfiillt. Teil 3 ist offensichtlich erfiillt, solange nicht sowohl 69 als auch 6} kleiner Null sind.
Also ist der Test D konsistent unter Voraussetzung 1 fiir ¢ = 1,2, und konsistent unter
Voraussetzung 2 fiir i = 1,2,3, wobei unter Voraussetzung 2 die Einschrinkung an 69, 6}

zu beachten ist.
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Fall 3: 0, # 0, 0, + 69

Hier ergibt sich
g(mv 9) = f3(xa 00) - fg(l‘, 9/) = 0(1)1,98 - 0,1‘7"49/2 (415)

Mit einer &hnlichen Rechnung wie oben kénnen wir zeigen, dass g(z,6) genau eine und
damit im Intervall [a, b[ hochstens eine Nullstelle besitzt. Dasselbe gilt fiir die 1. Ableitung
von g(x#) nach x. Die Giiltigkeit von Teil 1 des Satzes 3.4.1 folgt somit wieder wie in Fall 3
des exponentiellen Wachstumsmodells. Die Bedingung aus Teil 2 des Satzes ist nie erfiillt.

Teil 3 ist wieder erfiillt, falls wir alle (69, 05) € R<Y x R<? ausschlieken.

Wir fassen zusammen, dass der Test D) unter Voraussetzung 1 ohne Einschréinkung kon-
sistent ist fiir i = 1,2, und unter Voraussetzung 2 sicher fiir alle 6’ # 0° mit 65,63 > 0 fiir

i=1,2,3.

4.3. Simulation: Zielsetzung und Vorgehensweise

Durch eine Simulation soll das Verhalten der Giitefunktionen der drei verschiedenen Tests
DW_ D@ und DG aus Satz 3.3.1 im Rahmen der in Kapitel 4.2.1 vorgestellten drei

Modelle dargestellt und verglichen werden. Als weiterer Vergleich dient der in Kapitel 4.1

behandelte Vorzeichentest.

Zu diesem Zweck wird eine Menge von unabhéngigen Variablen x;, i = 1,...,n; erzeugt,
die der Wachstumsbedingung 3.2 geniigen. Weiterhin werden ein Rechteck von Parameter-
werten R := [01,02] x [03,03] vorgegeben und zwei Parameterwerte 0° = (69,09) € R fiir
die Nullhypothese Hy : 6 = 6°.

Fiir jedes 2er-Tupel ' € R werden n; Realisationen von Y-Werten der Modelle 4.3-4.5
unter 6" erzeugt, und die Nullhypothese wird durch Dgi) getestet. Dieses Vorgehen wird

ng-mal wiederholt, und der Anteil der Ablehnungen der jeweiligen Tests wird errechnet.

Wir approximieren so die Erwartungswerte, d.h. die Giite der Tests.

Die Werte n1 und ng wurden im Vergleich zu dem Aufsatz von Kustosz et al. (2015) auf
ny = 100, no = 200 erhoht, um die Asymptotik zu verbessern. Die Schrittweite wurde
jeweils so gewdhlt, dass mindestens 90000 Gitterpunkte berechnet werden. Es wurde fiir
jedes Modell j fiir die Fehler einmal eine Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Va-
rianz o; verwendet, sodass die Annahmen von Satz 3.3.1 erfiillt sind und auch die Konsis-

tenzuntersuchungen des letzten Abschnitts gelten. Zum Zweiten wurde eine kontaminierte
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Normalverteilung, die definiert ist durch eN(0,0;) + (1 — €)' (,ug‘?, a;?), verwendet, um die
Robustheit der Tests zu iiberpriifen. Der Parameter ¢ wurde dabei auf 0.05 gesetzt, so-
dass durchschnittlich jeder 20ste Wert einen additiven Ausreifer darstellt. Das Testniveau

wurde einheitlich auf o = 0.05 festgesetzt.

Alle Berechnungen wurden in R (R Core Team, 2015) ausgefiihrt. Der Programmcode ist im
Anhang enthalten. Zur Steigerung der Recheneffizienz wurde das R-Paket ,parallel”, wel-
ches alle Prozessorkerne simultan zur Berechnung nutzt, verwendet. Die Gesamtrechenzeit
betrug auf einem 4-Kern Intel i5 2.2 Ghz Computer fiir alle Tests, Modelle und Fehlerver-

teilungen rund 24 Stunden.

4.4. Ergebnisse fiir Modell 1: Die einfache lineare Regression

Wir kommen zu den Simulationsergebnissen fiir das Modell der einfachen linearen Regres-
sion 4.3. Zugrunde liegen hier 100 Werte der unabhéngigen Variablen z, die die Auspriagun-
gen 0.1,0.2,0.3,...,10 besitzen. Die Nullhypothese wurde als 6y = (1.5,1.5) festgesetzt,
und das Rechteck R wurde mit R = [0.5,2.5] x [0.5,2.5] so gew#hlt, dass bei allen vier
Tests das Verhalten der Giite in den Plots addquat abgebildet wird. Die Fehler folgen einer
N(0,0.1)-Verteilung, d.h. o1 = 0.1. Die Parameter der im vorherigen Kapitel definierten

kontaminierten Verteilung wurden als u¥ = 5, 0% = 1 festgesetzt. Abbildung 4.3 zeigt eine

20
20

(a) N(0,0.1) Fehler (b) kontaminierte N(0,0.1) Fehler

Abbildung 4.3.: Simulation des einfachen linearen Regressionsmodells unter der Nullhypo-

these mit unkontaminierten und kontaminierten Fehlern

Simulation des einfachen linearen Regressionsmodells unter der Nullhypothese mit obi-
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gen beiden Fehlerverteilungen. Bei der kontaminierten Fehlerverteilung sind die Ausreifser

deutlich zu erkennen.

Die Abbildung 4.4 zeigt das simulierte Verhalten der Giitefunktion auf dem Gitter R bei
unkontaminierten Fehlern. Die Parameterwerte der Nullhypothese sind durch die gestri-
chelten Linien markiert. Hellere Farben korrespondieren mit einer hiufigeren Ablehnung
der Nullhypothese. Die Giitefunktion steigt bei allen Tests D@ j=1,2,3, an, je weiter

das wahre 0 von der Nullhypothese entfernt ist.
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Abbildung 4.4.: Simulierte Giite fiir die Tests DM D@ DG und den Vorzeichentest unter

dem einfachen linearen Regressionsmodell mit N(0,0.1) Fehlerverteilung

Wie in Kapitel 4.1 schon angedeutet wurde, hat der Vorzeichentest Probleme, falls der Me-
dian der Residuen unter dem wahren Parameterwert 6 gleich Null ist. Die Parameterwerte,

die also trotz der Entfernung zu dem Parameterwert der Nullhypothese zu einem geringen
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Anteil von Ablehnungen fiithren, betreffen Situationen, in denen der Median der Residuen
nicht hinreichend weit von Null entfernt ist.
Die simulierten Giitefunktionen der drei Tests D), D®) und D®) im Vergleich sind nicht

einfach zu bewerten, jedoch scheint der Test D) im Vergleich leichte Nachteile zu haben.
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Abbildung 4.5.: Simulierte Giite fiir die Tests DWW D@ DG ynd den Vorzeichentest unter
dem einfachen linearen Regressionsmodell mit kontaminierter A/(0,0.1)

Fehlerverteilung

Weitere Auskunft gibt die Tabelle 4.1, in der einmal die Anzahl der Gitterpunkte, deren
simulierte Giite das gesetzte Signifikanzniveau unterschreiten, verzeichnet ist. Die Spalte
mit der Beschriftung ,,UMP* (Uniformly Most Powerful) gibt die Anzahl der Gitterpunkte
)

an, an denen der Test Dgi eine hohere geschitzte Giite besitzt als die beiden anderen auf

der vereinfachten Simplex-Datentiefe basierenden Tests.
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Es ist zu sehen, dass nur sehr wenige Gitterpunkte eine Giite aufweisen, die den Wert 0.05
unterschreitet, wobei dies beim Test DgQ) etwa flinfmal so hiufig passiert wie bei den beiden
anderen. Im Gegenzug hat Dgz) an 13411 Gitterpunkten eine gleichméfhig hohere Giite,
wahrend dies bei Dgl) nur bei 39 Punkten der Fall ist. Die oben erwdhnte Einschéitzung

scheint sich also zu bestétigen.

Abbildung 4.5 zeigt die Giitefunktionen bei kontaminierten Fehlern, die ein &hnliches Er-
scheinungsbild wie im Falle unkontaminierter Fehler besitzen. Der Vorzeichentest wird
durch die Kontamination kaum beriihrt, hat aber die gleichen Probleme wie oben beschrie-
ben. Der Test D@ wird durch die Kontamination ebenfalls kaum beriihrt, wihrend dies bei
DWW schon deutlicher zu sehen ist. Der Test D®) verliert iiber einen groferen Gitterbereich
leicht an Giite. Anhand der Abbildung zeichnen sich hier also Vorteile fiir den Test D(2)

ab. Test D) schneidet auch hier am schlechtesten ab.

Obige Einschitzungen werden durch einen Blick auf die Tabelle 4.1 bestétigt. Es ist klar
zu sehen, dass der Test D™) weiterhin bei einer sehr geringen Anzahl an Gitterpunkten
gleichméfig beste Giite unter allen drei auf der vereinfachten Simplex-Datentiefe basieren-

den Tests hat, wihrend der Test D@ hier deutlich vorne liegt.

Tabelle 4.1.: Modell der einfachen linearen Regression: Anzahl der Gitterpunkte aus 90000,
an denen die Giite von D das Niveau 0.05 unterschreitet, und Anzahl, bei

der die Giite die gleichméfkig beste ist (UMP), fiir beide Fehlerverteilungen

Test | unkontaminiert | kontaminiert

<0.05| UMP | <0.05 | UMP
D) 7 39 7 38
D®) 31 13411 28 | 48046
D®) 6 5932 10 7966

67



4. Simulationsstudien

4.5. Ergebnisse fiir Modell 2: Das exponentielle

Wachstumsmodell
H H |
) ) A /N \/V
- - \
“’* 1L
(a) N(0,0.1) Fehler (b) kontaminierte N (0,0.1) Fehler

Abbildung 4.6.: Simulation des exponentiellen Wachstumsmodells unter der Nullhypothese

mit unkontaminierten und kontaminierten Fehlern

Wir besprechen nun die Simulationsergebnisse fiir das exponentielle Wachstumsmodell
4.4. Zugrunde liegen 100 Werte der unabhingigen Variablen x, welche die Ausprigun-
gen 0.02,0.04,0.06, . ..,2 besitzen, damit die Werte von f(z,0) nicht zu stark ansteigen.
Die Nullhypothese wurde als 6y = (1.5,1) festgesetzt, und das Rechteck R wurde mit
R = [1.2,1.8] x [0.7,1.3] so gewdhlt, dass bei allen vier Tests das Verhalten der Gii-
te in den Plots wieder addquat abgebildet wird. Weiterhin sollten sowohl die Werte x;,
i =1,...,100 als auch # € R keine negativen Werte enthalten, um die grundsétzliche
Gestalt von f(x,0) nicht zu verindern (sieche Abschnitt 4.2.1). Die Fehler folgen wieder
einer N(0,0.1)-Verteilung, und die Parameter der kontaminierten Verteilung wurden auch
hier als u§ = 5,05 = 1 festgesetzt.

Fiir die Extremwerte von R, = (1.2,0.7) und 6 = [1.8, 1.3], sowie fiir die Parameterwerte

der Nullhypothese ist der Verlauf der Funktion f(z,6) in Abbildung 4.1 dargestellt.
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Abbildung 4.7.: Simulierte Giite fiir die Tests D), D@ D®) und den Vorzeichentest unter

dem exponentiellen Wachstumsmodell mit A(0,0.1) Fehlerverteilung

In Abbildung 4.7 ist die durch Simulation geschétzte Giitefunktion auf dem Gitter R bei

unkontaminierten Fehlern zu sehen. Mit zunehmender Entfernung des wahren Parameters

zur Nullhypothese steigt die Giite bei allen Tests DO, i =1,2 3, an. Wieder scheint der

Test D) leichte Nachteile hinsichtlich seiner Giitefunktion gegeniiber den anderen beiden

Tests zu haben. Der Vorzeichentest hat dieselben Probleme, wie sie in den Simulationser-

gebnissen des einfachen linearen Regressionsmodells erklart wurden.

Tabelle 4.2 zeigt, dass nur bei sehr wenigen Gitterpunkten die Giite unter 0.05 absinkt,

bei Test D@ passiert dies relativ betrachtet etwas hiufiger. Ansonsten bestitigt sich die

obige Einschitzung.
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Abbildung 4.8.: Simulierte Giite fiir die Tests D), D@ D®) und den Vorzeichentest unter
dem exponentiellen Wachstumsmodell mit kontaminierter N'(0,0.1) Feh-

lerverteilung

Abbildung 4.8 zeigt die geschétzte Giitefunktion fiir den Fall kontaminierter Fehler. Grund-
satzlich sind die Ergebnisse dem Fall unkontaminierter Fehler recht dhnlich. Der Vorzei-
chentest wird von der Kontamination kaum beeinflusst, zeigt jedoch weiterhin systemati-
sche Probleme. Auch die anderen drei Tests erweisen sich in diesem Falle als robust. Der
Test D®) jedoch zeigt iiber einen grokeren Bereich eine leichte Verringerung der Giite. Der

Test D®) schneidet in diesem Vergleich also besser ab.

Die in Tabelle 4.2 abgegebenen Werte zeigen im Falle der Gitterpunkte mit sehr niedriger
Giite auch keine Unterschiede zur Simulation mit unkontaminierten Fehlern. Anhand der

Spalte ,,UMP“ sehen wir jedoch, dass im vorliegenden Fall der Test D®@ Vorteile hat. Dieser
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besitzt an deutlich mehr Gitterpunkten eine gleichméfig beste Giite im Vergleich zu den

anderen beiden Tests.

Tabelle 4.2.: Das exponentielle Wachstumsmodell: Anzahl der Gitterpunkte aus 160000,

an denen die Giite von D

4. Simulationsstudien

(4)

s~ das Niveau 0.05 unterschreitet, und Anzahl, bei

der die Giite die gleichmikig beste ist (UMP), fiir beide Fehlerverteilungen

Test | unkontaminiert | kontaminiert
<0.05| UMP | <0.05| UMP
DM 2 10 4 20
D® 14 4781 21 | 63561
D®) 3 916 3 1432

4.6. Ergebnisse fiir Modell 3: Das Power-Modell
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Abbildung 4.9.: Simulation des Power-Modells unter der Nullhypothese mit unkontami-

15

200

0.0

nierten und kontaminierten Fehlern

Wir kommen nun zu den Simulationsergebnissen fiir das exponentielle Wachstumsmodell
4.4. Zugrunde liegen hier wieder 100 Werte der unabhingigen Variablen z. Diese besitzen
wie im vorherigen Modell die Auspragungen 0.02,0.04,0.06, ...
f(x,0) auch hier nicht zu stark ansteigen. Die Nullhypothese wurde hier mit 6y = (2.5, 3.7)
festgesetzt, und die Grofe des Rechteckes R wurde mit R = [1, 4] x[2.2,5.2] so gewahlt, dass
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4. Simulationsstudien

bei allen vier Tests das Verhalten der Giitefunktion gut zu erkennen ist. Aufferdem wurden
die Werte von 0y bewusst grofier als zwei gewdhlt, damit hier ebenfalls die grundsétzliche
Gestalt von f(x,0) erhalten bleibt (siehe 4.2.1). Die Fehler folgen hier einer N(0,0.05)-
Verteilung, d.h. o3 ist nur halb so groff wie o; bzw. o2, da ein grofer Teil der Funktion
f(z,0) in diesem Modell nahe Null verlduft. Die Fehler sollen hier die Funktion nicht zu
sehr iiberlagern. Dementsprechend sind die Parameter der kontaminierten Verteilung als

,u’§ = 2.5, a§ = 0.5 festgesetzt.
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Abbildung 4.10.: Simulierte Giite fiir die Tests D), D), D) und den Vorzeichentest un-
ter dem Power-Modell mit N (0, 0.05)-Fehlerverteilung

Fiir die Extremwerte von R, die Parameterwerte 6 = (1,2.2) und 6 = [4,5.2], sowie fiir die

Parameterwerte der Nullhypothese ist der Verlauf der Funktion f(z,6) in Abbildung 4.2
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dargestellt.

Abbildung 4.9 enthilt wieder eine Simulation des Power-Modells unter der Nullhypothese
mit den obigen beiden Fehlerverteilungen. Bei der kontaminierten Fehlerverteilung sind die

Ausreifer auch hier deutlich zu erkennen.
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Abbildung 4.11.: Simulierte Giite fiir die Tests DWW D@ DG und den Vorzeichentest un-

ter dem Power-Modell mit kontaminierter A/(0, 0.05)-Fehlerverteilung

Wir betrachten Abbildung 4.10. Es ist zu sehen, dass der Test D(®) im Vergleich am besten
abschneidet. Seine Gilitefunktion strebt mit zunehmender Entfernung zur Nullhypothese
rasch gegen eins. Die Giitefunktion von D) hat grundsétzlich dieselbe Form, strebt aber
etwas langsamer gegen eins. Deutlich schlechter schneidet der Test D®) ab, dessen Giite-
funktion in vielen Punkten des Gitters einen Wert besitzt, der deutlich kleiner als eins ist

und dabei nur sehr langsam ansteigt.
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Tabelle 4.3.: Das Power-Modell: Anzahl der Gitterpunkte aus 90000, an denen die Giite
von Dgi) das Niveau 0.05 unterschreitet, und Anzahl, bei der die Giite die

gleichméfig beste ist (UMP), fiir beide Fehlerverteilungen

Test | unkontaminiert | kontaminiert

<0.05| UMP | <0.05| UMP
DM 0 5 0 4

D) 0 17090 1 49544
DB | 186 18766 293 | 16315

Tabelle 4.3 bestitigt den obigen Sachverhalt. D) unterschreitet auf relativ vielen Gitter-
punkten das Niveau von 0.05. Bei den Tests D) und D@ wire in der entsprechenden
Spalte mindestens der der Nullhypothese entsprechende Gitterpunkt zu erwarten. Auf-
grund der durch die Simulation bedingten Diskretheit des Wertebereichs des Anteils der
Ablehnungen und der Tatsache, dass es sich um asymptotische Tests handelt, kann es
jedoch sein, dass an diesem Gitterpunkt der Anteil der Ablehnungen der Nullhypothese
etwas grofer oder genau gleich 0.05 ist.

Wir betrachten nun die Anzahl der Gitterpunkte mit gleichméfig bester Giite beziiglich
der Tests D, i =1,...,3. Der Test D) ist fast niemals gleichmifig besser als die beiden
anderen. Dass die Tests D®) und D®) an fast gleich vielen Gitterpunkten gleichmifig bes-
te sind, ist darauf zuriickzufiihren, dass die Giitefunktionen grundsétzlich unterschiedliche
Formen haben. Anhand der Abbildung 4.10 ist aber zu erkennen, dass D) an sehr vielen
Punkten gleichméfig schlechter ist als die anderen beiden Tests.

Der Vorzeichentest offenbart wie in den beiden anderen Modellen auch systematische Pro-

bleme seiner Gutefunktion.

Abbildung 4.11 zeigt die Ergebnisse des kontaminierten Falls. Die Rangordnung der Tests
hinsichtlich ihrer Giitefunktion &ndert sich im Vergleich zum unkontaminierten Fall nicht.
Der Test D?) wird indes am wenigsten von der Kontamination beeinflusst und ist deswe-
gen hier erst recht vorzuziehen. Test D) verliert iiber einen groReren Bereich etwas an
Giite. Die Giite in den kritischen Bereichen von D®) sinkt durch die Kontamination weiter
ab. Der Vorzeichentest wird weniger beeinflusst.

Tabelle 4.3 bestitigt die durch die Abbildung gewonnenen Ergebnisse. Die Zahl der Gitter-

punkte mit Giite kleiner als 0.05 steigt bei D(Y) weiter an. Bei den Punkten mit gleichmifig
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bester Giite ist D) nun eindeutig vorne.
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5. Zusammenfassung

Thema dieser Diplomarbeit war die Darstellung der im Rahmen eines Aufsatzes (Kustosz
et al., 2015) durchgefiihrten Entwicklung und Analyse von neuen, basierend auf der Ver-
kniipfung von Simplex- und Tangens-Datentiefe vereinfachten Datentiefen. Dies geschah
im Rahmen einer Klasse von Regressionsmodellen. Statistische Parametertests fiir diese
Modellklasse wurden entwickelt und ihre Konsistenz analysiert. Anschlieffend wurden Si-

mulationsstudien zur Giite der Tests durchgefiihrt.

Kapitel 2 beschrieb das allgemeine Konzept der Datentiefe genauer und fithrte wichtige,
im spéteren Verlauf bendtigte Begriffe wie Halbraum-, Simplex- und Tangens-Datentiefe
ein.

In Abschnitt 3.1 wurde die betrachtete Klasse von Regressionsmodellen vorgestellt, die nur
eine unabhéngige Variable einschliefst, jedoch auch nichtlineare Regressionsfunktionen zu-
lasst. Abschnitt 3.2 verband die Berechnung der verallgemeinerten Simplex-Datentiefe mit
der Analyse der Residuen auf alternierende Vorzeichen und legte so die Grundlagen zur
Definition dreier Varianten vereinfachter Simplex-Datentiefen, indem nicht alle Residuen,
sondern nur verschiedene Teilmengen dieser betrachtet wurden. In Abschnitt 3.3. wurden
die asymptotischen Verteilungen der aus den vereinfachten Simplex-Datentiefen hervor-
gegangenen Tests untersucht. Diese stellten sich als asymptotisch normalverteilt heraus.
Abschnitt 3.4 leitete Voraussetzungen fiir das Regressionsmodell her, unter denen die drei
Tests konsistent sind. Hierbei wurden zwei verschiedene asymptotische Szenarien fiir die
unabhéingige Variable betrachtet.

Kapitel 4 war den Simulationsstudien dieser Tests im Rahmen dreier Modelle gewidmet,
und zwar einmal dem einfachen Regressionsmodell und zweier nichtlinearer Modelle. Der
zum Vergleich herangezogene Vorzeichentest wurde in Abschnitt 4.1 dargestellt. Abschnitt
4.2 stellte die Modelle vor und untersuchte, ob die Voraussetzungen zur Anwendbarkeit der
vereinfachten Simplex-Datentiefen gegeben waren, was positiv beantwortet werden konnte.

Fiir grofse Teile des Parameterraumes konnte bei den Modellen die Konsistenz der Tests
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unter beiden Szenarien bewiesen werden. Die folgenden Abschnitte stellten die eigentliche
Simulation und ihre Ergebnisse dar. Hierbei wurden die drei zuvor hergeleiteten Tests und
der Vorzeichentest untersucht. Dies geschah jeweils einmal mit normalverteilten Fehlern,
die den theoretischen Anforderungen geniigten, und einmal mit kontaminierten normalver-

teilten Fehlern, um die Robustheit der Tests im Rahmen der Modelle zu untersuchen.

In allen Modellen stieg die Giitefunktion mit zunehmender Entfernung zur Nullhypothese
an. Der Vorzeichentest offenbarte systematische Konsistenzprobleme.

Im einfachen linearen Regressionsmodell stellte sich eine geringe Unterlegenheit des auf
der ersten Version der vereinfachten Simplex-Datentiefe basierenden Tests im Gegensatz
zu den beiden anderen heraus. Im kontaminierten Fall war bei allen drei Tests ein leichter
Abfall der Giite zu verzeichnen. Der zweite Test erwies sich in diesem Falle gegeniiber den
beiden anderen leicht iiberlegen.

Im ersten nichtlinearen Modell zeigte sich ein dhnliches Bild. Auch hier war insgesamt Test
2 zu bevorzugen, da Test 1 hinsichtlich seiner Giitefunktion leicht unterlegen war, und im
kontaminierten Fall Test 3 mehr Giite als Test 2 verlor.

Im zweiten nichtlinearen Regressionsmodell schlieflich fiel Test 3 deutlich ab. Unter den
beiden anderen Tests war Test 2 {iberlegen. Im kontaminierten Fall war Test 2 noch deutli-
cher vorzuziehen, da dieser im Gegensatz zu Test 1 kaum an Giite verlor. Test 3 fiel wieder

deutlich zuriick.

Insgesamt sind die Simulationsergebnisse sehr vielversprechend. Daher wére es vorstellbar,
noch zu weiteren Modellen Simulationen zu berechnen. Auferdem wire die Anwendung der
drei neuen Tests auf verschiedene reale Datensdtze mit gleichzeitigem Vergleich klassischer

nichtrobuster Methoden wiinschenswert.
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library(parallel)

Tiefe.Calc<-function(Res, Alt=0) # Uberprifung auf alternierende Residuen
{
if (all(sign(Res)==c(-1, 1, -1)) | all(sign(Res)==c(1, -1, 1))) {Alt<-1}
return(Alt)

}

Sign<-function(Res) # Funktion fir Vorzeichentest
{
Teststatistik<-length(Res[Res>0])
Ergebnis<-binom.test(Teststatistik, length(Res), p=0.5, alternative="two.sided")

return (Ergebnis$p.value)

}

Kontamination<-function(n.int, error.1, error.2) # Kontaminierte Fehler erzeugen
{

welche<-rbinom(n.int, 1, 0.05)

Ausgabe<-(1-welche)*rnorm(n.int, 0, error.1l)+welche*rnorm(n.int, mu, error.2)

return(Ausgabe)

Hauptfunktion<-function(Theta.l, Theta.2)
#
# Simulation, Berechnung Teststatistiken und Gite
#
{
if (Ubergabe$Kontamination==F)
{Fehler<-replicate(rep, rnorm(un, O, Ubergabe$Error1))} # Fehler simulieren
else
{

Fehler<-replicate(rep, Kontamination(n, ﬁbergabe$Error1, Ubergabe$Error2))
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if (Modell==1) # lineare Regression
{
Wert_f<-Theta.l+x*Theta.2 # Werte von f fir jeden Gitterpunkt berechnen
Y_Werte<-apply(Fehler, 2, function(x){Wert_f+x}) # Y-Werte berechnen fir rep
Fehlerfolgen der Grofie n
Res<-apply(Y_Werte, 2, function(x){x-Ubergabe$A[[2]1}) # Residuen berechnen fiir rep V_
Wertefolgen der Grofie n
}
if (Modell==2) # exzponentielles Wachstumsmodell
{
Wert_f<-Theta.l*exp(Theta.2*x)
Y_Werte<-apply(Fehler, 2, function(x){Wert_f+x})
Res<-apply(Y_Werte, 2, function(x){x-Ubergabe$A[[3]11})
}
if (Modell==3) # Power Model
{
Wert_f<-Theta.1*(x"Theta.2)
Y_Werte<-apply(Fehler, 2, function(x){Wert_f+x})
Res<-apply(Y_Werte, 2, function(x){x—Ubergabe$A[[4]]})
}

d_s1_roh<-sapply(l:rep, function(y){apply(ibergabe$Index[[1]1], 2, function(x){Tiefe.Calc
(Res[x, y1)})1}) # Datentiefen berechnen

d_s1<-apply(d_sl_roh, 2, function(x){sum(x)*(1/floor(n/3))})

d_s2_roh<-sapply(l:rep, function(y){apply(Jbergabe$Index[[2]], 2, function(x){Tiefe.Calc
(Res[x, yDB D

d_s2<-apply(d_s2_roh, 2, function(x){sum(x)*(1/(n-2))})

d_s3_roh<-sapply(l:rep, function(y){apply(ibergabe$Index[[3]1], 2, function(x){Tiefe.Calc
(Res[x, yDB B

d_s3<-apply(d_s3_roh, 2, function(x){sum(x)*(1/floor((n-1)/2))1})

Ablehnen_1<—d_sl<ﬁbergabe$ﬂ1[1] # Giite berechnen

Gite_1<-(1/rep) * (length(Ablehnen_1[Ablehnen_1==TRUE]))

Ablehnen_2<-d_s2<Ubergabe$Q1 [2]

Giite_2<-(1/rep)* (length(Ablehnen_2[Ablehnen_2==TRUE]))

Ablehnen_3<-d_s3<{bergabe$q1[3]
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Giite_3<-(1/rep) * (length (Ablehnen_3[Ablehnen_3==TRUE]))

Teststatistik_4<-apply(Res, 2, Sign) # Vorzeichentest anwenden
Ablehnen_4<-Teststatistik_4<0.05
Giite_4<-(1/rep) * (length(Ablehnen_4[Ablehnen_4==TRUE])) # Giite berechnen
return(list (c(Theta.1, Theta.2), c(Giite_1, Giite_2, Giite_3, Giite_4)))

}

Kern<-function(Bereich.Theta.l, Bereich.Theta.2, HO.Theta.1l, HO.Theta.2, Schrittweitel,

Schrittweite2, Modell, rep, x, mu=5, Kont, error1=0.1, error2=1, Atl, At2)

Aufzurufende Funktion

Argumente:

Bereich...: Gitterintervalle

HO...: Thetas fir Nullhypothese,

Schrittweste: Aufldosung Gitter

MNodell: 1-3, s.u.

rep: Anzahl der Testauswertungen fir Gite

T Werte Kovariable

mu: Erwartungswert der kontaminierenden Verteilung
Kont: I'rue oder False, fir Kontamination

error.1: Varianz Normalverteilung,

error.2: Varianz kontaminierende Normalverteilung

L T R S S T L I S T . T

At1, At2: Orte der Tickmarks

{
n<-length(x)

Grid.x<-seq(Bereich.Theta.1[1], Bereich.Theta.1[2], Schrittweitel)
Grid.y<-seq(Bereich.Theta.2[1], Bereich.Theta.2[2], Schrittweite2)

Theta.Matrix<-as.matrix(expand.grid(Grid.x, Grid.y)) # Theta-Gitter erzeugen

Index1<-sapply(seq(1, (n%/%3)*3, 3), function(x){x+c(0, 1, 2)}) # Indizes fir
Datentiefen erzeugen
Index2<-sapply(1: (n-2), function(x){x+c(0, 1, 2)})

Index3<-sapply(l:floor((n-1)/2), function(x){c(x, floor((n+1)/2), n-x)})

Varianz.1<-(3/16) /floor(n/3) # asymptotische Varianzen der Datentiefen berechnen

Varianz.2<-(5/16)/(n-2)
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Varianz.3<-(3/16)/floor((n-1)/2)

Q<-cO

Q[1]<-gnorm(0.05, 1/4, sqrt(Varianz.1)) # Kritische Werte berechnen
Q[2]<-gqnorm(0.05, 1/4, sqrt(Varianz.2))

Q[3]<-qnorm(0.05, 1/4, sqrt(Varianz.3))

A1<-(HO.Theta.1#*x)/(x+HO.Theta.2)
A2<-Anpassung<-HO.Theta.1+x*HO.Theta.2 # Anpassung unter H_0 berechnen
A3<-Anpassung<-HO.Theta.l*exp (HO.Theta.2#*x)
A4<-Anpassung<-HO.Theta.1*(x~HO.Theta.2)

Ubergabe=list(Index=list(Indexl, Index2, Index3), Q1=Q, A=list(A1, A2, A3, A4),

Kontamination=Kont, Errorl=errorl, Error2=error?2)

cl <- makeCluster (4, type = "PSOCK") # Paralleles Rechnen, hier 4 Kern

e

clusterExport(cl, list("Modell", "n", "rep", "x", "mu", "ﬁbergabe"), envir=environment ()

)

clusterExport(cl, list("Hauptfunktion", "Tiefe.Calc", "Sign", "Kontamination"))

RNGkind ("L’Ecuyer-CMRG") # Fir unabhdngige Zufallszahlen

clusterSetRNGStream(cl)

Ergebnis<-parApply(cl=cl, X=Theta.Matrix, MARGIN=1, FUN=Aufruf)# Fir jeden Gitterpunkt

Gite berechnen

Path_1<-paste("C:\\Dokumente\\Modell", as.character(Modell), "Testl",

s ".png s
Path_2<-paste("C:\\Dokumente\\Modell", as.character(Modell), "Test2",

sep=”")

".png s
Path_3<-paste("C:\\Dokumente\\Modell", as.character(Modell), "Test3",

, sep="") # Drucken in Dates
, ".png", sep="")

Path_4<-paste("C:\\Dokumente\\Modell", as.character(Modell), "Test4",
, ".png", sep="")

png(Path_1, units="in", width=10, height=8, res=200)

as

as

.character (Kont)

.character (Kont)

.character (Kont)

.character (Kont)

Zeichnen(Ergebnis, Bereich.Theta.1l, Bereich.Theta.2, 1, Schrittweitel, Schrittweite2, HO

.Theta.1, HO.Theta.2, Atl, At2)
png(Path_2, units="in", width=10, height=8, res=200)

Zeichnen(Ergebnis, Bereich.Theta.l, Bereich.Theta.2, 2, Schrittweitel, Schrittweite2, HO

.Theta.1, HO.Theta.2, Atl, At2)

png(Path_3, units="in", width=10, height=8, res=200)

Zeichnen(Ergebnis, Bereich.Theta.1l, Bereich.Theta.2, 3, Schrittweitel, Schrittweite2, HO

.Theta.1, HO.Theta.2, Atl, At2)
png(Path_4, units="in", width=10, height=8, res=200)
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Zeichnen(Ergebnis, Bereich.Theta.1l, Bereich.Theta.2, 4, Schrittweitel, Schrittweite2, HO

.Theta.1, HO.Theta.2, Atl, At2)

stopCluster(cl)
Ausgabe<-Extraktion(Ergebnis)
return (Ausgabe)

}

Aufruf<-function(Theta) # dufruf fir apply
{
Hauptfunktion(Theta[1], Thetal[2])
}

Zeichnen<-function(Ergebnis.int, Bereich.Theta.l.int, Bereich.Theta.2.int, Test,

Schrittweitel.int, Schrittweite2.int, HO.Theta.l.int, HO.Theta.2.int, Atl.int, At2.int
)

#

# Gitter zeichnen

#

{

close.screen(all.screens=T)

split.screen(rbind(c(0, 0.9, 0, 1), (0.9, 1, 0, 1)))

Farben<-gray.colors(20, 0.2, 0.9)

screen(1)

par (mai=c(0.8, 0.96, 0.25, 0.2), yaxs="i", xaxs="i", font=b)

Sys.setlocale("LC_CTYPE", "greek") # Griechischer Zeichensatz, da sonst expression-
dusdruck auf dem verwendeten Rechner micht funktioniert

plot(c(), xlim=Bereich.Theta.l.int, ylim=Bereich.Theta.2.int, xlab=expression("\u03b3"
[1]1), ylab=expression("\uO3b8"[2]), axes=F, cex.lab=2)

Sys.setlocale("LC_CTYPE", "german") # Wieder Deutsch

lapply (Ergebnis.int, Zeichnen_unter, Schrittweitel.int=Schrittweitel.int, Schrittweite2.
int=Schrittweite2.int, Farben=Farben, Testl=Test, Bereich.Theta.l.int, Bereich.Theta

.2.int, HO.Theta.l.int, HO.Theta.2.int) # Hier werden Graustufen gezeichnet

axis(1, at=Atl.int, cex.axis=2, 1lwd=0, lwd.ticks=1) # Achsen zeichnen
axis (2, at=At2.int, cex.axis=2, 1lwd=0, lwd.ticks=1)

Legende() # Legende zeichnen

dev.off ()

}

Zeichnen_unter<-function(Ergebnis.int2, Schrittweitel.int2, Schrittweite2.int2, Farben,

82



A. Programmcode

Testl, Bereich.Theta.1.int2, Bereich.Theta.2.int2, HO.Theta.1.int2, HO.Theta.2.int2) #
Unterfunktion fir Gitterpunkte
{
Farbe<-Farben[ceiling(Ergebnis.int2[[2]] [Test1]*20)] # Grauténe erzeugen

if (Ergebnis.int2[[2]] [Test1]==0) {Farbe<-Farben[1]} # Téne zuordnen
s1<-Schrittweitel.int2/2

s2<-Schrittweite2.int2/2

polygon(c(Ergebnis.int2[[1]][1]-s1, Ergebnis.int2[[1]][1]-s1, Ergebnis.int2[[1]][1]+s1,
Ergebnis.int2[[1]]1[1]+s1), c(Ergebnis.int2[[1]][2]+s2, Ergebnis.int2[[1]][2]-s2,
Ergebnis.int2[[1]]1[2]-s2, Ergebnis.int2[[1]][2]+s2), col=Farbe, border=Farbe) #

Gitterpunkte zeichnen

lines(c(HO.Theta.1.int2, HO.Theta.1.int2), c(Bereich.Theta.2.int2[1], Bereich.Theta.2.
int2[2]), 1ty=2)
lines(c(Bereich.Theta.1.int2[1], Bereich.Theta.1.int2[2]), c(HO.Theta.2.int2, HO.Theta

.2.int2), 1ty=2)

Legende<-function() # Legende zeichnen

{

screen(2)

par(mai=c(0.8, 0.3, 0.25, 0.4))

Farben<-gray.colors(20, 0.2, 0.9)

plot(c(), xlim=c(0, 1), ylim=c(0, 1), axes=F, ann=F, yaxs=’i’, xaxs=’1i’)

for (x in 1:20)
{
polygon(c(0, 1, 1, 0), c(x/20, x/20, x/20-1/20, x/20-1/20), col=Farben[x])
}

axis (4, at=c(seq(0, 8, 2)/10, 1), cex.axis=2)

}

Extraktion<-function(Daten) # Tabellendaten eztrahieren
{
n1<-n2<-n3<-m1<-m2<-m3<-0
W1<-W2<-W3<-W4<-W5<-W6<-NULL
for (i in 1:length(Daten))
{
Wi<-c(W1, all(c(Daten[[i]11[[2]11[11>Daten[[i]1]1[[2]1]1[2], Daten[[il]1[[2]1]1[1]1>Daten[[i
110[211131)))
W2<-c(W2, all(c(Daten[[i]11[[2]11[2]1>Daten[[i]1]1[[2]1]1[1], Daten[[il]1[[2]1]1[2]>Daten[[i
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110021103
W3<-c(W3, all(c(Datenl[[i]11[[2]1]1[3]1>Daten[[i11[[2]11[1], Daten[[il][[2]1]1[3]1>Daten[[i
110021102
W4<-c (W4, Daten[[i]][[2]][1]<0.05)
W5<-c (W5, Daten[[i]][[2]][2]1<0.05)
W6<-c (W6, Daten[[i]][[2]][3]<0.05)
}
ni<-length(Wi[Wi==T])
n2<-length(W2[W2==T])
n3<-length(W3[W3==T])
ml<-length (W4 [W4==T1)
m2<-length (W5 [W5==T])
m3<-length (W6 [W6==T1)
return(list (AbsBest1l=nl, AbsBest2=n2, AbsBest3=n3, Unterl=ml, Unter2=m2, Unter3=m3))
}

# dufrufe fir 3 Nodelle, jeweils kontaminiert und unkontaminiert

Ergebnisi<-Kern(Bereich.Theta.1=c(1.2, 1.8), Bereich.Theta.2=c(0.7, 1.3), HO.Theta.1=1.5,
HO.Theta.2=1, Schrittweitel=0.002, Schrittweite2=0.002, Modell=2, rep=200, x=(1:100)/
50, Kont=F, Atl=c(1.3, 1.5, 1.7), At2=c(0.8, 1, 1.2))

Ergebnis2<-Kern(Bereich.Theta.1=c(1.2, 1.8), Bereich.Theta.2=c(0.7, 1.3), HO.Theta.1=1.5,
HO.Theta.2=1, Schrittweite=0.002, Schrittweite2=0.002, Modell=2, rep=200, x=(1:100)/
50, Kont=T, Atl=c(1.3, 1.5, 1.7), At2=c(0.8, 1, 1.2))

Ergebnis3<-Kern(Bereich.Theta.1=c(0.5, 2.5), Bereich.Theta.2=c(0.5, 2.5), HO.Theta.1=1.5,
HO.Theta.2=1.5, Schrittweite=0.005, Schrittweite2=0.005, Modell=1, rep=200, x=(1:100)/
10, Kont=F, Atl=c(1, 1.5, 2), At2=c(1, 1.5, 2))

Ergebnis4<-Kern(Bereich.Theta.1=c(0.5, 2.5), Bereich.Theta.2=c(0.5, 2.5), HO.Theta.1=1.5,
HO.Theta.2=1.5, Schrittweite=0.005, Schrittweite2=0.005, Modell=1, rep=200, x=(1:100)/
10, Kont=T, Atl=c(l, 1.5, 2), At2=c(1, 1.5, 2))

Ergebnisb<-Kern(Bereich.Theta.1=c(1, 4), Bereich.Theta.2=c(2.2, 5.2), HO.Theta.1=2.5, HO.
Theta.2=3.7, Schrittweitel=0.01, Schrittweite2=0.01, Modell=3, rep=200, x=(1:100)/50,
error1=0.05, Kont=F, Atl=c(1.5, 2.5, 3.5), At2=c(2.7, 3.7, 4.7))

Ergebnis6<-Kern(Bereich.Theta.1=c(1, 4), Bereich.Theta.2=c(2.2, 5.2), HO.Theta.1=2.5, HO.
Theta.2=3.7, Schrittweite=0.01, Schrittweite2=0.01, Modell=3, rep=200, x=(1:100)/50,
error1=0.05, error2=0.5, mu=2.5, Kont=T, Atl=c(1.5, 2.5, 3.5), At2=c(2.7, 3.7, 4.7))
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