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1 Einleitung

Das Teilprojekt D6 des SFB/Transregio TRR 30 an der Universitidt Kassel befasst
sich mit der statistische Analyse des Ermiidungsverhaltens von gradierten Mate-
rialien. Ein Ziel des TP D6 ist es Vorhersagen iiber die Ermiidung von gradierten
Materialen zu machen. Diese Diplomarbeit entstand im Rahmen dieses Teilpro-
jektes mit dem Ziel zum einen den nicht parametrischen Nelson-Aalen Schitzer
fiir die Hazardrate darzustellen und zum anderen das Cox Hazard Modell fiir zeit-
abhingige Kovariaten zu erweitern.

In Kapitel 2 bis 4 werden Grundbegriffe, wie stochastische Prozesse, Filtration,
Stoppzeit und bedingte Erwartungen eingefiihrt. Weiter wird auf die gleichgradi-
ge Integrierbarkeit eingegangen, die eine wichtige Rolle in der Martingaltheorie
spielt. Eine gute Darstellung des Themas bieten Bauer [5], Klenke [18] oder Yeh
[25].

Kapitel 5 behandelt Martingale, Submartingale und Supermartingale. Es beinhal-
tet das Optional Stopping Theorem und das Optional Sampling Theorem und die
fiir diese Arbeit zentrale Doob-Meyer Zerlegung. Siehe hierzu Doob [10] oder
eine m.E. verstindlichere Darstellung in Yeh [25].

Grundbegriffe der Lebenszeitanalyse, wie die Survival-Funktion, die Hazard-Funk-
tion und die kumulierte Hazard-Funktion werden in Kapitel 6 eingefiihrt. Wei-
ter wird auf Zahlprozesse eingegangen, die bei der spiteren Modellbildung eine
wichtige Rolle spielen. Klein und Moeschberger [16] bietet hierzu eine gute Ein-
fiihrung. Eine praxisnahe Einfiihrung findet man in Kleinbaum und Klein [17].

Das Martingal M = N — A ist von zentraler Bedeutung fiir den hier gewahlten
Ansatz des Zihlprozesses, des Nelson-Aalen Schitzers und des Multiplikativen
Dichte Modells und wird in Kapitel 7 betrachtet. Die Ausfiihrungen dieses Kapi-
tels orientieren sich an Fleming und Harrington [12]

In Kapitel 8 wird der von Nelson 1969 und davon unabhiéngig von Aalen 1970 ein-
gefiihrte Nelson-Aalen-Schitzer vorgestellt. Aalen [1] wihlte 1978 einen elegan-
ten Martingal Ansatz um die Konsistenz des Nelson-Aalen Schitzers zu zeigen.
Dieser Ansatz liegt den Ausfithrungen in Fleming und Harringon [12] zugrun-
de, auf welchen die Ausfiihrungen dieses Kapitels basieren. Au3erdem wurde fiir
den Datensatz einer Versuchsreihe zur Ermiidungsuntersuchung der Nelson-Aalen
Schitzer und der Schiitzer \ fiir die Hazard-Funktion geschitzt. Geht man von ei-
ner Exponentialverteilung aus, so kann A aus der Steigung einer Geraden, die
durch die geschitzte kumulierte Hazard-Funktion gelegt wird, geschitzt. Um die
Auswirkungen einer Zensur zu untersuchen wurden die Daten zu unterschiedli-
chen Zeiten kiinstlich zensiert und der Nelson-Aalen Schiitzer und ) der zensier-



ten Daten geschitzt.

Das Cox Hazard Modell und das Multiplikative Dichte Modell werden in Kapi-
tel 9 vorgestellt. Das Cox Hazard Modell oder auch Proportionale Hazard Modell
wurde 1972 von Cox [9] eingefiihrt und bietet eine Methode, den Einfluss von
Kovariaten auf die Ausfallszeiten zu untersuchen. Das Cox Hazard Modell ist de-
finiert durch A(t|Z) = Ao(t)e" Z, mit einer beliebigen Basis-Hazard-Funktion
Ao- Betrachtet man fiir zwei zeitunabhingige Kovariaten Z; und Z; das Verhailt-
nis der Hazardraten, so ist dieses konstant: % — #"(Z21-22) Eine Erweite-
rung des Cox Hazard Modells ist das auf Zdhlprozessen beruhende Multiplikative
Dichte Modell. Fiir einen wachsenden Prozess [V existiert nach der Doob-Meyer-
Zerlegung ein vorhersagbarer Prozess A, so dass NV — A ein Martingal ist. Dieser
Prozess ldsst sich, wie von Aalen [1] vorgeschlagen, folgendermafSen modelie-
ren: A(t) = [ e? 7)Y (s)\g(s)ds, wobei \o eine beliebige Funktion ist und
Y (s) = 1 zum Zeitpunkt s, wenn ein Ereignis eingetreten ist, und Y (s) = 0 sonst.
Dieser Ansatz ist in Andersen, Borgan, Gill, und Keiding [2] sowie in Fleming

und Harrington [12] dargestellt.

Kapitel 10 beschiftigt sich mit dem Erkennen von Rissen im Bildmaterial. Bei
einem Ermiidungsversuch konnen aus den Bildern, die wihrend des Versuchs von
der Mikroprobe aufgenommen werden, verschiedene Groflen, die sich iiber die
Zeit des Versuchs dndern, ermittelt werden. Diese Groflen konnen als zeitabhin-
gige Kovariaten in das Multiplikative Dichte Modell einflieBen. Als Kovariaten
kommen z.B. die Anzahl der Risse, die mittlere Rissldnge, die kumulierte Riss-
lange oder der durchschnittliche Grauwert in Frage. Um diese Groflen ermitteln zu
konnen miissen die Bilder vorverarbeitet werden, so dass die daraus gewonnenen
Daten mit géngigen Statistikpaketen weiterverarbeitet werden konnen. Die Vor-
verarbeitung umfasst zum einen die Aufbereitung des Bildmateriales, so dass in
einem zweiten Schritt Risse im Bildmaterial automatisch erkannt werden konnen.
Dazu wurden Hilfsmittel aus der Graphentheorie entlehnt, wie sie z.B. in Ebert
[11] Harary [13] und Noltemeier [21] vorgestellt werden.



2 Prozesse, Filtrationen, Stoppzeiten

Sei im Folgenden 7 C R, (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (E, &)
ein mit einer o-Algebra versehener Raum.

2.1 Stochastischer Prozess

Dieser Abschnitt basiert auf den Ausfithrungen in Klenke [18] und Yeh [25].

Definition 2.1 (Stochastischer Prozess) Eine Familie von Zufallsvariablen X =
{X: : t € T} auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) mit Werten in (E, )
heif3t stochastischer Prozess mit Zeitbereich T und Zustandsraum E.

Sei T C Rund X = {X; : t € T} ein reellwertiger stochastischer Prozess
auf (0, F, P). Fiir jedes w € ) nennt man die Abbildung T > t — X(w) =
X(t,w) € R einen Pfad von X.

Einen stochastischer Prozess X = {X; : t € Ry} auf (2, F, P) nennt man
stetig, linksstetig oder rechtsstetig, wenn X (-,w) eine stetige, linksstetige oder
rechtsstetige Funktion auf R, fiir alle w € €, ist. X nennt man ein f.ii. stetig,
fiii. linksstetig oder f.ii. rechtsstetig, wenn X (-,w) eine stetige, linksstetige oder
rechtsstetige Funktion auf R, fiir fast alle w € €, ist.

Definition 2.2 (Filtration) Sei (€2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Fa-
milie F = (F;,t € T) von o-Algebren mit F, C F fiir jedes t € T, heifit
Filtration, falls Fs C F, fiir alle s,t € T mit s < t. Das Quadrupel (2, F,{F; :
t € Ry}, P) oder kurz (Q, F,{F:}, P) nennt man einen filtrierten Wahrschein-
lichkeitsraum.

Sei (t,)new, eine streng monoton wachsende Folge in R.,. Eine wachsende Folge
(Ft, )new, von o- Unteralgebren von F nennt man eine Filtration in diskreter Zeit

auf (2, F, {Fi, }, P).
Definition 2.3 (adaptiert) Ein stochastischer Prozess X = {X; : t € T} heifit
adaptiert an die Filtration T, falls X, beziiglich F; messbar ist fiir jedes t € T.

Eine Familie von Zufallsvariablen X = (X;,)new, auf einem filtrierten Wahr-
scheinlichkeitsraum in diskreter Zeit nennt man F,; -adaptiert, wenn X, Fy -
messbar ist, fiir jedes n € INy.

Definition 2.4 Sei (2, F,{F; : t € R}, P) ein filtrierter Raum. Die o-Algebra
auf [0, 00) x 2 erzeugt durch alle Mengen der Form:

{O}XA, AeF



und
(a,b] x A, 0<a<b<oo, AeF,

nennt man die {F;}-vorhersagbare c-Algebra.

Definition 2.5 Sei (2, F,{F; : t € R}, P) ein filtrierter Raum. Eine Teilmenge
von Ry x €}, der Form

(a,b] x A, a,beRy, a<bund Ae F,
oder
{O}XA, AeF

oder

0,
nennt man ein {F,; }- vorhersagbares Rechteck.
Definition 2.6 (vorhersagbar) Sei S die {F;}-vorhersagbare o-Algebra auf ei-

nem filtriertem Raum (Q, F,{F; : t € R}, P). Einen stochastischen Prozess

X = {X; : t € R;} nennt man Fi-vorhersagbar, wenn X eine G-By-messbare
Abbildung auf R x €2 nach R ist.

Einen stochastischen Prozess X der Form
X = ko]l{O}XAo + Z ki]l(ai,bi]XAp
i=1

mit Ay € Fo, A; € Fy,, fiiri =1,...,n und den Konstanten ko, k1, . . ., k,, nennt
man einen einfachen vorhersagbaren Prozess.

Eine Familie von Zufallsvariablen X = (Xi, )nen, auf einem filtrierten Wahr-
scheinlichkeitsraum in diskreter Zeit nennt man F;, -vorhersagbar, wenn X, F; -
messbar ist, fiir alle n € INy,.

Definition 2.7 Man sagt eine Filtration {F; : t € R, } erfiillt die gewdhnlichen
Eigenschaften, falls folgendes gilt:

. F,= ﬂft ,fiir alle s € Ry (rechtsstetig)
t>s
i. ACBeF, P(B)=0= A€ F (vollstindig)

Eine Filtration {F; : t € R} auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) nennt
man augmentiert, wenn sie vollstindig ist. Einen filtrierten Raum (0, F,{F;}, P)
nennt man augmentiert, wenn die Filtration {F; : t € R} augmentiert ist.
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Definition 2.8 (Standard filtrierter Raum) Einen filtrierten Raum (0, F,{F; :
t € R}, P) nennt man einen standard filtrierten Raum, wenn folgendes gilt:

i. Der Wahrscheinlichkeitsraum (0, F, P) ist ein vollstindiger Mafsraum.

ii. Die Filtration {F; : t € R} erfiillt die gewdhnlichen Eigenschaften.

Definition 2.9 (cadlag) FEinen stochastischen Prozess X nennt man cadlag (con-
tinue a droite, limité a gauche) oder RCLL (right continuous with left limits), wenn
seine Pfade (X,(w) : t € T), fiir fast alle w rechtsstetig sind und die linksseitigen
Grenzwerte existieren und endlich sind.

Definition 2.10 Sei X = {X, : t € T} ein stochastischer Prozess auf (2, F, P).

i. X ist ein L,-Prozess mit p € (0,00), wenn X; € L,(Q2, F,P), fiir alle
teT.

ii. X ist beschrénkt in L,, wenn sup,. E(|X|P) < oc.

Definition 2.11 Einen stochastischen Prozess A = {A, : t € R.} auf einem
filtrierten Raum (0, F,{F;}, P) nennt man einen wachsenden Prozess, wenn gilt:

i. Aist{F.} adaptiert.
ii. A istein Li-Prozess.

iii. A(-,w) ist eine reellwertige, rechsstetige monoton wachsende Funktion auf
Ry, mit A(0,w) = 0 fiir alle w € Q.

A nennt man einen fast sicher wachsenden Prozess, wenn i. und ii. und folgendes
gilt:

iv. Es existiert eine Nullmenge A4 auf (), Foo, P), so dass iii. gilt, fiir alle
w € AY.

2.2 Lokal endliche Variation
Die Ausfiihrungen in diesem Abschnitt folgen Yeh [25, S. 207ff.]

Definition 2.12 Einen stochastischen Prozess V. = {V; : t € R} auf einem
filtrierten Raum (Q, F,{F;}, P) nennt man einen Prozess von lokal endlicher Va-
riation, wenn folgendes gilt:

i. Vist{F:} adaptiert.



ii. V(-,w) ist eine rechtsstetige Funktion auf R, mit beschrinkter Variation
auf [0, t], fiiralle t € Ry, mit V(0,w) = 0, fiir alle w € (L.

iii. Der Prozess |V| = {|V|;:t € Ry}, definiert durch

2’71
VI(t,w) =sup > [Vt w) = V(tni,w)|, (1)
nelN 1
fiir (t,w) € Ry X Q, mitt,,, = k27", fiirk =0,...,2", mitn € N, ist ein
Li-Prozess.

Ein stochstischer Prozess V auf einem augmentierten filtriertem Raum (), F,
{F:}, P) nennt man einen Prozess von f.ii. lokal endlicher Variation, wenn i. und
folgendes gilt:

iv. Es existiert eine Nullmenge Ay in (0, F, P), so dass V (-,w) ii. erfiillt, fiir
alle w € AS,.

v. Der Prozess |V|, wie in (1) definiert, fiir w € A, und |V|(-,w) = 0, fiir
w € Ay, ist ein L,-Prozess.

Lemma 2.13 Ist V = {V, : t € R} ein Prozess von f.ii. lokal endlicher Va-
riation auf einem augmentierten filtrierten Raum (0, F,{F;}, P), dann ist |V | =
{IV4| : t € Ry} ein wachsender Prozess.

Beweis Da V' einen Prozess von f.ii. lokal endlicher Variation auf einem augmen-
tierten filtrierten Raum ist, so ist Ay, € Fy C F, fiir alle t € R, . Nach Definition
ist V' F; adaptiert, d.h. V; ist F;-messbar. Also ist die Summe in Definition 2.12 (1)
Fi-messbar und damit ist auch das Supremum iiber n € IN F;-messbar. Somit ist
\V|(t, -) Fe-messbar auf A, € F;.Da |V|(¢,-) = 0auf Ay, ist |V|(¢,-) Fr-messbar
auf Q2. D.h. | V| ist F; adaptiert. Nach Voraussetzung ist |V'| ein L;-Prozess und be-
sitzt rechtsstetige monoton wachsende Pfade auf R und verschwindet im Punkt
t =0, fir alle w € Ay. Also ist || ein wachsender Prozess.

Satz 2.14 Seien A’ und A" wachsende Prozesse auf einem filtrierten Raum. Ein
stochastischer Prozess V.= {V; : t € R} auf einem augmentierten filtrierten
Raum (2, F,{F:}, P) ist genau dann von lokal endlicher Variation, wenn V =
A — A

Seien A" und A” f.ii. wachsende Prozesse auf einem filtrierten Raum. Ein stochas-
tischer Prozess V' auf einem augmentierten filtrierten Raum ist genau dann f.ii.
von lokal endlicher Variation, wenn V = A’ — A”.



Beweis i. Seien A’ und A” zwei wachsende Prozesse auf einem filtrierten Raum
und V = A’ — A”. Da A’ und A” wachsende Prozesse sind, sind A’ und A” F;-
messbar. Damit ist auch V' F;-messbar. Die Pfade von A’ und A” sind reellwertig
und rechsttetig und verschwinden fiir ¢ = 0, fiir alle w € €2, so sind auch die Pfade
von V rechtsstetig und verschwinden bei ¢t = 0, fiir alle w € 2. Da A" und A”
monoton wachsend und A’(0,w) = 0, A”(0,w) = 0, fiir alle w € Q gilt:

on

Z |V<tn,k7 W) - V(tn,kfla w)’

k=1

271,
= Z ‘A/<tn,k7 CU) - A”(tn,ka w) - A/<tn,k717 W) + A//<tn,k717 w)‘
k=1

2m 2m
<D Aty w) = A1, )|+ D 1A (b1, w) — A" (b, )]
k=1 k=1

=A'(t,w) — A(0,w) + A" (t,w) — A"(0,w) = A'(t,w) + A" (t,w),
fiir alle n € IN. Somit gilt |V|(t,w) < A'(t,w) + A"(t,w), mit (t,w) € Ry x Q.
Da A’ und A” L,-Prozesse sind, so ist auch |V| ein L;-Prozess.

ii. Sei V von lokal endlicher Variation. Nach Lemma 2.13 ist |V/| ein wachsender
Prozess. Sei A := |V| — V. Dann ist A ein rechtsstetiger adaptierter L;-Prozess,
der bei ¢ = 0 verschwindet. Also gilt, fiir alle s,t € R, mit s < ¢:

A(t,w) = A(s,w) = ([V|(t, w) = [Vi(s,w)) = (V(t,w) = V(s,w)) 20

Also ist A ein wachsender Prozess. Setzt man A" = |V| und A” = A, so erhilt
manV = A" — A”, wobei A’ und A” zwei wachsende Prozesse sind.

Die Behauptung beziiglich lokal endlicher Variation beweist man analog.

2.3 Stoppzeit
Der folgende Abschnitt basiert auf den Ausfiirungen in Yeh [25, S. 25ff.].

Definition 2.15 (Stoppzeit) Sei (2, F, {F:}, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeits-
raum. Eine Zufallsvariable T" mit Werten in R . heifst Stoppzeit (beziiglich F), falls
fiir jedes t € R, gilt, dass {T <t} € F;.

Sei (0, F,{F,}, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum in diskreter Zeit. Eine
Zufallsvariable T' mit Werten in (t,,), ., nennt man eine JF, -Stoppzeit, wenn fiir
jedesn € Nq gilt: {T < t,} € F,,.

Bemerkung 2.16 Aquivalent zu Definition 2.15 ist folgendes. T ist eine F;, -
Stoppzeit, wenn fiir jedes n € Ny gilt: {T' =t,} € F,.
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Beweis Dennes gilt {7 = to} = {T < to}und {T =t,} ={T <t,} —{T <
tn-1}, fir alle n € N und andererseits {7' < t¢,} = Up_ {7 = t,} fiir alle
n e IN().

Definition 2.17 Sei T' eine Stoppzeit auf (0, F,{F;}, P). Die Unter-c-Algebra
von F zur Stoppzeit T ist eine Teilmenge von F., vermoge

Fr={AeF : An{T <t} eF firale tecR,},
mit Foo := 0(Urer, F2).
Satz 2.18 Sei T eine Stoppzeit auf (0, F,{F.}, P), dann gilt:
i. JFr ist eine o-Algebra von Teilmengen von ().
ii. T ist Fpr-messbar.
iii. o(T) C Fr C Fo C F.

Beweis . DaQN{T <t} ={T <t} € F, furallet € Ry,istQ) € Fr.
Sei A€ Fr.Da A= Q\ A, giltfirallet € R,:

AN{T <t} = (QN{T <tH\(AN{T < t}) € F.

N J

G\jr:t E\]r:t
Da (2, A € Fr sind, so sind auch die beiden Mengen rechts des Gleichheitszeichen
in F; und somit ist auch die Differenz der beiden Mengen in F;. D.h. F; ist bzgl.

Komplementbildung abgeschlossen.
Sei A,, € Fr fur alle n € IN. Dann gilt fiir alle t € R,

(UnewAy) NH{T <t} = Upen(A, N{T < t}) € F,

also ist U,en A, € Fy.
ii. Da T eine Stoppzeit mit Werten in R, ist, reicht es zu zeigen, dass {T' < t,} €
Fr, firalle ty € R,.DaT F,, messbarist, gilt {T < {y} € F. Weiter gilt:

{TStQ}GFtOCft, fﬁrallet€R+,t2t0
{T <t} eF, firallet € Ry, t < to.

{Tgto}ﬂ{Tgt}:{

Also {T < to} € Fr,d.h. T ist Fr-messbar.

iii. Da T Fp-messbar ist, ist 0(1") C Fp. Nach Definition 2.17 gilt Fr C F., C
F.



Satz 2.19 Sei (Q, F,{F.}, P) ein rechtssteiger filtrierter Raum. Eine R, wertige
Funktion T' auf ) ist genau dann eine Stoppzeit, wenn gilt:

{weQ:T(w) <t} eF, firallet € R,. (2)
Ist 'T' eine Stoppzeit auf dem rechtsstetigen filtrierten Raum, dann gilt:
Fr={AeF  An{T <t} € F, fiirallet € R}. 3)

Beweis Beweis der ersten Aussage: Ist 7' eine Stoppzeit, dann gilt fiirallet € R, :

{T<t}:U{T§t—%}e}"t.

nelN

Ist T eine R, wertige Funktion, die (2) erfiillt, dann gilt fiir alle t € R, :

{Tgt}:ﬂ{T<t+%}:ﬂ{T<t+%}e}"t+i,ﬁirallenG]N,

keN k>n

da {T < t+ +} | fir k — oo, mit (2) und da {7, : ¢ € R;} ein wachsendes
System ist. Also folgt aus der Rechtsstetigkeit der Filtration:

{TSt}E ﬂft+%:ft+zﬂ-

nelN

Beweis der zweiten Aussage: Sei A € Fr, dann gilt:

1
An{T <t} = (Aﬁ{Tgt—ﬁ}) € F, firallet € R,
nelN

Seinun A € Foo,mit AN{T <t} € F,. Furallet € R, gilt:

An{T <ty =) (Aﬂ{T<t+%}>:ﬂ(Am{T<t+%})e]—"t+i,

~n

fiir alle n € IN, mit der Argumentation wie oben. Also folgt aus der Rechtsstetig-
keit:
An{T <t} e m}—t*‘l =Fu = Fi.

nelN

Satz 2.20 Sei T' eine Stoppzeit auf dem filtrierten Raum (2, F,{F:}, P). Dann
ist jede Fr-messbare Funktion S : Q0 — R, mit S > T auf (), ebenfalls eine
Stoppzeit.



Beweis S ist nach Voraussetzung F-messbar, d.h. {S < t} € Fr. Nach Defini-
tion 2.17ist {S < ¢} N{T <t} € F.Da S > T gilt {S <t} C {T < t}. Also
{S <t} € F;, d.h. S ist eine Stoppzeit.

Satz 2.21 Sind S und T Stoppzeiten auf (2, F,{F:}, P), so sind SNVT := max{S, T},
SAT :=min{S, T} und S + ¢, fiir alle c € R, ebenfalls Stoppzeiten.

Beweis Da S und 7" Stoppzeiten sind gilt: {S < t} € F, und {T < t} € F,.
Daraus folgt
{SvT <t} ={S<t}n{T <t} eF

und
{SAT <t} ={S<t}U{T <t} ekF.
Fir alle c € Ry ist S 4+ ¢ > S. Also ist nach Satz 2.20 ist S + ¢ eine Stoppzeit.

Lemma 2.22 Sei T eine Stoppzeit auf (0, F,{F:}, P), dann ist T \t Fi-messbar,
fiirallet € R,.

Beweis Nach Satz 2.21 ist 7' A ¢ eine Stoppzeit. D.h. {T'At < a} € F,, fiir alle
a € R;. Angenommen « < t, dann ist 7, C F; und damit {T' A t < a} € F;.
Ista > t,dannist {T'At < a} = Q € F. Folglichist {T' At < a} € F.

Lemma 2.23 Sind S At und T Nt Stoppzeiten, so ist {S Nt <T ANt} € F.

Beweis Da S Atund T At Stoppzeiten sind gilt: {S At <t} € Frund {T At <
t} € F;. Daraus folgt

{SAt<TAty= [J{SAt<r}n{TAt>r}
reQ4
= J{Srt<rn{Tat<r} e,
reQ+
da nach den Berechnungen im Beweis von Lemma 2.22 {T'At < a} € F, furalle

o € R, wenn T A t eine Stoppzeitistund {T At <7} =, n{T At <r—1}

Satz 2.24 Seien S und T Stoppzeiten auf (Q, F,{F:}, P). Ist A € Fg, dann gilt
AN{S <T} € Frfiiralle T.

Beweis Wenn S(w) < T(w) und T'(w) < t, dann ist S(w) < tund S(w) At <
T(w) A t.Ist andererseits S(w) < ¢, T(w) < tund S(w) At < T(w) At,dann ist
S(w)At=Sw)und T'(w) ANt =T (w), sowie S(w) < T'(w). Also gilt:

AN{S <TIN{T <t} =An{S <t} n{T <t} N{SAt<T At}
Da A € Fg, gilt AN {S < t} € F,. T ist eine Stoppzeit, d.h. {T" < t} € F;.

Nach Lemma 2.22 sind S A ¢t und T" A t Stoppzeiten und mit Lemma 2.23 folgt
{SAt <TAt} € Fp . Also AN{S < T} {T <t} € Fr,dh. AN{S < T} € Fr.
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Satz 2.25 Seien S und T Stoppzeiten auf (Q, F,{F;}, P). Ist S < T auf ), dann
gllt Fs C Fr.

Beweis Ist A € Fg, dann ist, nach Satz 2.24, AN{S < T} € Fr.Wenn S < T
auf € ist, dann ist {S < T} = Q und somit A € Fr. Also Fg C Fr.

Satz 2.26 Seien S und T Stoppzeiten auf (2, F,{F:}, P). Dann sind {S < T},
{S > T} € Fg N Fr.

Beweis Sei A € Fg. Nach Satz 2.24 ist AN {S < T} € Fr. Fur A = Q folgt
daraus

{S < T} e Fr.
Betrachte:
(S>T)={SAT =T}

Da, nach Satz 2.21, S A T eine Stoppzeit ist, ist nach Satz 2.18ii. S AT Fsar-
messbar. Da S AT < T gilt, nach Satz 2.25, Fs,r C Fr. Alsoist S AT Fr-
messbar. Da S A T und T" Fp-messbar sind, gilt {S AT =T} € Fr. Und somit

{§>T} € Fr.

Vertauscht man die Rollen von S und 7, so erhilt man {S < T} € Fg und
{S>T} e Fs. Also{S <T}, {S>T} e Fs N Fr.

Satz 2.27 Seien S und T Stoppzeiten auf (2, F,{F;}, P). Dann gilt fiir die Stopp-
zeit SANT: Foar = Fg N Fr.

Beweis Da SAT < S, T, gilt nach Satz 2.25 Fs,r C Fs, Fr. Und damit Fgar C
Fs N Fr.
Seinun A € FsNFr.DaQ={S <T}U{S >T}gilt:

AN{SAT <t} =(AN{S<T,SAT<tHUAN{S>T,SANT <t})
=(AN{S<T,S<tHUAN{S>T,T <t})
=(AN{S<T}IN{S<tHUAN{S >T}N{T <t}).

Da A € Fgundnach Satz2.26 {S < T} € Fg,istauch AN{S < T} € Fs. Also
iStAN{S<TINn{S<tteF.DaAecFrund{S>T}={S<T} € Fr,

gilt AN{S > T} € Frund somit AN{S > T} N{T <t} € F. Also ist
Aﬂ{S/\TSt}EftunddamitAGfSAT,d.h.fgﬂ]:TC]:S/\T.

11



Korollar 2.28 Seien S und T Stoppzeiten auf (0, F,{F:}, P). Dann sind
(S < TV {S<TV,{S>T},{S>T}e Four

Beweis Da {S < T} ={S >T}°und {S > T} = {5 < T}¢, so folgt dies aus
den Sitzen 2.26 und 2.27.

Satz 2.29 Ist {T, : n € N} eine Folge von Stoppzeiten auf einem filtrierten Raum
(Q, F,{F:}, P), dann ist sup,,cy T, eine Stoppzeit auf dem filtrierten Raum. Ist
die Filtration rechtsstetig, dann sind inf,,c T, lim inf,, ., T}, und lim sup,, ., 1),
Stoppzeiten. Existiert lim,, .., T, auf (), dann ist lim,, ... T}, eine Stoppzeit.

Beweis Fiirallet € R, gilt:

{suan gt} = ﬂ{Tn <t} eF.

nelN nelN

Also ist sup,,cy T, eine Stoppzeit. Betrachte inf,,c 75,

{gg]%Tnzt}: (T =ty = (T < 8}

nelN nelN

Da die Filtration rechtsstetig ist, ist fiir alle n € IN, nach Satz 2.19, {T,, < t} € F;
und damit { inf,en T, > t} € F;. Nach Satz 2.19 ist inf,,cy T}, eine Stoppzeit.
Daliminf, . 7T, = sup,cn (inszn Tn) und lim sup,, . 7}, = inf,en (sukan Tk),
sind lim inf,,_, 7}, und lim sup,,_, ., 75, Stoppzeiten.

Existiert lim,, ., 7}, auf 2, dann ist lim,, .., 7}, = lim inf,, ., 7T,,. Alsoistlim,,_,.. 7},
eine Stoppzeit.

Satz 2.30 Sei {T,, : n € IN} eine monoton fallende Folge von Stoppzeiten auf
einem rechtsstetigen filtrierten Raum (0, F,{F;}, P). Dann ist T = lim,,_o, T},
eine Stoppzeit und Fr = (), e Fr,.-

Beweis Nach Satz 2.29 ist T' eine Stoppzeit. DaT" < T;, ist nach Satz 2.25 Fr C
Fr,, furalle n € IN. Also Fp C (), Fr,- Sei nun A € NyewFr,, dann gilt fiir
allet € Ry
(T <t} = | J{T <1},
nelN
so dass
An{T <t} =] (An{T, <t}) e A,
nelN
nach Satz 2.19, angewendet auf 7),. Also ist nach Satz 2.19 A € Fr. Also gilt
[anN]a% C Frp.
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Satz 2.31 Sei T eine Stoppzeit auf einem filtriertem Raum (S0, F,{F.}, P). Fiir
n € N sei die Funktion 9,, : Ry — R definiert durch:

ﬁn(t) _ {k2_” , furt c [(]{; _ 1)2—n,k2_n) ,k’ cN

0, fiirt = o0

und T, =19, oT.
Dann ist {T,, : n € N} eine monoton fallende Folge von Stoppzeiten, mit Werten
in{k2": ke N}yU{oco} und T,, | T gleichmdfig auf QQ, fiir n — .

Beweis 1, ist auf R, eine rechtsstetige Treppenfunktion und fiir alle ¢ € R,
gilt: t < ¥, < t+ 27" Also ¢, | t gleichmdBig, fiir ¢ — oo. Sei X eine
EJF wertige Zufallsvariable und definiere X,, := ¥, o X, dann ist X,, eine F-
By, -messbare Funktion, da X eine -By, -messbare Funktion von {2 nach R,
und ¥, eine By, -By, -messbare Funktion auf R, nach R, ist. Somit ist X,
eine Zufallsvariable auf (Q, F, P) mit Werten in {k27" : k € IN} U {o0}. Also
X(w) < Xp(w) < X(w)+27" fiirw € Q, mit X (w) € Ry und X, (w) = oo, fiir
w € Q, mit X(w) = oo. Also X,,(w) | X(w) gleichmiBig fiir w € Q, n — oo.
Dies gilt auch, wenn X eine Stoppzeit 7' ist. Ist 7" eine Stoppzeit, dann ist ' eine
Fr-By, -messbare Funktion auf {2 nach R,. Da ¥, eine B, -Br, -messbare
Funktion auf R nach Ry ist, ist 7,, eine Fr-Bp -messbare Funktion auf 2 nach

E_{+. Mit T}, > T auf () ist also, nach Satz 2.20, T,, eine Stoppzeit.

Definition 2.32 Sei (2, F,{F;, : n € Ny}, P) ein filtrierter Raum in diskreter
Zeit. Eine Funktion T auf ) mit Werten in {t,, : n € Ny} nennt man eine {F;, }-
Stoppzeit, wenn gilt:

{T' <t,} e F,, firallen € N,.

Sei to = limy_oot, € Ry und F,_ = O'(U
Stoppzeit T ist definiert durch

neNo ftn). Die o-Algebra zur

Fr={AeF_ An{T <t,} € F,, fiirallen € Ny}.
Satz 2.33 Sei T eine Stoppzeit auf (0, F,{F:, }, P), dann gilt:
i. Fr ist eine Unter-o-Algebra von F,
ii. T ist Fpr-messbar,
ii. o(T) C Fr C F, C F.

Beweis Dies beweist man analog dem stetigen Fall.
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Definition 2.34 Sei X = {X, : t € R} ein adaptierter Prozess und T eine
Stoppzeit auf einem filtrierten Raum (Q, F,{F;}, P). Sei X, eine beliebige R
wertige F..-messbare Zufallsvariable auf (0, F,P) und X := {X, : t € R,}
Definiere X1 vermoge

Xr(w) = Xp(w) = X(T(w),w), fiirallew € . 4)

Sei X = {X;, : n € Ny} ein adaptierter Prozess in diskreter Zeit und T eine
Stoppzeit auf dem filtrierten Raum (Q, F,{F;, }, P). Sei X, eine beliebige R
wertige T,__-messbare Zufallsvariable auf (Q, F, P) und X = {X,, : n € Ny}.
So definiert man Xt wie in (4).

Satz 2.35 i. Sei X = {X;, : n € Ny} ein adaptierter Prozess in diskreter Zeit
und T eine Stoppzeit auf einem filtrierten Raum (0, F,{F;,}, P), dann ist die
Zufallsvariable X1 Fr-messbar.

ii. Sei X = {X; : t € Ry} ein rechtsstetiger adaptierter Prozess und T eine
Stoppzeit auf einem rechtsstetigen filtrierten Raum (Q, F,{F;}, P), dann ist Xr
Fr-messbar.

Beweis i. Nach Satz 2.33 ist 0(T") C Fr. Damit ist {T" = t;} € Fr, fur alle
ke ]No.élso reicht es aus zu zeigen, dass X1 Fr-messbar auf {7 = #} ist, fiir
alle £ € Ng. Dazu ist zu zeigen, dass fiir alle « € R gilt:

(Xr <a}n{T =t} € Fr. (5)
Es gilt { Xy < o} N{T =t} € F;, C Fi_. Weiter gilt fiir alle j € Ny:

{(Xr <apn{T =t} € F, CF, fallsk < j

Xr<oafnN{T =t} N{T <t} =
{Xr <a}ny{ e} T < 1;} {@Eftj  falls £ > j.

Damit ist (5) gezeigt.
ii. Fiir n € IN sei 9,, auf R, definiert durch:

k2= fallst € [(k—1)27™,k27"), firk € N

U (t) =
00 , fallst = oo

und sei 7, := ¥, o T. Nach Satz 2.31 ist T}, eine Stoppzeit, mit Werten in {k 27" :

k € N} U{oo} und {T,, : n € IN} ist eine monoton fallende Folge, so dass

T, | T gleichmiBig auf €, fir n — oco. Sein € N fest und ¢, = k27", fiir

k € Ny, dann ist {X;, : k£ € Ny} ein adaptierter Prozess in diskreter Zeit und T,
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ist eine Stoppzeit auf dem filtrierten Raum (Q, F, {F;, }, P), so dass X7, nach i.
Fr,-messbar ist. Da 7}, | T" auf €2 und X rechtsstetig ist gilt:

lim X7, (w) = lim X(T,(w),w) = X(T(w),w) = Xr(w), firallew € Q.

n—oo n—oo

Da X, Fr,-messbar ist, fiir alle n € IN und da Fr,,, n € IN nach Satz 2.25 eine
monoton fallende Folge ist, ist limy_,o, X7, Fr7,-messbar, fiir alle n € IN. Damit
ist limy oo X7, (e Fr,-messbar. Nach Satz 2.30 ist (), .y Fr,, = Fr. Also ist
lim,, oo X7, Fr-messbar, d.h. X ist Fp-messbar.

nelN

Definition 2.36 Sei X = {X; : t € R} ein adaptierter Prozess und T eine
Stoppzeit auf (Q, F,{F;}, P). Sei t \ s := min{t, s}. Der gestoppte Prozess ist
definiert durch:
X=Xt e Ry Y,
mit
X MNw) = Xpne(w) = X(T(w) At,w)  fiir w € Q.
D.h. fiirw € Qmit T < oo gilt:

XT(w) = {X(t,w) it €0, T(w)]
! X(T(w),w) , fir te(T(w),oo)

und fiir w € Q mit T'(w) = oo gilt:
X'Mw) = X(t,w) fiirt € R,.

Fiir einen adaptierten Prozess X = {X;, : n € Ny} in diskreter Zeit und einer
Stoppzeit auf (Q, F,{F,,}, P) ist der gestoppte Prozess definiert durch:

XN .= {ng/\ :n € No},

mit
XtZA(w) = Xpin, (W) = X(T(w) Atp,w)  fiirw € €.

Satz 2.37 Sei X = {X;, : n € Ny} ein adaptierter Prozess und T eine Stoppzeit
auf (Q, F,{F,}, P). Ist X ein L,-Prozess fiir p € (0,00), d.h. | Xy, |? ist inte-
grierbar fiir jedes n € Wy, dann ist der gestoppte Prozess X" = { X, 1 €
INo} ein L,-Prozess.

Beweis Fiir alle n € N gilt:

Xratn = Lir—iy Xoo + Ly )Xoy + oo+ Ly, 3 X020 + Lyrse, 1 X,
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und damit

n—1
/ | Xrng, [PAP = / | X,, [PdP + / | X, [PdP
Q k=0 Y {T=tx}

(T2t}
< Z/Q X, [PdP < .
k=0

Satz 2.38 Sei X = {X, : t € R, } ein adaptierter Prozess und T eine Stoppzeit
auf (Q, F,{F:}, P). Ist X ein L,-Prozess fiir p € (0, 00), dann ist der gestoppte
Prozess X™" = { X7 : t € Ry} ein Ly-Prozess.

Beweis Fiirallet € R, gilt:
Xrae = Lir<ny Xo + Lirsp Xy

/‘XTAt‘deS/’Xt’p+/|Xt|de<OO
Q Q Q

3 Bedingte Erwartungen

und damit

Sei im Folgenden (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F C A eine Unter-
o-Algebra. Der Inhalt des Abschnittes basiert auf Yeh [25, Appendix B, S. 453ff.].

Definition 3.1 Zwei F-messbare Zufallsvariablen X1, Xo mit Werten in RU{oo}
nennt man gleich fii., wenn X1 = Xo auf A°, mit A € F, P(A) =0

Fiir alle reellwertigen .A-messbaren Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (2, A, P), ist die Gleichheit f.ii. eine Aquivalenzrelation.

Satz 3.2 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, F C A. Betrachte die Aqui-
valenzrelation Gleichheit f.ii. aller F-messbarer reellwertiger Zufallsvariablen
auf (2, A, P). Fiir jede reellwertige Zufallsvariable X auf (), A, P) existiert ei-
ne eindeutige Aquivalenzklasse, bestehend aus allen F-messbaren reellwertigen
Zufallsvariablen Y auf (2, A, P), so dass gilt

/YdP:/XdP, fiiralle G e F
G G

Beweis Sei X eine beliebige Zufallsvariable auf (€2, .4, P). Sei x eine Funktion
auf F vermoge p(G) = [, XdP fir G € F. Dann ist 4 ein MaB auf F. Da
u(G) = 0 fir alle G € F mit P(G) = 0, ist p absolut stetig bzgl. P auf (2, F).
Die Radon-Nikodym Ableitung von p bzgl. P auf (€2, F) ist dann eine Aquiva-
lenzklasse bzgl. Gleichheit f.ii., bestehend aus allen F-messbaren reellwertigen
Funktionen Y auf €, so dass [, YdP = u(G).D.h. [, YdP = [, XdP, fiir alle
GeF.
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Definition 3.3 (Bedingte Erwartung) Sei X eine integrierbare reellwertige Zu-
fallsvariable auf (), A, P), F C A. Mit dem bedingten Erwartungswert von X
gegeben F, geschrieben E(X|F) bezeichnet man die eindeutige Aquivalenzklasse
aller F-messbarer reellwertiger Zufallsvariablen Y auf (2, A, P), mit

/YdP:/XdP fiiralle G e F.
G G

Die Vertreter der Aquivalenzklasse E(X |F) bezeichnet man als Versionen der be-
dingten Erwartung von X gegeben JF.
Sei A € A beliebig. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben F, geschrie-
ben P(A|F), ist als der bedingte Erwartungswert der Zufallsvariable 1 4 gegeben
F definiert, d.h. P(A|F) = E(14|F).

Satz 3.4 Seien X und X integrierbare reellwertige Zufallsvariablen auf (), A, P)
und F C A. Existiert eine F-messbare reellwertige Zufallsvariable Yy auf (2, A, P),
die eine Version von E(X1|F) und E(Xs|F) ist, dann ist E(X,|F) = E(Xs|F),
d.h. wenn E(X1|F) N E(X3|F) # 0, dann ist E(X1|F) = E(X|F).

Beweis Sei Y; eine beliebiger Version von E(X;|F), fir j = 1,2. Dannist Y; =
Y f.ii. auf (Q, A, P) und damit Y; = Y5 f.ii. auf (Q, A, P). Also sind E(X;|F)
und E(X3|F), bzgl. der Gleichheit f.i., identisch.

Satz 3.5 Seien X, X, und X, integrierbare reellwertige Zufallsvariablen auf ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum und F C A. So gilt:

i Xq=Xofii.auf (O, A, P) = E(Xi|F)=FE(Xy|F).

ii. X ist F-messbar = X € E(X|F).
iii. X >0 fii. auf (Q, A, P) = E(X|F)>0 fii auf (2, A, P).
. E(e1 X1+ o Xo|F) = an E(Xq|F) + o E(Xo|F), fiir c1,co € R.
v. Xo> X fii.auf (Q,AP) = E(Xy|F)> E(Xy|F).

Beweis i. Sei Y € E(X;|F). Dann ist Y F-messbar und [,YdP = [, X;dP
firalle G € F.Dan.V. X; = X, f.ii. auf (Q, A, P), gilt [, X1dP = [, XodP fiir
alle G € F und damit [,YdP = [, XodP firalle G € F. Also Y € E(X;|F).
Mit Satz 1.18 folgt (X, |F) = E(X3|F).

ii. Folgt aus der Definition.

iii. Sei X > 0f.ii. auf (2, A, P),Y € E(X|F).Damnist [,YdP = [, XdP >0
fir alle G € F und damit Y > 0 f.ii. auf (Q, A, P).
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iv. Sind ¢; = 0 und ¢; = 0, dann ist die Aussage trivial. Sei Y; € E(X;|F) und
Ys € E(X5|F). Dann ist ¢; X + ¢2 X5 F-messbar und fiir alle G € F gilt

/(clYl + Y5)dP = 01/ Y1dP + 02/ YodP
G G G

:Cl/deP+C2/XQdP:/ClX1+CQX2dP.
G G G

Also 01}/1 + CQYQ € E(Cle + CQXQlf) und somit ClE(X1|f) + 02E<X2|F) -
E(01X1 + CQXQlJT).

Es bleibt noch E(c; Xy + 2 Xo|F) C a1 E(X1|F) + o E(X3|F) zu zeigen. Sei
nun ¢; oder ¢y ungleich Null, angenommen ¢, # 0. Seien Z € E(c;X; +
2 Xo|F), Y1 € (X{|F)und Y, = é(Z —1Y7). Da Z und Y; F-messbar sind, ist
auch Y5 F-messbar. Also

/YgdP— (/ ZdP—cl/YldP>
Co G

= (ClX1+CQX2)dP——/X1dP
CQ G

X1 + X5 — —deP / XodP

G C2

fiir alle G € F. Somit Yy € E(X5|F). Also gilt Z = ¢1Y] + ¢»Y5, fiir eine belie-
bige Version Z von E(c1 X1 + c2 X5|F), wobei Y7 eine Version von F(X;|F) und
Y, eine Version von E(X,|F) ist. Mithin ist Z € ¢, E(X1|F) + coE(X3|F) und
damit E(Cle + CQXQ‘f) C ClE<X1|f> + CQE(X2|f)

v. NV.ist X, — X; > 0 fii. auf (Q,4,P) = E(X; — X;|F) > 0 auf
(Q,A,P) = E(X;— X1|F) = E(Xo|F) — B(X1|F) = E(Xy|F) >
E(X,|F) f.i. auf (2, A, P).

Satz 3.6 Sei X eine integrierbare reellwertige Zufallsvariable auf (), A, P), F C
A. Dann gilt

E(E(X|F)) = E(X),
d.h. fiir jede Version Y von E(X|F) gilt E(Y') = E(X).
Beweis Ist Y € E(X|F), dann ist [,YdP = [, XdP fir alle G € F und
speziell fir Q € F erhilt man [,YdP = [, XdP,dh. E(Y) = E(X).

Satz 3.7 Sei F C A, X eine integrierbare reellwertige Zufallsvariable und 7
eine F-messbare reellwertige Zufallsvariable auf (2, A, P), sodass Z X integrier-
bar ist. Dann gilt

E(ZX|F)=ZE(X|F).
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Beweis Kann man zeigen, dass fiir eine beliebige Version Y von E(X|F), ZY
eine Version von E(ZY|F) ist, dann ist E(ZY|F) D ZE(X|F). Da ZY ei-
ne Version von F(ZX|F) ist, folgt daraus, dass fiir eine beliebige Version V'
von E(ZX|F), V = ZY f.i. auf (2, A, P) und damit V' € ZE(X|F), sodass
E(ZX|F) C ZE(X|F). Also E(ZX|F) = ZE(X|F). Somit bleibt zu zeigen,
dass fiir eine beliebige Version Y von E(X|F), ZY eine Version von E(Z X |F)
ist. Da ZY F-messbar ist, bleibt zu zeigen, dass

/ZYdP—/ZXdP firalle GeF ©6)
G G

Betrachte zuerst den Fall Z = 1, mit G, € F:

/ZYdP:/]lGOYdP:/ YdP
G G GNGo

GNGoer XdP = / 1o, XdP = / ZXdP
GNGo G G

Ist Z eine einfache Funktion auf (€2, .4, P), dann gilt (6) wegen der Linearitit des
Integrals. Betrachte als nichstes den Fall, dass Z > 0 und X > 0 auf ). Da
Z > 0 auf , existiert eine wachsende Folge (Z,,),en nicht negativer einfacher
Funktionen auf (2, A, P), sodass Z,, T Z auf (). Da Z, eine einfache Funktion
auf (2, A, P) ist, gilt

/ZnYdP:/ZnXdP fir GeF. (7
G G

Mit Satz 3.5 iii. folgt aus X > 0 auf €2, dass Y > 0 f.i. auf (€2, A, P). Also
folgt aus Z,, T Z auf Q, dass Z,,Y 1 ZY f.i. auf (2, A, P). Da X > 0 gilt auch
Z,X T ZX auf Q. Fir n — oo in (7) erhilt man mit dem Satz von Beppo-Levi
die Gleichung (6) und somit

Z>0,X>0auf Q= E(ZX|F)=ZE(X|F). ®)
Behiilt man nur noch die Bedingung X > 0 auf Q soistmit 7 = Z* — Z~

E(ZX|F) = E(Z" — Z7)X|F) *2" B(Z*X|F) — E(Z~ X|F)
® Zz+B(X|F) — 27 B(X|F) *Z ZE(X|F).
Und schlieBlich mit X = X+ — X~
E(ZX|F) = E(Z(X* — X)|F) *2" BE(ZXT|F) — E(ZX"|F)
®)

2 ZE(XT|F) — ZE(X™|F) = Z(BE(X1|F) — BE(X"|F)) *2" ZE(X|F).
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Satz 3.8 (Jensensche Ungleichung) Sei I C R ein Intervall und sei X eine in-
tegrierbare Zufallsvariable auf (S, A, P), mit Werten in I. Sei ¢ : I — R eine
konvexe Funktion, so dass p(X) integrierbar ist. Dann gilt fiir F C A:

p(E(X|F)) < E(p(X)|F), fi. auf (0, F, P).

Beweis Der Beweis basiert auf dem Beweis in Klenke [18, S. 172].

Betrachte zuerst das Ereignis { (X |F) ist Randpunkt von }. Sei 0.B.d.A. 0 der
linke Randpunkt von 7 und A := {E(X|F) = 0}. Da X Werte in / C [0, 00)
annimmt, ist 0 < E(X1,) *Z" E(E(X|F)14) = 0. Also ist X1 4 = 0 und die
Aussage ist trivial. Den rechten Randpunkt behandelt man analog.

Betrachte nun das Ereignis B := {E(X|F) ist innerer Punkt von /}. Sei /° das
Innere von / und definiere zu « € I° die Funktion

(y) — ()

g:(y) == © - firy € I\ {z}.

Da ¢ eine konvexe Funktion ist, ist g, monoton wachsend und es existiert der
rechtsseitige Grenzwert

DY p(x) = limy|.g.(y) = inf{g.(y) : y > x}.
Sei 2 € I°. Nach Konstruktion von g, ist fiir t < D" (x):
o)+ (y —x)t < p(y), firalley € 1.

Da g, monoton wachsend ist, ist auch D¢ monoton wachsend und damit mess-
bar. Also ist DT p(E(X|F)) eine F-messbare Zufallsvariable. Somit gilt:

B(p(X)|F) 2 B((X - E(
BT DG(B(X|F)E(X ~ B(X|F)|F) + p(E(X|F))
2 DY o(B(X|F)(BE(X|F) — E(X|F)) + o(E(X|F))

= p(E(X|F)) f.i. auf B.

X|F)) D o(E(X|F)) + ¢(E(X|F))|F)

Definition 3.9 Sei X eine integrierbare reellwertige Zufallsvariable auf (2, A, P),
H,F C A. Definiere:

E(X|F|H) = E(E(X|F)|H) == E(Y|H)

Wobei Y eine beliebige Version von E(X|F) ist.
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Satz 3.10 Sei X eine integrierbare reellwertige Zufallsvariable auf (2, A, P),
H,F C A. Seien Yy und Y zwei Versionen von E(X|F). Dann gilt fiir die Aqui-
valenzklassen:

EM[H) = E(Y2[H)

Beweis Fiir j = 1,2 besteht £(Y;|H) aus allen H-messbaren reellwertigen Zu-
fallsvariablen Z, sodass [, ZdP = [, Y;dP fir alle H € H. Da Y; und Y,
Versionen von F(X|F) sind, gilt Y7 = Y; fii. auf (2, F,P) = Y, = Y; f.i
auf (2, A, P). Sodass [, YidP = [, YodP fiir alle A € A und im Speziellen
[y YidP = [, YdP fiir alle H € ‘H. Ist W, eine Version von E(Y;|H) und
W, eine Version von E(Y5|H), dann gilt [, W1dP = [, Y1dP = [, Y2dP =
fH W,dP fiir beliebige H € ‘H. Und damit W, = W f.i. auf (2, H, P). Daraus
folgt E(Yi[H) — E(V3IH).

Bemerkung 3.11  i. Fiir E(E(X|F)|H) wie oben definiert, gilt
E(E(E(X|F)[H)) = E(E(X|F)) = E(X).

ii. Sei Z € E(E(X|F)/H) und W eine H-messbare reelle Funktion, mit
W = Z fii. auf (Q, H, P), dannist W € E(E(X|F)|H)

Satz 3.12 Sei X eine integrierbare reellwertige Zufallsvariable auf (2, A, P),
Fy C Fy C A. Dann gilt:

E(X‘}—lffz) = E(X|-7:2)

Beweis Sei Y eine beliebige Version von E(X|F;) und Z eine beliebige Ver-
sion von E(Y|Fy). Also ist Z Fy-messbar und somit [, ZdP = [, YdP =
Je, XdP, fir alle Gy € F. Daraus folgt mit Satz 3.4, dass E(Y'|F2) = E(X|F2),

Satz 3.13 Sei X eine integrierbare reellwertige Zufallsvariable auf (2, A, P),
Fo C Fy C A. Dann gilt:

ii. Ist zudem jede Version von E(X|Fs|F,) Fao-messbar, dann gilt:
E(X|F2|F1) = E(X|F).
Beweis i. Sei Y eine beliebige Version von E(X|F,). Dannist Y F,-messbar und
damit auch F;-messbar. Um zu zeigen, dass Y eine Version von E (X |F,|F) ist,

reicht es nach Bemerkung 3.11 zu zeigen, dass es eine Version Z von E(X|F;|F3)
gibt, mit Z = Y f.ii. auf (2, F1, P). Sei Z eine beliebige Version von E (X |F,|F7).
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Damn ist Z € E(W|F), mit W € E(X|F,). Also [, ZdP = [, WdP,
fiir beliebige Gy € F;. Da W und Y Verionen von E(X|F,), ist W = Y
f.u. auf (Q, Fy, P). Woraus folgt, dass W = Y f.i. auf (2, A, P) und damit
fGl WdP = fGl ZdP. Mithin fGl ZdP = fGl YdP. Da Z und Y F;-messbar
sind, folgt Z =Y f.i auf E(X|F).

ii. Sei jede Version von E(X|Fz|F;) Fy-messbar. Sei Z eine beliebige Version
von E(X|Fz|F1). Da Z Fy-messbar ist, reicht es nach Bemerkung 3.11 zu zei-
gen, dass es eine Version Y von E(X|F,) gibt, mit Z = Y f.i. auf (Q2, 7, P). Da
n.V. fir GQ € Fg auch G2 € f1, gllt ng ZdP = ng E(X|:F2)dp = ng XdP =
Je, Y P, fiir alle G € F5. Damit folgt die Behauptung.

4 Gleichgradige Integrierbarkeit

Die Ausfiihrungen in diesem Abschnitt folgen denen von Yeh [25, S. 541.].

Lemma 4.1 Eine R-wertige Zufallsvariable X auf (), F, P) ist genau dann in-
tegrierbar, wenn f{‘X|>)\} | X |dP | 0, fiir \ — 0.

Beweis Angenommen X ist integrierbar, dann ist | X | < oo f.u. auf (2, F, P). Sei
A, = {|X| > n}nen. Dannist A, eine monoton fallende Folge und lim,, ., A,, =
MnenAn = {|X| = oo}, also 14, | 1yx|=o0}, flir n — oc0. Da |1 4,| < |X| und
| X| integrierbar ist, gilt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz (Lebes-
gue):

im [ |X|dP = lim/]lAn|X\dP
An n—oo Jo

n—oo

Q Q

n—oo

(1

Da P({|X| > A\}) < P({|X]| > [\]}), wobei [)] die groBte ganze Zahl ist, die
kleiner oder gleich A, folgt aus (1): f{|X|>/\} | X |dP | 0, fir \ — oo.

Angenommen f{lX\>A} | X|dP | 0, fir \ — oo. Dann exisitiert fiir jedes £ > 0
ein A > 0, sodass [, ., [X|dP <. Somit gilt:

/|X|dP:/ yX|dP+/ IX| dP

Q {IX]1<A} {IX[>A}

:/]l{|X§)\}|X‘dP+€§)\P(Q)+€:)\+€<OO,
Q

d.h. X ist integrierbar.
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Definition 4.2 Eine Familie von reellwertigen Zufallsvariablen {X, : o € A}
auf (0, F, P) nennt man gleichgradig integrierbar, wenn gilt:

sup/ | X, dP | 0, fiir A\ — oo,
{IXal>A}

acA

oder dquivalent dazu: Fiir alle € > 0 existiert ein X > 0, so dass

sup/ | Xo|dP < g,
a€A J{|Xa|>A}

oder dquivalent dazu: Fiir alle € > 0 existiert ein X > 0, so dass

/ | Xo|dP < € ,fiiralle o € A.

{|Xal>A}

{X, : a € A} nennt man p-fach gleichgradig integrierbar, wenn {| X, |P : o € A}
gleichgradig integrierbar ist, fiir p € (0, 00).

Satz 4.3 Eine Familie von R-wertigen Zufallsvariablen {X,, : o € A} auf (0, F, P)
ist genau dann gleichgradig integrierbar, wenn gilt:

i. sup,es E(|Xa]) < o0,

ii. fiiralle e > 0 existiert ein 6 > 0, so dass [, |Xa|dP < ¢, fiir alle o € A,
wenn E € F und P(E) < 6.

Beweis Sei { X, : a € A} gleichgradig integrierbar.
i. Dann existiert fiir alle ¢ > 0 ein A > 0, so dass

E(|Xa|):/ |Xa|dP+/ 1 X,|dP < A+ ¢, firalle a € A.
{IXa|<A} {IXa|>A}

ii. Firalle ¢ > O exitiertein A > 0, sodass [y [Xa|dP < §, firalle o € A.
Dann gilt fiir alle £ € F:

/]XaydP:/ \Xa\dP+/ IX.|dP
E En{|Xa|>A} En{|Xao|<A}

g
< / | Xal dP+/ Lyxa x| XaldP < 5 + AP(E).
{1 Xa|>A} B 2

Sei § = £;. Dann gilt fir £ € F, mit P(E) < 0: [, |X,|dP <e.
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Sei nun 7. und ii. fir { X, : o € A} erfiillt. Dann gilt fiir alle A > 0:

1 1
P({|Xa| > /\}) = —/ ANdP = —/ ]l{|Xa|>)\})\dP
A J{Xa >\ Ao

1 E(| X, M
SX/Q|Xa|dP: (’)\ DST,fﬁralleaeA,

mit M = sup,4 F(]X4|) < oo. Fir ein gegebenes € > 0 sei A > 0 so gewihlt,
dass &' <, wie in ii. Dann gilt f{lXa|>/\} | Xo|dP < e, fir alle o € A.

Satz 4.4 i. Sei {X, : a € A} eine Familie gleichgradig integrierbarer R-
wertiger Zufallsvariablen auf (2, F, P) und {c, : o € A}, mit |c,| < M,
fiir M > 0 und fiir alle « € A. Dann ist {c, X, : o € A} gleichgradig
integrierbar.

ii. Sei {X, : a € A} gleichgradig integrierbar und Y € L.(), F, P), dann
ist {X,Y : a € A} gleichgradig integrierbar.

iii. Seien {X, :a € A} und{Y, : o € A} gleichgradig integrierbar, dann ist
{Xo+Y, :«a€ A} gleichgradig integrierbar.

Beweis i. Da |c,| < M, fir M > 0 und fiir alle o € A, so gilt:

/ |caXa| dP < / M|X,|dP,
{lcaXa|>A} {IXal[>AM~1}

so dass
lim sup/ |caXa|dP < lim sup M | Xo|dP =0,
A=00 a€A J{jeaXal>A} Ameoaed  J{|Xa|>AM -1}

d.h. {¢, X, 1 a € A} ist gleichgradig integrierbar.

ii. DaY € Loo(Q, F,P)und {X, : o € A} gleichgradig integrierbar ist, so folgt
mit Satz 4.3i.:

sup E(|XoY]) < [[Y e sup E(|Xa|) < oo
acA acA

Also muss noch gezeigt werden, dass die Bedingung ii. in Satz 4.3 erfiillt ist.
Fiir ||Y||oc = 0 ist die Aussage trivial. Sei daher ||Y||o, > 0 angenommen. Da
{X, : @ € A} gleichgradig intergrierbar ist, existiert fiir alle e > 0 ein § > 0, so
dass [, |Xa| dP < = furalle a € A, wenn £ € F und P(E) < 4. Dann gilt

fir £ € F, mit P(E) < d:

/|XnY|dP§ HYHOO/ 1 X,|dP < e.
E E
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D.h. {X,Y : a € A} ist gleichgradig integrierbar.

iii. Da{X, : « € A} und {Y, : o € A} gleichgradig integrierbar sind, folgt dies
aus Satz 4.3.

Lemma 4.5 Eine endliche Familie {X, : n = 1,..., N} von R-wertigen inte-
grierbaren Zufallsvariablen auf (), F, P) ist gleichgradig integrierbar.

Beweis Da X, integrierbar ist, so folgt aus Lemma 4.1, dass

lim | X, dP = 0.
A=00 J o X, > A}

Somit gilt:

lim sup / | X, | dP
A=00 n=1,..,N J{|Xp|>A

.....

N
< lim / | X | dP
H”; {1Xa|>A}

N
=> lim/ | X,,| dP = 0.
A=00 S {1 X0 > A}

D.h. {X,, :n=1,..., N} ist gleichgradig integrierbar.

Lemma 4.6 Sei X,, € L,(Q, F, P), mitn € Nund p € (0,00).
Gilt lim,,_, || X,||, = 0, dann ist { X,, : n € N} p-fach gleichgradig integrierbar.

Beweis Istlim,, . || X,||, = 0, dann existiert fur alle ¢ > 0 ein NV € IN, so dass
/]Xn]pdp<5fﬁrn2N+1. (2)
Q

Nach Lemma 4.5 ist die Familie {| X4 |7, ..., | X x|} gleichgradig integrierbar. Da-
her existiert fiir dieses € > 0 ein § > 0, so dass

/ | X, |PdP < efirn=1,...,N. 3)
{IXn|P>A}

Aus (2) und (3) folgt f{‘Xn‘p»} | X,|PdP < e, fiir alle n € N und obiges A > 0,
d.h. {X,, : n € IN} ist p-fach gleichgradig integrierbar.

Satz 4.7 Sei X,, € L,(Q,F,P), n € N, mit p € (0,00). Sei X eine R-wertige
Zufallsvariable auf (), F, P) und X, 2. X. Dann ist folgendes dquivalent:

25



i. {X, :n € IN}istp-fach gleichgradig integrierbar.
ii. X € Ly(Q,F,P)und lim,_. || X, — X|, = 0.

Beweis i. = ii.: Angenommen {|X,|? : n € IN} ist gleichgradig integrierbar.
Da X, L' , existiert nach dem Satz von Bolzano-Weierstral} eine Teilfolge
{Xn, : k € N}, sodass limy_. X,,, = X f.ii. und damit limy_, | X, [P = | X|?
f.u.. Dann gilt mit Fatous Lemma:

E(X]P) = / IX|PdP = / lim | X, [PdP = / lim inf | X,,, [PdP
Q q k—oo q k—oo

" i in / X, [PdP = liminf E(| X, ).

Lemma k—oo Jq k—oo
Da {|X,|? : n € IN} gleichgradig integrierbar ist, folgt mit Satz 4.3i., dass
sup,en E(|Xn|?) < oo und damit E(|X|?) < co. Alsoist X € L,(2, F, P).
Betrachte nun | X,, — X|? < (2sup{|X,.|, | X|})? < 2°(|X,[P+|X|P). Da {| X,,|? :
n € IN} und | X |? gleichgradig integrierbar sind, folgt mit Satz 4.4, dass {27 (| X, |P+
| X|P) : n € N} gleichgradig integrierbar ist. Also ist | X,, — X |7 gleichgradig in-
tegrierbar. Nach Satz 4.3ii. existiert fiir alle ¢ > 0 ein § > 0, so dass

/|Xn—X|de<5fijrallenGIN,wennEG}"undP(E) < 0.
B

Aus X, 2 x folgt, dass fiir diese ¢ > Ound § > O ein N € N existiert, so dass
P(|X, — X| >¢) <, furallen > N. Also f{|X"_X|>€} | X, — X|PdP < e, fur
alle n > N und somit. N

||Xn—XH§:/ |Xn—X|7’dP+/ X, — X|PdP < = + &,
{1 Xn—X][>e} {IXn—X|<e}

fiir alle n > N. Daraus folgt lim sup,, . [|X,, — X||) < e +&”. Dae > 0 beliebig
gewihlt wurde, folgt lim,, . ||X,, — X[, = 0.

ii. = i.: Nach Lemma 4.6 folgt aus lim,_., [|X,, — X||, = 0 die gleichgradige
Integrierbarkeit von {|X,, — X |’ : n € IN}. Betrachte nun:

[Xnl” = | X0 = X+ X|P < 2°(1X, — X7 + [X]7).
Da | X |P integrierbar ist, so ist, nach Lemma 4.1 und Satz 4.4, {27(|X,, — X|? +

| X|P) : n € IN} gleichgradig integrierbar. Somit ist auch {|X,|? : n € IN}
gleichgradig integrierbar.
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Satz 4.8 Sei X eine integrierbare R-wertige Zufallsvariable auf (Q, F, P). Sei
{6, : a € A} eine Familie von o-Unteralgebren von F. Sei Y, eine Version von
E(X|8,), mit « € A. Dann ist {Y,, : o € A} eine gleichgradig integrierbare
Familie von Zufallsvariablen auf (), F, P).

Beweis Da |- | eine konvexe Funktion ist, folgt mit der Jensenschen Ungleichung,
fiir alle « € A:

Jensensche
Yol = [E(X|Ga)| < E(]X[[64) f.i. auf (2, G4, P). 4)

UngleI:hung
Daraus folgt, mit Satz 3.6:

E(|Yal) < E(B(X]184)) = E(|X]).

Also folgt, fiir alle A > 0

)\P({|Ya| > )\}) :/ AdP = / )‘]l{IYa\>/\} dP
{|Ya|>A} Q

)
< / |Yo|dP = E(|Y.]) < E(]X]), furalle o € A.
Q

Sei € > 0. Da X nach Voraussetzung integrierbar ist, existiert nach Lemma 4.1
ein d > 0, so dass

/|X|dP<5, falls £ € Fund P(E) < 4. (6)
E
Sei A > 0 so gewihlt, dass
1
—/\X|dP<(5. (7)
Ao
Damit folgt, aus (5) und (7)
1
P({|Ya] > A\}) < XE(|XD < ¢, firalle o € A. (8)

Da {|Y,| > A} € &, folgt, aus (4), (6) und (8) und der Definition der bedingten
Erwartung (Definition 3.3):

[ owaps [ BQxegap= [ |xjap<c,
{lYa|>A} {lYa|>A} {lYa|>A}

fir alle « € A. D.h {Y,, : « € A} ist gleichgradig integrierbar.
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5 Martingale

5.1 Martingale, Submartingale und Supermartingale
Der folgende Abschnitt folgt den Ausfithrungen in Yeh [25, Kapitel 2, S. 71ft.]

Definition 5.1 Eine wachsende Folge von Zufallsvariablen 1,,,n € IN nennt man
eine lokalisierende Folge beziiglich einer Filtration, falls folgendes gilt:

i. Jedes T, ist eine Stoppzeit beziiglich obiger Filtration,
ii. lim, . 7, = oo f.ii.

Definition 5.2 Sei X = {X; : t € T} ein stochastischer Prozess auf (2, A, P),
T CR

i. X ist nichtnegativ, wenn X; > 0 fii. auf (0, A, P) fiiralle t € T.

ii. X ist beschrinkt, wenn ein M > 0 existiert, sodass | X (t,w)| < M fiir alle
(t,w)e T x Q.

iti. X ist beschrinkt in L, , wenn sup,.p E(|X|P) < oo.

Definition 5.3 Sei X = {X,; : t € T} ein adaptierter stochastischer Prozess auf
einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,{F;}, P). Sei X ein L, Prozess.
Dann nennt man X ein

i. Martingal bzgl. ({F:}, P), wenn E(Xy|Fs) = X, fii. auf (2, Fs, P), mit
s,teT, s<t,

ii. Submartingal bzgl. ({F;}, P), wenn E(X{|Fs) > X, fii. auf (2, Fs, P),
mit s,t € T, s <,

iii. Supermartingal bzgl. ({F;}, P), wenn E(X|Fs) < X fii. auf (0, Fs, P),
mit s,t € T, s < .

Definition 5.4  i. Ein Prozess M = {M(t) : t > 0} nennt man ein lokales
Martingal (Submartingal) beziiglich der Filtration {F, : t > 0}, wenn es
eine lokalisierende Folge (T,,)nen gibt, so dass M, = {M(tA1,):0 <t <
oo}, fiir alle n € IN, ein {F;}- Martingal (Submartingal) ist.

ii. Ist obiges M, ein Lo-Prozess und ein Martingal, so nennt man M, ein qua-
dratisch integrierbares Martingal und M nennt man ein lokal quadratisch
integrierbares Martingal.
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iii. Einen adaptierten Prozess X = {X(t) : t > 0} nennt man lokal be-
schréinkt, wenn eine lokalisierende Folge (T,)nen existiert, so dass X, =
{X(tAT,):t >0}, fiirallen € N, ein in Ly beschrinkter Prozess ist.

Lemma 5.5 Jedes Martingal ist auch ein lokales Martingal.

Beweis Sei M = {M(t) : ¢ > 0} ein Martingal und 7,, = n eine lokalisierende
Folge.

Istn < t,dannistt An =nundes gilt {M(n) <n} € F, C F.Istt < n,dann
istt An =tundesgilt {M(t) <t} € F;. Also ist M,, adaptiert.

Da M ein Martingal ist, ist E(|M (t)|) < oo fur alle ¢ € R, und somit E(|M (t A
n)|) < oo fiir alle n € IN.

Seien n, s > t dann ist E(M (s An)|F,) = M(t), da M ein Martingal ist.

Also existiert eine lokalisierende Folge, so dass M,, = {M(t A 7,) : 0 <t < oo}
ein Martingal ist. D.h. M ist ein lokales Martingal.

Lemma 5.6 Sei X = {X, : t € T} ein stochastischer Prozess auf einem filtrier-
tem Raum (0, F, {F,:t € T}, P).

i. Ist X ein Martingal, dann ist E(X;) = konst., fiirallet € T.

ii. Ist X ein Submartingal, dann ist E(X,) < FE(Xy), fiir alle s,t € T mit
s <t

iii. Ist X ein Supermartingal, dann ist E(X,) > E(Xy), fiir alle s,t € T mit
s <t

Beweis i. Da X ein Martingal ist, gilt nach Definition 5.3 i. E(FE(X;|F;)) =
E(Xy), fur alle s,t € 7 mit s < t. Nach Satz 3.6 ist E(E(X|F;)) = E(X).
Also E(X;) = E(X;), d.h. E(X;) ist konstant fiir alle t € 7. Analog beweist
man #i. und iii.

Definition 5.7 Sei X = {X,, : n € Ny} ein Martingal, Submartingal oder Su-
permartingal. Sei C = {C,, : n € Ny} ein vorhersagbarer stochastischer Prozess
auf (0, F,{F.}, P). Den stochastischen Prozess C' ® X definiert durch:

(CeX)y = 0

(CeX), = ZCIC'{Xk_kal} fiirn € N,
k=1

nennt man Martingal Transformation.
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Bemerkung 5.8 C}., X, und X;_q, fir k = 1,...,n sind F,,-messbar und damit
ist C' @ X ein adaptierter Prozess.

Ist C ein beschrinkter Prozess, dannist Y ;_, Cj - { Xy — Xj_1} € L1 (Q, F,, P).
Da X ein L;-Prozess ist und damit ist auch C' e X ein L{-Prozess.

Satz 5.9 Sei (0, F,{F, : n € Ny}, P) ein filtrierter Raum.

i. Sei C' ein beschrdinkter nichtnegativer vorhersagbarer stochastischer Pro-
zess auf (U, F,{F, : n € Ny}, P) und X ein Martingal, Submartingal
oder Supermartingal, dann ist C' e X ein Martingal, Submartingal oder Su-
permartingal.

ii. Sei C' ein beschrinkter vorhersagbarer Prozess und X ein Martingal, dann
ist C'® X ein Martingal.

Beweis Nach Bemerkung 5.8 ist C' @ X in i. und ii. ein adaptierter L;-Prozess.
Fiir beliebige n € IN gilt:

E((C o X)u|Fpa) *Z E&‘i Cr - { Xk — X1 }Furn)

B(Co (X — X}

= nz_l Cr {Xp — Xi1} + Cp - {E(Xn| Fro1) — Xy}
(C0 X)ur + Co (B Far) — Xr)

x +

auf (2, F,_1, P) f.i. Dabei gilt (x) wegen der Linearitit des bedingten Erwar-
tungswertes, da C,, F,,_;-messbar, X n.V. ein Martingal ist und mit Satz 3.7.

i. Sei C beschrinkt und nichtnegativ. Da X ein Submartingal, Martingal oder Su-
permartingal ist, gilt entsprechend E(X,|F,-1) > X,—1, E(X,|Fn1) = Xos
oder E(X,,|Fn-1) < X1 auf (Q, F,,_1, P) f.id.

DaC, > 0gilt C, - {E(X,|Fn_1)— Xn_1} > 0,C, - {E(X,|Fro1) — X1} =0
oder C,, - { E(X,|Fn_1) — Xs_1} < 0auf (2, F,_1, P) f.i. Somit folgt mit obiger
Uberlegung, dass E((C' e X),|F,_1) > (C e X),_1,bzw E((C ® X),|F,_1) =
(C e X),_1 oder E((C @ X),|F,_1) < (C e X), 1 auf (2, F,_1, P) fii., d.h.
C o X ist ein Submartingal, Martingal oder Supermartingal.

ii. Sei C' beschriankt und X ein Martingal. Dann gilt £(X,|F,_1) = X, auf
(Q, Fr—1, P) f.i. und damit C,, - {E(X,|Fn-1) — Xp—1} = 0 auf (Q, F,_1, P)
f.ii. Mit obiger Uberlegung erhilt man E((C o X),|F, 1) = (C o X),_; auf
(Q, Fp_1, P) f.ii. Also ist C' @ X ein Martingal.
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Definition 5.10 Sei T eine Stoppzeit auf (0, F,{F,}, P) und definiere den vor-
hersagbaren Prozess CT) = {CT(LT) :n € No} durch:

CéT) = ]l{nST} s fl/l}" allen € No.

D.h.
1, fallsn <T(w)

C(T) =1 n w =
w (W) = Lin<rw)(w) {0 , falls n > T(w)

Lemma 5.11 Sei T eine Stoppzeit auf (0, F,{F,}, P), dann ist C") ein vorher-
sagbarer Prozess.

Beweis . C(()T) = Ly<my = 1.

ii. Dalpyery = Lgsrpe und {T < n} = {T <n—1} € F,_y,ist CF) Fps-
messbar fiir alle n € IN.

Also ist C7) ein vorhersagbarer Prozess.

Satz 5.12 Sei X = {X,, : n € Ny} ein Submartingal, Martingal oder Su-
permartingal und T eine Stoppzeit auf (U, F {F, : n € WNo}, P), dann gilt
X" = Xo+CT) o X,

Beweis Da nach Lemma 5.11 C(7) ein vorhersagbarer Prozess ist, ist nach Defi-
nition 5.7 und 5.10 (C™) & X )y = 0 und fiir n € IN gilt:

(CT e X), =370 Lgeery - { Xk — Xy}
= Lp<ry X1 — Xop + Lpery {Xo — X} + .o+ Linery - { X0 — Xoma}
= —Xo - Tpery + 2 (X - {Tpery — Lipra<ry}) + X - Linery-
Da Xo-1p<r = Xo-{1jo<ry —Lyr=0y } = Xo-{la—Lr=0y} = Xo—Xo-Lir—0y
und ]l{kgT} — ﬂ{k«HST} = ]l{T:k} fir k£ = 1, e, — 1, gllt

n—1

(C" e X)y = —Xo+ Y (X Lizoiy) + Xu - Lirzn)
k=0
= —Xo—l-XT/\n:—XO"‘XnTA’

dh. X = Xy + (C) e X)), fiirn € IN.
Und fiir n = 0 gilt X[ = X700 = Xo = Xo + (C7) @ X),.

Satz 5.13 Sei X = {X,, : n € Ny} ein Submartingal, Martingal oder Supermar-
tingal und T eine Stoppzeit auf (0, F,{F, : n € Ny}, P). Dann ist
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i. der gestoppte Prozess X" = {Xrp, : n € No} ein Submartingal, Mar-
tingal oder Supermartingal und

ii. insbesondere ist E(Xrp,) > FE(Xo), E(X1an) = E(Xo) oder E(Xrp,) <
E(Xo)furn € ]No.

Beweis i. Da X = {X,, : n € Ny} ein L;-Prozess ist, so ist nach Satz 2.37 X"
ein L;-Prozess. Nach Satz 5.12 gilt: X™" = X, + (C) o X). Da CT) ein be-
schrinkter nichtnegativer vorhersagbarer stochastischer Prozess ist, gilt nach Satz
5.9, dass C") e X ein Submartingal, Martingal oder Supermartingal ist, jenach-
dem, ob X ein Submartingal, Martingal oder Supermartingal ist. Also ist X 7" ein
Submartingal, bzw. Martingal oder Supermartingal.

ii. Fiir n = 0 ist die Aussage trivial. Sei 0 < m < n. Ist X”” ein Martingal, dann
ist £(XT") nach Lemma 5.6 i. konstant. Da (C") e X) ein Martingal ist und
(CT) & X)g =0, gilt E(X7p0) = E(Xo+ (C1) 0 X)o) = E(X,). Daraus folgt
E(X7a) = E(Xp). Ist XT” ein Sub- bzw. Supermartingal, so ist nach Lemma
5.6 ii. bzw. iii. E(X1pn) > E(X7am) bzw. E(X7an) < E(X7am). Mit obiger
Argumentation folgt: F(Xrn,) > E(Xo) bzw. E(X7a,) < E(X)).

Satz 5.14 (Optional Stopping Theorem von Doop) Sei X = {X, : n € Ny}
ein Submartingal und T eine Stoppzeit auf (0, F,{F.}, P). Sei T endlich auf
(Q, Foo, P) fii. Dann gilt E(Xy) < E(Xr) < 00, wenn eine der folgenden Be-
dingungen erfiillt ist:

i. T ist beschrinkt, d.h. es existiert ein m € Ny, sodass T (w) < m fiir alle
w € .

ii. X ist beschrdnkt, d.h. es existiert ein K > 0, sodass | X, (w)| < K fiir alle
(n,w) € Ny x .

iii. T ist integrierbar und X hat beschrinkte Zuwdchse. D.h. es existiert ein
L >0, sodass | X, (w) — X,,_1(w)| < L fiiralle (n,w) € Ny x Q.

Ist X ein Martingal, so gilt E(X7) = E(Xy), wenn eine der Bedingungen erfiillt
ist.

Beweis Ist X ein Submartingal, dann ist nach Satz 5.13 der gestoppte Prozess
XT = {Xrpn : n € Ny} ebenfalls ein Submartingal. Dann ist { E(X7,) @ 0 €
INo} eine wachsende Folge in R, mit der unteren Schranke E(Xr1x0) = E(X)).
Gilt T'(w) < oo fiireinw € €, dann existiert ein N € Ny, sodass T'(w)An = T'(w)
fiir n > N, sodass

lim Xrap(w) = lim X(T(w) An,w) = X(T(w)) = Xr(w)

n—oo n—oo

32



Ist also 7" endlich auf (92, F,, P) f.ii., dann gilt

Hm Xrpn = X7 auf (Q, Foo, P) L.il. (1)

n—oo

Sind die Voraussetzungen von i. erfiillt, so gilt " A m = T, sodass E(Xy) <
E(X7am) = E(X7) und E(X7) < oco. Ist X ein Martingal, so ist nach Satz 5.13
X ein Martingal. Daraus folgt E(Xrn,,) = E(Xo) und damit F(X7) = E(X)).

Sind die Voraussetzungen von ii. erfiillt, so gilt | X7y, (w)| < K fiir alle (n, w) €
Ny %, da | X,,(w)| < K fiiralle (n,w) € Ny x 2. Und das Bounded Convergence
Theorem (Korollar des Satzes von der majorisierten Konvergenz) kann angewen-
det werden. Somit erhilt man

EXr) L E(lim Xpp,) = / lim Xyp, dP lim [ Xgp, dP
Q Q

Bounded Convergence

n— o0 n—o0 Theorem n—oo

= lim E(Xrn) > E(Xo).
(X

Da |E(X71a)| < K fiirn € Ny, gilt (X)) < E(X7) < K. Ist X ein Martingal,
dann ist X7 ein Martingal, sodass E(Xrp,) = F(Xo) fur n € INy. Somit gilt
E(X7) = E(X)).

Sind die Voraussetzungen von iii. erfiillt, so gilt fiir alle (n,w) € INy

T(w)An
Xrpn(w) = Xo(w) = Y {Xp(w) = Xpa(w)}.
k=1
Dann gilt fiir alle n € INg:
Thn
[ Xrpn — Xo| <) | X — Xpoa| <L (T An) < LT. 2)
k=1 <L

Also ist LT eine Majorante von | X5, — Xo|. Aus der Integrierbarkeit von T folgt,
dass T endlich auf (92, F,, P) f.ii. ist. Dann erhélt man mit (1), lim,, o (X7rn —
Xo) = Xr — Xj auf (Q, F, P) f.ii.. Also kann der Satz von der majorisierten
Konvergenz (Satz von Lebesgue) angewendet werden. Da X — X, integrierbar
ist, gilt

E(Xr — Xo) = E(lim Xzp, — Xo)

— / lim Xpa, — Xo dP "2 lim [ Xpn, — Xo dP
Q

n—oo n—oo QO

= lim E(Xznm — Xo) > 0.

n—oo

Somit ist X integrierbar und F(Xy) < E(X7) < oo. Ist X ein Martingal, dann
gilt, mit der selben Bergriindung wie oben, F(Xr) = E(Xj).
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Korollar 5.15 Sei X = {X,, : n € Ny} ein Martingal mit beschrinkten Zu-
wéichsen, C' = {C,, : n € Ny} ein beschrinkter vorhersagbarer Prozess und
T eine integrierbare Stoppzeit auf (0, F,{F,}, P). Dann gilt fiir die Martingal
Transformation C' e X :

E((CeX)r)=0.

Beweis Seien K, L > 0, so dass |C,,| < K und |X,, — X,,_1| < L, fiir alle
n € IN. Da X ein Martingal und C' ein beschrinkter vorhersagbarer Prozess ist,
ist C' @ X, nach Satz 5.9ii., ein Martingal und (C' e X); = 0. |(C' @ X),, — (C' e
X)no1| = |Cn(X,, — Xp1| < KL, fur alle n € IN. Daraus folgt, mit Satz 5.14,
dass E((C e X)r) = E((C e X)) = 0.

Definition 5.16 Ein Martingal X = {X; : t € R} nennt man (rechts-) stetig,
genau dann wenn

i. die Filtration {F; : t € R} die gewohnlichen Eigenschaften erfiillt, und
ii. {X;:te€ Ry} (rechts-) stetig ist.

Satz 5.17 (Optional Stopping Theorem, stetig) Sei X = {X; : t € R, } ein
rechtsstetiges Submartingal und T’ eine Stoppzeit auf einem rechtsstetigen filtrier-
ten Raum (Q, F,{F;}, P). Sei T endlich f.ii. auf (), Foo, P). Ist X beschrdnkt,
d.h. es existiert ein K > 0, so dass | X (t,w)| < K, fiir alle (t,w) € Ry x €, dann
gilt:

Ist X ein beschrdnktes rechtsstetiges Martingal, dann gilt:
E(X7r) = E(X)).
Beweis Sei

k27" firt E—1)27" k27"), ke N
w):{ furt € (k=127 k27, ke

00 , fiirt = oo

und 7,, = ¥, o T, fiir alle n € IN. Nach Satz 2.31 ist {7}, : n € IN} eine monoton
fallende Folge von Stoppzeiten auf (2, F, {F;}, P), mit Werten in {k27" : k €
No} U{oo}und T, | T auf Q, fir n — oo. Sei A = {T' = oo} und A,, = {1}, =
oo}, fiir alle n € IN. Nach der Definition von 9, gilt:

Ap =T, ({oo}) =T 09, ({oo}) = T ({o0}) = A

Da P(A) = 0, ist P(A,) = 0, fur alle n € IN. Also ist 7,, endlich f.i. auf
(Q, Foo, P), fiir alle n € IN. Hilt man nun n fest, und betrachtet den filtrierten
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Raum (Q, F, {Fro-n : k € No}, P). Da {Fpo-n : k € Ny} eine Filtration in
diskreter Zeit ist und {T;, = k2" '} = {T,, < k2" \ {1, < (k—1)27"} €
Firo-n, ist T,, eine Stoppzeit auf (Q, F,{Fro-» : k € Ny}, P). Da X ein Sub-
martingal auf (2, F,{F;}, P) ist, ist {Xy2-» : k € Ny} ein Submartingal auf
(Q, F, {Fra-n : k € No}, P). Nach Satz 5.14 gilt E(X,) < E(Xz,) < 00. Da
T, | T auf €, fiir n — oo und der Rechtsstetigkeit von X gilt:

lim X7, (w) = lim X (7, (w),w) = Xr(w), firallew € Af.
Da | X| < K, so gilt | X7| < K auf AS. Also gilt, mit dem Bounded Convergence
Theorem, lim,, ., E(Xr,) = E(X7). Da |E(X7,)| < K, soist |E(X7)| < K
und somit F(Xy) < E(X7) < o0.
Ist X ein Martingal, so gilt nach Satz 5.14, E(Xr,) = E(Xo) und damit E(Xr) =
E(Xy).

Satz 5.18 (Optional Sampling Theorem von Doob, diskreter Fall)
Sei X = {X,, : n € Ny} ein Submartingal. Seien S und T Stoppzeiten auf
(Q, F, {F:}, P), mit S <T < m fiirm € Ny. Dann gilt:

i E(XTlfS) Z XS auf(Q,fs,P)f.l;i.,

insbesondere gilt

ii. B(X7)> E(Xs)

und
iii. E(X,,) > E(Xr) > E(Xo)

Beweis Zuerst ii. Da S und 7" Stoppzeiten sind, so sind nach Satz 2.35 Xg Fg-
messbar und X1 Fr-messbar. Da S und 7" beschrinkt sind, folgt mit Satz 5.141.,
dass Xg und X7 integrierbar sind. Sei D7) = {DT(IS’T} :n € Ny}, mit

D! = Lysansry = Ljazry — Linzsy » 1 € No.

Da{S <0<T}=10,gilt D(()S’T} = 0. Damit ist DT(ALS’T] ein beschrinkter nicht-
negativer Prozess auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum. Da {n < T} =

{T < n}* = (UZ;S{T = k})¢ € Fu_q, ist Ly F—1-messbar. Mit der glei-

(5,7}

chen Argumentation ist 1¢,<sy F,,_1-messbar. Also ist D F.—1-messbar, fiir

alle n € IN. Damit ist D> ein beschrinkter nichtnegativer vorhersagbarer Pro-

zess und nach Satz 5.9 ist D>T! ¢ X ein Submartingal. Nach Definition 5.7 und
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den Berechnungen im Beweis des Satzes 5.12 gilt fiir n € IN:

(DT o X)), = Z Lis<rery (X — Xp—1)
k=1

= Z Lppery (X — Xp1) — Z Ly (Xi — Xi—1)
k=1 k=1

= (XT/\n - XO) - (XS'/\TL - XO)
- XT/\TL - XS/\n~
DaS <T <m,gilt (D e X),, = X; — Xg. Da D®"] & X ein Submartingal

ist, gilt:
E((DYT e X),) > E(D® e X)y) = E(0) =0

und damit (X — Xg) > 0.
i. Da E(X7|Fs) und Xg Fs-messbar sind, reicht es zu zeigen, dass gilt:

/XTsz/XSdP fiir A € F. (1)
A A

Definiere dazu fiir jedes A € Fg zwei Zufallsvariablen S, und T}y auf (Q, F, P)
mit Sy = S auf Aund Sy = m auf A° und analog Ty = T auf Aund Ty = m
auf A°. Dann sind S4 und 7’4 Stoppzeiten, da mit A € Fg gilt:

QN eF, firn >m
{S<n}nAeF, firn<m.

{SASH}Z{

Analog fir T'y,da A € F, C Fr.Da S4und T4 Stoppzeiten sindund Sy < Ty <
m folgt mit ii.

E(Xr,) > E(Xs,). @)

Da E(Xr,) = [, XrdP + [,. XpdP und E(Xg,) = [, XsdP + [,. X;ndP
folgt (1) mit (2).

iii. Dies folgt aus ii., da 0, 7" und m beschrénkte Stoppzeiten sind, und 0 < 7" < m.

Satz 5.19 (Ungleichung von Doob, endl. Fall) Sei X = {X, : n € Ny} ein
Submartingal auf (2, F,{F:}, P), dann gilt fiir beliebige m € Ny und \ > 0:

AP( max X, > A) < / XndP < E(X) (1)
e {max,—o,.., mXn>A}



und

AP( max X, < —\) < / XndP — B(Xy) < E(X) — B(X,)
{maxn:() an>7)\}

n=0,...,m
2)
Beweis Definiere die Funktion 7}, € {2 vermoge:
min(n =0,...,m: X,(w) > ),
To(w) 1= 00 =0 Xafw) 2 A) )
m  falls die obige Menge = ().

Um zu zeigen, dass 7}, eine Stoppzeit ist, reicht es nach Bemerkung 2.16 aus zu
zeigen, dass {71, = n} € F, fir alle n € INy. Betrachte dazu:

{Th=n}={Xo< ..., X1 <\NX,>A}eF, firn=0,....,m—1,
{Trn=m}={Xo< A ..., Xp 1 < AN X 2 A U{Xo < A\,..., X, <A} € F
und

{T,,=n}=0€F, firn>m.

Sei A = {max,,—__m X, > A}. Da X ein Submartingal und 7;,, eine durch m
beschrinkte Stoppzeit ist, gilt mit Satz 5.18iii.

E(X,) > E(Xr) = / X, dP + X, dP. 4)
A Ae

Ist A = (), dann gilt (1) trivialerweise. Ist A # (), dann gilt auf dieser Menge, nach
(3) X7, > A. Mit (3) gilt auch T;,, = m auf A°. Also folgt mit (4):

E(X,,) > AP(A) + X,,dP
AC
und damit

AP(A) < E(X,) — | XndP = / XndP < / XrdP,
A Q

= "

Um (2) zu beweisen sei

S (w) = {min{nzO;...,m:Xn(w) < —-A} 5)

m , wenn die obige Menge = ().

Analog zu T,,, kann man zeigen, dass S, eine Stoppzeitist. Sei B = {min,,—¢__,, X, <
—\} . Mit Satz 5.18iii. gilt:
E(Xy) < E(Xg,) = / Xg, dP + Xg, dP. (6)
B Be
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Ist B = (), dann gilt (2) trivialerweise. Ist B # (), dann gilt auf dieser Menge, nach
(5) Xg,, < —A.Mit (5) gilt auch S,,, = m auf B¢. Also folgt mit (6):

E(Xo) < =AP(B)+ [ X,.dP.

BC
und damit
AP(B) < —E(Xo) + XndP < —FE(Xy) + / X,J,:dP.
Be Q

Definition 5.20 (Reverses Submartingal) Sei (€2, F, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum. Eine Familie {F_, : n € Ny} von o-Unteralgebren von F nennt man ei-
ne Filtration, wenn F_,, C F_,, fiir m,n € Ny, mit m > n. Definiere F., =
NneNgF—n- Einen stochastischen Prozess X = {X_,, : n € No} auf (U, F, {F_, :
n € WNo}, P) nennt man F_,-adaptiert, wenn X_,, F_,-messbar ist, fiir alle
n € Ny. Einen F_,,-adaptierten L,-Prozess X = {X_,, : n € Ny}, nennt man ein
reverses Submartingal, reverses Martingal oder reverses Supermartingal, wenn
E(X_,|F_m) >, = oder < X_,, fii. auf (2, F_,,,, P) ist, fiir n,m € Wy, mit
m > n.

Satz 5.21 Ist X = {X_,, : n € Ny} ein reverses Submartingal auf dem filtrierten
Raum (0, F,{F_,}, P), mit

inf E(X_,) > —o0, (7)

n€lNg

dann ist X gleichgradig integrierbar. Ist X ein reverses Supermartingal, mit

sup B(X_,) < oo, 3)

n€lNg
dann ist X gleichgradig integrierbar.

Beweis Sei X ein reverses Submartingal. Nach Lemma 5.6 ist £(X_,,) monoton
fallend, fir —n |. Dann gilt mit (7), dass E(X_,) | ¢ € R, fir —n | —oco. Dann
existiert fiir alle ¢ > 0 ein N € Ny, so dass E(X_y) — ¢ < 5. Also

E(X_y) — E(X_,) < g fiir alle n > . 9)

AuBerdem erhilt man fiir ein beliebiges A > 0 und n € INy:

/ | X_,|dP = / X_,dP — / X_,dP
{‘X*n‘>>‘} {X7n>>\} {X7n<_)‘}

:/ X_ndP+/ X_ndP—/X_ndP.
{X_p>A} {X_p>-A} Q
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Da X ein Submartingal ist, ist E(X_y|F_,) > X_, f.. auf (2, F_,,, P), fir
n> N.Da{X_, > A}, {X_, > —A} € F_, erhilt man aus (9) und (10)

|
{|X=n|>A}

(10 / X_.dP + / X_, dP — / X_.dP
{X_n>A} {X_n>-)} Q
_ / Lix_onX_ndP+ / Lix > X ndP — / X_, dP
Q Q Q
S/]l{xn>,\}E(X_N|f_n)dP+/]l{XRZ_A}E(X_NUE_n)dP—/X_ndp
Q Q Q

3 / E(Lix_,sn X _n|F ) dP + / E(lix > nX n|F_n)dP - / X_, dP
Q Q Q

=E(E(Lix_>nX-n|[Fon)) + E(E(Lix_,>-nX-n[Fon)) — E(X_0)
CEMx_ o0 X n)+ E(lx > X _n)— E(X_,)

w

(1)

—
NE

19
E(lix >nX-n) + E(Lix >-nX-n) — E(X-n) + 5
g

:/ X_NdP+/ X_NdP—/X_NdP+
(XA} (X >} Q 2
:/ XNdP—/ X ydP+ =

{X_n>A} {X_n<—A} 2

g/ yXN|dP+/ X _y|dP + S
(X_n>A) {X_n<—A} 2
:/ IX_y|dP + S, fiir n> N.
{IX_nl>A} 2
Da Xy, ..., X integrierbar sind, existiert ein > 0, so dass
/ \XO\dP,...,/ | X_n|dP < %, fir A € F, mit P(A) <. (12)
A A
Da|X_,| =2X*, — X_,, fiir alle n € Ny, so erhilt man

1 1
PUIX-A > M) = 5 [ g onhdP < 5 [ X1 aP

1 1 +
= JE(IX-)) =  QE(XY,) = B(X_.)).

Da X ein reverses Submartingal ist, so ist auch X ein reverses Submartingal und
so folgt aus Lemma 5.6, dass E(X*,)) < F(X{). Somit

1
P{|X_.| >} < X(QE(XJ) —¢) < 0o, fiiralle n € INy.
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Also kann A > 0 so gewihlt werden, dass P({|X_,|) > A\}) < 0, firalle n € IN,.
Fiir dieses A gilt, mit (11) und (12), dass f{\X_n>/\} | X _,| dP < e, fiiralle n € INy,
d.h. X ist gleichgradig integrierbar.

Ist X ein reverses Supermartingal, mit der Eigenschaft (8). Dann ist —X ein re-
verses Submartingal, mit inf,cn, £(—X,) > —oo. Also ist —X gleichgradig in-
tegrierbar und damit ist auch X gleichgradig integrierbar.

Satz 5.22 (Optional Sampling, stetig) Sind X = {X; : t € R, } ein rechtsste-
tiges Submartingal, Martingal oder Supermartingal, S und T’ beschrdnkte Stopp-
zeiten auf einem rechtsstetigen filtrierten Raum (0, F,{F;}, P), mit S < T auf
Q). Dann sind X und Xr integrierbar und E(Xr|Fs) > Xg, E(Xr|Fs) = Xg
bzw. E(XT‘fS) < Xsfu auf(Q,]—"S, P)

Beweis Sei X ein rechtsstetiges Submartingal. Seien .S und 7" beschrinkte Stopp-
zeiten, mit S < 7' < m auf Q, mit m € IN. Nach Satz 2.31 existieren {S,, : n €
IN} und {T,, : n € IN} beziiglich der Filtration {F; : t € R, }, so dass S,, und T,,
Werte in {k27" : k = 1,...,m2"} annehmen, S,, < T,, auf ), fiir alle n € I,
Sp 1 Sund T, | T auf §, fiir n — oo. Also sind .S,, und 7, Stoppzeiten bzgl. der
Filtration {Fj2-n ke, }- Somit gilt, nach Satz 5.18, E(Xr, |Fs,) > Xg, f.u. auf
(Q, Fs,, P), fiir alle n € IN und somit

/XTn - [ b

Da X rechststetigistund 7}, | 7', S,, | S auf €2, so ist lim,, ., X7, = X7 und
hmn_wo Xsn = XS auf €.

Sind { X7, : n € N} und { X, : n € IN} gleichgradig integrierbar, dann gilt nach
Satz 4.7, dass X1 € L1(Q, Fr, P), Xg € L1(Q2, Fs, P), lim,, . || X7, — X7|1 =
0 und lim,,_, || Xs, — Xsl||1 = 0. Daraus folgt:

)dP Z/Xgn dP, fir Ae Fs,.  (13)
A

0= lim XT —XTdP— lim XT,L dP — /XTdP

n—oo A n—oo

und

0= lim [ Xg — XgdP = lim XgndP—/ngP, fiir alle A € F.
A

Also

lim XTn dP = / XrdPund lim [ Xg dP = / XgdP furalle A e F.

Daraus folgt mit (13):

/XTsz/XSdP, fiir alle A € Fg,
A A
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d.h. BE(X1|Fs) > Xs.

Bleibt noch die gleichgradige Integrierbarkeit von {X7, : n € N} und {Xg, :
n € N} zu zeigen.

T, ist eine Stoppzeit bzgl. der Filtration {F5,-» : k € Ny}, fiir alle n € IN. Da,
nach der Konstruktion von 7, in Satz 2.31, T,,_; > T,,, soist {T,,_1 < 2k™"} C
{T, < 2k} € Fop-n, fir k € Ny. D.h. T,,_; ist ebenfalls eine Stoppzeit bzgl.
{For-n : k € No}. Aus T,,_y > T, folgt, mit Satz 5.18, dass E(Xr, ,|Fr,) >
X, . Ferner folgt aus 7,,_1 > T,,, dass Fr,, C Fr,_1. Alsoist { X7, : n € N} ein
reverses Submartingal bzgl. der Filtration {Fr, : n € N}. Aus E(X71, |Fo) > Xo
f.ii. auf (Q, Fo, P) folgt E(X1,) > E(X,). Also infpen E(Xp,) > E(Xo) >
—o0. Mit Satz 5.21 folgt nun die gleichgradige Integrierbarkeit von { X7, : n €
IN}. Analog zeigt man die gleichgradige Integrierbarkeit von { X5, : n € IN}.

Ist X ein rechtsstetiges Martingal oder Supermartingal, so beweist man die Aus-
sage des Satzes analog.

Satz 5.23 (Optional Stopping Theorem II) Sei {X(¢) : t € R, } ein rechtsste-
tiges Martingal (bzw. Submartingal) und sei T' eine F-Stoppzeit. Dann ist { X (t A\
T) :t € Ry} ein Martingal (bzw. Submartingal).

Beweis Der Beweis folgt dem Beweis in [12, S. 56f.].

X(tAT)ist Fy-messbar, da fir T < t: {X(t ANT) <t} C {X(t) <t} € F,und
firT >t tANT =t also {X(tAT) <t} ={X(t) <t} € F.Seis <t Dann
sind s und ¢ Stoppzeiten, und nach Satz 2.21 sind ¢ A T'und s A (t A T) ebenfalls
Stoppzeiten und durch t beschriankt. Wendet man Satz 5.22 (Optional Sampling
Theorem) auf das Martingal { X (u) : 0 < u < t} an, erhdlt man:

5.22

E(|X(t N T)D = E(|E<X(t)|~7:tAT)|)

L BBOX )| Far) 2 E(X0)]) < oo.

Un gleTchun g

Es bleibt noch zu zeigen, dass E (X (tAT)|F,) = X (sAT) f.ii, firalle 0 < s < ¢,
gilt. Betrachte

XAAT) =Ly X(AAT) + Lipsg X(tEAT).
Dalypeg X(tAT) =1y X(s ANT) F,-messbar ist, gilt
E(Lir<g XA AT)|F,) = Lz X(t A T) Lk,
Nach Satz 2.21 ist die Zufallsvariable 7 := max (7', s) eine Stoppzeit und

Lirsg X(EAT) = Lirsg X(EATT).
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Da 17>, Fs-messbar ist gilt:

E(Lirsg Xt ANTH)|F,) = Lirsg E(X (t AT)|F)
5.22

= ]l{TZS}X(S) = ]l{TZS}X(S A T) f.i..

Definition 5.24 (Klassen (D) und (DL)) Sei S die Familie aller endlichen Stopp-
zeiten auf (0, F,{F; : t € T}, P). Fiir jedes a € T sei S,, die Teilfamilie von
S, die aus den Stoppzeiten besteht, die von a beschrdnkt sind. Ein Submartin-
gal X = {X, : t € T} auf dem filtrierten Raum ist von der Klasse (D), wenn
{Xr : t € S} gleichgradig integrierbar ist. X ist von der Klasse (DL), wenn
{ Xy : T € S,} fiir jedes a € T gleichgradig integrierbar ist.

Satz 5.25 Auf einem rechtsstetig filtriertem Raum (0, F,{F; : t € R, }, P) gilt:
i. Jedes rechtsstetige Martingal ist von der Klasse (DL),
ii. jedes rechtsstetige nichtnegative Submartingal ist von der Klasse (DL),

Beweis i. Sei X ein rechtsstetiges Martingal. Ist T € S,, d.h. T' < a, fiir alle
a € Ry, dann ist nach Satz 5.22 E(X,|Fr) = Xp f.i. auf (Q, Fr, P), fiir alle
a € Ry, wobei S, wie in Definition 5.24. Also ist { X7 : T' € S, }, nach Satz 4.8,
gleichgradig integrierbar.

ii. Sei X ein nichtnegatives rechtsstetiges Submartingal. Sei @ € R,. Nach Satz
5.22 ist E(X,|Fr) > Xp fi. auf (Q, Fr, P), fir alle T € S,. Fiir alle A > 0 ist
{X7 > A} € Fr, sodass

/ X,dP > / XrdP. (14)
{XT>X} {X7>A}

Also \P({ X1 > A\}) < E(X7) < E(X,), so dass
Alim P{Xr > \}) =0 gleichmidBigin 7T € S,. (15)

Aus (14) und (15) folgt:

lim Sup/ XrdP < lim sup/ X,dP = 0.
A=00TeS, J{Xr>A} A=00 TeS, J{Xr>A}

Alsoist { X7 : T € S,} gleichgradig integrierbar und damit von der Klasse (DL).

Lemma 5.26 i. Ein fii. wachsender Prozess A = {A; : t € R, } auf einem
filtrierten Raum (0, F,{F; : t € Ry}, P) ist ein Submartingal von der
Klasse (DL).
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ii. Ist M ein rechtsstetiges Martingal und A ein f.ii. wachsender Prozess auf
einem rechtsstetigen filtrierten Raum (0, F,{F;}, P), dann ist M + A ein
Submartingal von der Klasse (DL).

Beweis i. Da A ein f.ii. wachsender Prozess ist, existiert eine Nullmenge A 4 in
(2, Feo, P), so dass A(-,w) eine reellwertige, rechtsstetige monoton wachsende
Funktion auf R ist, mit A(0,w) = 0 fiir alle w € A%. Also gilt fiir alle s, € R,
mit s < t: Ay > A f.. auf (Q, Fo, P). Somit E(A|Fs) > E(As|Fs) = As Ll
auf (2, Fo, P). D.h. A ist ein Submartingal. Sei @ € R,. Betrachte die Familie
S, aller Stoppzeiten auf (Q2, F,{F; : t € Ry}, P), die von a beschrinkt sind. Da
A ein f.ii. wachsender Prozess ist gilt fiir alle T € S,, dass 0 < Arp(w) < A, (w),
mitw € AS, dh. 0 < Ap < A, fii. auf (Q, F, P). Da A, intergierbar ist, ist
{Ar : T € S,} gleichgradig integrierbar. Da ¢ € R, beliebig, ist A von der
Klasse (DL).

ii. Nach Satz 5.25i. ist jedes rechtsstetige Martingal M von der Klasse (DL). Ein
f.ii. wachsender Prozess A, ist nach i., von der Klasse (DL). Also ist M + A ein
Submartingal. Da (M + A)r = My + Arp, fur alle T € S, folgt mit Satz 4.4iii.,
dass M + A von der Klasse (DL) ist.

Satz 5.27 (Doob-Meyer Zerlegung) Sei X = {X, : t € R, } ein rechtsstetiges
Submartingal der Klasse (D L) auf einem augmentierten rechtsstetigen filtrierten
Raum. Dann existiert ein rechtsstetiges Martingal M = {M, : t € R} und ein
f-s. wachsender rechtsstetigen vorhersagbaren Prozess A = {A; : t € R.} auf
dem filtrierten Raum, so dass E(A(t)) < oo und X(t) = M(t) + A(t) fs., fiir
allet > 0.

Ist A(0) = 0 fii. und X = M + A eine weitere Zerlegung, mit A(0) = 0, dann
gilt fiir alle t > 0:

P(M # M(t)) = 0= P(A(t) # A(t)).

Ist X zusdtzlich beschriinkt, dann ist M gleichgradig integrierbar und A ist inte-
grierbar.

Beweis Der Beweis des Satzes wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Ein
ausfiihrlicher Beweis findet sich z.B. in Yeh [25, Seite 182ff]

Bemerkung 5.28 Der Prozess A aus Satz 5.27 (Doob-Meyer Zerlegung) nennt
man auch den Kompensator des Submartingals X.

5.2 Quadratische Variation

Definition 5.29 Ein Martingal X = {X; : t € R, } nenn man L,-Martingal, fiir
p € [1,00), wenn X ein Martingal ist und X, € L, fiir alle t, mit p € [1, 00). Ist
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supyer, E(|X:|P) < 00, so nennt man X L,-beschrdnkt.

Es sei My(Q, F,{F:}, P) oder kurz My, der lineare Raum der Aquivalenzklassen
aller rechtsstetigen Lo-Martingale X = { X, : t € R, }, mit Xo = 0 fii. auf einem
standard filtriertem Raum (Q0, F,{F:}, P). Sei M5(QY, F,{F:}, P) oder kurz M5,
der lineare Unterraum der rechtsstetigen f.ii. Vertreter von M.

Es sei A(Q,F,{F;}, P) die Familie der Aquivalenzklassen aller f.ii. wachsen-
der Prozesse. Sei A°(Q), F,{F.}, P) die Teilfamilie von A(, F,{F:}, P) der f.ii.
stetigen Vertreter von A(QY, F,{F;}, P).

Es sei V(Q, F,{F}, P) der lineare Raum der Aquivalenzklassen aller Prozesse
von f.ii. lokal endlicher Variation auf einem standard filtrierten Raum (2, F,{F },
P). Es sei V¢(Q, F,{F}, P) der lineare Unterraum von 'V (2, F,{F}, P) der f.ii.
stetigen Vertreter von V (Q, F,{F}, P).

Satz 5.30 Sei M € M,y(Q, F,{F;}, P). Es existiert eine Aquivalenzklasse A €
A, F {F:}, P), so dass M* — A ein rechtsstetiges Martingal ist und M?(0) —
A(0) = 0.

Beweis Ist )M ein rechtsstetiges Lo-Martingal, dann ist M? ein rechtstetiges nicht
negatives Submartingal, da
Jensensche
M? = (E(M|F,))? < E(M}|F,), firs,t € Ry, mits < t.
Ungleichung
Da M € M,, so ist, nach Satz 5.25ii., M? von der Klasse (DL). Nach Satz 5.27
existiert ein wachsender Prozess A, so dass M? — A ein rechtsstetiges Martingal
ist. Da M (0) = 0 und A(0) = 0, ist auch M?(0) — A(0) = 0.

Satz 5.31 Seien M, N € My(Q, F,{F:}, P). Es existiert eine Aquivalenzklas-
se Ve V(QF {F}, P), sodass MN — V ein rechtsstetiges Martingal und
MN(0) — V(0) = 0 ist.

Beweis Bertrachte

2MN 2MN M? M? N2> N?
MN = + b= —

4 4 4 4 4 4
~ M?42MN +N?>  M?—2MN + N? (16)
R 4 4
M+ N M—N

)? = (M) = (M")?,

p— 2 —

- (T
mit M = M ynd M” = X8 Da M, N € My(Q, F,{F}, P), so sind auch
M', M" € My(Q, F,{F:}, P). Nach Satz 5.30, existieren f.ii. wachsende Prozes-
se A’, A", so dass (M")? — A’ und (M")? — A” rechtsstetige Martingale sind, mit
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(M'(0))? — A’/(0) = 0 und (M"(0))? — A”(0) = 0. Aus (16) erhilt man

MN — (A/ - A//) — ((M/)2 o A/) o ((M//)Q . AH). (17)
SeiV = A" — A” dannist V, nach Satz 2.14, ein Prozess von f.ii. lokal endlicher
Variation. Da (M’)*— A’ und (M")?— A” rechtsstetige Martingale, mit (M’(0))%—
A’(0) = Ound (M"(0))*—A"(0) = 0sind, soistauch ((M')?—A")—((M")*—A")
ein rechtsstetiges Martingal, mit ((M’(0))? — A’(0)) — ((M"(0))? — A”(0)) = 0.
Somit, folgt aus (17) die Behauptung.

Definition 5.32 Sei M € My(Q, F,{F:}, P). Man schreibt (M, M) fiir A €
A(Q, F, {F:}, P), so dass M? — A ein rechtsstetiges Martingal ist, mit M?(0) —
A(0) = 0, und nennt (M, M) die quadratische Variation von M. Seien M, N €
My(Q, F,{F}, P). Man schreibt (M, N) fiir V. € V(Q,F, {F}, P), so dass
MN —V ein rechtsstetiges Martingal, mit M N (0) — V(0) = 0 ist, und nennt
(M, N) die quadratische Variation von M und N.

6 Lebenszeitanalyse

Die Ausfithrungen dieses Abschnitts basieren, wenn nicht anders angegeben, auf
Klein und Moeschberger [16, Kapitel 2].

Sei T' die Zeit bis zum Ausfall eines Objektes unter Beobachtung. In diesem Ab-
schnitt sei 7" als eine nicht negative Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F
vorausgesetzt. Die Zufallsvariable 7" wird auch als Ausfallszeit bezeichnet.

6.1 Die Survival-Funktion

Die Survival-Funktion ist eine grundlegende GroBe um die Lebenszeiten zu be-
schreiben. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass ein Objekt nach der Zeit t
ausfillt.

Definition 6.1 Die Survival-Funktion ist definiert als
S(t):=P(T>t), t>0.
Satz 6.2 Fiir die Survival-Funktion gilt:
i. St)y=1—-F(), t>0

ii. Ist T eine stetige Zufallsvariable mit positiver Dichte auf (0,0), so ist S
streng monoton fallend und es gilt:

S(t)=P(T > t) = /t " Fu)du,
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So lisst sich f schreiben als

oSt _ . PST<t+A)

1) = —
/) ot At10 At
Weiterhin gilt: S(0) = 1 und lim;_, S(t) = 0.

iii. Ist T" eine diskrete Zufallsvariable, die Werte in t;, j = 1,2, ... annimmt,
mit diskreter Dichte p(t;) = P(T =t;), j = 1,2,...mitt; <ty < ... so
ist S eine monoton fallende rechtsstetige Treppenfunktion:

S() = P(T> 1) = 3 plty).

ti>t

Beweis Dies folgt direkt aus der Definition und den Eigenschaften der Vertei-
lungsfunktion.

6.2 Die Hazard-Funktion

Eine weitere wichtige Funktion ist die Hazard-Funktion.

Definition 6.3 Sei T eine stetige Uberlebenszeit, so definiert man die Hazard-
Funktion vermoge:

Pt<T<t+AtT >t
A(t) o= I UL < ANT 2 )

t>0.
At0 At ’ -

Ist T' diskret mit Tréiiger {t1,to,...}, 0 < t; < to < ..., so ist Hazard-Funktion
wie folgt definiert:

Satz 6.4 Ist die Ausfallszeit T stetig, so gilt:
f&) S _ 0

At) = LY — —Zms).
W=%0" 5w amW
Beweis
L PH<T<t+AUT>t) . Pt<T<t+Al)
A = Jim At =M T PTs A
L PO <t4A)-PT<t) r 1 F{t+A) - F()
AL P(T > t)At setig P(T > 1) Atl0 At

ez S 9
= S0 - _S(t) = —alnS(t).
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6.3 Die kumulierte Hazard-Funktion

Eine der Hazard-Funktion verwandte Funktion ist die kumulierte Hazard-Funktion

Definition 6.5 Ist T' eine stetige Zufallsvariable, so ist die kumulierte Hazard-
Funktion A folgendermafien definiert:

t
A(t) = / AMu)du.
0
Ist T diskret, so ist A wie folgt definiert:

A(t) =D A(ty).
t;<t
Bemerkung 6.6 Mit dem Riemann-Stieltjes Integral 146t sich die kumulierte Hazard-
Funktion wie folgt schreiben:

A(t):/o dA(u):/O Mu)du+ > At;).

ti<t

6.4 Zensierte Daten (Rechtszensur)

Beobachtet man Objekte bis zum Zeitpunkt des Eintretens von bestimmten Er-
eignissen, so kann es zu sog. Zensierungen kommen. Im Folgenden wird nur auf
Rechtszensur eingegangen, da diese bei den spéiter thematisierten Ermiidungsver-
suchen auftreten kann.

Man unterscheidet zwischen verschieden Zensurtypen:

Typ-I-Rechtszensur Wird ein Versuch vor dem Eintreten des Ereignisses bei
allen Objekten zu einer vorher festgelegten Zeit beendet, so spricht man von Typ-
I-Rechtszensur.

Typ-1I-Rechtszensur Stehen n Objekte zur Beobachtung und wird der Versuch
nach dem Eintreten von £ < n Ereignissen beendet, die Zahl £ wird vor Versuchs-
beginn festgelegt, so spricht man von Typ-II-Rechtszensur.

Zufillige Rechtszensur Es kann auch vorkommen, dass die Objekte eines Ver-
suchs durch verschiedene Einfliisse vor dem Beenden des Versuchs nicht mehr
unter Beobachtung stehen. Zum Beispiel kann bei einem Ermiidungsversuch die
Probe verrutschen und der Versuch muss abgebrochen werden oder die Maschine
kann kaputt gehen. Hierbei spricht man von zufélliger Rechtszensur. Es konnen
auch Mischungen aus Typ-I-Rechtszensur und zufilliger Rechtszensur bzw. Typ-
[I-Rechtszensur und zufilliger Rechtszensur auftreten.
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Definition 6.7 Sei T eine Ausfallzeit mit Verteilungsfunktion F' und U eine Zen-
surzeit. Definiere X := min(T,U) und 6 := 1p<p).

Bemerkung 6.8 Sind X und 6 wie oben, so konnen die Daten des Versuchs als
Paar von Zufallsvariablen (X, §) geschrieben werden.

6.5 Zihlprozess

Diesem Abschnitt liegen die Ausfithrungen in Fleming, Herrington [12, Kapitel
1] zu Grunde.

Definition 6.9 (Zahlprozess) Sei {N(t) : t > 0} ein adaptierter stochastischer
Prozess, mit N(0) = 0 und N(t) < oo, f.s. Sind dessen Pfade mit Wahrschein-
lichkeit eins rechtsstetig und stiickweise konstant, mit Spriingen von +1 an den
Unstetigkeitsstellen, so nennt man { N (t) : t > 0} einen Zdhlprozess.

Beispiel 6.10 Sei 7; eine Ausfallzeit und U; eine Zensurzeit. Sei X; := T; A U;
und §; := Lyp,<p,y. Die Prozesse N;(t) := 1yx,<ts,—1} sind Null, bis Objekt ¢
ausfillt und springen dann auf 1. Also ist /V; ein Zidhlprozess.

Der Prozess N (t) := Y " | Ni(t) = > i, Lix,<ts,} ist ebenfalls ein Zihlprozess.

Bemerkung 6.11 Seien 7', U unabhingige Ausfall- und Zensurzeiten. Seien X
und § wie in Definition 6.7, F = P(T < t), S wie in Definition 6.1 und A wie in
Definition 6.3. Da 7" und U unabhingig sind gilt:

I Pt <T <t+At)
11m
atlo AtP(T >t)

A(t) =

1
= lim — < > >
lim P <T <t+ AT >tU>1)

und somit
Pt <T <t+ AT >t,U >1) "L AE)AL + o(At).
Sei N (t—) := limg; N(s) und dN(t) :== N((t + At) — ) — N(t—), dann ist

M)At ~ P(N((t+At)—) = N(t—)=1T >t,U > 1)
P(dN(t) =1|T > t,U > t).

Da dN(t) eine 0, 1 wertige Zufallsvariable ist, ist

At)At = E(N((t+At)—)—=N@t—)=1T >¢,U >t
= E(dN(t)=1T >tU >1).
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Die Hazard-Funktion )\ gibt also die bedingte durchschnittliche Anderung von N
im Intervall [t,t + At) gegeben, dass die Ausfalls- und Zensurzeit groBer oder
gleich ¢ ist an und gibt so indirekt die bedingte Rate an, fiir die /V in kleinen
Intervallen springt.

Der Prozess A := fot L x>uwyA(u)du ist fiir jedes feste ¢ eine Zufallsvariable, wel-
che die Anzahl der Spriinge von N im Intervall (0, ¢] approximiert, da:
E(N({t) = PX<tdé=1)
= PT<tT<U)

unafh’:igig /t P<U Z U)dF(U)
_ ' fw)
— /0 P(U > u)S(u)wdu
6.2 / PU > u)P(T > u)\(u)du
.U (

/ P(U > u,T > u)\(u)du

unabgingig 0

P X > u)A(u)du
_ E / ]l{X>u}/\ )

Also hat der Prozess M = N — A den Erwartungswert Null.

Il
N

7 Das Martingal M = N — A

Dieser Abschnitt basiert auf den Ausfithrungen in Fleming, Herrington [12, Kapi-
tel 1]

Satz 7.1 Sei {N(t) : t € Ry} ein an eine rechtsstetige Filtration {F; : t € R}
adaptierter Zihlprozess, mit E(N (t)) < oo, fiir allet € R,. Dann existiert ein
eindeutiger wachsender rechtsstetiger vorhersagbarer Prozess A, so dass A(0) =
0 fii., E(A(t)) < oo, fiir allet € Ry und {M(t) = N(t) — A(t) : t € Ry} ein
rechtsstetiges JF;-Martingal ist.

Beweis Da N ein adaptierter Zihlprozess ist und E(N(t)) < oo, fiir alle ¢, ist N
ein wachsender Prozess und damit nach Satz 5.26i. ein Submartingal der Klasse
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(DL). Weiter ist N rechtsstetig. Also existiert nach Satz 5.27 (Doob-Meyer Zer-

legung) ein eindeutiger wachsender rechtsstetiger vorhersagbarer Prozess A, so
dass A(0) = 0 f.ii., E(A(t)) < oo, firalle ¢t € Ry und {M(t) = N(t) — A(¢) :
t € R} ein rechtsstetiges F;-Martingal ist.

Satz 7.2 Sei T eine stetige Zufallsvariable und U die Zensur-Zeit, mit beliebiger
Verteilung und A die kumulierte Hazardfunktion von T'. Definiere

N(t) = Lix<i =1},

NY(t) := T x<is-0},
Fy = o(N(u), NY(u) :0 < u < 1).

Der Prozess M(t) = N(t) — fot Lix>uA(w)du ist genau dann ein Martingal
beziiglich F;, wenn

— 2 P(T > u,U > t)|,—
A(t) = —2u TzuwUz9) - (18)

mit P(X >t) > 0.
Beweis F; ist eine Filtration, da fir s < ¢: o(N(u), NY(u) : 0 < u < s8) C
o(N(u), NV (u) : 0 <u<t).

Weiter ist zu zeigen: i. M (t) ist an JF; adaptiert, da N () und f(f Lixs>yA(u)du
JF-messbar sind.

ii. Es ist zu zeigen, dass E(|M(t)]) < oo, fiir alle ¢ > 0.
t
BIMO) = BN = [ Lot

< E(|i\7\(t/)|+|/0 1 s A(u)du |

>0 ~~

>0

= E(N(t))+E(/0 LixsupA(u)du)
< 1%/ /t ﬂ{qu}A(u)du dP
Ry JO

_ 1+/tP(X > WA(u)du
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< 1—|—/ P(T > u)\(u)du
S 1+/tP(TZu)%d
ste%g 1—|—/0 %f(u)du
= 14+ F(t)

14+1—-5()
< 2

Also ist E(|M(t)|) < oo, fiir alle ¢ > 0.

iii. Es bleibt noch zu zeigen, dass E(M (s)|F;) = M(t), fir alle s,t € R, mit
s < t.

BOMIF) = BN~ [ 1rsnMudal )
:E(N(s)+N(t)—N(t)—/0 ]l{X>u}/\(u)du—/ LixsupA(w)du| F)

:N(t)—/o 11{XZU}A(u)du+E(N(s)—N(t)\ft)—E(/ LixsupAu)du|F).

Um den Beweis zu vervollstindigen muss nun gezeigt werden, dass genau dann
wenn fiir alle s, € R4, mits > ¢

E(N(s)— N(t)|F) = E(/ LixsupA(w)du|F), (19)
t
wenn (18) gilt. Nach Voraussetzung gilt:

E(N(s) = N)|F) = E(Ljtax<ss=13|N(u), NV(u) : 0 <u <t).  (20)

Ist weder N noch NV zur Zeit t oder frither gesprungen und Tqex<ss=1y = 0,
so muss der bedingte Erwartungswert in Gleichung (20) auf der Menge { X < ¢}
gleich 0 sein. Da {N(u) = NY(u) = 0 : 0 < u < t} € F; muss nach der
Definition des bedingten Erwartungswertes, auf der Menge {N(u) = NY(u) =
0:0<u<t}={X >t} derbedingte Erwartungswert in (20) eine Konstante &k
sein. Also

EP(X >1t) = / kdP = / Tex<s5=1ydP
(X>t) (x>t}

=P(t<X<s,6=1).
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Daraus folgt, dass k = P(t < X < 5,0 = 1‘X > t). Zusammen mit (18) folgt:

E(N(s) = N(t)|F) = Loy Pt < X < 5,6 =1|X > ¢)
P(t<X <s,6=1)
P(X >1)

= lyx>

Auf der Menge {X < t} ist die rechte Seite der Gleichung (19) gleich 0. Da
[ 1 x>upM(u)du Fy-messbar ist, muss auf der Menge {X > ¢} der bedingte
Erwartungswert E( ft LixsuA(u du‘}}) eine Konstante / sein und somit:

IP(X >t) = / ldP = / /]I{X>u}>\( )du dP
{X>t} {X>t}

/ / gy Tz Al)du = / P({X > u})A(u)du

Somit ist die Gleichung (19) dquivalent zu

Pt<X<sd=1) [ P(X > w)A(u)du
= ]l{X>t}
P(X >t) P(X >1t)

Lix>t Cfi. @D

Ist P(X > t) = 0, soist x> = 0 f.ii. und die obige Gleichung ist erfiillt. Ist
P(X >t) > 0, dann ist

Pt<X <sd=1

)=P(t<T<sT<U)
_ /ts (_%P(TZU,UZu)L):u)du

a
— 2 P(T>u,U>t)|u=t
P(T>t,U>t)

Also ist M (t) genau dann ein Martingal, wenn A(t) =
P(X >t) > 0.

, wenn

Satz 7.2 kann verallgemeinert werden fiir Lebenszeiten 7', die stetig oder diskret
verteilt sind oder eine Mischung aus stetiger und diskreter Verteilung. Betrachte
zuerst:

Satz 7.3 Sei T eine Zufallsvariable mit beliebiger Verteilungsfunktion F(t) =
P(T < t). Dann lifst sich die kumulierte Hazardfunktion A von T schreiben als

[t dF(w)
0= ], Ty
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Beweis

A) % / w)du + Y A(t;)

t;<t

¢
6.3 . Pt<T<u+AulT > u)
/0 ililllo i du + E P(T =T > t;)

tjgt

t Pw<T<u+tAu) P(T =t))
pr— 1‘ — —J
/0 = PT s wau T 2. P(T > 1)

! 1 F(u+ Au) —
= lim d
(Al—J%T<uwa Au +§:1— iT<t)

t<t

t 1 )
- /Ol—P(T<u du+zl— T<t)

! 1
= /0 T(u_)dF(u)

Satz 7.4 Sei T eine Ausfallzeit und U die Zensur-Zeit und \ die kumulierte Ha-
zardfunktion von T. Seien X und § wie in Definition 6.7 und N, NU sowie F; wie
in Satz 7.2 definiert.

t;<t

Der Prozess M(t) = N(t) — f(f Lix>uwydA(u) ist genau dann ein Martingal be-
ziiglich JF, wenn
dF(z)  —dP(T'>=z2U2>T)
1-F(z—) PT>zU>z2 "

(22)

fiir alle z, mit P(X > 2,U > z) > 0.

Beweis Bis zu Gleichung (25) geht der Beweis analog zu dem von Satz 7.2.
i. M(t) ist an F; adaptiert, da N (¢) und fo 1{x>uwydA(u) F;-messbar sind.
ii. Weiter ist zu zeigen, dass E(|M(t)]) < oo, fiir alle ¢t > 0.

B(M@®)) = B(N@) - / 1 s dA(w)])

< B(NOI+ [ Bmgine))
>0 ;6 d
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= E(N(t)) +E(/ 1ixsupdA(u))
< 1—|—/ /]I{X>u}d/\ dP
_ 1+/ P(X > u)dA(u)

< 1+/tP(T > w)dA(u)

= 1+/0 %d}?(u)

- 1+/O —1:?533&7(@

— 1+ F(1)
— 1+1-5(1)
< 2

Alsoist E(|M(t)]) < oo, fur alle ¢ > 0.

iii. Es bleibt noch zu zeigen, dass E(M (s)|F;) = M(t), fir alle s, € R, mit
s <t.

BOM(9IF) = E(NE) ~ [ 1prsndaw)]|7)
= BN+ N = N0~ [ Lisnddn) = [ Lindd))

:N(t)—/o LixsupdA(u) + E(N(s) — N(t)|F) —E(/ LixsapdA(u)|F).

Um den Beweis zu vervollstindigen muss nun gezeigt werden, dass genau dann
wenn fiir alle s, € R;, mits > ¢

E(N(s) = N(t)|7) = E(/ LixsupdA(u)|F), (23)

wenn (22) gilt. Nach Voraussetzung gilt:
E(N(s) = N)|F) = E(Lgex<soe1y| N(w), N"(u) : 0 <u <t).  (24)
Ist weder NV noch NV zur Zeit t oder friiher gesprungen und 1o x<s5-13 = 0,

so muss der bedingte Erwartungswert in Gleichung (24) auf der Menge {X <
t} gleich 0 sein. Nach der Definition des bedingten Erwartungswertes, muss auf
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der Menge {N(u) = NY(u) = 0 : 0 < u < t} = {X > t} der bedingte
Erwartungswert in (24) eine Konstante k sein. Also

EP(X >t) = / kdP = / Lit<x<s0=13dP
{X>t} {X>t}
Daraus folgt, dass k = P(t < X < 5,0 = 1’X > t). Zusammen mit (22) folgt:
E(N(s) = N@t)|F) =1y Pt < X <s,6 =1|X > t)

P(t<X <s,6=1)
P(X >1t)

= lyx>y

Auf der Menge {X < t} ist die rechte Seite der Gleichung (23) gleich 0. Da
[ 1 x>uydA(u) Fr-messbar ist, muss auf der Menge {X > ¢} der bedingte Er-
wartungswert £ ( ft 1y X>u}dA {j’-}) eine Konstante [ sein und somit:

IP(X >t) = /X>t} ldP = /X>t}/ x>0y dA(u) dP
/ / oy TOzuAP dAu) = / P{X > u})dA(u).

Somit ist die Gleichung (23) dquivalent zu
Pt<X<s6=1) . [ P(X > u)dA(u)
P(X > 1) R T @)

Ist P(X > t) = 0, soist 1{x~, = 0 f.ii. und die obige Gleichung ist erfiillt. Ist
P(X >t) >0, dann ist

Pt<X<s50=1)=Pt<T<sT<U)

Tix>t , L. (25)

:/ —dP(T > 2,U > T)
z=t

s dP(T > 2,U > T)
= —P(X > .
/t (X =2) P(T >2U > 2)

dF(z) _ —dP(T>zU>T)

TFGD) = PUs.Us. - furalle

Also ist M (t) genau dann ein Martingal, wenn
z,sodass P(X > 2z, U > z) > 0.

Lemma 7.5 Seien die Paare (T;,U;), i = 1,...,n unabhingig und gleichverteilt,
wobei jedes Paar die Gleichung (22) in Satz 7.4 erfiillt. Sei X; = min(T;, U;) und
0; = Lix,=my Ni(t) = Lix,<t,5,=1} und NV = 1{x,<t5=0), dann ist der Prozess
M; = N; — fot Lx,>uydA;(u) ein Martingal beziiglich der Filtration

Fri=o({Ny(u), N/ (u),0 <u < t}i=1,...,n).
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Beweis Nach Satz 7.4 ist M; ein {F," }-Martingal, wobei F,” = o (N;(u), NV (u) :
0 < u < t). Damit ist M; F}'- adaptiert und E(|M;]) < co. Also bleibt noch zu
zeigen, dass E (M;(s)|F") = M;(t), fiir s > ¢. Da die 7; und U; unabhiingig sind
und M, E(i)-messbar ist gilt nach Satz A.6:

E(Mi(s)|F7) 2° BE(My(s)|F?) & My(t), fiirs > t.

Lemma 7.6 Sei {F, : t € R, } ein rechtsstetige Filtration. Angenommen B C
R, x Q ist ein vorhersagbares Rechteck der Form

{O}XA, AeF

oder

(a,b] x A, AeF,.

Sei M ein Martingal beziiglich {F; : t € R}, mit E(| fot dM (s)]) < oo, fiir alle
t € Ry und AM(0) = 0. Dann ist der Prozess

L(t) = /O 5 (s)dM(s)

ein F;-Martingal.

Beweis Da AM(0) = 0, ist die Behauptung fir B = [0] x A, A € Fy richtig.
Aus den Voraussetzungen des Lemma folgt, dass E(|L(t)]) < co. Ist B = [0] X
A, A€ Fy,dannist L(t) Fi-messbar fiirallet € Ry.Ist B = (a,b]x A, A€ F,,
dann ist L adaptiert, da fir t < aundt > b: L(t) € F; und fira < t < b gilt:
L(t) = fot dM(s) = M(t). Da M ein Martingal ist, ist damit L(¢) F;-messbar.
Betrachte nun:

L(t+s):/0 s]lB(u)dM(u):/o ]lB(u)dM(u)—l—/t S]lB(u)dM(u).

Um zu zeigen, dass L fir B = (a,b] x A, A € F, ein Martingal ist, reicht es zu
zeigen, dass

E(/t+5]13(u)d]\/[(u)|ft) 0.

Betrachte zuerst den Fall, dass ¢ < ¢. Dannist A € F, C F; und

t+s
E(/t 1p(u)dM (u)|F,) = E(Da(M((t+ s) Ab) — M(t AD))|F)
= 14E(M((t+5s) Ab) — M(t AD)|F) = La(M(tAb) — M(tAb)) = 0.
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Istt < a, dann gilt:

t+s
E(/t 15(u)dM (u)|F)

= E(La(M((t+ ) Ab) = M(t AD))|F2)
= E(La(M((t+ ) AD) — M((t + 5) A a))|F)
= E(La(E(M((t +5) Ab) = M((t + ) Aa)|F) | F)
= E(La(M((t +5) Aa) — M((t +5) Aa))|F)
=0.

Das folgende Lemma ist eine Folgerung des Satz iiber monotone Klassen. Ein
Beweis findet sich z.B. in [12, Anhang 1]

Lemma 7.7 Sei D eine Menge und S eine Klasse von Teilmengen von D, abge-
schlossen unter endlicher Durchschnittsbildung. Sei 'H ein Vektorraum der reell-
wertigen Funktionen auf Dy, so dass

i. 'H alle konstanten Funktionen enthdlt und 1 5 € H, fiir alle A € S.

ii. Ist {X,, : n > 0} eine wachsende Folge nicht negativer Funktionen in 'H,
so dass sup,, X,, beschrdnkt ist, dann ist sup,, X,, € H.

Dann enthdlt 'H alle reellwertigen, beziiglich o(S) messbaren Abbildungen.

Satz 7.8 Sei N ein Zihlprozess mit E(N(t)) < oo, fiirallet € R. Sei {F; : t €
R, } eine rechtsstetige Filtration, so dass

i. M = N — A ein Fi-Martingal ist, wobei A = {A(t) : t € Ry} ein
wachsender F-vorhersagbarer Prozess mit A(0) = 0 ist,

ii. H ein beschrdankter F;-vorhersagbarer Prozess ist.
. t . .
Dann ist der Prozess L(t) := [, H(u)dM (u) ein F;-Martingal.
Beweis Bezeichne S die Klasse messbarer Rechtecke

{O}XA, A e Fo,
(a,b] x A, A€ F,,

zusammen mit der leeren Menge (). Dann ist S abgeschlossen unter endlicher
Durchschnittsbildung. Bezeichne H den Vektorraum der beschrinkten, messbaren
und adaptierten Prozesse H, so dass [ HdM ein Martingal ist. Dann enthilt H
alle konstanten Funktionen und nach Lemma 7.6 enthilt H auch 15, fir B € S.
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Sei nun H,,n € IN eine wachsende Folge von Abbildungen von R, x 2 nach R
in ‘H, so dass sup,, H,, = H f.u. beschrinkt ist. Dann ist zu zeigen , dass f HdM
ein Martingal ist.

Fiir alle ¢ gilt: E(|f0 u)dM (u)]) < oo.

Jeder Prozess [ H,dM 1st ein Martingal und damit ein adaptierter Prozess. Da
H = sup,, H,, und fo w)dM (u) F;-messbar ist, ist auch fot H(u)dM (u) F;,-messbar.

Weiter gilt:

s [ rwar|z) = s [ Hn<u>dM<u>|ft)

n—od

Satz von lim E / H dM ‘ﬂ) = lim H ( )dM(U)

Beppo Levi n—oo n— oo
— / lim H,( / H(w)dM (u
Beppo Levi [ n—o0
Mit Lemma 7.7 folgt nun die Behauptung.

Satz 7.9 Sei (0, F,{F:}, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum. Angenom-
men

i. H; ist ein beschrdnkter F;-vorhersagbarer Prozess.
ii. N, ist ein beschrdnkter Zahlprozess.

iii. Fiir das F;-Martingal M; = N; — A; gilt E(Mf(t)) < oo, fiir alle t, wobei
A; der Kompensator aus Satz 7.1 ist.

Dann gilt:

< / HydM,, / HQdM2> - / Hy Had(My, Ms). (26)

Beweis (Skizze) ein ausfiihrlicher Beweis findet sich in [12, S. 671f.].
Nach Satz 7.8 ist f H;dM; ein Martingal. Da H; und N; beschrinkt sind ist

t 2
E(/ HidMZ) < 0.
0

Also existiert ([ HidM, [ HadMs) nach Satz 5.31 und Definition 5.32 und ist
eindeutig. Um (26) zu zeigen, reicht es zu zeigen, dass {L(t) : ¢ > 0} ein Martin-
gal ist. Wobei:

t t t
L(t) :/ H1dM1/ Hyd M, —/ HyHad(My, Ma).
0 0 0
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Fiir - = 1, 2 sei B; ein vorhersagbares Rechteck der Form
{0} x Aj; , A, e Fy

oder
(ai,b,-]xAi, Aiefa

und H; = 1p,. Dann ist L ein Martingal. Unter Benutzung des Satzes {iber mono-
tone Klassen kann dies auf beschrinkte vorhersagbare /; ausgeweitet werden.
Bezeichne ‘H, den Vektorraum der beschrinkten messbaren Prozesse H, so dass

L:/HdMl/]leMQ—/H]le<M1,M2>

ein Martingal ist, wobei 15 ein fester einfacher vorhersagbarer Prozess ist. Sei
H,,n = 1,2, ... eine wachsende Folge von Abbildungen von R, x €2 nach R
in H., so dass sup,, H,(t,w) = H(t,w) beschrinkt ist auf einer Menge mit der
Wahrscheinlichkeit 1. Dann enthélt H alle beschrinkten F;-vorhersagbaren Pro-
zesse.

Sei H; ein beschrinkter JF;-vorhersagbarer Prozess und H’ der Vektorraum der
beschrinkten messbaren Prozesse Hs, so dass

L/:/HldMl/HQdMQ—/H1H2d<M1,M2>

ein Martingal ist. H’ einhilt die einfachen vorhersagbaren Prozesse Hy, = 1p.
Nach dem Satz iiber monotone Klassen enthilt 7’ auch alle beschrinkten F;-
vorhersagbaren Prozesse.

Satz 7.10 Sei N ein Zihlprozess und M = N — A das entsprechende lokal qua-
dratisch integrierbare Martingal. Angenommen H sei ein adaptierter und lokal
beschrdinkter Prozess. Dann gilt fiir alle Stoppzeiten T, mit T' < oo f.ii. und alle
e,n >0, dass

P(sup(/OtH(s)dM(s))Q > s) < g +P</OTH2d(M,M)(s) > n).

t<T

Beweis Sei (7 : k € IN) eine lokalisierende Folge, so dass fiir alle k, N (- A 73),
A(- A7) und H(- A 1) durch k beschrinkte Prozesse sind und M (- A 73) ein
quadratisch integrierbares Martingal ist.

Nach Satz 7.8 ist fot H(u)dM (u) ein Martingal und mit Satz 5.23 (Optional Stop-

ping Theorem) ist [;"™"" H(u)dM (u) ein Martigal. Nach Definition 5.32, Satz
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5.30 und Lemma 5.6i. gilt:

E((/OMAT H(s)dM(s))2

tATENT tATE
- < / H(s)dM(s), H(s)dM(s)>> 0. @7)
0 0
tATE 2 AT
Sei X,(t) = ( H(s)dM(s)) und Y (t) = H2(s)d(M, M) ().
Dann folgt aus (275) mit Satz 7.9: ’
E(Xu(t AT) = Yi(t AT)) =0. (28)

Fir t — oo gilt Xy(t ANT) — Xi(7T) f.i.. Da H(-,7;) durch k beschrinkt ist
und M (-, 7;) quadratisch integrierbar ist, folgt mit dem Satz von Lebesgue (Satz
A2), dass E(Xy(t ANT)) — E(X,(T)) und E(X(T)) < oc. Fir t — oo
gilt Yy (t AT) T Yi(T), also gilt mit dem Satz von Beppo Levi (Satz A.4), dass
E(YitAT)) — E(Yi(T)) und E(Yx(T)) < oo. Somit folgt aus (28), dass
E(Xi(T)) = E(Y,(T)), fir alle k.

Nun kann Lenglards Ungleichung (Satz A.5) angewendet werden und es folgt

Py = P(sup ( o H(s)dM(s))2 > 5>

t<T 0

<14 p( /0 T (a0 () > 1) = 2Py

Nach der Definition 5.1 gilt limy_,,, = oo f.ii., somit folgt mit dem Satz von
Beppo Levi, fiir k — oo:

Py — P(/OT H2(s)d(M, M)(s) > 1) = P».

Also gilt Py, < g + P, fiir alle k. Somit kann der Satz von Lebesgue angewendet
werden und erhilt fiir £ — oo:

Py — P(sup (/OtH(s)dM(s))2 > 5).

t<T

Damit folgt die Behauptung.
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8 Nelson-Aalen Schiatzer

Der folgende Abschnitt basiert auf den Ausfithrungen in [12, Kapitel 3, S. 891f.]
In diesem Abschnitt wird das Random Censorship Model benutzt. Wie in Ab-
schnitt 6.4 angefiihrt, ist die zufillige Typ-I-Rechtszensur die Art von Zensur, die
bei Ermiidungsversuchen auftritt.

Definition 8.1 (Random Censorship Model) Das Random Censorship Model be-
steht aus den geordneten Paaren (T;,U;), j = 1,...,n von unabhiingigen endli-
chen Ausfalls- und Zensurzeiten, die die Gleichung (22) in Satz 7.4 erfiillen. Sei

X;=T; NU;
und
0j = px;=1;y-
Die zugrunde liegenden Verteilungsfunktionen sind:
F(t) = P(T;<t),
S(t) = 1-F(t)=P(T; > 1),
Cyt) = PU; > 1),
Lit) = 1-C5(t)
und sei
m;(t) = P(X;>1).

Ferner seien:

Ni(t) = lix,<i5-13 Indikatorfunktion
beobachtete Ereignisse im Zeitintervall [0, ¢],
N = Y N(1) Anzahl der beobachteten
= > ;1 lix;<t5,=1), Ereignisse im Zeitintervall [0, ],
NY(t) = lyx,<is,-0) Indikatorfunktion
zensierte Ereignisse im Zeitintervall [0, ¢],
Yi(t) = lix;>y Indikatorfunktion Objekte, die im Zeitintervall
0, t] unter Beobachtung stehen,
Y(t) = > Yi(t) Anzahl der Objekte, die im Zeitintervall
= Yoo lxsy 0, t] unter Beobachtung stehen,
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M;(t) = Nj(t) = fy YidA,(s),

M(t) = Z] 1M()
~ Y

A(t):/o (1= F(s—))""dF(s).

Soweit keine andere Filtration angegeben ist, wird im Weiteren folgende Filtration
verwendet:

Fii=0(Nj(s),NV(s): 0< s <t j=1,...,n).

8.1 Nelson-Aalen Schitzer

Sei N(t) = 37y Nj(t), Y(t) = 351 Tx,=n und M(t) = 370, M;(t) =
N — fot Y dA(s). Im Random Censorship Model ist Vorausgesetzt dass Gleichung
(22) in Satz 7.4 erfiillt ist, also ist M (1) fo ) fiir jedes j
ein {}"t }-Martlngal und nach Lemma 7.5 ein {]—"t”} Martmgal, wobel F =
o(Nj(u), NY(u) : 0 < u < t)und F" = o ({N;(u), NV (u) : 0 <u < t},j=
1,...,n). Alsoist M(t) = N — fot Y dA(s) ein { FI'}-Martingal. Da der Prozess

(t)>0} _ {% s fiir ?(t) > 0,

<l

Lo
(t) 0  irY(t) =0

ein linksstetiger adaptierter Prozess dessen rechtsseitige Limiten existieren und
damit vorhersagbar ist, ist {M(t) : t > 0} gegeben durch

“<|

M(t) = /Ot%dM(s)
; V(S)_/o Ly ()>0ydA(s)

nach Satz 7.8 ein Martingal, wobei (*) gilt, da nach Definition von N und Y
im ersten Integral Y (s) > 0 ist und damit 1 (V(s)>0; Weggelassen werden kann.
Da M(0) = 0 und der Erwartungswert eines Martingals nach Lemma 5.6 eine
Konstante ist, gilt

([ S = (o)
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Sei A*(t) = [y Liz(syn0ydA(s). Ist T := inf(¢ : Y(t) = 0), dann ist A (At)

Ot/\T dA(s) = A(t A'T). Nach Gleichung (1) kann man erwarten, dass A :=
fot d?N((S‘;) ein guter Schiitzer fiir A*(t) = A(t A T) ist.

Satz 8.2 Im Random Censorship Model sei t > 0, so dass A(t) < co. Dann gilt
i. E(A(t) —A*(t)) =0,

ii. BE(A(t) = A@#) =— [5 (TT/_(1 = m;(5)))dA(s),

iii. ist wj(s) = 7(s), fiir alle j, dann gilt

B(A() — A1) = — / (1= w(s))"dA(s) > —(1 — m(£))"A(1).

Beweis i. Dies folgt aus Gleichung (1).
ii. Aus i. folgt, dass

E(AW) - A1) = B(A'(1) - A®)
= E(/O ]l{Y(s)>0}dA<S)_/0 dA(5)>
= E(/Ot]l{Y(spo}dA(S) - /Ot]l{Y(s)>o}dA(3)>

_ —/Otﬁ(l—P(X] > 1)) dA(s)
_ _/O [T (1= 7)) dacs)

iii. Dies folgt fiir 7;(s) = m(s) aus ii.
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8.2 Konsistenz des Nelson-Aalen Schitzers

Satz 8.3 Sei T eine Ausfallszeit mit stetiger Verteilungsfunktion F(s) = P(T <

s) und kumulierter Hazardfunktion A(s) = [ 1dFF(U Istt € (0, 00|, so dass
Y (t) L o, fiir n — . (2)
Dann gilt:
*dN
sup / — ) —A(s) L0, fir n— oo. 3)
o<s<t Jo Y (v)

Beweis Sei M(t) := N(t) — [ V(u)dA(u) und s € [0,¢]. Dann gilt, mit der
Konvention § = 0:

: N dN(v)  [*
L 0l 5 - ) ol
0

_’/ Lo >0}dA v) — . d}]/\f(())

S I S (v)
{Y (v)>0} ;=7 )
————=dN — 1+ —=dA + 15 A(t

:‘/Os%dm )“l']l{y _oyA(t),

wobei () gilt,da A > 0, A(0) = 0, s € [0, und Y eine fallende Treppenfunktion
ist, also [ 1 70)=0ydA (V) < Ligy)—y A(t). Mit der Voraussetzung (2) folgt, dass

L —nAD) L, 0. Somit reicht es aus, zu zeigen, dass

S ]l — 2
sup (/ MdM(U)) 0.
0

0<s<t
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Da M F;-vorhersagbar und lokal beschriinkt ist, folgt mit Satz 7.10:

0
P<os’§§2t < /0 ’ ]1{%(850} dM(v)>2 > 5)

([ (o=

(+4) 1) * Ly w)>0) (x2) ) A(t)
e ( /0 Yo M) = n) < e (Y(t) 1)

wobei () gilt, da nach Definition 5.32 und Satz 5.30 d(M, M) (v) = ?( )dA(v)

und (*#%), daY eine fallende Treppenfunktion ist, s € [0, ¢] und damit | {Y<”)>°} W20 gA(v) <
A®)
Y()”

Mit der Voraussetzung (2) folgt, dass P(% > 1) — 0, fir n — oo, fiir alle
1 > 0 und die Konvergenz des Nelson-Aalen Schitzers ist gezeigt.

Beispiel 8.4 (Ermiidungsversuch) Bei einem Versuch werden Metallproben mit
einer bestimmten Frequenz belastet und wieder entlastet. Angenommen die Pro-
ben brechen nach D Lastwechseln ¢; < t; < ... < tp und bei ¢; sind d; Proben
gebrochen. Sei Vti die Anzahl der verbleibenden Proben im Versuch zur Zeit ¢;,—.
So erhilt man fiir den Nelson-Aalen Schitzer:

O . falls tz S tl

d,
5 falls t <t

Der Schiitzer der Survival Funktion ist definiert durch S(t;) = exp(—A(t;)). In
Tabelle 1 sind der Nelson-Aalen Schitzer und die Survival Funktion, fiir den Da-
tensatz RO-355MPa, aufgelistet.

Geht man von einer Exponentialverteilung aus, dann ist die Hazardrate konstant
und A kann aus der Steigung einer Geraden, die durch die geschitzte kumulierte
Hazard-Funktion gelegt wird, geschitzt werden. Dies kann durch die Methode der
kleinste Quadrate geschitzt werden. Fur diesen Datensatz erhilt man damit eine
Schitzung A = 0.00005199 oder ﬁ = 19235.07.

Abbildung 1 zeigt den Nelson-Aalen Sch'aitzer A und eine Gerade durch den Ur-
sprung, mit Steigung A = 0.00005199. Abbildung 2 zeigt die Survival Funktion
S.
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t d At S(t)

i t
4030 1 7 0.143 0.867
4680 1 6 031 0.734
4860 1 5 0.51 0.601
5750 1 4 0.76 0.468
7170 1 3 1.093 0.335
34100 1 2 1.593 0.203
51000 1 1 2593 0.075

Tabelle 1: Nelson-Aalen Schitzer fiir RO-355MPa

25
|

2.0
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Cumulative Hazard

1.0
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|

0.0
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T T T T T T
0 10000 20000 30000 40000 50000

Number of Vibrations

Abbildung 1: (—)Nelson-Aalen Schitzer A fiir R0-355MPa
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Abbildung 2: Nelson-Aalen Schitzer der Survival Funktion fiir RO-355MPa

Zensiert man die Daten ‘kiinstlich’ nach 5000, 7000, 10000, 20000, 30000 bzw.
40000 Lastwechseln, so erhilt man die in Tabelle 2 angefiihrten Werte fiir A und
(3. Zensiert man bei 5000 Lastwechseln, so ist A(t) = 0 fiir ¢ < ¢1, A(t) = 0.143,
fiir 4030 < t < 4680, f\(t) = 0.31, fir 4680 < t < 4860 und A(t) = 0.51, fir
¢ > 4860. Ein Schitzer fiir X ist A = 0.000091. Abbildung 3 zeigt den Nelson-
Aalen Schitzer fiir eine Zensur bei 5000 Lastewechseln.

Zensiert man bei 7000 Lastwechseln, so ist A(t) = 0.76, fur ¢t > 7000 und man
erhilt als Schitzer A = 0.000102. In Abbildung 4 ist der Nelson-Aalen Schitzer
mit Zensur bei 7000 Lastwechseln abgetragen.

‘ 5000 7000 10000 20000 30000 40000  Unzensiert
A 1 0.000091 0.000102 0.000111 0.000064 0.000042 0.000046 0.000052
8| 11010.98 9744.017 8978.928 15661.49 23655.22 21590.97 19237.06

Tabelle 2: Zensierte Nelson-Aalen Schatzer fir RO-355MPa

Zensiert man bei 10000 Lastwechseln, so ist A(t) = 1.093 fiir ¢ > 10000. Ein
Schitzer fiir A ist A = 0.000111. Abbildung 5 zeigt den Nelson-Aalen Schitzer
fiir eine Zensur bei 10000 Lastewechseln.

Zensiert man bei 20000 Lastwechseln, so ist A(t) = 1.093, fiir £ > 20000 und man
erhilt als Schitzer A = 0.000064. In Abbildung 6 ist der Nelson-Aalen Schitzer
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Abbildung 3: (—)Nelson-Aalen Schitzer
A fiir RO0-355MPa, mit ’kiinstlicher’ Zensur
nach 5000 Lastwechseln
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Abbildung 4: (—)Nelson-Aalen Schitzer
A fiir RO0-355MPa, mit ’kiinstlicher’ Zensur
nach 7000 Lastwechseln

mit Zensur bei 20000 Lastwechseln abgetragen.
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Abbildung 5: (—)Nelson-Aalen Schéitzer
A fiir RO0-355MPa, mit ’kiinstlicher’ Zensur
nach 10000 Lastwechseln
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Abbildung 6: (—)Nelson-Aalen Schitzer
A fiir RO0-355MPa, mit ’kiinstlicher’ Zensur
nach 20000 Lastwechseln

Zensiert man bei 30000 Lastwechseln, so ist A(t) = 1.593 fiir £ > 30000. Ein
Schitzer fiir A ist A = 0.000042. Abbildung 7 zeigt den Nelson-Aalen Schitzer
fiir eine Zensur bei 30000 Lastewechseln.

Zensiert man bei 40000 Lastwechseln, so ist f\(t) = 1.593, fiirt > 40000 und man
erhilt als Schitzer A = 0.000046. In Abbildung 8 ist der Nelson-Aalen Schitzer
mit Zensur bei 40000 Lastwechseln abgetragen.
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Abbildung 7: (—)Nelson-Aalen Schitzer
A fiir RO0-355MPa, mit ’kiinstlicher’ Zensur
nach 30000 Lastwechseln
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Abbildung 8: (—)Nelson-Aalen Schitzer
A fiir RO0-355MPa, mit ’kiinstlicher’ Zensur
nach 40000 Lastwechseln

Verdandert man die Ausfallzeiten kiinstlich, indem man die zwei kleinsten Werte
auf 5 Lastwechsel abédndert. So erhilt man die in Tabelle 3 aufgfiihrten Werte
fir A. Als Schiitzwert fiir \ erhdlt man mit der Methode der kleinste Quadrate
A = 0.00005134 und § = 19477.99. Abbildung 9 zeigt den zugehdrigen Plot.

t; dy, Y. A(t;) S(t;)
5 2 7 0286 0.751
4860 1 5 0.486 0.615
5750 1 4 0.736 0.479
7170 1 3 1.069 0.343
34100 1 2 1.569 0.208
51000 1 1 2569 0.077

Tabelle 3: Nelson-Aalen Schitzer fiir RO-355MPa, die zwei kleinsten Werte ab-

gedndert
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Abbildung 9: (—)Nelson-Aalen Schitzer A fiir RO-355MPa, die zwei kleinsten
Werte abgeédndert

Verindert man die Daten nun so, dass die zwei groffiten Werte auf 1000000 Last-
wechsel abindert werden. So erhélt man die in Tabelle 4 aufgfiihrten Werte fiir
A. Als Schitzwert fiir \ erhilt man mit der Methode der kleinste Quadrate ) =
0.00000211 und B = 474067.5. Abbildung 10 zeigt den zugehorigen Plot.

tedy, Yy At) S(t)
4030 17 0.143 0.867
4680 1 6 031 0.734
480 1 5 051 0.601
5750 1 4 0.76  0.468
7170 1 3 1.093 0.335
1000000 2 2 2.093 0.123

Tabelle 4: Nelson-Aalen Schitzer fiir RO-355MPa, die zwei grofiten Werte abge-
dndert
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Abbildung 10: (—)Nelson-Aalen Schitzer A fiir R0-355MPa, die zwei grofiten
Werte abgeédndert

9 Cox Hazard Modell und
Multiplikatives Dichte Modell

Die Ausfiihrungen in diesem Abschnitt basieren auf Fleming und Harrington [12,
Kapitel 4, S.125ft.].

9.1 Cox Hazard Modell

Das Cox Hazard Modell oder auch Proportionale Hazard Modell wurde 1972 von
Cox [9] eingefiihrt und bietet eine Methode, den Einfluss von Kovariaten auf die
Ausfallszeiten zu untersuchen. Das Cox Hazard Modell ist ein semiparametrisches
Modell.

Sei T eine Ausfallszeit und U eine Zensurzeit. Gegeben sei ein Tripel (X, d, Z).
Mit X := min(7,U),6 = Lyy<pyund Z = (Zi,. .., Z,)" einem p-dimensionalen
Spaltenvektor von Kovariaten. Sei S(t|Z) = 1 — P(T > t|Z) die bedingte Uber-
lebensfunktion. Die bedingte Hazard Funktion ist definiert durch

1
At|1Z) =lm—P(t <T <t+hT>t,7).
rl0 h
Nimmt man an, dass fiir zwei von der Zeit unabhingigen Kovariaten Z; und
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Zy das Verhiltnis der entsprechenden bedingten Ausfallraten konstant ist. Dann
ist A\(t|Z1) = k(Zy, Z2)\(t|Z2), wobei k eine nicht negative reellwertige Funk-
tion ist, die von den Kovariaten Z; und Z, abhingt. Bezeichnet man die be-
dingte Hazard Rate gegeben Z = 0 mit \y(¢) (die Baseline Hazard Rate) und
9(Z) := k(Z,0), dann erhdlt man

At Z) = do(t)g(2).

Da man an moglichst einfachen Modellen interessiert ist, wihlt man g(Z) :=
e’ 7 mit 3= (Bi,...,53,)". Damit ist g > 0 und man erhlt:

At Z) = Mo(t)e”" 2.

Sind die Kovariaten zeitabhédngig, so konnen diese in das Cox Hazard Modell
integriert werden, durch die Funktion

1
At|Z(t)) = lim EP(t <T <t+h|T>t2()).

Doch dann besitzt das so definierte A nicht die Eigenschaften einer Hazard Funk-
tion mit zeitunabhingigen Kovariaten und man kann daraus nicht die bedingte
Uberlebensfunktion S (t|Z (t)) berechnen.

Eine Erweiterung des Cox Modells stellt das nun folgende Multiplikative Dichte
Modell dar.

9.2 Multiplikatives Dichte Modell

Seien X und § wie oben definiert. Ein allgemeineres Modell basiert auf den Pro-
zessen N := I x<;s5—13y und Y := T x> . Betrachte einen Wahrscheinlichkeits-
raum mit der rechtsstetigen Filtration

F, = a(Z,N(u),Y(u—I—) 0<u< t).

Dann ist
Fio =0(Z,Nu),Y (u+): 0 <u<t).

Der wachsende Prozess NN erfiillt die Voraussetzungen des Satzes 5.27 (Doob-
Meyer-Zerlegung), also existiert ein vorhersagbarer Prozess A, so dass N — A ein
Martingal ist. Heuristisch ist E(dN (s)|F,_) = E(dA(s)| F,—) = dA(s).

Der Prozess dA gibt die Art an, wie die bedingte Sprungrate von N, von den
Information bis zu einem Zeitpunkt, aber nicht inklusive des Zeitpunktes, abhédngt.
Eine einfache Modellierung fiir diese Abhingigkeit ist: dA(s) = [(s), mit einer
noch zu spezifizierenden Funktion [. D.h.



Den Prozess A nennt man auch den kumulierten Dichte Prozess fiir NV und falls
A’ existiert nennt man A’(s) = [(s) den Dichte Prozess fiir V.
Bei dem von Aalen vorgestellten multiplikativen Dichte Modell [1] ist I(s) von
der Form:

I(s) = Xo(s)g(2)Y (s),
mit einer arbitrdren Funktion )y und einer Funktion ¢, die nur von dem Kovaria-
tenvektor Z abhingt. Wie im Cox Hazard Modell wihlt man g(Z) = %" %,
Liegen rechtszensierte Daten mit zeitunabhéngigen Kovariaten vor, dann stimmen
das Cox Hazard Modell und das multiplikative Dichte Modell iiberein.
Ist der Kovariatenvektor Z von der Zeit abhédngig, kann dies im multiplikativen
Dichte Modell, ohne die Komplexitit des Modells zu erhohen, folgendermalen
modelliert werden:

t
A(t) = / e?" 2OV ()Mo (s)ds.
0
A ist ein vorhersagbarer Prozess, wenn Z und Y vorhersagbare Prozesse sind.

Definition 9.1 Einen k-variaten Prozess { Ny, ..., Ny} nennt man einen multiva-
riaten Zihlprozess, wenn folgendes erfiillt ist:

i. Nj, j=1,...,kistein Zihlprozess und
ii. keine zwei Prozesse springen zur selben Zeit.

Definition 9.2 (Multiplikatives Dichte Modell) Das multiplikative Dichte Mo-
dell fiir Beobachtungen von n unabhiingigen Objekten besteht aus n Tripeln { N;,Y;, Z;},

1 =1,...,n, bestehend aus Zihl-, Zensur- und Kovariatenprozessen, einer rechts-
stetigen Filtration {F; : t € Ry}, n Dichten I;(s) = A\o(s)Y;(s)e? %) 4 =
1,...,n und folgenden Voraussetzungen:

i. N=(Ny,...,N,)T ist ein multivariater Zéihlprozess.

ii. Fiir alle i ist N; — A; ein Martingal beziiglich {F; : t € R}, mit dem
stetigen Kompensator A; = [ 1;(s)ds.

iii. Y; und Z; sind {F, }-vorhersagbar und Z; ist zusdtzlich ein lokal beschrink-
ter Prozess.

Satz 9.3 Sei das Multiplikative Dichte Modell vorausgesetzt. Sei {N(t) : t €
R} ein Zihlprozess und {A(t) : t € R} sein Kompensator beziiglich einer
rechtsstetigen Filtration {F; : t € R, }. Ist A(t) = fot l(s)ds, fiir einen beliebigen
linksstetigen Prozess l, dessen rechtsseitiger Grenzwert existiert und von einer
integrierbaren Zufallsvariable () beschrinkt ist. D.h. [(t) < Q f.ii. fiir allet > 0
und E(|Q]) < oo, dann gilt:

73



i lim %E(N(Hh) — N()|F) = 1(t+),

g .1
ii. lim FP(N(+h) - N(t) = 1|7)

= hm%(l — P(N(t+h) = N(t) = 0\7t)>

= 1(t+).

Beweis i. Da A adaptiert ist und

—%1?3h/

= lim — (A(t) A(t —h)),

hlo h
ist auch [ adaptiert. [(t+) ist {F; }-adaptiert, da fiir alle » > 0 gilt:
[(t+) = limI(s) = lim I(s).

slt slt
s<t+h

Also ist [(t4) Fiip-messbar, fur alle b > 0, damit auch 7 = (),oo Fiqn-
messbar und aus der Rechtsstetigkeit von {F;} folgt die F; Messbarkeit.

Nach Voraussetzung ist N — A ein Martingal, also E (dN (t)|F;) = E(dA(t)|F,),
da fiir ein Martingal M gilt, dass E(dM|F,) = E(M(t + s) — M(t)|F) =
E(M(t + s)|F) — M(t) = 0. Weiter ist [(s) beschréinkt und mit dem Satz von
Lebesgue folgt:

. 1 1 t+h
%%EE(N(t—l—h) ()| F) _lf%lE<h/t l(s)ds|ft>

Satz von 1 th
Lebzgue £ ( 1}1?8 E /t l(S)dS‘E)
= E(l(t+)|F) = 1(t+).
ii. Zeige zuerst limy, o 5 (1 — P(N (¢t + h) — N(t) = 0|F;)) = I(t-+). Fiir ein
festes ¢ sei 7 die Zeit des ersten Sprunges von /N nach dem Zeitpunkt ¢. Die Zu-
fallsvariable 7 ist eine Stoppzeit. und der Prozess 1, := {Lj<s<r) 1 5 > 0} ist

{Fs : s > O}-adaptiert. Weiter ist 1, ;) linksstetig in ¢ und damit vorhersagbar
und der Prozess {J(s) : s > 0} gegeben durch:

t+s
H6) = [ Lnd(N - 4)
t
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ist nach Satz 7.8 ein Martingal. Also gilt:

1 1 t+h
fim = P(N( -+ ) = N(2) 2 1]7) = lim 25 /t 1.()dN (5)| 7))

‘ 1 t+h ' 1 t+h
= 1im /t Lo (5)dA)F,) = lim /1t 1 (s)1()ds| 7,

h|0 hl0

Sat 1 t+h

Lo E(lg%ﬁ/t Lienl(s ds}ﬂ) = E(I(t+)|F) = 1(t+).
Wobei die letzten beiden Gleichheitszeichen aus dem Beweis von i. folgen.
Zeige nun, dass limy, o + P(N (t+h)—N(t) = 1|F) = limy o 1 (1= P (N (t+h)—
N(t) = )). Sei 7' die Zeit des zweiten Sprunges von N nach dem Zeitpunkt
t. Mit obigen Uberlegungen folgt, dass

' 1 1 t+h
lﬁgl EP(N(t +h) = N(t) >2|F) = 1}11&)1 hE</t ]l(T’T/](S)dN(S)lft>

1 t+h
—E(%E/t Lrr(s)1(5)ds| 77 ) = 0.

Die folgenden beiden Sitze ohne Beweis smhern unter bestimmten Voraussetzun-
gen, dass der Kompensator A von N als A(t fo u)du geschrieben werden
kann, und die rechtsstetigkeit der Filtration {E}

Satz 9.4 Sei N ein Zihlprozess und 11, To, . . . die aufeinanderfolgenden Sprung-
zeiten von N. Erfiillt N folgende Eigenschaften:

i. E(N(t)) < oo, fiiralle t < 0 und

ii. P(Tp41 — T < t|F,,) istint absolut stetig,

dann ist der Kompensator A von N der Form A(t fo w)du, d.h. A ist absolut
stetig.

Beweis Der Beweis findet sich in [6].

Satz 9.5 Seien {N;,Y;, Z;},i =1,... ,nnunabhdingige Tripel von Zihl-, Zensur-
und Kovariatenprozessen und sei die Memge der Pfade, fiir die jedes Z; stiickweise
konstant ist, mit Wahrscheinlichkeit 1. Sei

F, =o(N;i(u),Yi(u+), Zi(u+) : 0 < u < t)

und '

ftza(f;‘:z'zl,...,n)
die kleinste o-Algebra, die F}, fiir alle i, enthiilt. Dann ist die Familie {F; : t > 0}
rechtsstetig.

Beweis Ein Beweis findet sich in [7].
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9.3 Partielle Likelihoodfunktion

Diesem Abschnitt liegen die Ausfiihrungen in [23, Kapitel 3, S.40ff.] zu Grunde.

Ein Schitzung fiir § basiert auf der von Cox [9] eingefiihrten partiellen Likelihood
Funktion. Fiir das multiplikative Dichte Modell, hat die partielle Likelihood Funk-
tion, fiir n unabhéngige Tripel (N;,Y;, Z;), i = 1,...,n die Form (Siehe [12, S.

144]):
expw Zi(s)  \ANO
-1I11 <z Ve Lm)

i=1 s>0 Jlj

wobei
1 s falls NZ(S) — NZ(S—) = 1,
0 , sonst.

AN,(s) = {

Die log partielle Likelihood Funktion kann als eine Summe geschrieben werden:

1(B) = log (PL(3))
Z/ ()57 Zi(s) — log ZY s) exp(87 Z;(s )))dNi(s).

Differenziert man die log partielle leehhood Funktion, so erhilt man:
0

up) = %l(ﬂ)

- aﬁz | (152 - o5 (o 5te) exp(5” 2,:1) i)

_ NN o/ () %(5) 5052, (5)
B Z/ e 241 Yy exp(87Z;(s))

Die partiellen maximum Likelihood Schitzungen erhidlt man, indem man die Glei-
chung U(3) = 0 16st.

>dN,-(s).

10 Modelle Risswachstum

Bei einem Ermiidungsversuch konnen aus den Bildern, die wihrend des Versuchs
von der Mikroprobe aufgenommen werden, verschiedene GréBen, die sich iiber
die Zeit des Versuchs idndern, ermittelt werden. Diese Groflen konnen als zeit-
abhingige Kovariaten in das Multiplikative Dichte Modell einflieBen. Als Kova-
riaten kommen z.B. die Anzahl der Risse, die mittlere Risslidnge, die kumulierte
Rissldnge oder der durchschnittliche Grauwert in Frage. Um diese GréBen ermit-
teln zu konnen miissen die Bilder zuerst vorverarbeitet werden.
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10.1 Vorverarbeitung und Transformation

In diesem Abschnitt wird auf die Vorverarbeitung und Transformation der Daten
eingegangen. Ziel dieses Prozesses ist es das Bildmaterial in eine Form aufzube-
reiten, so dass die daraus gewonnenen Daten mit géngigen Statistikpaketen wei-
terverarbeitet werden konnen. Hierzu gehort Verdunkelungen, die an den Bildrén-
dern auftreten konnen, zu entfernen und im nidchsten Schritt die auf dem Bild
sichtbaren Risse zu erkennen.

10.1.1 Entfernung von Verdunkelungen

Bei der Aufbereitung der Proben fiir die Aufnahmen am Mikroskop werden die
Kanten der Probe, technisch bedingt, leicht abgerundet. Dadurch entsteht auf den
Randbildern eine Verdunkelung am jeweiligen Bildrand. Diese Verdunkelungen

Abbildung 11: Bild S12_B40_X=61.000_Y=210.750

miissen entfernt werden, da sie sonst félschlicherweise bei der spiteren Verar-
beitung als Riss bewertet werden. Da die Verdunkelungen nur an den Rindern
auftreten, wird der mittlere Grauwert eines Streifens am Rand mit dem mittleren
Grauwert des Bildes verglichen und gegebenenfalls die Grauwerte der Bildpunkte
am Rand erhoht. Um die Grauwerte des Bildpunktes zu erhohen ist eine nicht-
negative monoton fallende Funktion gesucht. Die Exponentialfunktion ist flexibel
genug und erfiillt diese Eigenschaften.
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Seien im Folgenden W, H € Nund R > @ > 0. Die Funktion f : [0, W] — R, ,
2 2

T > ae” 30w %e_% ist streng monoton fallend und hat bei x = 0 ein Maximum.
Da f stetig ist, ist f in (0, W) auch differenzierbar und es gilt:

AT —mw — W % < 0, firalle z € (0,1W)

') = = 15pe oW

d.h. f ist streng monoton fallend. Da jede in einem abgeschlossenen Intervall
stetige Funktion ihr Maximum und Minimum annimt, die Ableitung im Intervall
(0, W) in keinem Punkt verschwindet, kommen nur die beiden Randpunkte 0 und
W fiir das Maximum und Minimum in Betracht. f ist streng monoton fallend, also

nimmt die Funktion f ihr Maximum in z = 0 an, mit f(0) = ae’ + %¢° = 2a.

4

Die Verdunkelungen treten nur an den Bildridndern auf. Deshalb wird zur Vorver-
arbeitung des Bildes der mittlere Grauwert des linken Bildrandes

o 1 39 H-1
G = %—_Hz;p(%y)

z=0
mit dem mittleren Grauwert des Bildes (ohne die Randstreifen)

W—-41 H-41

_ 1
G =W s —s0) 2 2 oY)

=40 y=40

verglichen. Wobei p(x,y) die Grauwerte des Bildpunktes p mit den Koordinaten
(x,y) € [0, W —1] x [0, H—1] ist. Analog wird fiir den rechten Bildstreifen, bzw.
oberen und unteren Bildstreifen vorgegangen.

Ist |G, — G| > 10, dann werden die Grauwerte fiir die Bildpunkte folgendermafen

neu bestimmt:
2 al 2

Preu(,y) = p(x,y) + ae” 3w 4 Ze W

Bzw. fiir |G, — G| > 10 durch p,,e, (7, y) = p(:c,y)—i—are‘i( oW e W,
— J— 2
sowie fiir |G, — G| > 10 durch ppe, (2, ) = p(z,y) + ane 307 + @ee” 7 und fiir

12 (H—y-1)2

|Gy — G| > 10 durch ppeq (7, y) = p(z,y) + ase™ Ui + e i
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)

N

2 x

Abbildung 12: g : [0, W] x [0, H] — Ry, (z,y) — aqie” 5w + Ye~w

G-G, 2 a2\ . .
Fiir q; = 22G=C0 ¢ Bw = 239 (e~ 30w + ie_W) ist der mittlere Grauwert der

Bw =0 _ —
neu bestimmten Grauwerte des linken Bildstreifens G;,,, = G, da

39 H-1
— 1 _ 2% ap _a?
Gl = 077 2 2 (Plr0) + w4 )
=0 y=
39 H-1 39 H-1
1 1 21
= — —_— 30w —e W
10H PEy)+ o aZZZ(e e >
z=0 y=0 z=0 y=0
39 H

1 3 -1 ) 1
:EZ—I— 10H alz (e"o‘gw +Ze_%/)

z=0 y=0
= _ A 39
Vel 1 40(G -G = 1 22
=Gt 40H <39 : 22 li 22 HZ (e_dow + 7€ W)
Zm (6_ 0W + Ze_W> =0
=G +G-G =G
Analog ist fiir den rechten Bildstreifen G, ., = G, mit a, = 40(%;@) und
39 21 w1 e o
ﬁW = Z(B_W + ZG_W) = (e_<W30W1> + Z@_(W W g )
z=0 r=W—41
Bzw. fiir den oberen Bildstreifen G, ., = G, mit a, = 40(%;50)
unteren Bildstreifen G, .. = G mit a, = % und
39 2 1 2 H-1 e -
Br = 2(6_3%71{ + 16_%) = (@—% + Ze—%»
y=0 y=H—41

, sowie fiir den



Beispiel 10.1 Folgendes Beispiel soll den Prozess der Anhebung der Grauwerte
veranschaulichen.

10

08

08

04

02

00

0.0 02 04 0.6 08 1.0

Abbildung 13: Bild S12_B40_X=61.000_Y=210.750 nach der Vorverarbeitung

Abbildung 13 zeigt das Bild, nach dem die Grauwerte am linken und oberen Bild-
rand angehoben wurden. Da auch die Grauwerte des oberen Bildrandes angehoben
wurden, wurde die stidrkere Verdunklung in der linken oberen Ecke aufgehoben.

10.1.2 Grundbegriffe aus der Graphentheorie

In diesem Abschnitt werden zuerst Begriffe aus der Graphentheorie eingefiihrt,
die zur spiteren Beschreibung der Risserkennung hilfreich sind. Der Inhalt dieses
Abschnittes bezieht sich auf Ebert [11] Harary [13] und Noltemeier [21].

Definition 10.2 (Graph) Sei V eine nicht leere Menge und V? die Menge aller
zwei Elementigen Teilmengen von V. Das Tupel (V, E), mit E C V? nennt man
Graph. Die Elemente aus V nennt man Knoten und die Elemente aus ' Kanten.
Einen Graphen nennt man endlichen, wenn V und E endlich sind.

Bemerkung 10.3 Sei G = (V, E) ein Graph und u,v € V. Ist {u,v} € F, dann
nennt man die Ecken « und v benachbart oder adjazent.
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Die Eckenmenge eines Graphen G bezeichnet man mit V' (G) und die Kantenmen-
ge mit £(G).

Definition 10.4 (Teilgraph)

i. Seien G) und G' zwei Graphen. Gilt V(G) C V(G') und E(G) C E(G'),
dann nennt man G einen Teilgraphen von G'. Ist G ein Teilgraph von G', so
nennt man G' einen Obergraphen von G.

ii. Gilt zudem E(G) = E(G')NV*(Q), so nennt man G einen Untergraphen
von G'. d.h. G enthdilt alle Kanten zwischen den Knoten aus V', die auch in
G’ vorhanden sind.

Definition 10.5 (Weg) Sei G ein Graph. Eine Folge von Knoten w = (vy, ..., v,)
mit v; € V(G) nennt man einen Weg, falls fiir alle i € {1,...,n — 1} gilt, dass
{vi,vis1} € E(G). D.h. es existiert jeweils eine Kante von v, nach v,, von vy
nach vs, . .., von v,_1 nach v, . Ein solcher Weg hat die Linge n — 1.

Bemerkung 10.6 Einen Weg w = (vy, . .., v, ) nennt man einfach, wenn {v;, v;;1}
# {vy, vgy1} fiir i # k. D.h. es wird keine Kante mehrfach durchlaufen.

Definition 10.7 (Pfad) Einen Weg w = (v1, ..., v,) nennt man einen Pfad, wenn
fiiralle 1,5 € {1,...,n} gilt, dass v; # v; fiir i # j.

Definition 10.8 (Distanz) Der kiirzeste Weg zwischen zwei Knoten ist der Weg,
dessen Linge minimal ist. Diesen kiirzesten Weg nennt man Distanz oder Abstand.
Existiert dieser Weg nicht, so setzt man Distanz = oo.

Definition 10.9 (Durchmesser) Die grofite Distanz zwischen zwei Konten im Gra-
phen nennt man Durchmesser des Graphen.

Definition 10.10 (Zusammenhangskomponente) Sei G ein Graph. Existiert fiir
alle v,v" € V(G) ein Weg von v nach v', dann nennt man einen Graphen zusam-
menhdngend. Ist G' ein zusammenhdngender Untergraph von G und existiert kein
zusammenhéngender Untergraph G von G mit V(G C VG, dann nennt man G'
eine Zusammenhangskomponente von G.

10.1.3 Risserkennung

Betrachtet man die Bitmap-Grafik, so kann man feststellen, dass ein Riss dunkler
als die Umgebung ist. Da eine Bitmap-Grafik ein Raster von einzelnen Bildpunk-
ten, mit entsprechenden Farb/Grau-Werten ist, wird ein Bildpunkt einem Riss zu-
geordnet, wenn der Farb/Grau-Wert dieses Bildpunktes kleiner als ein vorgegebe-
ner Wert ist. Die Farb/Grau-Werte liegen in einer Bitmap-Grafik zwischen 0 und
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255, wobei bei einem Schwarz-Wei3-Bild 0 Schwarz und 255 Weil} entspricht. Da
bei einem Bild, das am Anfang einer Versuchsreihe aufgenommen wurde, noch
relativ wenige Risse zu erkennen sind und die Ausleuchtung von Bild zu Bild
variiert, erhédlt man bessere Ergebnisse, wenn man den Schwellenwert, bei dem
ein Bildpunkt einem Riss zugeordnet wird, nicht fiir alle Bilder gleich festlegt,
sondern mit Hilfe des mittleren Grauwert des vorverarbeiteten Bildes bestimmt.
Bestimme den Schwellenwert durch:

3G falls 2G < 142

Schwellenwertgiss = {
142 sonst,

wobei G = ﬁ ZZV:Bl Zf:iol p(z,y) der mittlere Grauwert des Bildes ist.

Betrachtet man nun die Bildpunkte, deren Grauwert unterhalb eines Schwellen-
wertes liegen, d.h. zu einem Riss gehoren, als Knoten und verbindet diese Knoten
mit einer Kante, wenn die Beziehung ‘ist ein direkter Nachbar von’ zwischen den
Knoten besteht, so kann man die Risse in einem Graphen darstellen. Wenn A ein
direkter Nachbar von B ist, dann ist B auch ein direkter Nachbar von A. Daher
erhilt man durch die Beziehung ‘ist ein direkter Nachbar von’ einen ungerich-
teten Graphen. Die Zusammenhangskomponenten des Graphen entsprechen nun
den einzelnen Risscluster. Die Zusammenhangskomponenten des Graphen kon-
nen durch eine Tiefensuche [Ebert 1981, S.145ff] ermittelt werden. Die Laufzeit
der Tiefensuche betrigt O(n). Der Durchmesser der jeweiligen Zusammenhangs-
komponente entspricht der Rissldnge des zugehdrigen Rissclusters. Der Durch-
messer der Zusammenhangskomponente kann durch den Tripelalgorithmus [Ebert
1981, S.187ff], mit einem Laufzeitverhalten von O(n?) oder besser mit dem Al-
gorithmus von Dijkstra [Ebert 1981, S.197ff], dessen Laufzeitverhalten O(n2) be-
tragt, ermittelt werden.

Die Abbildung 14 zeigt die im Beispielbild S12_B40_X=61.000_Y=210.750 ge-
fundenen Risscluster. Dabei ist der Durchmesser eines Risses rot und die kiirzeste
Entfernung zwischen den Rissenden gelb abgetragen.

10.2 Kovariaten

Aus dem Bildmaterial eines Ermiidungsversuches, wurde mit dem Schwellenwert
min (142, 3G), fiir jedes Bild die Anzahl der Risse, die durchschnittliche Risslin-
ge, die maximale Risslidnge, die summierte Risslinge und der durchschnittliche
Grauwert des Bildes bestimmt. Wobei G der durchschnittliche Grauwert des vor-
verarbeiteten Bildes ist und Risse nur als solche gewertet werden, wenn die Lange
des Risses grofler als 3 Pixel ist.

Fiir die Daten ist der p-Wert des Shapiro-Wilk-Tests kleiner 0.05 (Siehe A.7),
also kann nicht davon ausgegangen werden, dass die Daten normalverteilt sind.
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Abbildung 14: Risscluster des Bildes S12_B40_X=61.000_Y=210.750

Daher werden im Folgen die Wilcoxon-Konfidenzintervalle zum Niveau v = 0.95
fiir die Kovariaten bestimmt. Hierfiir wird die R-Funktion wilcox.test verwendet,
sieche A.8.

Zum Ploten der Konfidenzintervalle wurde das Programm A.9 benutzt, welches
mitplotCI (Datenmatrix, Beschriftung y-Achse, unterer Wert
Bereich y-Achse, oberer Wert Bereich y-Achse, Abstand
Kreis/Linie) aufgerufen wird.

Betrachtet man den durchschnittlichen Grauwert der Bilder, so kann der durch-
schnittliche Grauwert der Bilder aus dem Zeitpunkt der Aufnahme durch eine li-
neare Funktion M (3, z) = Biz + Bo, mit 3; = —1.940299 und 5y = 188.940961
geschitzt werden. Dies ist in Abbildung 15 zusammen mit dem Median des durch-
schnittlichen Grauwertes der Bilder 0 bis 18 und dem Konfidenzintervall zum Ni-
veau v = 0.95 fiir den Median der jeweiligen Bilder eingetragen.

Fiir den durchschnittlichen Grauwert der Bilder nach der Vorverarbeitung, ist die
Schitzung des durchschnittlichen Grauwertes der Bilder aus dem Zeitpunkt der
Aufnahme durch die lineare Funktion M (3, z) = 1z + [y, mit £, = —1.950890
und 5, = 200.159488 gegeben. Dies ist in Abbildung 16 zusammen mit dem
Median des durchschnittlichen Grauwertes der Bilder O bis 18 und dem Konfiden-
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zintervall zum Niveau v = 0.95 fiir den Median der jeweiligen Bilder eingetragen.
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Abbildung 15: Median des durch-
schnittlichen Grauwertes und KI zum
Niveau v = 0.95, (—) M(B,x) =
Bz + Bo

Abbildung 16: Median des durch-
schnittlichen Grauwertes nach der
Vorverarbeitung und KI zum Niveau

7:095,(—)]\/[(5,1’) :61$+60

Die Anzahl der Risse auf den Bildern kann aus dem Zeitpunkt der Aufnahme
durch die nicht lineare Funktion M (3, z) = Wﬁ%, mit J, = 6.5116, 5, =
0.5009 und 3y = 217.9621 geschitzt werden. Dies ist in Abbildung 17 zusammen
mit dem Median des durchschnittlichen Grauwertes der Bilder O bis 18 und dem
Konfidenzintervall zum Niveau v = 0.95 fiir den Median der jeweiligen Bilder

eingetragen.

Die maximale Rissldnge auf den Bilder kann aus dem Zeitpunkt der Aufnahme
durch die nicht lineare Funktion M (3, ) = % mit 8, = 10.8995, 3, =
0.1850 und 3y = 297.3050 geschitzt werden. Dies ist in Abbildung 18 zusammen
mit dem Median des durchschnittlichen Grauwertes der Bilder O bis 18 und dem
Konfidenzintervall zum Niveau v = 0.95 fiir den Median der jeweiligen Bilder
eingetragen.

Die durchschnittliche Risslidnge auf den Bildern kann aus dem Zeitpunkt der Auf-
nahme durch die nicht lineare Funktion M (3, z) = %, mit 35 = 5.1068,
£1 = 0.1164 und [, = 26.4014 geschitzt werden. Dies ist in Abbildung 19 zu-
sammen mit dem Median des durchschnittlichen Grauwertes der Bilder O bis 18
und dem Konfidenzintervall zum Niveau v = 0.95 fiir den Median der jeweiligen

Bilder eingetragen.
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Abbildung 17: Median der Anzahl  Abbildung 18: Median der maxi-

der Risse und KI zum Niveau v =  malen Risslinge und KI zum Ni-
0.95, (—) M (3, z) :m_ﬁﬁ% vean y = 0.95, (—) M(B,2) =
Tre G

Die kumulierte Rissldnge auf den Bilder kann aus dem Zeitpunkt der Aufnah-
me durch die nicht lineare Funktion M (3, z) = mﬁ%’ mit J, = 8.1558,
(1 = 0.4258 und [y = 4624.5221 geschitzt werden. Dies ist in Abbildung 20 zu-
sammen mit dem Median des durchschnittlichen Grauwertes der Bilder O bis 18
und dem Konfidenzintervall zum Niveau v = 0.95 fiir den Median der jeweiligen

Bilder eingetragen.
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Abbildung 20: Median der kumu-
lierten Risslinge und KI zum Ni-
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11 Ausblick

Liegen Daten aus Ermiidungsversuchen vor, so kénnen aus diesen, die in Kapitel
10 vorgeschlagen Grofen bestimmt werden und als Kovariaten in das in Abschnitt
9.2 vorgestellte Multiplikative Dichte Modell eingehen. Die partiellen maximalen
Likelihood Schiétzungen erhélt man, in dem man wie in Abschnitt 9.3 vorgestellt

A

die Gleichung U(3) = 0 lost.
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A Anhang

A.1 Sitze aus der MaB- und Integrationstheorie

Sei (X, X, ;1) ein MaBraum. Sei M+ = M* (X, X) die Familie aller nicht negati-
ven X-messbarer Funktionen von X nach R.

Satz A.1 (Fatous Lemma) Ist (f,,) eine Folge aus M (X, X), dann gilt:

/(lim inf f,,)dp < lim inf/fndu.

Satz A.2 (Satz von Lebesgue) Sei (f,,) eine Folge integrierbarer Funktionen, die
f.ii. gegen eine reellwertige messbare Funktion f konvergiert. Existiert eine inte-
grierbare Funktion g, so dass |f,| < g, fiir alle n. Dann ist f integrierbar und

J fdp =1lim [ f,du.

Satz A.3 (Bounded Convergence Theorem) Sei (f,) eine Folge integrierbarer
Funktionen, die f.ii. gegen eine reellwertige messbare Funktion [ konvergiert.
Existiert ein M € R, so dass |f,| < M, fiir alle n. Dann ist f integrierbar

und [ fdp =lim [ f.du.

Satz A.4 (Satz von Beppo Levi) Ist ( f,,) eine monoton wachsende Folge von Funk-
tionen in M+ (X, X)), die gegen [ konvergieren, dann gilt:

/}w:um/n@.

A.2 Sitze aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

Satz A.5 (Lenglards Ungleichung) Sei X ein rechtsstetiger adaptierter Prozess
und Y ein monoton wachsender vorhersagbarer Prozess, mit Y (0) = 0. Gilt fiir
alle beschrénkten Stoppzeiten T, dass E (| X (T)|) < E(Y(T)). Dann gilt fiir alle
Stoppzeiten T und €, > 0:

P(sup |X (0] > ) <2+ P(Y(T) > ).

t<T

Satz A.6 Seien Hi, Hs Unter-o-Algebren von A, H := o(Hi, Hs) die von H;
und Hy erzeugte o-Algebra und X eine integrierbare Zufallsvariable. Ist dann
die von X und H; erzeugte o-Algebra unabhdiingig von Hs, so gilt

E(X|H) = E(X|H1) fs.
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A.3 R-Quellcode
Shapiro-Wilk Test:

>sr<-read.csv ("/Users/Shared/sumrisslaenge.csv")
>shapiro.test(sr[,1])

Shapiro-Wilk normality test

data: rcl[, 1]
W = 0.7426, p-value = 2.222e-08

Wilcoxon Test:

> wilcox.test (rc[,1l], alternative="two.sided",
+ conf.int=T, conf.level=0.95)

Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: rcl[, 1]
V = 1485, p-value = 1.668e-10
alternative hypothesis: true location is not equal to O
95 percent confidence interval:
57.50003 82.49998
sample estimates:
(pseudo) median
68.00005

Plot Konfidenzintervalle:

plotCI<-function(sr, ylabel, yl, vyu, a)/{
x<-c¢(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,14,16,18)
plot (NULL, xlab="Image", ylab=ylabel, ylim=c(yl, yu),
x1lim=c(0,18), type="n", xaxt="n")
axis(l, at=c(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,14,16,18))
for(i in 1:15) {
points(x[i], median(sr[,i], na.rm=T))
ui<-wilcox.test (sr[,1i], alternative="two.sided",
conf.int=T, conf.level=0.95)Sconf.int[2]
li<-wilcox.test (sr[,1], alternative="two.sided",
conf.int=T, conf.level=0.95)Sconf.int[1]
lines(c(x[1]-0.1,x[1]1+0.1), c(ui, ui), type="1")
lines(c(x[1]-0.1,x[1]+0.1), c(1li, 1i), type="1")
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lines(c(x[i],x[i]), c(li, max(li, median(sr[,i],
na.rm=T)-a)), type="1")

lines(c(x[1],x[1]), c(ui, min(ui, median(sr[,i],
na.rm=T) +a)), type="1")
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