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1. Einleitung

1.1. Motivation

Mit fortschreitender Methodenentwicklung in der Biotechnologie und anderen Wis-
senschaften, erzeugen neue Gerite, Experimentier- und Messmethoden immer gro-
flere Datenmengen. Diese konnen nicht nur computergestiitzt verwaltet und gegebe-
nenfalls visualisiert, sondern auch ausgewertet werden. Die Auswertung der Daten
soll Ergebnisse liefern, die als Argumente im wissenschaftlichen Diskurs oder als
Grundlage weiterer Experimente dienen kénnen. Deshalb ist es nicht nur wichtig,
dass die Auswertung korrekt und mathematisch fundiert vorgenommen wird, son-

dern auch, dass die Grenzen ihrer Aussagekraft benannt werden kénnen.

Grofsere Speicherkapazitdten und Rechnergeschwindigkeiten erdffnen in der Ver-
suchsauswertung und -planung zunehmend die Moglichkeit, das betrachtete System
als mathematisches Modell darzustellen. Aus den zur Verfiigung stehenden Daten
miissen zundchst mit Hilfe mathematischer Methoden unbekannte Parameter des
Modells geschitzt werden. Auf Grundlage solcher Modelle und Parameterschatzun-
gen konnen dann verschiedene Systemzustiande untersucht und Voraussagen fiir die

Ergebnisse zukiinftiger Experimente getroffen werden.

Werden diese Experimente realisiert, so kann anhand der erhaltenen Messdaten
iiberpriift werden, ob die bisher angenommenen Modelleigenschaften den Ergeb-
nissen entsprechen, was in der Regel zu einer Verwerfung oder Verbesserung des
Ausgangsmodells fiihrt. Auf diese Weise sind Modell und Experiment in einem
Optimierungs-Kreislauf miteinander verkniipft, wie in Abbildung 1.1 verdeutlicht
wird. Dieser Kreislauf fithrt in den meisten Féllen schlieklich zu einem Modell, das

Voraussagen in gewiinschter Qualitéit liefert.

In dieser Arbeit wurden Daten ausgewertet, die aus Experimenten zum Enzym
Benzaldehydlyase (BAL) stammen. Die genaue Funktionsweise des Enzyms in der
betrachteten Reaktion ist noch unbekannt. Fiir verschiedene Hypothesen zu seiner
Funktion, bezichungsweise zum Verlauf der beobachteten Reaktion mitsamt ihrer
Teilreaktionen sollten mathematische Modelle aufgestellt werden. Diese Modelle
wurden gemaf gebrauchlicher Modellvorstellungen fiir Enzym-Kinetiken formuliert.
Sie enthielten unbekannte kinetische Parameter, die auf Grundlage der in dieser

Arbeit betrachteten Messdaten bestimmt werden sollten.
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Abbildung 1.1.: Wechselwirkung zwischen Experiment und Modell

Durch mathematische Modelldiskriminierung sollte anschliefend aus allen Modell-
formulierungen ein den anderen {iberlegenes Modell fiir die BAL-katalysierte Reak-
tion ausgewahlt werden. Um dieses Modell an Stellen zu verbessern, die sich bis zu
diesem Arbeitsschritt als unzureichend oder fehlerhaft herausgestellt haben wiirden,
sollten mit Hilfe der optimalen Versuchsplanung auf seiner Grundlage neue Expe-
rimente ausgearbeitet werden. Nach der Durchfithrung der geplanten Experimente

sollte aufserdem der Erfolg der Planung selber bewertet werden.

1.2. Aufbau der Arbeit

Wie in Abbildung 1.1 dargestellt, handelt es sich bei einer Prozessoptimierung um
einen Kreislauf zwischen Experiment und Modell, der vorzugsweise dann endet, wenn
letzteres einer vorher definierten Qualitat gerecht wird. In dieser Diplomarbeit wird
auf Basis dreier Experimente zur BAL eine ,erste Umrundung” vollzogen, von der

Modellformulierung bis zu der Planung eines neuen Experiments.

Der Einleitung folgt ein Kapitel, das geméaf des aktuellen Wissensstands Auskunft
iiber die BAL und ihre Funktionsweise gibt. Dem folgen die fiir die Datenauswer-
tung bendtigten mathematischen Grundlagen. Im vierten Kapitel wird der Verlauf
der drei Experimente geschildert, auf deren Messdaten die Modellierung in dieser
Arbeit beruht. Ergénzend folgt eine Diskussion der Datenlage, sowie des einzigen
mathematischen Modellvorschlags fiir die betrachtete Reaktion, der in der aktuellen
Forschung zu finden ist. Auf Basis der Datenlage, des bisherigen Wissens iiber die
BAL sowie zweier verschiedener Hypothesen zum Reaktionsverlauf werden darauf-
hin die grundlegenden Differentialgleichungsmodelle (Grundmodelle) dieser Arbeit
hergeleitet.

Die Ergebnisse der mit verschiedenen statistischen Methoden berechneten Schét-

zungen der unbekannten kinetischen Parameter der Grundmodelle und erweiterter



Modelle werden in Kapitel 5 dargestellt. Anschlieflend werden die Ergebnisse der
Modelldiskriminierung und die sich daraus ergebenden Konsequenzen fiir die opti-
male Versuchsplanung diskutiert. Es folgen Szenarien der optimalen Versuchspla-
nung fiir unterschiedliche Zielsetzungen und Empfehlungen zur Durchfiihrung eines
neuen Experiments. Im letzten Kapitel wird eine Zusammenfassung der Ergebnisse
dieser Arbeit gegeben, der ein Ausblick auf weitere erstrebenswerte Experimente
und Modellverbesserungen folgt. Den Schluss bildet ein personlicher Kommentar zu
dieser Arbeit.



2. Einfihrung in das Thema

2.1. Enzyme

2.1.1. Ein Enzym — Was ist das tiberhaupt?

In dieser Arbeit werden Messdaten betrachtet, die aus einer enzymatischen Um-
setzung stammen. Dieses Kapitel stellt die Grundlagen der Funktionsweise von
Enzymen dar. Erst diese Grundlagen ermoglichen ein Verstéindnis des Experiments

und die Formulierung von mathematischen Modellen fiir die Reaktion.

Enzyme katalysieren chemische Reaktionen, das bedeutet, dass sie die fiir eine Um-
setzung notige Aktivierungsenergie herabsetzen und die katalysierte Reaktion sehr
viel schneller als eine Reaktion ohne Katalysator verlauft (vergleiche Abb. 2.1). Der
Unterschied in der Reaktionsgeschwindigkeit zu einer nicht katalysierten Reaktion
kann bei einem Faktor von bis zu 107 liegen. Enzyme sind lebenswichtig fiir alle
Organismen der Erde, da diese fiir ihr Wachstum Energie aus chemischen Reaktionen

nutzen miussen.

Ubergangszustand

unkatalysiert
............... katalysiert

P Anfangsenergie
furr die katalysierte
Reaktion

Y Anfangsenergie
2 I fir die unkatalysierte
Reaktion

Freie Energie

Reaktionsverlauf

Abbildung 2.1.: Energiediagramm einer enzymatischen Reaktion

Werden beispielsweise Kohlenstoff-Kohlenstoff-Bindungen (C-C-Bindungen) von Zu-

ckermolekiilen gespalten, so kann die dabei frei werdende Bindungsenergie durch



den Organismus genutzt werden. Solche Reaktionen wiirden aber beispielsweise in
wissriger, neutraler Umgebung bei 37°C (so sind die Bedingungen im menschlichen
Organismus) viel zu langsam ablaufen. Erst Enzyme sorgen fiir einen schnellen und
damit nutzbaren Umsatz des Zuckers. Die katalytischen Fahigkeiten von Enzymen

liegen in ihrer Molekiilstruktur begriindet.

Enzyme bestehen aus aneinandergereihten Aminosduren. Wechselwirkungen zwi-
schen diesen Sauren sorgen fiir eine dreidimensionale Struktur des Molekiils, die
seine Funktionalitit ausmacht. Manche Unterstrukturen der Enzyme wechselwirken
spezifisch mit einem Substrat, vergleichbar mit einer Tasche in der Enzymkonfor-
mation, in die nur ein bestimmtes Molekiil passt. Deshalb werden solche Strukturen
auch als Bindungstaschen des Enzyms bezeichnet. Durch die Bindung eines Sub-
strats oder mehrerer Substrate an das Enzym entsteht ein Enzym-Substrat-Komplex.
Die Substratspezifitdat ist nicht bei jedem Enzym gleich stark und oft katalysieren

Enzyme die Umsetzung einiger dhnlicher Substrate.

Nun erfolgt die eigentliche Umsetzungsreaktion, die durch verschiedene katalyti-
sche Mechanismen gefordert wird. Es treten beispielsweise reaktionsbegiinstigende
Orientierungs- und Nachbarschaftseffekte nach Wechselwirkung zweier Reaktions-
partner mit dem Enzym ein. Verdnderungen in der Enzymkonformation, das heifst
in der dreidimensionalen Struktur des Enzyms, kénnen Substrate spalten oder zu
Bindungen zwischen Substraten fithren. Oft tragen auch an das Enzym gebundene
Molekiile wie Vitamine oder Metallionen, sogenannte Kofaktoren, zur katalytischen

Umsetzung bei.

Nach der Umsetzung des Substrats werden alle Produkte vollsténdig vom Enzym
abgespalten. Das bedeutet, dass Enzyme bei den von ihnen katalysierten Reaktionen
nicht verbraucht werden. In manchen Fallen muss das Enzym allerdings nach der
Katalyse erst zu seiner urspriinglichen Konformation regeneriert werden, bevor es

wieder funktionsfihig ist.

Die Anzahl der verschiedenen Enzyme im Organismus wird auf genetischer Ebene
bestimmt und reguliert. Die Enzymaktivitdt hingegen wird von mehreren Faktoren
direkt wihrend der Reaktion beeinflusst. Sie ist definiert als die Substratmenge,
die pro Zeiteinheit in Anwesenheit einer bestimmten Menge des Enzyms umgesetzt

I angegeben, sofern die Bestimmung

wird und wird in der Einheit U = pmol - min
unter standardisierten Bedingungen erfolgt [Mic99|. Die Enzymaktivitdt kann zum
einen durch den pH-Wert oder die Temperatur der Reaktionsumgebung gesteigert
(Aktivation) oder gehemmt (Inhibition) werden, zum anderen aber auch durch die
Einwirkung von Metaboliten in seiner Umgebung (Substrate, Produkte, Aktivatoren,

Inhibitoren, Kofaktoren, etc.).

Bei der Inhibition wird zwischen kompetetiver und allosterischer Hemmung unter-

schieden (vergl. Abb. 2.2). Kompetetive Inhibitoren reagieren reversibel mit einer
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Abbildung 2.2.: Kompetetive und allosterische Enzyminhibierung

Substrat-Bindungsstelle des Enzyms und bilden Enzym-Inhibitor-Komplexe, die die
Bindung des Substrats und dessen Umsetzung zu Reaktionsprodukten verhindern.
Diese Art der Hemmung kann durch Erhéhung der Substratkonzentration oder
Verringerung der Inhibitor-Konzentration vermindert werden [Mic99]. Bei der al-
losterischen Hemmung bindet ein Inhibitor an eine andere Stelle des Enzyms und
verandert dadurch die Struktur der Bindungstasche, so dass das Substrat nicht mehr
mit dem Enzym wechselwirken kann. Ein besonders haufiger Fall tritt ein, wenn das
Reaktionsprodukt selbst der Inhibitor ist und die weitere Umsetzung des Substrats
zum Abklingen bringt.

2.1.2. Die Nutzung enzymatisch katalysierter Reaktionen

Chemische Reaktionen, die durch Enzyme katalysiert werden, sind der Menschheit
schon sehr lange bekannt. Die Herstellung von Bier und Wein sowie die Produktion
von Joghurt und Kése sind auf enzymatische Reaktionen zuriickzufiihren. Verfahren
zur Nutzung der Fermentation fiir die Herstellung von Genussmitteln oder zum
Zwecke der einfacheren Verdaulichkeit von Milchprodukten sind also seit der Antike
bekannt.

Das Nutzungsspektrum fiir Enzyme ist heutzutage erheblich breiter geworden und
trotzdem kommen stdndig neue Moglichkeiten hinzu. Das Fachgebiet, in dem die
bekannten katalytischen Prozesse und die Erforschung neuer Verfahren zusammen-
gefasst sind, heifst Biokatalyse. Die Palette der Methoden fiir die Produktion ist
breit gefdchert und reicht von der Verwendung isolierten reinen Enzyms (In- Vitro-
Methoden) bis zu dem Einsatz von Organismen, die das Produkt in vivo herstellen.

Hierbei wird es nach Abschluss der Reaktion durch Zellaufschluss gewonnen. Enzy-



me sind beispielsweise in Waschmitteln enthalten und viele Nahrungsmittelzusatze
(Aminosduren, Vitamine) werden in grofem Mafstab mit Hilfe von Enzymen pro-

duziert.

Wiéhrend bei der chemischen Synthese von Molekiilen oft hohe Temperaturen und
ein gewisser Aufwand zur Herstellung einer geeigneten Reaktionsumgebung nétig
sind, katalysieren Enzyme die Umsetzung zu den gewiinschten Endprodukten unter
vergleichsweise milden Bedingungen, was einen geringeren Verbrauch von Energie-
ressourcen bedeutet. Aufserdem ist die hohe Spezifitdt der Enzyme gegeniiber dem
Ausgangs- und dem Endprodukt ein Vorteil, vor allem, wenn beispielsweise ein kos-
tengiinstiges Substratgemisch eingesetzt, aber eine hohe Reinheit des Endproduktes
erreicht werden soll. Eine besondere Rolle spielt hier die Enantioselektivitéit von

Enzymen.

Enantiomere sind chemische Verbindungen, die zwar die gleiche Summenformel
besitzen, aber eine unterschiedliche Struktur im Raum haben. Man unterscheidet
dabei zwischen der R-Konfiguration und der S-Konfiguration eines Molekiils, an-
gelehnt an das lateinische rectus und sinister, was ,rechts® und ,links“ bedeutet.
Chemisch gesehen spricht man beim Vorkommen beider Konfigurationen von der
Molekiileigenschaft der Chiralitit (gr. chiros = Hand).

Die Konfigurationen sind rdumlich so ausgerichtet, dass die eine ein Spiegelbild
der anderen ist, sie also nur durch eine Spiegelachse zur Deckung gebracht werden
kénnen, genau wie die rechte und die linke Hand [NCO01]. Da von der Struktur
eines Molekiils seine physikalischen Eigenschaften abhéngen, ist es moglich, chirale
Molekiile zu unterscheiden. Enantiomere kénnen zum Beispiel durch ihre Wechsel-
wirkung mit polarisiertem Licht unterschieden werden, wobei die R-Konfiguration
rechts-, die L-Konfiguration linksdrehend ist. Auferdem ist eine Unterscheidung
manchmal auch mit menschlichen Sinnen mdoglich; beispielsweise riecht (R)-Carvon
nach Minze, (S)-Carvon aber nach Kiimmel. Ein Gemisch aus Enantiomeren heift

Racemat beziehungsweise racemisches Gemisch.

Durch die spezielle Konformation der Bindungstasche eines Enzyms kann es bei
chiralen Substraten in der Regel nur mit einer der beiden Konfigurationen wechsel-
wirken. Diese Eigenschaft heifst Stereospezifitdt. Dadurch entsteht bei der Umset-
zung auch nur eine der moglichen Konfigurationen des Produkts. Diese durch die
Stereospezifitit entstehende Enantiomerenreinheit bei Produkten von enzymatisch
katalysierten Reaktionen betrdgt oft mehr als 99% der gewiinschten Konfigurati-
on im Produkt und wird in ee angegeben. Enantiomerenreinheit ist bei chiralen
Wirkstoffen in der Medizin besonders notwendig, bei denen nur ein Enantiomer die
gewiinschte therapeutische Wirkung hat, das andere dagegen keine Effekte zeigt oder
im schlimmsten Falle schadlich ist [Pet00].

Die Stereosperzifitdt der Enzyme spielt eine groke Rolle in der Biokatalyse, da bei



einer kiinstlichen Synthese im Labor immer ein Racemat entsteht [NCO1]. Fiir die
klassische organische Chemie ist es allerdings sehr aufwiandig, Racemate aufzutren-
nen. Es miissen komplizierte Verfahren angewendet werden, welche die Auftrennung
im Grunde dhnlich wie Enzyme bewerkstelligen. Auch hier geschieht die Trennung
durch spezielle Unterstrukturen, an die nur eines der Enantiomere binden kann.
Dieser Aufwand entféllt bei einer Synthese, die von einem stereospezifischen Enzym

katalysiert wird.

2.1.3. Die Benzaldehydlyase und ihre Eigenschaften

In dieser Arbeit wird das Enzym Benzaldehydlyase (BAL, EC-Nummer 4.1.2.38)
betrachtet. Die BAL besitzt vier Untereinheiten, die bei einer Reaktion als Bin-
dungstaschen fiir die Substrate dienen konnen und verfiigt sowohl iiber Ligase- als
auch iiber Lyasefdhigkeiten. Das bedeutet, dass die BAL sowohl die Spaltung als

auch die Bildung von C-C-Bindungen katalysieren kann.

Diese Eigenschaft ist besonders wichtig, denn gerade Verbindungen zwischen Kohlen-
stoffatomen sind das Grundgeriist jedes Metabolismus. Aus einfachen Molekiilen ent-
stehen auf diese Weise grofsere Komplexe. Viele grundlegende Molekiile des Lebens
(Fette, Zucker, etc.) sind Verkettungen von Kohlenstoffatomen. Aus der Spaltung
dieser Ketten kann der Organismus wiederum Energie gewinnen. Die katalytische
Eigenschaft der BAL wird durch den Kofaktor Thiamindiphosphat unterstiitzt, ein
Molekiil, das sich von Thiamin (Vitamin B;) ableitet (siche Abb. 2.4).

Abbildung 2.3.: Dreidimensionale Darstellung der Benzaldehydlyase
|[Kih07]

Die BAL katalysiert unter anderem die Bildung von Benzoinen aus aromatischen

Aldehyden und die Verbindung aromatischer mit aliphatischen Aldehyden, was (R)-



Abbildung 2.4.: Thiamindiphosphat

Hydroxyphenylpropanone ergibt. Einige der Endprodukte von der BAL katalysierter
Reaktionen sind Basismolekiile fiir Medikamente, beispielsweise fiir Antiallergika
[KMK*99| und Antidepressiva [FHGT00]|. Diese Wirkstoffe werden zur Zeit noch
mittels chemischer Synthese hergestellt. Die besonders hohe Stereoselektivitat der
BAL bei der Produktion von Hydroxyphenylpropanonen macht sie zu einer in-
teressanten Alternative zur klassischen chemischen Synthese. Mehr als 99% des

Umsatzergebnisses sind rechtsdrehende Molekiile.

Erstmals entdeckt wurde die BAL 1986 in einem Bakterium namens Pseudomonas
fluorescens Biovar I, welches in der Lage war, Benzoin oder Anisoin als alleinige Koh-
lenstoffquelle zu verwerten [GV89]. Bei dem in der vorliegenden Arbeit untersuchten
Enzym handelt es sich um ein sehr dhnliches Protein, das mit Hilfe einer gentechnisch

verdnderten Variante des Bakteriums Escherichia coli hergestellt wurde [Hil05].

Die Enzymaktivitéit ist von verschiedenen dufleren Faktoren wie Kofaktorkonzen-
tration oder pH-Wert abhéngig (siche Abschnitt 2.1.1) und wird in der Einheit U
angegeben. Dabei ist 1 U BAL als die Enzymmenge definiert, die notig ist, um
ausgehend von einer Benzaldehyd-Anfangskonzentration von 30 mM unter Stan-

dardbedingungen (siche [Kiih07]) in einer Minute 1 pmol Benzoin zu synthetisieren.

2.2. Modelle

2.2.1. Kinetische Modelle — Historischer Anriss

Der zeitliche Ablauf chemischer Reaktionen, beziehungsweise die zeitliche Anderung
der Konzentrationen der Reaktionspartner und -produkte, wird als Kinetik bezeich-
net. Eine Reaktionskinetik wird hauptséchlich durch die Reaktionsgeschwindigkeit
und die Anzahl und Anfangskonzentrationen der Reaktionspartner bestimmt. Bei
katalysierten Reaktionen hat zudem die Katalysatorkonzentration einen wichtigen

Einfluss auf die Reaktionskinetik [Mic99].

Betrachtet man Ein-Substrat-Enzymkinetiken, so erkennt man eine Sattigungskurve,

die zu Beginn fast linear ist, dann in eine gekriimmte Ubergangsphase eintritt und



sich schlieklich einem Maximalwert annéhert (vergl. Abb. 2.5). Die auf makroskopi-
scher Ebene stattfindende Umsetzung von Substrat (S) und Enzym (E) zu Produkt
(P) (vergleiche Abschnitt 2.1.1) kann fiir dieses System folgendermafen dargestellt

werden:

S+E 2 [SE|SELp (2.1)

K_

wobei mit [SE| der Substrat-Enzym-Komplex und mit K, K5 und K_; die Reaktions-
geschwindigkeiten der Hin- und Riickreaktionen bezeichnet werden. Zuséatzlich wird

die Annahme getroffen, dass beim zweiten Schritt keine Riickreaktion des Produkts

mit dem Enzym stattfindet.

Kinetik erster Ordnung',"
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Abbildung 2.5.: Reaktionsordnungen in Abhéngigkeit von der
Substratkonzentration

Auf dieser Grundlage konnte 1925 von Briggs und Haldane die Reaktionsgeschwin-
digkeit einer Ein-Substrat-Reaktion beschrieben werden [BH25|. Benennt man die zu
Anfang eingesetzte Konzentration des Enzyms mit cg, die von der Zeit t abhéngigen

Konzentrationen der anderen an der Reaktion beteiligten Stoffe analog, so gilt

d C[SE]

T Ky - (ceo — cisp)) -cs — K_1 - cjsp) — Ka - ¢isg

mit
Cro = Cp + C[sg] < CE = Cgo — C[SE]-

Nimmt man an, dass die Reaktion im Gleichgewicht ist, so gilt:

d C[SE]
dt

= 0.
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Dann ergibt sich fiir die Konzentration von [SE]:

Ky - cpo-cs
K_1+K2+K1'Cs.

Clse] =

Unter der Annahme, dass in (2.1) [SE] BB+ Pder geschwindigkeitsbestimmende
Schritt der Katalyse ist, also fiir die Reaktionsgesamtgeschwindigkeit v

gilt, erhélt man:

Definiert man nun

Vmaz = K2 * CEo
K 1+ K,
Ky = ——=
M K

so erhélt man fiir die Reaktionsgeschwindigkeit die Gleichung der Michaelis-Menten-
Kinetik

Vmaa: - Cs

Vo= — 2.2

Ky + Cs ( )
Dabei beschreibt V.., wie in Abbildung 2.5 zu sehen ist, die maximale Reaktions-
geschwindigkeit, die bei Substratsattigung des Enzyms erreicht wird. Ky, also die
Substratkonzentration, bei der die Umsatzgeschwindigkeit v = Ymez betriigt, wird

2
auch als Michaelis-Menten-Konstante oder Halbsdttigungskonstante bezeichnet.

Dieses Modell ist nur fiir Ein-Substrat-Kinetiken giiltig, kann aber durch Modifika-
tionen anderen Situationen leicht angepasst werden. Treten bei der Reaktion mehrere
Substrate oder auch verschiedene Arten von Inhibitoren auf, kann ein ergénzter

Ansatz bei (2.1) verwendet werden, der dann zu analogen Formulierungen fiir die
gesuchten Reaktionsgeschwindigkeiten fiihrt (siehe [Bis02|, [CB95] und [Seg95]).

2.2.2. Graphische Bestimmung kinetischer Parameter

Wesentliche Parameter einer Kinetik sind die Anzahl der Reaktionspartner zu Be-
ginn der Reaktion, die Konzentrationen, in denen sie zu dem Zeitpunkt vorliegen und
die Reaktionsgeschwindigkeit. Diese hingt im Michaelis-Menten-Modell wiederum
von der maximalen Geschwindigkeit V,,,, und der Halbsédttigungskonstante K, ab.

Bei einer katalysierten Reaktion ist zudem noch die Konzentration des Katalysators
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relevant.

Wiéhrend Anzahl und Anfangskonzentrationen der Reaktionspartner im Allgemeinen
bekannt sind, ist die experimentelle Bestimmung von V,,,, und Kj; der Michaelis-
Menten-Kinetik etwas aufwéndiger. Eine gidngige Methode ist es, diese Parame-
ter durch Messungen von Anfangskinetiken zu bestimmen. Dabei werden gleich
zu Beginn der Reaktion in moglichst kurzen Abstdnden Proben genommen. Diese
Anfangsmessungen werden dann durch Regressionsgeraden angenéhert und so kann
tiber die Kinetik erster Ordnung (vergl. Abb. 2.5) sowohl V., als auch Ky bestimmt
werden. Zudem gibt es etliche Moglichkeiten, eine Kinetik als lineare Funktion
aufzutragen und aus den Schnittpunkten des Graphen mit den Koordinatenach-
sen Naherungswerte fiir die gesuchten Parameter abzulesen (z. Bsp. Eadie-Hofstee-

Diagramm, Lineweaver-Burk-Diagramm, etc.) [Bis02].

Die kinetischen Parameter der BAL-katalysierten Umsetzung von Substraten wur-
den bisher, soweit dies moglich war, tiber Anfangskinetiken bestimmt und in einigen
Féllen mit Ergebnissen aus der Anpassung der Datenpunkte an mathematische
Modelle mit Hilfe des Programms Scientist® verglichen [Kiih07].

2.2.3. Mathematische Modelle — Wahrheitsanspruch und

Nutzen

All models are wrong, but some are useful.
George Box, 1976

In dieser Arbeit werden mathematische Differentialgleichungsmodelle verwendet, um
die enzymatische Umsetzung zu beschreiben, die von der BAL katalysiert wird. Be-
vor in den néchsten Kapiteln konkret auf die mathematischen Modelle zur Beschrei-
bung der Reaktionskinetik eingegangen wird, soll der Begriff des ,Modells* sowie
einige Vor- und Nachteile der Benutzung von mathematischen Modellen diskutiert

werden.

Das Wort ,Model“ stammt von dem lateinischen Wort modulus ab, das ,Muster,
Form“ bedeutet. Diese Bedeutung wurde im Laufe der Zeit insofern ausgeweitet,
dass mit ,Modell“ heute allgemein ein vereinfachendes Abbild der Wirklichkeit
bezeichnet wird. Vereinfachungen konnen zum Beispiel darin bestehen, dass grofse
Bauwerke in kleinem Mafstab nachgebildet werden, sei es zur Veranschaulichung
oder fiir Untersuchungen, die an dem grofsen Objekt nicht oder nur sehr schwer
durchfiihrbar wéren (zum Beispiel Experimente im Windkanal). Es kann sich bei
einem Modell auch um eine grofsengetreue Nachahmung des Originals unter Fort-
lassen von Details handeln, um das fiir einen bestimmten Zweck Wesentliche her-

vorzuheben oder Kosten und Aufwand einer detailgetreueren Kopie zu sparen. Ein
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Modell zeichnet sich also durch eine bewusste Vernachlassigung von Merkmalen des
Originals aus, wobei oft die Ungenauigkeit in einer unnachahmlichen Komplexitéat

des Originals begriindet ist.

Modelle haben entweder einen &sthetischen Wert oder werden fiir einen bestimmten
Zweck aufgestellt und miissen dann im Hinblick auf diesen interpretiert und be-
wertet werden. Dieser Pragmatismus betrifft vor allem Modelle in den Geistes- und
Naturwissenschaften. Hier dienen Modelle meist dazu, komplexe Zusammenhénge zu
veranschaulichen, zu vereinfachen oder sie mit dem Computer darstellen und unter-
suchen zu konnen. Beispiele dafiir sind Wirtschaftsmodelle, Kommunikationsmodelle
und Réuber-Beute-Modelle in der Okologie.

Modelle in den Wissenschaften haben vieles gemeinsam:

e Es miissen Annahmen getroffen werden, um eine Ausgangssituation und die
Struktur des Modells konkret zu benennen. Diese konnen Erfahrung, Experi-

mente oder Aussagen eines anderen Modells zur Grundlage haben.

e Modelle beschreiben die Beziehungen oder Wechselwirkungen zwischen ver-

schiedenen Einheiten/Zusténden des Modells.

e Das Modell kann iiberpriift, beziehungsweise seine (Vor-)Aussagekreft mit

Hilfe neuer Experimente bewertet werden

Kann ein Modell nicht iiberpriift werden, ist es fiir die Wissenschaft nutzlos. In den
meisten Fillen zieht eine Uberpriifung die Verwerfung oder eine Verbesserung des
Modells nach sich, bis es die gewiinschte Voraussagegenauigkeit erreicht. Diese kann
so lange erhcht werden, wie sich eine Kosten-Nutzen-Abschéatzung dafiir ausspre-
chen kann. Wie in Abb. 2.6 gezeigt, gibt es ein Optimum dieser Abschétzung. Die
Fundamentalitdt « ist dabei ein theoretisches Konstrukt fiir die Genauigkeit des
Modells im Verhéltnis zur Realitét.

Mathematische Modelle versuchen, die Beziehungen zwischen verschiedenen Modell-
einheiten mit mathematischen Ausdriicken und Gleichungen darzustellen. Das hat
den Nachteil, dass das Modell in einer analytisch oder numerisch untersuchbaren
Form darstellbar sein muss, also Zielwerte eines Systems sich als mathematische
Funktion des Anfangszustands ausdriicken lassen miissen. Dieser Grad der Abstra-
hierung ist beispielsweise fiir Kommunikationsmodelle nicht méglich. Zudem muss
eine Entscheidung dariiber getroffen werden, ob es geniigt, wenn das Modell eine
gewisse Voraussagekraft erreicht, oder ob es zusétzlich dazu geeignet sein soll, die
Vorgéange innerhalb des modellierten Systems néher zu untersuchen. Im letzteren Fall
ist die Formulierung der Modellgleichungen an im System auftretende physikalische,

biologische, wirtschaftliche oder andere Gesetzmiéfigkeiten gebunden.
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Abbildung 2.6.: Kosten-Nutzen-Verhéltnis in der Modellierung mit zunehmender
Fundamentalitit o [Wan02]

Ein Vorteil mathematischer Modelle besteht darin, dass sie mit allen Mitteln der
Mathematik analysiert und ausgewertet werden konnen. Dadurch wird es moglich,
verschiedene Systemzusténde genau zu untersuchen, bezichungsweise Auswirkungen
einer Veranderung der Anfangsparameter auf das ganze System nachvollziehen und
berechnen zu konnen. Ein weiterer Vorteil ist es, dass mit mathematischen Kriterien
bewertet werden kann, wie gut verschiedene Modellierungsfunktionen die Eigen-
schaften des représentierten Systems darstellen und damit ein direkter Modellver-
gleich angestellt werden kann. Einige mathematische Grundlagen und Methoden zu
diesen Themen, die vor allem aus den Teilbereichen der Statistik und der Stochastik

stammen, werden im néchsten Kapitel eingefiihrt.
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3. Mathematische Grundlagen

und Theorie

3.1. Einleitung

In diesem Kapitel werden die bendtigten mathematischen Grundlagen zum Ver-
stdndnis der in dieser Arbeit verwendeten Methoden ausgearbeitet. Da die mathema-
tischen Modelle, die verwendet werden, um den Reaktionsverlauf der enzymatischen
Katalyse durch die Benzaldehydlyase zu beschreiben, Differentialgleichungsmodelle
(DGL-Modelle) sind, wird eine detaillierte Darstellung eines solchen Modells zu
Beginn dieses Kapitels gegeben. Anschlieffend werden verschiedene Losungswege fiir
DGL-Systeme dargelegt.

Zur Schétzung der unbekannten Parameter der DGL-Systeme (inverses Problem)
wird in dieser Arbeit ein statistischer Ansatz verwendet. Dafiir ist die Aufstellung
eines Regressionsmodells auf Basis des DGL-Systems notig. Im Rahmen der Pa-
rameterschiatzung werden zudem die Implementierung der statistischen Methoden
sowie die Verwendung numerischer Optimierungsroutinen und sinnvoller Nebenbe-

dingungen diskutiert.

Zwei verschiedene Methoden, um die Genauigkeit der Parameterschiatzungen und ih-
re Sensitivitat beziiglich der zu ihrer Schiatzung verwendeten Messwerte analysieren
zu konnen, werden in den Abschnitten 3.6.5 und 3.7 vorgestellt. Eine der Methoden
bedient sich dabei der Linearisierung des nichtlinearen Regressionsmodells, also der
Approximation der Modellfunktion durch ein lineares Modell. Dieses Konzept mit
seinen Eigenschaften wird in Abschnitt 3.7.1 ndher betrachtet. Die Etablierung einer
solchen ,Asymptotisierung” schafft die Moglichkeit, nichtlineare Modelle theoretisch
zu behandeln. Ist die Konsistenz der Parameterschéitzung gegeben, so kann das
Modell fiir grofe Stichprobengréfsen ndmlich nahezu als lineares Modell betrachtet
werden, dessen Eigenschaften approximativ mit wachsender Datenmenge auch wirk-
lich angenommen werden [BB89|. Anschliefilend wird der Zusammenhang zwischen
der Kovarianzmatrix einer Parameterschiatzung und der Fisher-Informationsmatrix

skizziert, die fiir die optimale Versuchsplanung benétigt wird.

Unterschiedliche Annahmen zu dem Reaktionsverlauf der enzymatischen Reaktion

fithren zur Formulierung mehrerer alternativer Differentialgleichungsmodelle. Aus
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Vergleichskriterien, wie zum Beispiel der Anzahl der Modellparameter oder der
Summe der Abweichungen der simulierten Werte von den Messwerten, kann ein
Kriterium fiir die generelle ,,Uberlegenheit* eines Modells iiber ein anderes definiert
werden. Das in dieser Arbeit verwendete Akaike-Informations-Kriterium (AIC) zur
Modelldiskriminierung bezieht beide Vergleichskriterien ein und wird im Rahmen
von Abschnitt 3.9.1 hergeleitet.

Schlieklich werden einige Kriterien zur optimalen Versuchsplanung erléautert, die in
dieser Arbeit verwendet wurden, um auf Grundlage der Parameterschétzung und der
Modelldiskriminierung einen neuen Versuch zu planen. Diese Kriterien verwenden
das Prinzip der ,Informationsmaximierung®, auf welches in Abschnitt 3.10 genauer

eingegangen wird.

3.2. Notation

3.2.1. Das Differentialgleichungssystem

Bei dem in dieser Arbeit betrachteten Modell handelt es sich um ein autonomes
n-dimensionales Differentialgleichungssystem (DGL-System) 1. Ordnung [SW95] in

der allgemeinen nichtlinearen Form

%91@) = hy(gi(t),...,g.(t);0;a0)
%gg(t) = ha(g1(t), -+ ga(t); 05 a0)
d

Egn(t) = hp(q1(t),...,gn(t);0;a0)

wobei gi(t), ..., gn(t) die Losungen des DGL-Systems und hy, ..., h, hinreichend oft
stetig differenzierbare reellwertige Funktionen sind. Vektoriell lédsst sich das System

schreiben als

d
50t = H(G(t);0;a0) (3.1)

Uberdies gelten die Anfangsbedingungen
G(to) = Qo mit to = 0.

Die Dimension n des DGL-Systems gibt die Anzahl der an der enzymatischen Reak-
tion beteiligten Partner an, # ist der zu dem System gehorige Parametervektor mit

p Elementen.
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Es folgen einige Notationen zur numerischen Lésung eines DGL-Systems. Die Metho-
de selber und ihre Anwendung in dieser Arbeit werden in Abschnitt 3.3.3 ausgearbei-
tet. Die numerische Losung des DGL-Systems 3.1 stellt eine diskrete Approximation

auf einem Punktgitter an die exakte Losung G(t) dar.

Definition 3.1 Auf dem dquidistanten Punktgitter P = {tg,t1,...,t,m} mit tg <
t1 < -+ < tn, (dquidistant bedeutet, dass fir die Schrittweite t; 1 —t; = hgw fir
alle j =0,...,m — 1 gilt) wird nun die Gitterfunktion

ug(t): P—R" mit teP
definiert.

Nun kann der Differentialgleichungsloser (DGL-Loser) als Verfahrensvorschrift ver-
standen werden, die fiir alle ¢t € P eine Gitterfunktion ug(t) € R” berechnet. Sei
nun 7' = (to,t1,...,ts1) mit tog < 1 < -+- < ts_1 € P der Vektor der Zeitpunkte,
zu denen der DGL-Loser das DGL-System betrachten soll, so erhédlt man nach
Anwendung der Verfahrensvorschrift des Losers eine s x n - dimensionale Matrix,
die mit L(G;0;ap; T) bezeichnet werden soll.

Also gilt:

(e (ts—l)T

Zusatzlich zu dem Funktionenvektor G, den Parametern 6, den Anfangsbedingungen
G(to) = ug(to) = ap und dem Zeitvektor T héngt L(G;0;a0;T) vom verwendeten
DGL-Loser ab.

3.2.2. Weitere Notationen

Die sp x n - dimensionale Datenmatrix M sei diejenige, in der die Messungen der
Konzentrationen der Reaktionspartner spaltenweise verzeichnet sind, wobei Tp =
(tpo,tp1,--.) den Vektor der Messzeitpunkte des Experiments darstelle und sp die
Anzahl seiner Elemente sei. Die Elemente der Matrix M werden dann entsprechend
mit m;; angesprochen; dieselbe Regelung gilt auch fiir alle anderen Matrizen und

Vektoren analog.

Eine besondere Rolle spielt die sp X n - dimensionale Matrix Lp := L(G;0; M1e; Th)
mit M, als der i-ten Zeile der Matrix M (M.j bezeichne die j-te Spalte der Matrix

M), da diese die Losungen des Systems zu den Messzeiten des Experiments und
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mit seinen Anfangskonzentrationen zum Zeitpunkt ¢po darstellt. Diese simulierten

Werte werden mit M verglichen.

Im Folgenden werden vor allem bei Beweisen, aber auch an anderen Stellen, an denen
die Komponente a¢ und die zeitliche Abhéngigkeit der im Vektor G(t) aufgefithrten

Funktionen nicht wesentlich sind, diese nicht explizit aufgefiihrt, also
H(G;0) :== H(G(t);0; ao)

Des weiteren werden mit € € © ein unbekannter p-dimensionaler Parameter und mit
6 eine Schétzung desselben bezeichnet, wobei letztere je nach Art der Schatzung noch

weiter spezifiziert werden kann.

3.3. Losen von Differentialgleichungssystemen

3.3.1. Analytisches Losen von Differentialgleichungssystemen

Es gibt verschiedene Mdoglichkeiten, Systeme mit gew6hnlichen Differentialgleichun-
gen und Anfangswertproblemen analytisch zu losen. Allerdings konnen explizite
Losungen nur in wenigen Spezialfallen angegeben werden, da die Integrale bei der
Picard-Iteration oft nicht geschlossen auswertbar sind. Es wurde versucht, die in der
Arbeit auftretenden Differentialgleichungssysteme analytisch per Hand sowie durch
Computeralgebraprogramme (Maple™, Mathematica®) zu 16sen. Da auf diesem
Weg keine explizite Losungsfunktionen gefunden werden konnten, war es notig, einen

alternativen Losungsweg zu verwenden.

3.3.2. Verfahren zur numerischen Differentiation

Um die Verfahren zur numerischen Losung von DGL-Systemen besser erlautern zu
konnen, sollen an dieser Stelle zwei Verfahren zur numerischen Differentiation einge-
fithrt werden. Sie beruhen auf dem Satz von Taylor, der im Anhang in Abschnitt C

aufgefiihrt ist.

Definition 3.2 Der Vorwartsdifferenzenquotient fiir eine mindestens einmal stetig
differenzierbare Funktion f(x) ist definiert durch

f’(w) ~ f($ + h})L B f(l“) (32>

Der zentrale Differenzenquotient fiir eine mindestens zweimal stetig differenzierbare
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Funktion f(x) ist definiert durch

Satz 3.1 Der durch die Approximation entstehende Abbruchfehler beim Vorwdrts-
differenzenquotienten ist grofier als beim zentralen Differenzenquotienten. Genauer
gesagt, betragt der Abbruchfehler E(h) beim Vorwdrtsdifferenzenquotienten O(h) und
beim zentralen Differenzenquotienten O(h?). Dabei bedeutet (E(h) = O(h™), h — 0),
dass der Fehler E(h) mit derselben Geschwindigkeit wie h™ fir h — 0 gegen Null
geht.

Bewezs:
Der Beweis findet sich im Anhang (Teil C).

3.3.3. Numerisches Lésen von Differentialgleichungssystemen

Zur numerischen Losung von DGL-Systemen wurde in dieser Arbeit ein Einschritt-
verfahren verwendet. Grundlage der Einschrittverfahren ist das Fuler- Verfahren, das

sich aus den Methoden zur numerischen Differentiation herleiten lasst.
Herleitung des Fuler-Verfahrens:

Die Auswertung einer Differentialgleichung, hier mit

dy(t) _
o =)
gegeben, an der Stelle ¢ = ¢; lautet:
dy(t;) _ .
L~ ). (3.4

Wird nun die linke Seite der Gleichung 3.4 durch den Vorwartsdifferenzenquotienten
(3.2) angenéhert, so erhdlt man
dy(t;) y(tis1) —y(ty)

_ E,
dt n,o

mit ¢;41 = t; + h; und E; = E(h;) wie in Satz 3.1 definiert. Setzt man dies in (3.4)

ein, so ergibt sich

y(tj_o_l)h‘_ y<tj)+Ej = f(y(tj))

& Y(tje) = y(t) +hy- fly(ty) —hy - B
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Nach Satz 3.1 gilt, dass £ gegen 0 konvergiert, falls das fiir 2; gilt. So kann aus der
Auswertung der Differentialgleichung an der Stelle ¢; approximativ die Auswertung

an der Stelle ¢4, berechnet werden.

Es geniigt also bei der Verwendung von Einschrittverfahren zur Berechnung der
Gitterfunktion ug, einen Startwert zum Zeitpunkt ¢, vorzugeben, in dieser Arbeit
beispielsweise die Konzentrationen der Substrate und Produkte des Experimentes
zum Zeitpunkt ¢y = 0, damit die Gitterfunktion iterativ an den folgenden Zeitpunk-
ten tq,...,t,_1 berechnet werden kann. In Matlab® sind verschiedene Einschritt-
Verfahren implementiert, die sich beispielsweise in der Grofe des Abbruchfehlers
h; - E; unterscheiden. Die in dieser Arbeit verwendete Routine basiert auf dem
Einschrittverfahren von Dormand-Prince, einem expliziten Runge-Kutta-Verfahren
vierter Ordnung. Weitere Informationen zu diesem DGL-Léser finden sich in [DP58|,
[SWO5].

3.4. Allgemeine statistische Grundlagen

An dieser Stelle werden nach [FH95| einige Definitionen aus der Statistik aufgefiihrt,

die zum weiteren Verstandnis des Textes notig sind.

Definition 3.3 Sei Y = (Y1,...,Yn)T ein Zufallsvektor. Dann heifit
Ey(Y)=(E(Y)),...,E(Yy))"

Erwartungswertvektor von Y. Ist der Bezug auf die Zufallsvariable ersichtlich, so

wird das 'Y im Index fortgelassen.

Definition 3.4 Sei Y wie in Definition 3.3, 0, = Cov(Y;,Y;),i # j die Kovarianz
zwischen Y; und Y;, o, = Cov(Y;,Y;) = Var(Y;) die Varianz von'Y;. Dann heifst

on 012 ... OIN

021 0929 O2N
Cov(Y) =

ON1 ON2 ... ONN

Kovarianzmatrix von Y.

Bemerkung:
Es gilt

Cov(Y)=E(YY") -~ E(Y)E(Y)".
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Die Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors ist stets symmetrisch und positiv semide-
finit [FH95].
Definition 3.5 Sei Y ein Zufallsvektor wie in Definition 3.3. Mit den Korrelationen

Uij

heifst
I pi2 ... piv
1 ...
Corr(v) = | oo
PN1 PN2 .- 1

Korrelationsmatrix von Y [FH95].

Definition 3.6 Der Zufallsvektor Y heifit p-dimensional normalverteilt mit Frwar-
tungswert E(Y) = p und Cov(Y) = X (Notation: Y ~ Nyp(1, X)), falls die Dichte

von Y durch

1 -
fy(y) = el=3 (y=m) TS (y—p)]

(V2r)Py/det (D) |

gegeben ist, wobei ¥ positiv definit ist.

Konfidenz-Ellipsoide

Fiir einen Zufallsvektor Y ~ N, (i, X) und eine feste Konstante ¢ € R gilt:
Y -2 (Y —p) = &

Das bedeutet, dass Punkte gleicher gemeinsamer Dichte auf dem Rand von Ellipsoi-
den liegen, die den Erwartungswert zum Mittelpunkt haben. Zerlegt man ¥ mit Hilfe
der Spektralzerlegung zu ¥ = PAT'T mit A = diag(\y, ..., A,) als der Diagonalmatrix
der Eigenwerte von > und I' der orthogonalen Matrix, die die korrespondierenden
Eigenvektoren von ¥ enthélt, so weisen die Hauptachsen der Konfidenz-Ellipse in die
Richtungen der Eigenvektoren und besitzen den Wurzeln der zugehorigen Eigenwerte

proportionale Langen. Genauer gilt:
d» Sh=c (3.5)

mit Z = I7(Y — u) [MKB79).

21



3.5. Nichtlineare Regressionsmodelle

Betrachtet man die Messdaten als durch Messungenauigkeiten verrauschtes Ergebnis
einer Funktion, die von verschiedenen Variablen (beobachtbaren Eingangsvariablen
und unbekannten Parametern 6, . .., 6,) abhéngt, so spricht man von einem Regres-
sionsmodell. Dieses wird als nichtlineares Regressionsmodell bezeichnet, wenn die so

genannte Regressionsfunktion nichtlinear in mindestens einem der Parameter ist.

Das in dieser Arbeit betrachtete nichtlineare Regressionsmodell lautet:
M = H(G;0)+ec+e=Lp+eg+e (3.6)

mit H(G;0) aus (3.1) und Lp = L(G;0;a¢; Tp) wie in Abschnitt 3.2.1 definiert. ¢
ist eine sp x n - dimensionale Matrix, bei der jedes Element ein fiir die Messwerte
vorher definiertes Grundrauschen ist und ¢ ist die ebenfalls sp x n - dimensionale
Matrix der Messwertfehler.

Die Aufstellung des Regressionsmodells (3.6) basiert auf folgenden Annahmen:

A1 Die Fehler der Messwerte als Elemente €;; von € unterliegen einer Normalvertei-
lung mit Mittelwert 0 und bekannter Varianz o;;. Die Varianz ist proportional

zum Messwert m;; und wurde von den Experimentatoren angegeben.

A2 Das Grundrauschen eg;; entspricht der Sensibilitdtsgrenze der Messapparatur
und ist bekannt. In dieser Arbeit wurde beispielsweise e¢;; = 0.1 mM gesetzt
(vergl. Abschnitt 5.2)

Beide Annahmen Al und A2 sind kritisch zu betrachten, da erstens die Fehler
experimenteller Messdaten nicht immer normalverteilt sein miissen und zweitens
die Angaben der Varianzen und der Sensibilitdtsgrenze nur auf der Erfahrung des

Experimentators beruhen, also keinesfalls exakt sind.

3.6. Parameterschatzung

In Abschnitt 3.3.3 wurde betrachtet, wie bei Vorgabe fester Parameter das DGL-
System gelost werden kann ( Vorwdrtsproblem). In einem zweiten Schritt wurde das
Regressionsmodell (3.6) mit Hilfe eines DGL-Systems aufgestellt, welches die Voraus-
sagewerte, beziehungsweise simulierten Werte bereitstellt. Nun geht es darum, aus
realen Messergebnissen einer enzymatischen Reaktion die unbekannten Parameter

des nichtlinearen Regressionsmodells 3.6 zu schétzen (inverses Problem).

Die in dieser Arbeit verwendete Schatzmethode leitet sich aus dem statistischen

Zugang zu diesem Problem her. Statistische Zugénge sind etwa die Methode der
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kleinsten Quadrate (siche Abschnitt 3.6.1) oder das Maximum-Likelihood-Prinzip
(sieche Abschnitt 3.8). Ein anderer moglicher Zugang, der hier nicht verwendet wird,
betrachtet Regularisierungsmethoden aus der Theorie inverser Probleme, deren An-

liegen die Analyse und Losung inkorrekt gestellter oder instabiler Probleme ist
|[KS04]|, [ABT04].

3.6.1. Methode der kleinsten Quadrate

Die im Folgenden vorgestellte Methode der kleinsten Quadrate setzt als Schiatzung
den Parametersatz an, der fiir einen moglichst geringen Abstand zwischen der Re-

gressionsfunktion und den Messwerten sorgt.

Definition 3.7 Geht man von dem in Abschnitt 3.5 angefiihrten nichtlinearen Re-
gressionsmodell 3.6 aus, so heifst 6 Kkoss gewichtete Kleinste-Quadrat-Summen-Schét-
zung (gKQSS) falls

sp n
Okgss = arg Tenelgzl Zl wij(mij — Ipi;)* (3.7)
i=1 j=

mit Gewichten w;; € R gilt. m;; sind dabei die Fintrage der Messwertematriz M und
lpij € L(G;0; Mye;Tp) die damit zu vergleichenden Voraussagewerte, die sich als

Losung des Differentialgleichungssystems (siehe Abschnitte 3.2.2 und 3.5) ergeben.

Mit den Residuen
€ij 1= Mij — Lpij

1st die zu minimierende Zielfunktion mit

SD

DY wye (3.8)

i=1 j=1

gegeben.

3.6.2. Wahl der Gewichte in der gKQSS

Die Gewichte w;; vor dem Abstandstermen ¢;; werden dafiir verwendet, Messwerten
mit kleinerer Varianz mehr Einfluss auf die Schitzung zu gestatten als Messwerten
mit grofserer Messunsicherheit. Fine Moglichkeit fiir die Wahl der Gewichte ist
es deshalb, direkt die inversen Varianzen der Messwerte fiir w;; in Gleichung 3.7

einzusetzen.
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Da allerdings das im Modell angenommene Grundrauschen in die Gewichte aufge-

nommen werden sollte, wurden diese folgendermafsen definiert:

-1

w”

= a-my + e
mit

a = Var(mms) = £cij (3.9)

mmax

wobei M4, der grofite Eintrag der Matrix M sei. Diese Art der Gewichtung stellt
sicher, dass M., nur mit dem Inversen seiner Varianz gewichtet wird, denn das
Grundrauschen ist hier unerheblich. Ein Messwert nahe bei 0, der aufgrund der
Annahme A1l zum Regressionsmodell aus Abschnitt 3.5 eine sehr kleine Varianz hat,
wird dagegen hauptséchlich mit dem Grundrauschen eg;; gewichtet. Die Situation
ist in Abb. 3.1 dargestellt und fiir die unbekannte Steigung a der gestrichelten
Verbindungsgeraden ergibt sich gerade (3.9).
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Abbildung 3.1.: Bestimmung der Gewichte fiir die gKQSS

3.6.3. Least-Trimmed-Squares-Schatzung

Ein bekanntes Problem der gKQSS ist, dass Ausreifer unter den Messwerten einen
sehr grofien Einfluss auf die Schatzung haben, beziehungsweise sie stark verfialschen
kénnen. Um zusétzlich eine Methode zu verwenden, die robust, also nicht so empfind-
lich gegeniiber Ausreifsern ist, wurden die Parametersidtze zum Vergleich auch mit
der Least-Trimmed-Squares-Methode (LTS-Methode) geschétzt, bei der eine vorher
festgelegte Anzahl der groften Residuen nicht in die Minimierung miteinbezogen

werden.
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Definition 3.8 Seien das Modell und der Datensatz wie in Definition 3.7 definiert.
Die Regressionsschdtzung 01175 mit der LTS-Methode beziiglich k ist definiert durch:

spn—k
OLrs = argmin 2 €@ (M, Lp(G;0))
mit GZ'(M, LD(G,G)) = \mﬂ - lDﬂ’ furz = 1, ...,S8D, Gi(M, LD(G; 9)) = |mz~2 - lDi2|
firi=sp+1,...,2-sp , etc. und den geordneten Residuen eqy(M,Lp(G;0)) <
€@2) (M, Lp(G;0)) < -+ < €spn)(M, Lp(G;0)) [Miil05].

In dieser Methode nehmen also die k grofsten Residuen keinen Einfluss auf die

Schétzung.

3.6.4. Numerisches Verfahren zur Optimierung

Als numerisches Verfahren zur Optimierung einer Zielfunktion, das beispielswei-
se fir die Methode der kleinsten Fehlerquadrate (siehe Abschnitt 3.6.1) notwen-
dig ist, wurde die Matlab®-Routine lsqnonlin verwendet, die auf dem Levenberg-
Marquardt-Algorithmus basiert [SWO03|. Sie ist eine Erweiterung des Gauss-Newton-
Algorithmus speziell fiir die Optimierung der Zielfunktion der Methode der kleinsten
Quadrate (3.8).

Definition 3.9 Habe das Minimierungsproblem die Form

argreiézg)’b;ei(M, Lp(G;0)) (3.10)

mit €;(M, Lp(G;0)) wie in Definition 3.8. Sei
(M, Lp(G;0)) = (e1(M, Lp(G;0)), ... espn(M,Lp(G;0)))

der Residuenvektor und ) ein zu Beginn des Algorithmus geeignet gewdhlter Start-

parameter. Der g-te Schritt (¢ =1,2,3,...) des Gauss-Newton-Algorithmus lautet

glatl) — gla) 4 5 (3.11)
mat
5@ _(K(q)TK(q)le(q)TG(q)
wobei gilt:
K@ = 85:) und €9 = e(M, LD(G;H(q)))
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Das Prinzip des Levenberg-Marquardt-Algorithmus beruht nun auf moglichst grofen
Verbesserungsschritten im Optimierungsvorgang durch die Einfithrung eines Faktors
n in die Schritte des Gauss-Newton-Algorithmus. Der g-te Schritt des verwendeten
Levenberg-Marquardt-Algorithmus nutzt ebenfalls (3.11) allerdings mit

§@ — _(K(q)TK(q) + n(q))*lK(q)TE(q)' (3.12)

Bei jedem Schritt wird der Faktors n(9 bestimmt, indem der Abstiegsschritt §(@

maximiert wird:

77(‘1) = arg max 5@
nERSD™

Es findet also bei jedem Schritt eine Optimierung zwischen der Gauss-Newton-
Methode (7? — 0) und der Methode des steilsten Abstiegs (79 — o00) statt.

Optimierungsvorgang

Der Optimierungsvorgang zur Parameterbestimmung mit Hilfe der gKQSS oder der
LTS-Schétzung ist in Abbildung 3.2 dargestellt. Nach der Wahl eines Startwertes ()

Startparameter 9" ﬁ

Berechnung von
L (G:6";M..T,) ﬁ

Berechnung des

— - Zielwerts

Optimierungsroutine

verandert

den Parameter

in Abstiegsrichtung NEIN H
< TOL ?

O(q+1)= e(q)+ 6(q)

&
Ausstieg aus der
Routine mit 6,

Abbildung 3.2.: Optimierungszyklus zur Parameterbestimmung

beginnt die Optimierung mit der Berechnung von L(G;0W; Mi,;Tp), der Matrix
der simulierten Messwerte beziiglich des Startparametersatzes. Im néchsten Schritt
wird dann der Zielwert der zur minimierenden Funktion berechnet. Dann wird
durch Uberpriifung vorher festgelegter Toleranzkriterien (TOL) entschieden, ob die
Optimierung fortzusetzen oder an dieser Stelle abzubrechen ist. Toleranzkriterien

konnen erfiillt sein, wenn eine Unterschreitung der minimalen Verdnderung des
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Zielwerts vorliegt oder die Anzahl der bisher durchgefiihrten Iterationen einen Ma-
ximalwert {ibersteigt. Wird die Optimierung fortgefiihrt, so veréindert das gewéhlte
Verfahren den Parametersatz in Abstiegsrichtung. Mit dem dadurch erhaltenen

neuen Parametersatz # wird die Routine erneut aufgenommen.

In dem in Abbildung 3.2 grau hinterlegten Schritt muss das DGL-System bei jeder
[teration mit einem neuen Parametersatz gelost werden. Dieser Vorgang bestimmt
die Rechenzeit der Optimierung, die bei den in dieser Arbeit betrachteten Modellen
bei etwa vier bis zehn Sekunden lag. Ein Beispiel fiir die Bildschirmausgabe einer in
dieser Arbeit durchgefiihrten Optimierung zur Parameterschéatzung mit der Methode
der kleinsten Quadrate findet sich im Anhang Teil D.

Wahl der Startwerte und Nebenbedingungen fiir die Optimierung

Die Startwerte fiir die Optimierung wurden durch einen Zufallszahlengenerator ge-
wahlt, um eine moglichst breite Streuung der Startparametersidtze im Parameter-
raum O zu gewahrleisten. Jede Optimierung wurde mehrfach mit verschiedenen
Startwerten gestartet (Multi-Start-Strategie) um die Reproduzierbarkeit des Er-
gebnisses zu {iberpriifen. Trotzdem gibt es (anders als bei analytischen Losungen
eines Minimierungsproblems) keine absolute Sicherheit beziiglich der Globalitét des

gefundenen Minimums.

Um nur Parameterséitze innerhalb sinnvoller biologischer Grenzen schétzen zu lassen,
wurde in dieser Arbeit die Optimierung des Zielwerts (3.8) unter Nebenbedingungen

verwendet. Die in dieser Arbeit verwendeten Nebenbedingungen waren:
0<6;, <1000 fir 1<7<p. (3.13)

Auf diese Art und Weise wurde nur im Raum [0, ...,1000]” nach Parameterschét-

zungen gesucht.

3.6.5. Parameterschatzung mit parametrischem Bootstrap

Eine erste Methode, die es erlaubt, mehr iiber die Verteilung der Parameterschatzun-
gen, beziehungsweise den Einfluss des Messrauschens auf die Schatzung zu erfahren,
ist die Simulation weiterer kiinstlicher Datensétze unter der Annahme der Normal-
verteilung der Messwerte. Fiir diese werden erneut die Modellparameter geschatzt,
so dass eine Verteilung von Parameterschitzungen generiert werden kann. Zur Si-
mulation von Datensétzen wurden in dieser Arbeit zwei unterschiedliche Methoden

verwendet, die nun néaher erlautert werden sollen.

e Methode MCData (parametrischer Bootstrap [ET98])

Gegeben sei ein Parametersatz 6,;c. Nach Anwendung des DGL-Losers auf
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das betrachtete DGL-System erhilt man die sp X n - dimensionale Matrix
L(G;60yc; ao; Tp). Diese wird durch das Addieren einer Matrix mit A(0, 1)-
verteilten Elementen verrauscht und stellt danach einen neuen kiinstlichen

Datensatz dar.

e Methode SIMUL
Gegeben sei ein Parametersatz 6g7),. Dieser Parametersatz wird nun durch
Addition normalverteilter Fehlerwerte beliebig oft verrauscht. Mit jedem dieser
verrauschten Parameter wird nun nach Methode MCData vorgegangen. Dieser
Ansatz ist realistischer als Methode MCData, da er nicht nur ein Messrauschen
fiir den Datensatz simuliert, sondern auch davon ausgeht, dass der Startpara-

metersatz verrauscht ist.

Simulationsmethoden sind keineswegs ideale Instrumente, um statistische Schétzer
sehr préazise zu bestimmen, sondern sind eher geeignet, um mit einfachen Mitteln
einen ersten Eindruck zu Schitzwerten zu erhalten. Uber die Fehlerrechnung, be-
ziehungsweise das Gauft’sche Gesetz der Fehlerfortpflanzung, kann nachgewiesen
werden, dass der auf Basis kiinstlicher Datensétze erhaltene Schétzer fiir grofe
Replikationszahlen mit einer Geschwindigkeit von v/ N, mit N als der Anzahl der
verwendeten Datenpunkte, gegen den Erwartungswert konvergiert. Das bedeutet
beispielsweise, dass fiir doppelte Genauigkeit der Methode viermal mehr Datenpunk-
ten als urspriinglich benotigt werden. Die genaue Parameterschiatzung mit Simulati-
onsmethoden ist deshalb sehr aufwandig und zeitraubend, verglichen beispielsweise
mit der gKQSS.

Vorteilhaft ist hingegen, dass man neben der Bestimmung von Parameterschétzun-
gen auch eine empirische Verteilung fiir den Schétzer erhélt und seine Sensitivitét
im Bezug auf die Messwerte untersuchen kann. Simulationsmethoden haben den
Vorteil gegeniiber anderen Methoden zur Sensitivitdtsanalyse nichtlinearer Modelle,
wie beispielsweise der Linearisierung des Regressionsmodells, die in Abschnitt 3.7
angesprochen wird, dass sie direkt auf das zu betrachtende Modell angewendet
werden konnen, ohne dass es modifiziert werden muss. Damit sind sie besonders
gut geeignet, um die Verteilungen, Varianzen und Sensivitaten von Parameterschét-

zungen nichtlinearer und/oder sehr komplexer Modelle zu analysieren.

3.7. Kovarianzmatrix und Informationsmatrix

3.7.1. Linearisierung eines nichtlinearen Regressionsmodells

Eine Methode, die Varianzen der geschétzten Parameter zu bestimmen, ist die
Berechnung der Kovarianzmatrix fiir die Schiatzung des Parametersatzes. In der Dia-

gonalen der Kovarianzmatrix sind nach Definition 3.4 die Varianzen der geschétzten
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Parameterwerte zu finden. Die Linearisierung der nichtlinearen Regressionsfunkti-
on (3.6) um 6 ist die in dieser Arbeit verwendete Methode, um fiir einen geschtzten
Parametersatz 6 die Kovarianzmatrix zu bestimmen. Durch die Linearisierung der
Regressionsfunktion konnen Ergebnisse aus der Theorie der linearen Modelle verwen-
det werden. Die Linearisierung und ihre Eigenschaften werden nach [P4z93|, [SWO03]

dargestellt, wobei M der Vektor mit den Beobachtungen sei, also

und M € Rsp™,

Definition 3.10 FEin multivariates lineares Regressionsmodell habe die allgemeine

Form
M=J-0+¢

mit J € RS2™*P gls Systemmatrix und e ~ N(0,3) mit ¥ € R52™XD™  qobei J

und > bekannt seien.

Um vom allgemeinen Regressionsmodell zu seiner linearisierten Form zu gelangen,

muss nun die Systemmatrix der Linearisierung bestimmt werden.

Satz 3.2 Die Systemmatrix J der linearisierten Form des allgemeinen nichtlinearen

Regressionsmodells 3.6 ist gegeben durch

_ OH(G;0)

/ 00 |,s

(3.14)

mit einem gegebenen erwartungstreuen Schdtzer 0.

Beweis:
Der Linearisierung liegt eine Taylor-Entwicklung der Funktion H(G;6) um den

Punkt 6 zugrunde, die nach Vernachlédssigung héherer Terme fiir 6 nahe 6 zu

OH(G;0) A

H(G;0) ~ H(G;0)+ T RCEY)
0=0

fithrt. Setzt man diese Ndherung in das nichtlineare Regressionsmodell (3.6) ein, so

erhalt man

]\;[:JG—l—gg—l—g
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mit

]\ilzj\;[—H(G;é)—l—Jé und J:w .
o/ P

Satz 3.3 (Eigenschaften des linearisierten Regressionsmodells)
Sei M = JO+¢ mite ~ N(0,%) ein linearisiertes Regressionsmodell mit stochastisch
unabhdingigen Fehlern € und einer nichtsinguldren Matriz J* - X1 J € RP*P. Sej 0

eine KQSS-Parameterschatzung. Dann gilt

1. 0 ist ein erwartungstreuer Schdatzer fir 0y:
E(0) = 6,

2. Die Output-Sensitivitat eines linearisierten Regressionsmodells bei 0 ist gege-

ben durch:

0H(G;0)
90 0=0

Sensy = =J (3.15)

3. Die Parameter-Sensitivitit von 6 berechnet sich aus

Sensg = (JT -2t )7t gyt (3.16)

4. 0 ist der beste lineare erwartungstreue Schitzer (BLUE) fir 0y, das bedeutet,
dass 0 in der Klasse aller linearen unverzerrten Schitzer die kleinste Ko-
varianzmatriz besitzt!. Zudem, gilt 0 ~ N0y, Cov(0)) und die Kovarianzmatriz
hat die Form

Cov(d) = (Sensk, -S7'- Sensy)™! (3.17)
= Sensy- X~ Sensg (3.18)

Beweis: |Paz93|, [SW03]
0

Damit liefern (3.17) und (3.18) die gesuchten Berechnungsvorschriften fiir die Ko-
varianzmatrix eines Schitzers 6. Diese Vorschriften enthalten die Output-Sensitivitat
Sensys beziehungsweise Parameter-Sensitivitidt Sens; und die Matrix 3 der Mess-
fehlervarianzen. Da die numerische Berechnung der Sensitivitdten recht aufwéndig
ist, wird sie stellvertretend fiir beide Sensitivitdten im folgenden Abschnitt fiir die

Output-Sensitivitéit dargestellt.

'AB € RP*P. A < B < B — A ist positiv definit
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Numerische Berechnung der Sensitivitaten

Nach Gleichung (3.15) ist es fiir die Berechnung der Output-Sensitivitidt notig, die
Regressionsfunktion (3.6) nach den Parametern abzuleiten. Die Implementierung
dieser Vorschrift ist etwas aufwéndig, da das Modell durch ein DGL-System gegeben
ist und deshalb numerische Differentiation verwendet wird. Es gilt unter Verwendung
des zentralen Differenzenquotienten (3.3)

0H(G;0) H(G;0+ h;) — H(G;6 — hy)

(Sensnr)ej = ~

80]‘ 2h . ej

(3.19)

wobei h = (hy, ..., h,) wie in Abschnitt 3.3.3 definiert ist und e; der j-te Einheits-
vektor sei. Das Berechnungsschema fiir die Implementierung der Berechnung der
Output-Sensitivitdt wird in Abb. 3.3 dargestellt. Der geschwindigkeitsbestimmende
Schritt der Berechnung ist grau hinterlegt.

Parameter- Berechnung von
schatzung 2p weiteren Parametern
A T = (6,+h,,0,,..,6)
6=(0,.6,,...8,) (8,-h,.8,,...8)

(e1rez+h21--7ep)

...... 9

Berechnung von
H(G;(®,+h,.6,,..,6.))

P

H(G;(8,- h,.8,...8,))

2

Anwendung der )
Berechnungsvorschrift (3.19)

Ergebnis:
Output-Sensitivitat J=Sens,,
(s, - n x p - dimensionale Matrix)

Abbildung 3.3.: Berechnung der Sensitivitdtsmatrizen

3.8. Maximum-Likelihood-Prinzip und

Cramér-Rao-Schranke

Um die in Abschnitt 3.7 definierten Sensitivitdtsmatrizen mit der fiir die optimale
Versuchsplanung benétigten Fisher-Informationsmatrix in Beziehung zu setzen, wer-
den in diesem Kapitel einige Ergebnisse aus der Theorie des Maximum-Likelihood-
Prinzips nach [FH95| dargestellt. Das Maximum-Likelihood-Prinzip besteht darin,

bei Vorliegen der Beobachtung M einen Parameterschatzwert Orr € O so zu wahlen,
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dass M gerade fiir éML eine maximale Wahrscheinlichkeitsdichte zukommt (siehe
Definition 3.12).

Definition 3.11 Sei f(M,y, ..., May,;0) die gemeinsame Dichte von M,y . . ., Mey,
wobei 0 ein unbekannter zu schatzender Parametervektor sei. Die Likelihoodfunktion

der Stichprobe ist

L(0; Mey, ..., Me,) = [f(Me1,..., Mey;0).
Die Log-Likelihoodfunktion werde bezeichnet durch

1(0; May,...,Ms,) = Inf(M,y,..., Mey;0).

Fiir den Fall unabhingiger May, . .., Mo, mit den Dichten f;(Ma;;0) erhdlt man
L(6; May, ..., Myy) = ﬁfi(Moi§6)
i=1
bzw.
1(0; Myy, ..., M,,) = ilnfi(Moi;e)
i=1

Diese Grifien sollen kurz als L(0; M) beziehungsweise 1(0; M) bezeichnet werden.
Die Likelihoodfunktion wird fir eine feste Stichprobe Mgy, ..., Mq, als Funktion von
0 € © aufgefasst [FHIS].

Definition 3.12 0, heiffit Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 6, wenn
L0y M) > L(6;: M) firalle 00
beziehungsweise
10y M) > 1(0; M) fiir alle 6 €©

gilt.

Definition 3.13 Der Vektor der ersten Ableitungen der Log-Likelihoodfunktion wird

auch als Score-Funktion bezeichnet:

S(O: M) = Qz(e;M):L(Q;lM)%

50 L(6; M).
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Fiir M,y, ..., M, stochastisch unabhingig und gleich verteilt (i.i.d.) heifit

021(6; M)> (3.20)

FO)=E (_ 96067

die Fisher-Informationsmatrix

Es gilt also fiir die in Definition 3.12 definierte ML-Schatzung éML als Maximum
der Likelihood-Funktion:

SOy M) = %l(é;M):O (3.21)

Satz 3.4 Sind Integration und Differentiation vertauschbar (diese Bedingung wird
im folgenden als Regularititsbedingung R bezeichnet, siehe Anhang C) und sind
Mey, ..., My, i.0.d. so gilt:

(a) E(S(0; M)) =0

(b) Cov(S(0: M)) = E(S(60; M)S(0; M)") = F(9)

Beweis zu (a):
Es gilt:

/ L(G; M)dM =1
Differenziert man nach 6, so erhélt man:
o R / OL(0; M

) oo M) B '
50 dM = /TL(H7 M)dM = E(S(0; M)).

Beweis zu (b):
Aus Teil (a) folgt:

Cov(S(0; M)) = E(S(0; M)S(6; M)T).
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Weiterhin gilt:

F(o) = E(—M)

80007
0 =9rL(6; M)
N E( aeaeL(e M) )
(aeaeTL(9 M)) L(6; M) — ZL(0; M) - 55 L(6; M)

= b

L(6; M) - L(6; M)

gogr L(0; M) 2 L(0; M) 55+ L(6; M)
= —-F <a 8L(¢9 75 ) +E <8L(0'M)6L(8 i )

) GTL(H M) L L(0; M) 52+ L(0; M) .
/—66L<9 a0 L(0; M)dM + /6 QM)aL(G,M) - L(9; M) dM

0
06T

62
= g L0 M) dM+/80 (0; M) ——

0+ E(S(0; M)S(8; M)T).

1(0; ML(0; M)dM

1=

Ein erster Zusammenhang zwischen der Informationsmatrix F'(#) und der Kovari-
nazmatrix Cov () ergibt sich durch folgenden Satz [MKBT79)]:

Satz 3.5 (Die Cramér-Rao-Schranke)

Ist Oyrr, ein unverzerrter Mazimum-Likelihood-Schitzer fiir 0, so gilt
Cov(0y) > F(6)™ (3.22)

mit F(0) gegeben durch (3.20).

Das bedeutet, dass die Inverse der Informationsmatrix die bestmogliche Kovarianz-

matrix fiir die Schétzung eines Parameters ist.

Zum Beweis dieses Satzes werden folgende drei Lemmata benotigt:

Lemma 3.6 Sei S(0; M) die Score-Funktion wie in Definition 3.13 und t(0; M)
eine beliebige Funktion, die von M und 6 abhdngig sei und einen Vektor der gleichen
Elementanzahl wie S(0; M) zum Funktionswert hat, dann gilt mit der Regularitdts-

bedingung R :

B((6: 1)1 (6: 1)7) = 2 B(0: 1)~ E(%) (3.23)
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Beweis:
Es gilt:

E(t0; M)") = /t(e; M) L(0; M) dM

Differenziert man beide Seiten im Hinblick auf @, so erhédlt man

%E(t(&;M)T) 2 / %z(@;M)TL(@;M)dM+ /

ANT
%L(G; M)dM

und damit auch (3.23).

O

Lemma 3.7 Sei S(0; M) wie in Definition 3.13 und 0 ein erwartungstreuer Schitzer

fir 6, dann gilt:
E(S(0; M)OT) =T (3.24)

mit I als der Einheitsmatrix passender Dimension.

Beweis:

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus Gleichung (3.23), da

a0

a9~ 0

Lemma 3.8 Seien A und B symmetrische Matrizen mit B>0, A, B € R™*",

1. Das Maximum tiber alle x € R™ fiir ¥ Az unter der Bedingung, dass ¥ Bx = 1
qgilt, ist gegeben durch den Eigenvektor von B™'A, der zum grifiten Eigenwert

von B~'A korrespondiert.

2. Das Mazimum von a’x mit a,x € R™ unter der Bedingung, dass xT Bx = 1

qgilt, ist gegeben durch (aTBfla)%. Auferdem gilt:

(a'z)* o,y
max- 7o =a B~ a (3.25)

fuir

B—l
-4 (3.26)

x’max
al B-1q
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Beweis zu 1.:
Sei Bz die Matrix, fiir die gilt

N[
SIS

B=B%-B

und gelte weiterhin y = B 2 - 7. Dann kann die Maximierung von 7 Az unter der
oben angegebenen Bedingung formuliert werden als:
max yTB_%AB_%y mit yly=1 (3.27)
yeRn

Sei 'AI'T die Spektralzerlegung der symmetrischen Matrix B :AB™ 2 (vergleiche
Abschnitt 3.4) und z = I'Ty. Dann gilt

ZTZ — yTFFTy — yTy
und man kann (3.27) schreiben als

max z* Az = max N\iz? mit dr=1.
z€R™ ZERN
(2

A; seien also die Eigenwerte von B 2AB~2 und \; sei der grofste von ihnen, so gilt

22 < 2 —
IZIé%%( Z iz < Alﬁ%ﬁ‘,@f . zi =M\
Da fiir zwei Matrizen C' € R™*P und D € RP*" gilt, dass die nichttrivialen Eigenwerte
von C'D und DC' gleich sind, so gilt hier, dass jeder Eigenwert von B 2 AB~? auch
ein Eigenwert von B~!A ist. Es folgt zudem, dass + = B™'T'y; der zum groften

Eigenwert A\; korrespondierende Eigenvektor ist.

Beweis zu 2.:

Die Behauptung folgt aus 1. bei Betrachtung von 27 Az = (aTx)? = 27 (aa™)x.

Beweis zu Satz 3.5 (Cramér-Rao-Schranke):
Betrachte Corr(a, ) mit a = aT0y und v = ¢T's mit s := S(0; M), ¢, a passender
Dimension. Nach Satz 3.4, Lemma 3.7 und den Rechenregeln fiir die Kovarianzmatrix

gilt

Cov (a,) = a"Cov (Oyrp, s)e = ac (3.28)
Cov (7) = ¢'Cov (s)c = "' F(0)c (3.29)
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Also gilt

Corr?(a, ) Co(\jfo(\;z)(Cac;\jgy) (3.30)
_ (ale)” <1 (3.31)
aTCov(Oyrr)acT F(0)c

Maximiert man die linke Seite der Gleichung (3.30) in Bezug auf ¢, so ergibt sich

nach Lemma 3.8 fiir alle a

a'F(0)'a ]
aTCov (Oyp)a
& a’(Cov () — F(O)™Ha > 0

und das wiederum ist dquivalent zu 3.22.

U

Unter den Bedingungen von Satz 3.3 zu den Eigenschaften eines linearisierten Re-
gressionsmodells liisst sich fiir den Zusammenhang zwischen Cov (6, ) und F(6) die

viel stirkere Aussage formulieren [FH95]:
R -1
F0)=v [COU(QML)} = v (Sens}, - X' Sensy) (3.32)

mit einem geeigneten Faktor v.

Bei Betrachtung der Fisher-Informationsmatrix anstatt der Kovarianzmatrix einer
Parameterschitzung eriibrigt sich eine Matrix-Inversion. Das ist vorteilhaft, vor
allem, wenn die Matrix F'(f) numerisch schlecht konditioniert ist. Beide Matrizen,
sowohl F(f) als auch Cov (A1) enthalten eine gewisse ,Informationsmenge® iiber
den unbekannten Parametersatz und die Giite seiner Bestimmbarkeit. Auf dieses

Konzept wird in Abschnitt 3.10 ndher eingegangen.

Da im linearen Regressionsmodell die Schatzung fiir § mit der Methode der kleinsten
Quadrate gleich der Schétzung ist, die man mit Hilfe des Maximum-Likelihood-
Prinzips erhélt, konnen alle in diesem Kapitel formulierten Erkenntnisse auch ap-
proximativ unter den Bedingungen von Satz 3.3 auf den in dieser Arbeit definierten

Schitzer Oxoss (siehe Definition 3.7) iibertragen werden.

3.9. Modelldiskriminierung

In einem Regressionsmodell definiert die Regressionsfunktion die Abhéngigkeit zwi-

schen den Eingangsvariablen und den Messwerten. Allerdings gibt es oft mehrere
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Annahmen, welcher Art diese Abhéngigkeit sein kann. Das bedeutet, dass mehrere
mogliche Regressionsfunktionen zur Auswahl stehen und deshalb Kriterien gefunden
werden miissen, um sie anhand der Messdaten vergleichen und nach ihrer Giite
sortieren zu konnen. Zwei Eigenschaften der betrachteten Modelle kénnen intuitiv
als Bewertungskriterium dienen. Zum einen, wie gut die Daten durch das Modell

angepasst werden, zum anderen, wieviele unbekannte Parameter das Modell enthalt.

Die Giite der Anpassung wiederum ldsst sich unterschiedlich definieren; eine sehr
einfache Moglichkeit ist es, die Summe der Residuenquadrate zu betrachten, die den
Abstand der Messpunkte von der Regressionsfunktion ausdriicken (siche 3.10). Bei
gleicher Giite zweier Modelle kann dann das Prinzip der Sparsamkeit (engl. principle
of parsimony) angewendet werden, welches dasjenige bevorzugt, bei dem weniger
Parameter vorkommen [BJ76|. Das in dieser Arbeit verwendete Akaike-Kriterium
zur Modelldiskriminierung bewertet beide Modelleigenschaften und wird nun néher

erlautert.

3.9.1. Akaike-Kriterium

Definition 3.14 FErfiille das Regressionsmodell die Annahme normalverteilter Feh-
ler (e ~ N(0,X%)), so lautet das Akaike-Informationskriterium (AIC):

€2
AIC = Nln (%)HK

wobei K die Anzahl der im Regressionsmodell zu schitzenden Parameter ist, €;; wie
in Definition 3.7 und N = sp - n die Anzahl der Messwerte [BA02].

Fiir kleine Stichprobengrofen aus denen mehrere Parameter geschétzt werden sollen,
ist das Small Sample AIC nach [HT89| definiert:

2K (K + 1)

AIC: = AIO+N—K—1

(3.33)

Anzumerken ist, dass aus dem Wert des AIC fiir ein einzelnes Modell nichts abge-
leitet werden kann. Informativ ist das AIC erst im Vergleich der berechneten AIC-
Werte mehrerer Modelle [FH95|. Zudem miissen bei der Berechnung von K in (3.33)
alle geschatzten Regressionsparameter beachtet werden, also neben allen Eintriagen
des Parametervektors 6 auch gegebenenfalls unbekannte Messwertvarianzen. Da
diese in der vorliegenden Arbeit als bekannt angenommen wurden, gilt fiir die
Berechnungen des AIC sowie seine Herleitung K = p. Es folgt eine univariate

Herleitung des AIC nach [BA02].
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Herleitung des AIC

Sei x = (z1,...,xy) ein Datenvektor und h(z) die ;,wahre Dichte, die ihm zugrunde
liegt. [g(x;0)]pco sei die Klasse aller betrachteten Modelle und g(x;6,) das beste
Modell dieser Klasse. Dann lautet die Kullback-Leibler-Information (KLI) fir dieses
Modell

I(h,g(~:0) = /h(x) In (g(}fgog dz. (3.34)

I(h,g(+;6p)) ist also abhéngig von dem unbekannten Wert fiir 6y und der unbekann-
ten wahren Dichte h(-), aber nicht vom Datensatz x, da iiber z integriert wird. Sei
nun y = yq,...,yn ein weiterer, von x stochastisch unabhéngiger Datensatz, der
aus der (unbekannten) Funktion h(-) hervorgeht, so kann fiir 6, auf Basis dieses
Datensatzes ein ML-Schitzer 0y, = é(y) errechnet werden. Entsprechend kann

dann eine Schétzung fiir (3.34) angegeben werden mit:

Hhg:0) = [ b (%) da

Wiére nun g(x;6,) das ,perfekte* Modell, so wiirde gelten I(h, g(+;6y)) = 0. Aller-
dings bleibt zu bemerken, dass selbst wenn man das perfekte Modell gefunden hétte,
also g(x;60y) = h(x) gélte, trotzdem der aus den verrauschten Messdaten geschétzte
Parameter 6(y) nie genau gleich 6, sein wiirde. Fiir jeden Wert 6(y), der ungleich 6,
ist, gilt aber: I(h, g(-;0(y))) > I(h, g(-;6,)), was impliziert, dass die KLI immer ein

Wert grofer als 0 ist. Da es sich um Zufallsexperimente handelt, gilt somit

Ey[I(h,g(0))] > I(hg(60)).

Das Modell g(z;0) € [g(x;0)]eo ist so zu wihlen, dass Ey [I(h, g(-;0(y)))] minimiert
wird. Es gilt

By1(ha: 0] = [ ha)n(h()ae — By | [ ) mlo(e: )i
= O~ ByEx [In(g(X:6(s)))|

mit einem konstanten Wert C. Es kann nun ein Minimum durch Maximierung des
Ausdrucks

T := Ey Ex[ln(g(X;0(y)))] (3.35)
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gefunden werden, beziehungsweise durch Maximierung des Ausdrucks
[ ) | [ wta oz ya] an

Durch Betrachtung der Taylor-Entwicklung des Ausdrucks In g(z; 6(y)) um den Punkt

0y, erhalt man

ing(eid) ~ gteon(s) + | LSO ) — o)

800) ~ o))" | I 600) — dut] (330

+

1
2

wobei 0y(y) = 6y gilt, da 0y nicht von y abhéngt. Betrachtet man nun den Erwar-

tungswert beziiglich der Zufallsvariablen X, so gilt:

Ex lng(X;é(y))] ~ Ex[lng(X;0y)]+ Ex 50

o) ] Oy - 60

+ %[é(y) NG [EX {WH G — 6] (3.37

Da aullerdem

By {M} _ 0

a0
gilt (vergl. Satz 3.4), entféllt im Ausdruck (3.37) der lineare Term:

Bx [lg(x:d)] ~ ExlingCxi o]+ 51000 - " | Bx | =950 | 6(s) - o

Mit der Definition der Fisher-Informationsmatrix (Definition 3.13) gilt nun also

Ex [lng(X;é(y))} ~ Ex[lng(X;0)]

—510(y) = o]" - F(6) - 0(y) — o]~ (3.38)

und nun gilt mit Hilfe des Satzes iiber die Erwartungswerte quadratischer Formen

(siche Anhang Teil C)

By Ex [mng(X:00)| = Bxng(x:00)) — 5tr [F@) By (1000) — ol[d(y) — 40"

wobei

By ([0(y) = 65)1B(y) - 80]") = Cov (0(y)) =:
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gilt, da 6 ein erwartungstreuer Schiitzer ist. Also ist in (3.35)

T~ EX[lng(X;QO)]—%tr[F(@o)Zé]. (3.39)

Durch Taylor-Entwicklung von In g(z; 6p) um 6(z) erhilt man dagegen

ing(a:0h) ~ 1“9@;@(@“[W 0~ 0
1 s 82lng(a:;é(x)): -
+ 1o~ 0(a) [ e LR

Da 6(z) als ML-Schitzer allerdings die Losung der Score-Gleichungen ist (vergl. (3.21)),
gilt:

Oln g(z;0(z))

00 =0

Also kann auch hier der lineare Term vernachléssigt werden. Im Zusammenhang mit

dem Erwartungswert wird analog zu (3.38) formuliert:

Ex[Ing(X;6y)] ~ FEx lng(X;é(x))] — %tr [F(é(x))i]e}

~

Da F(0(x)) — F(6y) fir N — oo gilt (siche [BA02|, [FHI5]), gilt nun mit Hilfe der
Approximation (3.39)

Ex[ng(X;6y)] ~ FEx [lng(X;é(x))] — %tr [F(é(x))Ze}

(3§>9) T ~ Eyx [lng(X; é(a:))] — tr [F(00)%;].

Das Kriterium entspricht also von seiner Struktur her folgendem Ausdruck, wenn
die Spur tr[F(6y)%;] geschétzt wird:

A

T ~ Ing(x;0(z)) —tr [F(60) %]

bezichungsweise unter der Annahme ¥; = Cov (0(y)) ~ F(6) (siche Gleichung 3.32):

A

T ~ lIng(a;0(x)) — tr [F(6)F(6,)7"].

Aus konventionellen Griinden hat sich eine Multiplikation des zu minimierenden
Kriteriums mit 2 durchgesetzt [BA02]:

T ~ —2In(g(z;0(x))) + 2t [I]
=2K
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mit [ als der K-dimensionalen Einheitsmatrix, was zum allgemeinen AIC fiihrt
AIC = —2In(g(z;0(z))) + 2K.

Da unter Normalverteilungssannahme fiir die Fehler der Messwerte die Log-Likeli-

hoodfunktion mit eingesetzten ML-Schiitzern 0(x) = 051,62,

I(0yr;2) = In <(27T612\4L)_12V exp (Zi:l(l'i — vj(w; GML))2>>

~92
209,71,

lautet, wobei v;(z; éML) den Voraussagewert fiir den Messpunkt x; darstellen soll,

kann das AIC auch notiert werden als
AIC = Nln(27r6ML) +2K+C

wobei C eine positive Konstante ist. Da der Logarithmus eine streng monoton
steigende Funktion ist, kann der Faktor 27 vernachlissigt werden. So ergibt sich

mit ¢€;; aus Definition 3.7

2
AIC = Nln (%) +2K.

3.10. Optimale Versuchsplanung

Erstmalig eingefiihrt bei [Fis35], basiert optimales Versuchsdesign darauf, die ma-
nipulierbaren Faktoren, beziehungsweise Umweltbedingungen des Experiments, fiir
a priori bestimmte Zwecke (beispielsweise Parameterschitzung, Modelldiskriminie-
rung) so einzustellen, das moglichst wenige Messungen mit jeweils moglichst hohem
Informationsgehalt beziiglich des Zwecks gemacht werden kénnen [SCS00]. Manipu-
lierbare Eingangsvariablen bei Experimenten zu enzymatischen Reaktionen sind die
Anfangskonzentrationen der eingesetzten Substrate, die Konzentration des Enzyms

zu Beginn der Reaktion und die Anordnung der Messzeitpunkte.

In dieser Arbeit wurden Versuchsplédne sequentiell erstellt, das bedeutet ein Vorgehen

mit folgenden Schritten:

1. Schétzung des gesuchten Parameters, wobei bereits bekanntes Wissen mitein-
bezogen wird (siche Kapitel 3.6). Es ist auch moglich, einen Versuch nur auf
der Grundlage einer Schitzung fiir die Verteilung eines Parameters zu planen
[AD92]. Diese Methode wurde in der vorliegenden Arbeit nicht verwendet.
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2. Linearisierung des Regressionsmodells (siehe Kapitel 3.7)
3. Bestimmung der optimalen Versuchsplédne fiir das lineare Modell

4. Durchfithrung der Versuchspldne und Verbesserung der Parameterschiatzung

auf Grundlage der Ergebnisse

Hauptziel der optimalen Versuchsplanung ist es meist, Varianzen zu verringern.
Dabei kann es sich um Varianzen zu schatzender Parameter handeln oder aber auch

um Varianzen fiir Messwertvorraussagen [AD92].

In dieser Arbeit wurden drei Ziele mit Hilfe der optimalen Versuchsplanung formu-

liert und verfolgt:

e Verminderung der Varianzen der geschatzten Modellparameter
e Verminderung der Korrelationen zwischen den geschitzten Modellparametern

e Ermoglichung einer deutlicheren Modelldiskriminierung

Es stellt sich nun die Frage nach geeigneten Kriterien, um Versuchsplanung im
Hinblick auf die oben angefiihrten drei Ziele durchfiihren zu kénnen. Da Varianzen in
der Kovarianzmatrix verzeichnet sind, soll zunéchst ein Blick auf diese ,Informations-
quelle geworfen werden. Visualisiert man beispielsweise die Kovarianzmatrix zweier
Parameter #; und 6, mit Hilfe der Konfidenz-Ellipse nach einer Hauptachsentrans-
formation wie in Abschnitt 3.4 beschrieben, so kann sie bei gleicher Achsenskalierung
unterschiedliche Formen annehmen, wie in Abbildung 3.4 gezeigt. Die Varianzen der
Parameter werden durch Projektion der Konfidenz-Ellipse auf die jeweiligen Achsen

in Rot angezeigt.

Q

<D
o—+
T

Abbildung 3.4.: Beispiele fiir Konfidenz-Ellipsen

Welche der Konfidenz-Ellipsen als ,besser angesehen werden kann, kommt ganz

auf die Betrachtungsweise an. Soll Parameter 6; sehr genau bestimmt werden, so
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ist die rechte Konfidenzellipse in Abb. 3.4, beziehungsweise das Experiment, das
diese Konfidenzellipse ergibt, geeigneter. Sollen hingegen moglichst alle Parameter
gleichzeitig gut bestimmt werden, so ist der Versuch, auf dessen Grundlage die
Kovarianzmatrix fiir die linke Konfidenzellipse in Abb. 3.4 geschétzt wurde, dem

anderen iiberlegen.

Deshalb ist es nétig, Kriterien zu formulieren, die vom Ziel der Versuchsplanung
abhéngen. Da wie in Abschnitt 3.4 beschrieben, die Form des Konfidenz-Ellipsoids
von den Figenwerten und Eigenvektoren der Kovarianzmatrix abhéngt, liegt es nahe,
Funktionale zu formulieren, die iiber diese Grofen auf die Form Einfluss nehmen
konnen. Solche Funktionale werden im folgenden fiir die verschiedenen Ziele der
Modelldiskriminierung definiert.

Bemerkung:

Wegen Gleichung (3.32) lassen sich die Kriterien der optimalen Versuchsplanung als
Funktional der Kovarianzmatrix oder der Fisher-Informationsmatrix formulieren.
Die Minimierung eines Funktionals der Kovarianzmatrix ist gleichbedeutend zu
der Maximierung desselben Funktionals der Informationsmatrix (Prinzip der Infor-
mationsmazimierung). Die Maximierung eines Funktionals der Informationsmatrix
lasst sich auch als Maximierung der zweiten Ableitung der Log-Likelihoodfunktion
deuten, also ihrer Kriimmung. Ist die Kriimmung der Maximum-Likelihoodfunktion

grofser, konnen Parameter mit kleineren Varianzen geschétzt werden.

3.10.1. Verminderung der Varianz einer Parameterschatzung

Zur Verminderung der Varianzen der Modellparameterschétzung wurde die D-Opti-

malitit verwendet, die im folgenden als Minimierungsproblem definiert wird.

Definition 3.15 Sei m die Anzahl der Eingangsvariablen eines Experiments und
V e R™ der Raum aller méglichen Tupel von Eingangsvariablen. Der Versuchsplan

¢ sei definiert als
C:=(x1,...,2p) mit z1,....,2, €ER (€V
Zusdtzlich gelte:
VT = {¢ € R™[det F(¢) # 0}

wobei F(C) abkiirzend fir die Informationsmatriz stehen soll, die man bei gegebenem
Regressionsmodell und gegebenen Versuchsplan C fir den auf dieser Basis geschitz-

ten Parametersatz nach Formel 3.32 erhdlt.
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Definition 3.16 [BBY// Ein konkreter Versuchsplan ¢* heifst D-optimal, wenn gilt

det F7(¢*) = min det F~'(().

Cev+

Die Minimierung der Determinante der Inversen der Informationsmatrix entspricht
nach Gleichung 3.32 einer Minimierung der Determinante der Kovarianzmatrix fiir
den geschéatzten Parametersatz 6. Fiir das Konfidenz-Ellipsoid bedeutet dies, dass
das zu der Determinante von F'~1(¢) proportionale Volumen des Ellipsoids minimiert

wird.

3.10.2. Verminderung der Korrelationen zwischen

Parameterschatzungen

Zur Verminderung der Korrelationen zwischen den Modellparametern wurde die
E-Optimalitdt verwendet, die unter Voraussetzungen von Definition 3.15 folgender-

maflen definiert wird:

Definition 3.17 [BB94/
Fin konkreter Versuchsplan * heiffit E-optimal, wenn gilt

max F_l . = I max F_l .
Amax (F7(C7)) = 1m0 Amax (F7(C))
Amax (F7(C)) stelle den griften Eigenvektor der inversen Fisher-Informationsmatriz

dar.

Die Verwendung dieses Kriteriums zur Verminderung der Korrelationen wird da-
durch begriindet, dass durch die Minimierung des grofsten Eigenwertes der Ko-
varianzmatrix zugleich die Ausdehnung des Konfidenz-Ellipsoids in die angezeigte
Richtung minimiert wird. Dadurch werden gleichzeitig auch die Korrelationen der

anderen Parameter mit dem zu diesem Eigenwert gehorigen Parameter verringert.

3.10.3. Optimale Versuchsplanung zur Modelldiskriminierung

Ziel der optimalen Versuchsplanung zur Modelldiskriminierung ist es, die Eingangspa-
rameter eines Versuchs so zu wiahlen, dass zwei oder mehrere Modelle sich gut
voneinander unterscheiden lassen [AD92|. Der Abstand zwischen zwei Modellen
kann zum einen durch das in Kapitel 3.9 angesprochene Akaike-Kriterium definiert
werden, aber auch direkt iiber den tatsdchlichen Abstand voneinander berechnet
werden. Lag bei den zu vergleichenden Modellen die gleiche Parameteranzahl vor,

so wurde fiir die optimale Versuchsplanung letztere Methode verwendet.
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Als Voraussetzung fiir die optimale Versuchsplanung muss eines der Modelle als
Jkorrekt angenommen werden. Anschlieffend wird der Abstand der anderen Mo-
delle zu diesem Ausgangsmodell berechnet. Fiir dieses Ausgangsmodell muss also
bereits eine Parameterschéitzung vorliegen. Dies ist insofern problematisch, als durch
die Giite der Parameterschitzung auch die Giite der Modelldiskriminierung be-
stimmt wird. Im Folgenden wird das als korrekt angenommene Ausgangsmodell mit
H,(G;0;) = Hy(G) bezeichnet, wobei 6 die Schiitzung fiir § unter den Bedingungen

des Versuchsplans ( sei.

Definition 3.18 Der Abstand des Modells Ho(G; éc) zum Ausgangsmodell sei de-
finiert durch

A(Q) = ZZ”lDij_ZQDij|

i=1 j=1

mait lkDij € Lk<G, éc; ao; TD) fUT‘ k:Z,Q

Es ist also nun derjenige Versuchsplan (* optimal fiir die Modelldiskriminierung, fiir

den gilt

AlC) = maxA(()

Eine Beschrinkung bei der Anzahl der zu untersuchenden Modelle ist ratsam, da

sonst eine ,kombinatorische Explosion* auftreten kann.
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4. Ausgangslage

4.1. Modellrelevantes Wissen zur

Benzaldehydlyase

Eines der Ziele dieser Arbeit war, auf Basis von Datensétzen eines Experiments
zur Benzaldehydlyase (BAL) ein mathematisches Modell fiir die BAL-katalysierte
Reaktion von BA zu DHPP aufzustellen. In diesem Kapitel werden zunéchst alle
bisher in der Literatur vorhandenen Informationen zur BAL erfasst, um Hinweise
fiir die Modellformulierung zu erhalten. Weiterhin werden modellrelevante Ergeb-
nisse bisheriger Experimente zur BAL, sowie das in der Literatur bisher einzige

mathematische Modell zur Beschreibung der betrachteten Reaktion dargestellt.

Im Jahr 1989 veroffentlichten B. Gonzales und R. Vicuna die Entdeckung, dass
das Bakterium Pseudomonas fluorescens Biovar I autonom auf einer Benzoinquelle
wachsen, es also Benzoin als einzige Kohlenstoff- und Energiequelle nutzen kann.
Sie fanden das dafiir verantwortliche Enzym, die BAL, isolierten es aus dem Bak-
terium, bestimmten seinen Kofaktor Thiamindiphosphat (ThDP, siehe Abb. 2.4)
und sein Molekulargewicht. Zudem schlugen sie einen Reaktionsmechanismus fiir
die BAL-katalysierte Benzoinspaltung in zwei Benzaldehydmolekiile vor, der auf

den Erkenntnissen iiber andere ThDP-abhéngige Enzyme basiert [GV89).

Demir et al. publizierten 2001 ein Papier iiber Experimente, bei denen sie mit Hilfe
der BAL von Benzoin abgeleitete Stoffe synthetisierten sowie Hydroxypropiophenone
aus aromatischen Aldehyden und Acetaldehyden. Sie konnten die Synthese in wéssri-
gem Medium unter Zugabe des Losungsmittels Dimethylsulfoxid (DMSO) und einer
Pufferlésung nachweisen. Bei diesen Untersuchungen legten sie einen Schwerpunkt
auf die Selektivitat der BAL im Bezug auf chirale Substrate und Produkte (siehe Ka-
pitel 2) und erforschten Umsetzungen iiber ein weites Substratspektrum [DEHT02].

Von E. Janzen wurde 2002 die nach gentechnischer Verdnderung (Biotransforma-
tion) stattfindende Uberexpression der BAL in E. coli, also einem sehr gut erforsch-
ten Organismus, als Grundlage fiir weitere Experimente in grosserem Mafsstab und
als Vorbereitung fiir die industrielle Nutzung des Enzyms beschrieben. Der Einfluss

der Umgebungsbedingungen wie pH-Wert und Einsatz verschiedener organischer Lo-
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sungsmittel auf die Enzymaktivitat nach der Biotransformation wurde beispielsweise
von [Jan02] und [JMKJ*06] untersucht.

Ein Konzept fiir die Konformationsénderung der BAL und die auftretenden Wech-
selwirkungen bei der Umsetzung von Substraten wurde 2004 aufgestellt [Dtun04].
Es orientierte sich an den Erkenntnissen iiber andere ThDP-abhingige Enzyme.
In [Hil05], [Sti04], |[Kiith07] und [HKP*07] wurden die Kinetiken spezifischer Syn-
thesereaktionen (BA zu BZ und auch von Folgereaktionen zu Hydroxypropiopheno-
nen) néher untersucht, sowohl durch Analysen der Anfangskinetiken als auch durch
Anpassung der Daten an Differentialgleichungsmodelle mit Hilfe des Programms
Scientist®.

Die BAL wird heute noch nicht in groferem industriellen Mafstab genutzt. Bisher
wurden vor allem ihre katalytischen Eigenschaften untersucht, das heiftt die Aus-
wirkung adufserer Einfliisse auf die Reaktionsgeschwindigkeit und die Stabilitdt der
BAL. Das geschah vor allem, um ihren industriellen Nutzen abzuschéitzen, sowie
Vorteile der enzymatischen Umwandlung gegeniiber anderen Verfahren aufzeigen
zu kénnen. Aufgrund von Ergebnissen bisheriger Experimente gelang es auch, ein
vorteilhaftes Reaktorkonzept fiir die Nutzung der BAL aufzustellen, ndmlich den
Enzym-Membran-Reaktor [Kiih07]. Die Bestimmung der kinetischen Parameter der
Reaktion ist ein weiterer erforderlicher Schritt, um das Potential des Enzyms fiir die

industrielle Nutzung zur Produktion von DHPP zu ermessen.

4.2. Datenlage dieser Arbeit

4.2.1. Versuchsbeschreibung

Die Experimente zur BAL, deren Messdaten Grundlage dieser Arbeit sind (siehe
Anhang Teil A), wurden in einem Batch-Reaktor (auch Satz-Reaktor) durchgefiihrt.
Die Substrate und das Enzym werden dabei mitsamt einem Kaliumphosphatpuffer
und einem Losungsmittel (Kosolvent) in ein Becherglas gegeben. Die Reaktion lauft
anschlieffend unter stetigem Riihren ab, bis ihr Gleichgewichtszustand erreicht ist.
Im Gegensatz zu einem Fed-Batch-Reaktor, bei dem kontinuierlich Substrat zudosiert
wird, erfahrt das System im Batch-Reaktor nach Einstellung eines Anfangszustandes
keine weiteren Einwirkungen von aufsen. In einem idealen Batch-Reaktor liegt eine

vollstdndige Durchmischung ohne Temperatur- oder Konzentrationsgradienten vor.

Es kénnen wiahrend des Reaktionsverlaufs zu jedem Zeitpunkt Proben mit einer Pi-
pette entnommen werden. Mit Hilfe der Hochleistungsfliissigchromatographie (HPLC)
werden in den Proben die Konzentrationen der an der Reaktion beteiligten Stoffe
gemessen, wobei die Konzentrationen chiraler Stoffe (siehe Kapitel 2) anteilig ge-

messen werden konnen. Um die HPLC benutzen zu kénnen, muss zu der Probe
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ein Losungsmittel, in diesem Fall Acetonitril, gegeben werden. Erst dann kann die
chromatographische Aufspaltung erfolgen, die fiir die Bestimmung der in der Probe
enthaltenen Stoffkonzentrationen notwendig ist. Das Kosolvent Dimethylsulfoxid
(DMSO) wird dieser Reaktion zugegeben, da eines der Produkte, ndmlich Benzoin,
in Wasser schwer 16slich ist, aber nur in Losung durch die BAL umgesetzt werden
kann. Leider wirkt DMSO sich negativ auf die Enzymstabilitdt aus [KBBT04].

Die Wahl eines geeigneten pH-Werts fiir die Reaktionsumgebung, der durch ei-
ne Pufferlosung eingestellt wird, ist ein Abwégen zwischen hoher Enzymaktivitat
(optimale Aktivitdt ungefdhr bei pH 8.75) und hoher Enzymstabilitdt (Optimum
ungefdhr bei pH 7). Bei den hier betrachteten Experimenten lag der pH-Wert der
Reaktionsumgebung bei pH=8. Die Zusammensetzung des Puffers, die Konzentra-

tion des Kosolvents sowie die Einstellungen der HPLC sind [Kiih07| zu entnehmen.

4.2.2. Der Datensatz und seine Tiicken

Bei den fiir die Modellierung verfiigharen Daten handelt es sich um die Messungen
aus drei Batchversuchen, wobei zu Beginn eine variierende Menge BA, eine durch
ungenaue Einwaage unabsichtlich abweichende Menge des Enzyms BAL und Dime-
thoxyaldehyd (DALD) im Uberschuss (100 mM) in das Becherglas gegeben wurden
(siche Tabelle 4.1). Der Uberschuss an DALD war nétig, um das thermodynamische
Gleichgewicht der Reaktion auf die Produktion von DHPP zu legen [Kiih07].

Anfangskonz. BA [mM] | Anfangskonz. BAL [mg/ml|
Batch A 56.0 0.22
Batch B 31.5 0.29
Batch C 18.7 0.20

Tabelle 4.1.: Anfangskonzentrationen der Batch-Experimente

Die Konzentrationen jeweils von BA, BZ, DHPP sowie DALD wurden kontinuierlich
zu verschiedenen Zeitpunkten gemessen (nach 0, 16, 21, 30, 45, 60, 90, 120, 150, 180,
210, 240, 300 Minuten). Eine zusétzliche Konzentrationsmessung fand nach 1325
Minuten statt, um zu iiberpriifen, ob der Gleichgewichtszustand der Reaktion nach
Abschluss der vorherigen Messungen wirklich schon erreicht war. Die Ergebnisse
dieser Zusatzmessung wurden aber im Folgenden nicht miteinbezogen, da die nume-
rische Losung der DGL-Systeme der mathematischen Modelle zu der enzymatischen

Reaktion sonst erheblich zeitraubender gewesen wire.

Ebenfalls nicht miteinbezogen wurde der Konzentrationsverlauf des DALD, da die
Messungen starken Schwankungen unterlagen und von den Experimentatoren selbst
als sehr unsicher eingestuft wurden. Es ist erst moglich, die Konzentration des DALD

in der Probe zu messen, wenn es zu einem anderen Molekiil weiterreagiert. Fiir
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diese Reaktion wird die Losung iiber eine Zeitdauer von 20 Minuten auf 100 °C
erhitzt und auf diese aufwéndige Prozedur sind die Messschwankungen vermutlich
zuriickzufiihren. Das bedeutet, dass der statistischen Analyse insgesamt 3-3-13 = 117

Datenpunkte zur Verfiigung standen.

Die Messung der Benzoinkonzentration war trotz Zugabe des Losungsmittels DMSO
durch ausfallende Benzoinflocken (Agglomerationen) erschwert. Diese Agglomeratio-
nen waren wahrend der Reaktion chemisch inaktiv, wurden aber durch Zugabe von
Acetonitril, das zur chromatographischen Messung notig ist, wieder gelost und daher
in die Konzentrationsmessung miteinbezogen. Die wahre Benzoinkonzentration im
Reaktionsverlauf ist also in einem unbekannten Ausmafs kleiner als die gemessene.
HPLC-Messungen niedrigerer Konzentrationen unterliegen zudem einer Sensibili-
téatsgrenze des Gerits. Laut Aussagen der Experimentatoren konnen Konzentratio-
nen von etwa 0.05 mM noch detektiert werden. Natiirliche Unregelméfigkeiten bei
Pipettenvolumina stellen einen weiteren Faktor fiir Ungenauigkeiten in Messungen

dar.

Jeder Batchversuch wurde nur einmal angesetzt und der Konzentrationsverlauf der
Reaktanden iiber die Zeit gemessen. Diese Experimentalstrategie macht es schwer,
die Daten statistisch zu untersuchen, da es fiir keinen Datenpunkt Referenzpunk-
te gibt. Schon eine einzelne Wiederholung des Versuchs hétte Erkenntnisse iiber
Messgenauigkeit beziehungsweise Varianzen der Messwerte geben konnen. In dieser
Arbeit wurden von den Experimentatoren geschétzte Werte fiir die Messwertvarian-

zen in die modellgestiitzte Datenauswertung implementiert.

Experiment Batch A

60£ ® BA = Benzaldehyd (Substrat)
® BZ=Benzoin (Produkt)

501 ® DHPP = (R)-3,3- Dimethoxy-HPP (Produkt)
= 40
E
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o
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Abbildung 4.1.: Experimentalverlauf Batch A

Abbildung 4.1 zeigt ein Beispiel fiir die graphische Aufbereitung der Messdaten. In
ihr wird der der zeitliche Verlauf der Reaktion in Batch A dargestellt. Es ist deutlich
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zu erkennen, dass BA in der katalytischen Umsetzung verbraucht wird und BZ und
DHPP als Produkte entstehen. Um ein Modell fiir die Gesamtreaktion erstellen
zu konnen, wurden nun Hypothesen beziehungsweise Reaktionsschemata fiir alle

Teilreaktionen der beteiligten Stoffe und deren zeitliche Abfolge formuliert.

4.3. Hypothesen zum Reaktionsverlauf

4.3.1. Reaktionsschemata

Um die Zusammenhénge einer kinetischen Reaktion mathematisch zu erfassen, kann
man aus den einzelnen Schritten der Reaktion und der Annahme, dass die Abspal-
tung des Produktes vom Enzym der geschwindigkeitsbestimmende Schritt ist, ein
DGL-System aufstellen, wie in Abschnitt 2.2.1 beschrieben wurde. Das bedeutet,
dass bekannt sein muss, welche Reaktionsteilnehmer mit dem Enzym wechselwirken,
welche Produkte dabei entstehen und {iberdies, in welcher Reihenfolge die einzelnen
Schritte ablaufen. Sollten Inhibitoren oder Aktivatoren an dem System beteiligt sein,
so ist es notig, ihre Konzentration sowie die Art der Inhibierung oder Aktivierung

zu kennen, um die Formulierung des DGL-Systems entsprechend anzupassen.

Bei der in dieser Arbeit betrachteten enzymatischen Umsetzung des Benzaldehyds
(BA) zum Endprodukt (R)-3,3-Dimethoxy-1-phenyl-2-hydroxypropanon (DHPP)
sind der genaue Mechanismus und die Abfolge der Reaktion unbekannt. Es gibt
bisher nur einige Hypothesen zum Reaktionsverlauf, die sich auf die Funktionsweise
anderer Enzyme stiitzen, die ThDP als Kofaktor haben und mit denen die BAL
deshalb verglichen werden kann [DEHT02].

In den Abbildungen 4.2 [Reaktionsschema A] und 4.3 [Reaktionsschema B| sind zwei
aus diesen Hypothesen hergeleitete Reaktionsschemata dargestellt. Sie unterschei-
den sich im Reaktionsprodukt der Umsetzung des Benzoins (BZ) durch die BAL.
Wihrend in Reaktionsschema A ein BZ-Molekiil mit zwei DALD-Molekiilen zu zwei
DHPP-Molekiilen reagiert, entsteht in Reaktionsschema B aus der Reaktion eines
BZ-Molekiils mit einem DALD-Molekiil jeweil ein BA- und ein DHPP-Molekiil. Das
BA-Molekiil kann hier wieder als Substrat fiir eine weitere Umsetzung zu Benzoin

in die Reaktion eingehen (gestrichelter Pfeil).

Zwar stellen die Pfeile in den Reaktionsschemata alle vorstellbaren Reaktionen
dar, aber es ist unbekannt, welche von ihnen tatsichlich stattfinden. Die BAL
kann theoretisch alle aufgezeichneten Reaktionen katalysieren. Auferdem ist, bis
auf Hinweise aus einigen Messungen aufserhalb des Rahmens dieser Arbeit, die auf
eine Inhibierung der BAL durch das DALD hinweisen [Kiih07|, unbekannt, ob und

von welchen Reaktionsteilnehmern die BAL aktiviert oder inhibiert wird.
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Abbildung 4.3.: Zweite Hypothese fiir die Reaktion von Benzaldehyd zu DHPP
|[Reaktionsschema B

Fiir die Formulierung eines mathematischen Modells, das die Reaktion beschreibt,
ist es notig, sich fiir einige Reaktionsschritte zu entscheiden, um die Anzahl der
Modellparameter zu begrenzen und das Modell insgesamt nur so komplex wie notig
zu wihlen. Fiir jeden in dem Modell beachteten Teilschritt der Reaktion kommen
unter Annahme einer Michaelis-Menten-Kinetik mindestens zwei unbekannte Para-

meter zu dem Modell hinzu.



4.3.2. Diskussion eines Modellvorschlags aus der Literatur

An dieser Stelle soll das bisher einzige in der Literatur beschriebene DGL-Modell fiir
die von der BAL katalysierte Reaktion von BA zu DHPP dargestellt werden. Es ent-
hélt einige Schritte der Gesamtreaktion und wurde in einer einfachen, sowie in einer
um einige Gleichungen und Parameter erweiterten Form mit Hilfe des Programms
Scientist® an die Messdaten aus den drei Batchversuchen (siehe Abschnitt 4.2.2)
angepasst [Kih07].

Reaktionsschema B (vergl. Abb. 4.3) wurde als Grundlage fiir dieses Modell aus-
gewahlt. Begriindet wurde dies damit, dass alle an einer Umsetzung beteiligten
Molekiile mit dem Enzym zusammentreffen miissen, bevor eine Reaktion stattfinden
kann. Deshalb schien es den Experimentatoren intuitiv wahrscheinlicher, dass die in
den Abbildungen 4.2 und 4.3 mit r3 bezeichnete Umsetzung mit nur zwei Molekiilen
(BZ und DALD) stattfindet, anstatt mit dreien (BZ und zwei Molekiile DALD).

Der Modellvorschlag lautet [Kiith07]:

d CBA
dt
d CBz
dt
d cpupp
dt
d cpaLp
dt

= —=2r; + 13

=r1 —r3[—77]
= 7"3

= —/]"3

mit der potentiellen Ergdnzung folgender Gleichungen:

d CBZC
dt

d CEuct
dt

d CEgeact
dt

:7"7

:7”8

und

2
CBA
r = E- vmam : C
! BABZ (Km,BABZ (1 + spaLp ) CBA)

K; parLp
r3 = F-ViaeBzDHPP - K bz HAlD
m.Bzpupp (1 + Ko barp +cBz)
r7 = ke cpz — ks Cpz,
rs = kact : Eact - kdeact : Edeact~

In diesem Modellvorschlag bezeichnet cx die zeitabhéngige Konzentration des Stoffes X,
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E die Anfangskonzentration der BAL (gesetzt als feste Konstante E = 0.25 mg/ml)
und K; parp die Inhibierungskonstante fiir eine Inhibition der BAL durch das DALD.

Die kinetischen Parameter V.« und K., sind wie in Abschnitt 2.2.1 erklart.

Die Erweiterung des Modells um Schritt r; soll zusédtzlich die Kristallisation des
Benzoins beriicksichtigen. Dabei stellen die unbekannten Parameter k£, und k. eine
Solubilisierungskonstante und eine Kristallisationskonstante dar. Fiir die Konzen-
tration des kristallinen Benzoins cpy, waren allerdings keine Messungen vorhanden.
Der Konzentrationsverlauf wurde durch die Anpassung des Modells an die experi-

mentellen Daten mitbestimmst.

Eine weitere Erganzung des Modells (rg) unterscheidet zwischen dem Enzym im
aktiven Zustand (F,) und im inaktiven Zustand (Egeac). Zu diesen beiden Zu-
standen wurden die unbekannten Parameter k, und kgeqer mit der Einheit min™ in
das System eingefiihrt. Es gibt ebenfalls keine Messreihen zu den Konzentrationen
der Enzymzustiande Fg.. und E,., deshalb wurde der Konzentrationsverlauf wie-
der durch Anpassung des Modells an die Daten bestimmt. Die fiir die Parameter-
schiatzung verwendete Datenreihe zum Konzentrationsverlauf des DALD stammte
ebenfalls nicht aus experimentellen Messungen, sondern wurde vorher mit Hilfe
der angenommenen Michaelis-Menten-Kinetik simuliert und dann zum Anpassen

verwendet.

Dieses DGL-Modell hat in der einfachen Formulierung fiinf beziehungsweise in der
erweiterten Formulierung neun Parameter. Die sich aus einer Anpassung mit Hilfe
des Programms Scientist® ergebenden Werte fiir die Parameter, sowohl fiir das
einfache als noch viel mehr fiir das erweiterte Modell, sind aufgrund der vielen
Annahmen, die zu ihrer Berechnung getroffen wurden, problematisch. Vor allem
die Annahmen beziiglich der Konzentrationsverlaufe von DALD, des kristallinen
Benzoins und der beiden Enzymzustéande, die nicht durch Daten gestiitzt werden und
das System nur mit weiteren Unbekannten belasten, machen die Parameterschiatzung

fragwiirdig.

Aus diesen Griinden war es eines der vorrangigen Ziele dieser Arbeit, auf Basis der
Reaktionsschemata DGL-Modelle aufzustellen, die das System gut beschreiben aber
nicht komplexer als notwendig sind. Die Schatzung der Parameter der Modelle sollte
nachvollziehbar sein und keinen iiberméfsig einschrdnkenden Annahmen unterliegen,
sowie nur auf vorhandenen Datenreihen beruhen. Die Formulierung dieser Modelle

wird im folgenden Abschnitt dargestellt.
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4.3.3. Abgeleitete Grundmodelle dieser Arbeit

If a particular model (parametrization) does not make biological sense,
this is reason to exclude it from the set of candidate models, particularly

in case where causation is of interest [BA02].

Eines der Ziele dieser Arbeit war, mathematische Modelle fiir die BAL-katalysierte
Reaktion des BA zum DHPP aufzustellen. Um den Modellen biologischen Sinn
zu verleihen, sollte sich ihre Formulierung an bestehenden Modellen fiir Reakti-
onskinetiken orientieren. Aus der begrenzten Anzahl von 117 Messpunkten (vergl.
Abschnitt 4.2.2) und dem Kriterium der Parametersparsamkeit (principle of parsim-
ony |BJ76|) heraus wurde angestrebt, die betrachteten Teilreaktionen der Katalyse

auf ein noétiges Mindestmals zu beschranken.

Aus den beiden Reaktionsschemata A und B in den Abbildungen 4.2 und 4.3 ergibt
sich, dass jeweils die Schritte r; und rs ausreichen, um eine Reaktion zu beschrei-
ben, bei der BA zu DHPP umgesetzt wird. BZ ensteht bei dieser Reaktion als
Zwischenprodukt. Nach einer Reduzierung der Reaktionsschemata A und B auf
diese beiden Schritte konnten die beiden sich im Produkt von Reaktionsschritt
r3 unterscheidenden DGL-Modelle Modell 1.1 und Modell 2.1 fiir die katalysierte
Reaktion von BA zu DHPP hergeleitet werden. Auf die Einfiigung von Inhibierungen
oder Kristallisationsparametern in die Reaktionsmodelle wurde vorerst verzichtet,

ebenso wie auf die Verwendung komplexerer Kinetiken als die der Michaelis-Menten-
Kinetik.

Die Formulierung der beiden auf zwei Schritte reduzierten Reaktionsschemata als
Differentialgleichungsmodelle mit Michaelis-Menten-Kinetik unter Beachtung der

Reaktion von BA zu BZ und der Folgereaktion zu DHPP lautet:

Modell 1.1 [Reaktionsschema A]

dCBA

d ;fz = T'yt — T3 (42)
dc
% = 2y (4.3)

Modell 2.1 [Reaktionsschema B]
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dCBA

pri —2r) + 13 (4.4)
d ccltBZ = r—73 (4.5)
dcl;% = 1y (4.6)
mit

o=V BABZ*< ba )2 (4.7)

e K...BaBz + CBA .

CBzZ

rs = Vinaz,BZDHPP * Ko oonrs + o2 (4.8)

Dabei ist in den unbekannten Parametern V,,,,, . die bekannte Enzymkonzentration
als Faktor mit inbegriffen. Es gilt also fiir den Wert eines um die Enzymkonzentration

cpo bereinigten Viax per:

Vmam,...

CEo

Vmax,ber =

Vinaxber Wird in der Einheit der Enzymaktivitit pro Gewicht (U mg') angegeben
und die Ky-Werte mit der Einheit M (Molaritdt). Die Quadrierung des zweiten
Terms in Gleichung 4.7 beruht auf der Tatsache, dass zwei Molekiile BA zu einem

Molekiil Benzoin umgesetzt werden.

Diese Formulierung dieser beiden Grundmodelle erlaubt es, auf einfache Weise wei-
tere Teilschritte der Reaktion oder Inhibitionen zu ergénzen und zu iiberpriifen,
inwiefern diese zur Verbesserung der Modellgiite beitragen. Die Ergdnzung von
weiteren Reaktionsschritten war insofern von Interesse, weil unter anderem aufgrund
der Datenbasis gekldart werden sollte, ob Schritt r; von Bedeutung fiir die Reaktion

ist, beziehungsweise ob diese Teilreaktion iiberhaupt stattfindet.

Eine Inhibition der BAL durch DALD konnte leider nicht ergénzt werden, da zu
der Schéatzung des unbekannten Inhibitionsparameters Messwerte fiir die DALD-
Konzentration im Reaktionsverlauf notig gewesen wéren. Diese wurden allerdings
von vorneherein aufgrund ihrer starken Schwankungen vernachlissigt (vergl. Ab-
schnitt 4.2.2). Deshalb war es nur moglich, Substrat- und Produktinhibierungen zu

erganzen.

Fir den Einbau einer solchen Inhibition wird im Nenner der Michaelis-Menten
Kinetik der Faktor
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mit dem Kj;-Wert multipliziert, wobei cj,;, die Konzentration des Inhibitors und

Kimn die unbekannte Inhibitionskonstante fiir diese Reaktion bezeichnen.

4.3.4. Zusammenfassung

Der Ansatz, nur wirklich notige Teilschritte der Reaktion in das Modell aufzunehmen
und von stark auf das Wesentliche reduzierten DGL-Modellen auszugehen, unter-
scheidet sich wesentlich von dem in Abschnitt 4.3.2 vorgestellten Modellansatz,
der in der dort beschriebenen Weise an dem Vorhaben scheitert, von vorneherein

moglichst viele Parameter, Beobachtungen und Annahmen einzubeziehen.

Die Formulierung der Differentialgleichungsmodelle Modell 1.1 und Modell 2.1 (siehe
Seite 55) war die Basis aller folgenden Berechnungen. Auf diese beiden Modelle sowie
ihre Ergénzungen durch weitere Teilreaktionen oder Inhibitionen konnten die in Ka-
pitel 3 beschriebenen Methoden zur Parameterschétzung und Modelldiskriminierung
angewendet werden. Durch die Modelldiskriminierung sollte es dann auch ermoglicht
werden, von den beiden Reaktionsschemata A und B (vergl. Abb. 4.2 und 4.3) das

wahrscheinlichere zu bestimmen.
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5. Ergebnisse

5.1. Implementierung

Die Implementierung der verschiedenen mathematischen Methoden zur Parame-
terschétzung, Modelldiskriminierung und optimalen Versuchsplanung erfolgte unter
MatLab®. Dabei wurden dort vorhandene Optimierungsroutinen und Routinen zur

numerischen Losung von Differentialgleichungssystemen (DGL-Loser) verwendet.

Die Programmierung und die Rechenzeiten wurden wesentlich dadurch bestimmt,
dass keine explizite Gleichung fiir das nichtlineare Modell gegeben war, sondern alle
Ergebnisse nur durch wiederholtes Anwenden des DGL-Losers erhalten werden konn-
ten. Ein Optimierungsvorgang, bei dem Parameter eines Modells geschatzt wurden,
dauerte etwa vier bis zehn Sekunden. Dabei wurde das DGL-System mehrfach gel6st;
in der Optimierung, die im Anhang in Abschnitt D dargestellt ist, beispielsweise
160-mal. Die mathematischen Methoden, bei denen fiir tausend kiinstliche erzeugte
Datensétze jeweils Parameterschatzungen und Kovarianzmatrizen berechnet wurden
(MCData und SIMUL, siche Abschnitt 3.6.5), benotigten mehrere Stunden Rechen-

zeit.

Eine korrekte Implementierung ist ausschlaggebend fiir vertrauenswiirdige Ergebnis-
se, mit denen man wissenschaftlich argumentieren kann. Deshalb wurde viel Wert
auf stetes Uberpriifen des Programmecodes gelegt. Es wurden keine Programme aus

anderen Quellen im Rahmen dieser Arbeit verwendet.

5.2. Parameterschatzung

Alle in dieser Arbeit untersuchten Differentialgleichungsmodelle fiir die von der BAL
katalysierte Reaktion von BA zu DHPP enthielten mindestens vier unbekannte
kinetische Parameter. Diese unbekannten Parameter, zusammengefasst in einem
Vektor 0 = (Vinaz BBz Knipapz; - - - ), wurden mit den vier in Kapitel 3 allgemein
beschriebenen Methoden auf Basis der aus drei Batchversuchen erhaltenen Daten-
sitze (siche Abschnitt 4.2.2) geschétzt. Die Schitzmethoden haben verschiedene

mathematische Parameter, die vor der konkreten Anwendung spezifiziert werden
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miissen. Die Methoden und die Konfiguration dieser Parameter werden im Folgenden

aufgefiihrt.

e Methode der gewichteten kleinsten Quadrate (gKQSS)

Das Grundrauschen der Messdaten in dem fiir diese Methode betrachteten
Regressionsmodell (siche Abschnitt 3.5) wurde auf eg;; = 0.1 mM gesetzt.
Das ist etwas hoher als die von den Experimentatoren prognostizierte Sensi-
bilitdtsgrenze des verwendeten Messgerits von etwa 0.5 mM (siehe Abschnitt
4.2.2). Der Wert fiir e¢;; wurde auf 0.1 mM gesetzt, um sicherzugehen, dass
die wahre Sensibilitdtsgrenze nicht hoher ist, als die fiir das Modell angenom-
mene. Die Gewichte der gKQSS wurden entsprechend der in Abschnitt 3.6.2
beschriebenen Methode berechnet.

e Least-Trimmed-Squares-Methode (LTS)
Diese Methode wurde fiir k=2 verwendet, das bedeutet, dass die zwei groften
Residuen (Abstande zwischen den Messwerten und den durch das Modell
simulierten Werten) nicht in die Schétzung des Parametersatzes miteinbezogen

wurden.

e Methode des parametrischen Bootstrap (MCData)
Als Ausgangsparameter, mit dem tausend kiinstliche Datensétze fiir jedes
Modell erzeugt wurden, wurde immer éKQSS verwendet, also die jeweilige
Schatzung des Parametersatzes mit der gKQSS fiir das betrachtete Modell.
Fiir diese kiinstlichen Datensétze wurden wiederum Parameter geschatzt. Das
Ergebnis der Schatzung mit dieser Methode ist der Mittelwert aus den tausend

Parameterschitzungen.

Die Anzahl der simulierten Datensétze wurde auf tausend festgelegt, da gezeigt

werden konnte, dass die Methode innerhalb dieses Rahmens konvergiert (vergl.

Abschnitt 5.2.2).

e Methode des parametrischen Bootstrap mit verrauschtem Anfangspa-
rameter (SIMUL)
Der Ausgangsparameter wurde wie bei Methode MCData gewéhlt und vor dem
Simulieren neuer Datensétze verrauscht, wie in Abschnitt 3.6.5 beschrieben.

Danach wurde analog zu Methode MCData vorgegangen.

Die Ergebnisse der Parameterschiatzungen mit diesen vier Methoden fiir die beiden
Grundmodelle (Modell 1.1 und Modell 2.1, siche Seite 56) finden sich im Anhang
(Teil B) in den Tabellen B.1 und B.2 und sind in den Abbildungen 5.1 und 5.2
dargestellt. Es wird darauf hingewiesen, dass die in diesem Kapitel aufgefiihrten

Schétzungen fiir die V.- Werte alle noch die in den Batch-Experimenten eingesetzte
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Abbildung 5.1.: Parameterschétzungen fiir Modell 1.1 im Vergleich
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Abbildung 5.2.: Parameterschétzungen fiir Modell 2.1 im Vergleich

Enzymkonzentration als Faktor beinhalten, die bei etwa 0.2 mg ml?! lag (siche
Tabelle 4.1 und Abschnitt 4.3.3).

Man erkennt in den Abbildungen 5.1 und 5.2, dass die Werte der Parameterschéatzun-
gen zu den jeweiligen Modellen sich sehr dhnlich sind, unabhéngig davon, mit welcher
Methode sie geschéitzt wurden. Das bedeutet, dass keine Schiatzung von den anderen
stark abweichende Werte ergibt. Die Parameter haben kleine Standardabweichungen,

sind also sehr gut bestimmt.

Abbildung 5.3 zeigt das Ergebnis der Anpassung von Modell 2.1 an die Daten
von Batchversuch A mit dem Parametersatz QléKQSS (Die Zahl links von 6 gibt

das Modell, die Abkiirzung rechts die Schatzmethode an). Die Anpassungen an die
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Abbildung 5.3.: Modellanpassung an die Daten aus Batch A

anderen beiden Batch-Datensatze sehen dhnlich aus.

5.2.1. Vergleich der auf zwei Arten geschatzten

Kovarianzmatrizen

Die Standardabweichungen der Parameterschitzungen in den Tabellen B.1 und B.2
sind Kovarianzmatrizen entnommen, die auf Grundlage von Satz 3.3 in Kapitel 3
berechnet wurden. Da in Satz 3.3 zwei Moglichkeiten der Berechnung angefiihrt
werden, ndmlich die Formeln (3.17) und (3.18), wurden beide im Vorhinein vergli-
chen. Der Vergleich fand fiir die Kovarianzmatrizen zu Parametersatz 21éKQ gg statt.
Die Elemente des Storvektors h € RP der zur Berechnung der Kovarianzmatrizen
angewendeten numerischen Differentiation (siehe Abschnitt 3.7.1) wurden auf h;=0.3
fiir j =1,...,p gesetzt, da sich die Berechnungen der Kovarianzmatrix fiir 219[(@55

um h;=0.3 als numerisch stabil erwiesen.

Es wurden zwei Beobachtungen gemacht:

e Zur Berechnung der in Formel (3.17) benotigten Output-Sensitivitdt musste
der Optimierungsalgorithmus nur achtmal neu gestartet werden, im Vergleich
zu 234-mal fiir die Berechnung der in Formel (3.18) verwendeten Parameter-
Sensitivitat (vergl. Abb. 3.3). Das ist eine bedeutende Zeitersparnis, da jede

Optimierung etwa vier bis zehn Sekunden dauert.

e Die Berechnung der Kovarianzmatrix auf Basis von Formel (3.17) mit dem
oben definierten Vektor h war numerisch stabiler. Wéhlte man um 0.1 kleinere

oder grofere Werte fiir h;j, so erhielt man hier die gleichen Eintrage in der
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Kovarianzmatrix, wiahrend sie bei der anderen Methode bereits Schwankungen

in der ersten Nachkommastelle unterlagen.

Der Vergleich der beiden Berechnungsarten fiihrte zu der Entscheidung, fiir die

Berechnung der iibrigen Kovarianzmatrizen Formel (3.17) zu verwenden.

5.2.2. Verteilung der Parameterschiatzung

Mit den Methoden MCData und SIMUL sollten nicht nur die unbekannten Parame-
ter geschatzt, sondern auch die empirischen Verteilungen der Schiatzungen bestimmt
werden. Zuerst wurde die Konvergenz der Methoden MCData und SIMUL {iberpriift.
Dies ist in Abbildung 5.4 beispielhaft dargestellt. Sie zeigt die Konvergenz fiir die
Schétzung des Parameters V,ax gzpupp, der hier mit der Methode SIMUL fiir Modell
2.1 geschétzt wurde. Die x-Achse zeigt die Anzahl der in die Schétzung eingehenden
Datensétze an, die Schéitzung selber ist mit einem Plus gekennzeichnet und die

Standardabweichungen in beide Richtungen mit Kreisen.

0.14

008 st WW#WWWMW

0.06 ]

0 200 400 600 800 1000
Anzabhl kiinstlicher Datensatze

Abbildung 5.4.: Beispiel fiir die Konvergenz eines Parameters (hier Vi,axpzpnpp
aus Modell 2.1) bei Zunahme der zur Schétzung verwendeten
Datensétze

Die Konvergenz stellte sich fiir alle Parameter spétestens nach etwa 600 bis 800
Simulationsschritten ein. Das bedeutet, dass nach der Erzeugung dieser Anzahl
von Datensédtzen der Mittelwert der dazu berechneten Parameterschiatzungen gegen
einen Zielwert konvergierte. Alle folgenden Ergebnisse, die mit Hilfe der Methoden
MCData und SIMUL erhalten wurden, basieren auf jeweils tausend kiinstlich er-
zeugten Datenséitzen, da diese fiir ein aussagekraftiges Ergebnis ausreichend waren,

wie hier gezeigt wurde.
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Abbildung 5.5.: Histogramme fiir die Parameterhédufigkeiten bei der Parameter-
schatzung mit MCData fiir Modell 2.1

Aus den jeweils tausend mit den Methoden MCData und SIMUL ermittelten Para-
meterséitzen fiir die verschiedenen Modelle wurden anschliefsend empirische Vertei-
lungen aufgezeichnet. Ein Beispiel fiir die Verteilung der tausend Parameterschét-
zungen fiir Modell 2.1 (Methode MCData) zeigt Abbildung 5.5. Die verstreuten
Parameterschatzungen an den Réndern der Verteilung sind zu einem grofen Teil
dadurch zu erklaren, dass es sich dabei um Schétzungen aus Optimierungsvorgangen
handelt, die in einem Nebenminimum beendet wurden oder aufgrund des Erreichens

einer maximalen Anzahl von Iterationen abgebrochen wurden.

Man erkennt in Abb. 5.5 sehr deutlich die glockenférmigen empirischen Verteilungen
der einzelnen Parameterschatzungen, die auf Normalverteilung schliefsen lassen. Die
Parameterschatzung fiir V,,,.» pzprpp unterliegt der geringsten Streuung, lésst sich
also genauer schitzen als die anderen Parameter. Im Gegensatz dazu unterliegt der

Parameter K,, pzpupp der breitesten Streuung.

Diese Ergebnisse sollten mit der anderen Methode zur Bestimmung der Standard-
abweichungen der Parameter, der in Abschnitt 5.2.1 beschriebenen Berechnung der
Kovarianzmatrix vergleichbar sein. Die Ergebnisse dieser Methode, die in den Ta-
bellen B.1 und B.2 als Standardabweichungen hinter den Schitzwerten verzeichnet

sind, zeigen tatséchlich das gleiche Streuungsverhalten der Parameter wie Abb. 5.5.
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5.2.3. Korrelationen zwischen den Parameterschatzungen

Korrelationen zwischen den Parameterschitzungen konnten beispielsweise fiir die
Parameterschéitzung gléKQSS gezeigt werden. Die fiir diesen Parameter berechnete
Kovarianzmatrix ist in Tabelle 5.1, die daraus nach Definition 3.5 resultierende

Korrelationsmatrix in Tabelle 5.2 dargestellt.

Cov (210x0ss) | Vmax,BABZ ~ Vmax,BZDHPP Ky,BaBz Ky,BzpHPP

Vmax BABZ 0.0036703  -0.00032335  0.0031365 -0.00024516
Viaxszpapp | -0.00032335 0.010301 -0.0004015 0.021916

Kwm BaBz 0.0031365 -0.0004015 0.0028417  -0.00042306
Kwm Bzpupp -0.00024516 0.021916 -0.00042306 0.04786

Tabelle 5.1.: Kovarianzmatrix nach Formel (3.17) zu Parametersatz gléKQSS

Corr (2191(@53) Vmax,BABz Vmax,BZDHPP KM,BABZ KM,BZDHPP
Vimax, BABZ 1 -0.05259 0.97119 -0.01850
Vinax,szoupp | -0.05259 1 -0.07421
Kn BABZ 0.97119 -0.07421 1 -0.03628
Kwm BzpHPP -0.01850 0.98704 -0.03628 1

Tabelle 5.2.: Korrelationsmatrix nach Formel (3.17) zu Parametersatz gléKQSS

In der Korrelationsmatrix sind hohe Werte fiir die Korrelation der kinetischen Pa-
rameter Vyaxpapz und Ky papz sowie von Vi pzpupp und Ky pzpapp angege-
ben. Fiir Korrelationsmatrizen auf Basis anderer Schiatzmethoden war dies dhnlich.
Korrelationen kinetischer Parameter sind nicht durch biologische Gesetzméafigkeiten
erklérlich. Deshalb sollte eines der Ziele der optimalen Versuchsplanung sein, diese

Korrelationen zu verringern.

5.3. Modelldiskriminierung

5.3.1. Modellvarianten

Die Diskriminierung der Modelle 1.1 und 2.1 wurde mit Hilfe des Akaike-Kriteriums
fir kleine Datensétze (AICc, siche Abschnitt 3.9.1) vorgenommen. Die Berechnung
der AICc-Werte fiir die in Tabelle B.1 und Tabelle B.2 aufgefiihrten Parameter,
die direkt aus den Datenséitzen der Batch-Experimente geschitzt wurden (éKQSSa

0.1rs), wird in Tabelle 5.3 gezeigt.

Die Werte des AIC¢ fiir Modell 2.1 sind kleiner als die fiir Modell 1.1. Das bedeutet,
dass Modell 2.1 und damit auch das Reaktionsschema B als Grundlage dieses Modells
dem anderen Modell/Reaktionsschema A iiberlegen ist. Allerdings kénnte dieser

Unterschied der AICo-Werte auch durch Messrauschen zustande gekommen sein.
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Modell 1.1 | Modell 2.1
Orqss 229.86 185.35
Orrs 229.02 163.31

Tabelle 5.3.: Vergleich der AIC-Werte der Grundmodelle

Um zu iiberpriifen, ob der Unterschied zwischen den Modellen vom Messrauschen ab-
héangig ist, wurde mit der Methode MCData eine Haufigkeitsverteilung von tausend
AICc-Differenzen (AICc-Wert Modell 1.1 minus AICo-Wert Modell 2.1) berechnet,
wie in Abbildung 5.6 gezeigt wird.

Differenz der AIC-Werte (Modell 1.1 — Modell 2.1)
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Abbildung 5.6.: Héufigkeitsverteilung der AICq-Differenzen
(Modell 1.1 und Modell 2.1)

Aus der Verteilung der AICq-Differenzen ergibt sich, dass beziiglich des AIC¢ und
aller simulierter Datensétze Modell 2.1 Modell 1.1 iiberlegen ist. Messrauschen als
Grund fiir die Unterschiede der Werte in Tabelle 5.3 kann also ausgeschlossen wer-
den. Allerdings ist der Unterschied zwischen den Modellen nicht besonders grofs, vor
allem, wenn man die relativen Differenzen der AICo-Werte betrachtet. Ein weiteres
Ziel der optimalen Versuchsplanung sollte deshalb sein, eine bessere Diskriminierung

zwischen den beiden Modellen zu ermoglichen.

5.3.2. Modellerganzungen

Wurden zu den Grundmodellen weitere Teilreaktionen und Inhibitionen ergénzt, so
konnten beziiglich des AIC¢ keine wesentlichen Verbesserungen festgestellt werden.
Ein Beispiel dafiir ist das Ergebnis des Vergleichs von Modell 2.1 und Modell 2.2, bei
dem als zusétzliche Teilreaktion die direkte Umsetzung des BA zu DHPP eingefiigt
wurde (Schritt rs):
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Modell 2.2:

d cpa
= —2r+rz3—r
dt 1 3 5
dCBZ — oy —
dt 1 3
d cpapp
— = Tr3+TrT
di 3 5

mit den Geschwindigkeiten

2
. CBA
rn = Vmax,BABZ :
Ky papz + cpa

CBz

r3 = Viw BzDHPP " I7a p:
M,BZDHPP + CBZ

CBA

s = Vmaz,BADHPP' K T
M,BADHPP BA

Das Ergebnis der Parameterschiatzung mit den Methoden gKQSS und MCData ist

in Tabelle 5.4 verzeichnet.

22éKQSS 2200C Data
Vinax,BABZ 2.4081 £+ 0.0415 1.971 £ 0.0159
VimaxBzpapp | 0.067291 £+ 0.0527 | 0.4132 £ 0.0243

Viax.Bapupp | 0.049587 £ 0.5028 | 0.3463 £ 0.0666

Ky BaBz 11.267 £ 0.0469 4.036 = 0.0322

Kypzoupp | 6.2519 4 0.1385 | 2.961 + 0.0874

Kypapupp | 32.133 4 0.9948 | 31.4331 + 0.1477
> € 527.27 840.096

Tabelle 5.4.: Parameterschatzung zu Modell 2.2

Zum einen kann man hier erkennen, dass fiir die Schatzung mit der Methode der
gewichteten kleinsten Quadrate die Fehlerquadratsumme ), i E?j durch die Hinzu-
nahme weiterer Parameter (Vyax sapupp, Kmpapnpp) im Vergleich zu der Schitzung
fir die Grundmodelle (Tabellen B.1 und B.2) vermindert wird. Zum anderen un-
terscheiden sich die Ergebnisse der verschiedenen Schatzmethoden deutlicher. Zur
Modelldiskriminierung zwischen Modell 2.2 und 2.1 wurde wiederum das Akaike-
Kriterium fiir kleine Datensétze (AIC¢) verwendet. Die Verteilung der AIC-Wert-

Differenzen (AICc Modell 2.2 minus AIC¢ Modell 2.1) wird in Abbildung 5.7 gezeigt.

Die Streuung der Differenzen ist breiter als bei der Diskriminierung der beiden
Grundmodelle (vergl. Abb. 5.6). Obwohl fiir die meisten Datensidtze Modell 2.2

Modell 2.1 geringfiigig iiberlegen ist, gibt es auch einen nicht geringen Anteil von
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Differenz der AIC-Werte (Modell 2.2 - Modell 2.1)
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Abbildung 5.7.: Haufigkeitsverteilung der AICq-Differenzen
(Modell 2.2 und Modell 2.1)

Datensétzen (innerhalb des roten Rechtecks in Abb. 5.7), bei denen es umgekehrt ist.
Es kann also auf Basis dieser Datenlage keine eindeutige Verbesserung des Modells

durch Hinzunahme des Reaktionsschritts r; festgestellt werden.

Dieses Ergebnis hat seine Ursache eventuell in der kleinen Anzahl der Messdaten.
Zwar ist die Fehlerquadratsumme durch Hinzufligen weiterer Parameter fiir Mo-
dell 2.2 kleiner als fiir Modell 2.1, aber in der Struktur des zur Modelldiskriminierung
verwendetem AICq wiegt der Strafterm, der fiir den Einsatz zusétzlicher Parameter
zu dem Kriterium addiert wird, dies auf (siehe Definition des AIC 3.9.1). Die Mess-
datenanzahl geht beim AIC¢ als Faktor der Fehlerquadratsumme ein. Stiinden mehr
Daten zur Verfiigung, wiirde dieser Summand starker gewichtet und die zusétzlichen

Parameter wiirden die AICs-Werte nicht so stark erhéhen.

5.4. Optimale Versuchsplanung

In der optimalen Versuchsplanung sollen die Eingangsvariablen des Experiments
derart beeinflusst werden, dass fiir ein bestimmtes Ziel ein Versuchsplan berechnet
werden kann, dessen Information maximal ist (zum Prinzip der ,Informationsmaxi-
mierung” siehe Abschnitt 3.10). Die Eingangsvariablen, auf die bei dem Experiment
zur BAL Einfluss genommen werden konnte, waren die Anfangssubstrat- und die
Anfangsenzymkonzentration, sowie die Zeitpunkte der Messungen und die Dauer
des Experiments. Da die beiden letzteren von den verwendeten Messinstrumenten
und der Auswertungszeit fiir eine einzelne Messung abhéngen, wurden zunéchst nur

Optimierungen iiber die beiden Anfangskonzentrationen betrachtet.

67



5.4.1. D-optimale Versuchsplanung

Wie in Abschnitt 3.10.1 beschrieben, dient ein D-optimaler Versuchsplan der Verklei-
nerung der Varianzen der Parameterschitzung. Er basiert auf einer Minimierung der
Determinante der Kovarianzmatrix des geschitzten Parametersatzes. Die Abbildun-
gen 5.8 und 5.9 zeigen jeweils die Auswirkung der Anfangssubstrat- beziehungsweise
der Anfangsenzymkonzentration auf die Determinante der Kovarianzmatrix. Die
Sternchen zeigen die Standardabweichung der Prognose an.
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Abbildung 5.8.: Verhéltnis zwischen der Anfangssubstratkonzentration und der
Determinante der Kovarianzmatrix
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Abbildung 5.9.: Verhéltnis zwischen der Anfangsenzymkonzentration und der
Determinante der Kovarianzmatrix
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Gébe man also dem Ausgangssystem weniger Enzym zu, oder wiirde die Substrat-

konzentration erhoht, so wiirden sich die Parametervarianzen verringern.

Das Ergebnis ldsst sich noch eingéngiger mit Hilfe der Konfidenz-Ellipsoide (siehe
Abschnitt 3.4) illustrieren. In Abbildung 5.10 wird das Konfidenz-Ellipsoid des Para-
metersatzes gléKng (durchgezogene Linie, Anfangskonzentration BAL 0.2 mg/ml)
mit dem eines Parametersatzes verglichen, der aus einem Versuch mit einer An-
fangsenzymkonzentration von 0.05 mg/ml, also einem Viertel der urspriinglichen

Konzentration, berechnet wiirde (gestrichelte Linie).

Um das vierdimensionale Konfidenz-Ellipsoid anzeigen zu kénnen, wurde es in ver-
schiedene Ebenen projiziert; die betrachteten Parameter sind jeweils in der Ab-
bildungsiiberschrift verzeichnet. Zur besseren Ubersichtlichkeit wurden die durch
die Projektion entstehenden Ellipsen so transformiert, dass ihre Mittelpunkte im
Ursprung liegen und die Projektion des Ellipsoids auf eine der Parameterachsen die

relative Abweichung des Parameters in Prozent angibt. Man kann deutlich erken-
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Abbildung 5.10.: Verdnderung des Konfidenz-Ellipsoids durch Versuchsplanung

nen, dass ein Versuch, bei dem eine geringere Menge der BAL eingesetzt wiirde,
das Konfidenz-Ellipsoid verkleinern wiirde, also die Parameterschatzungen kleinere
Abweichungen hétten. In Abbildung 5.11 wurden zum Vergleich zusétzlich die Koor-
dinatenachsen fiir jeden Parameter gleich skaliert. Dadurch erkennt man allerdings

fiir einige Parameter die Verkleinerung der Konfidenz-Ellipsen nicht mehr.
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Abbildung 5.11.: Verdnderung des Konfidenz-Ellipsoids durch Versuchsplanung

(konstante Achsen)

5.4.2. E-optimale Versuchsplanung

Die E-optimale Versuchsplanung wurde zum Zweck der Verminderung der in dieser

Arbeit auftretenden Korrelationen zwischen den geschitzten Parametern verwendet

(siehe Abschnitt 3.10.2). Sie basiert auf der Minimierung des groften Eigenwerts der

Kovarianzmatrix.
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Abbildung 5.12.: Verhéltnis zwischen der Anfangsenzymkonzentration und dem
groften Eigenwert der Kovarianzmatrix
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Die Abhéngigkeit des grofiten Eigenwerts der Kovarianzmatrix von der Enzymkon-
zentration wird in Abbildung 5.12 dargestellt. Die ausgefiillten Kreise geben den
prognostizierten grofsten Eigenwert fiir die in der x-Achse angezeigte Konzentra-
tion an und die Sternchen die Standardabweichung in beide Richtungen. Es ergibt
sich, dass eine Verringerung der Anfangsenzymkonzentration auch die Korrelationen

vermindern wiirde.

5.4.3. Versuchsplanung zur besseren Modelldiskriminierung

Aufgrund des relativ geringen Unterschieds der AICs-Werte fiir Modell 1.1 und Mo-
dell 2.1 (vergleiche Abbildung 5.6) sollte ein neues Experiment geplant werden, das
es erlauben sollte, die beiden in Abschnitt 4.3.3 vorgeschlagenen Grundmodelle noch
besser zu unterscheiden. Dazu wurde die Auswirkung der Anfangsenzym- und der
Anfangssubstratkonzentration auf den Abstand zwischen den zu diskriminierenden
Modellen untersucht, wobei der Begriff des Abstands in Definition 3.18 erklart ist.
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Abbildung 5.13.: Auswirkung der Anfangssubstratkonzentration auf den Abstand
zwischen Modell 1.1 und 2.1

Je grofer der Abstand ist, desto besser konnen die Modelle voneinander unterschie-
den werden. Fiir die Versuchsplanung wurden die mittels Methode MCData erzeug-
ten Datensitze samt der dazu geschétzten Parametersitze 11éKQSS und QléKQSS
verwendet. Eines der Modelle musste zum Ausgangsmodell fiir die Abstandsberech-
nung bestimmt werden (siche Definition 3.18). In dieser Arbeit wurde Modell 2.1

als Ausgangsmodell verwendet.

Abbildung 5.13 zeigt, dass der Abstand zwischen den Modellen mit Zunahme der
Anfangssubstratkonzentration wiichse. Wiirde zu Beginn des Experiments weniger

BAL eingesetzt, so wiichse der Abstand ebenfalls, wie in Abbildung 5.14 gezeigt ist.
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Abbildung 5.14.: Auswirkung der Anfangsenzymkonzentration auf den Abstand
zwischen Modell 1.1 und 2.1

5.4.4. Ergebnisse der optimalen Versuchsplanung

Das Ergebnis der Versuchsplanung zu allen drei Zielen ist, dass eine Verringerung der
Anfangsenzymkonzentration oder eine Erh6hung der Anfangssubstratkonzentration
jeweils zum Ziel fiihrt. Der durch die optimale Versuchsplanung erkannte antago-
nistische Zusammenhang zwischen diesen beiden Konzentrationen ist dadurch zu
erklaren, dass das Enzym-Substrat-Verhéltnis in der katalysierten Reaktion beein-
flusst werden muss. Ist es nicht moglich, mehr Substrat pro Enzym einzusetzen, so
tritt der gewiinschte Effekt auch ein, wenn weniger Enzym pro Substrat eingesetzt

wird.

Es ist tatsdchlich der Fall, dass die Anfangssubstratkonzentration des Versuchs
nicht erhéht werden kann. Die Vergroferung der BA-Konzentration zu Beginn des
Experiments ist aus Griinden der geringen Loslichkeit des Stoffes nicht moglich.
Die in Batch A eingesetzte Konzentration von 60 mM BA ist schon sehr nah an
der Loslichkeitsgrenze von etwa 75 mM [HKP*07| gelegen. Die Verringerung der
Enzymkonzentration von 0.2 mg/ml auf bis zu 0.05 mg/ml stellt nach Aussage der
Experimentatoren kein Problem dar und béte nach diesen Berechnungen eine gute

Grundlage fiir ein neues Experiment.

5.5. Optimierung der Messzeitpunkte

Die Wahl der Messzeitpunkte ist eine weitere Eingangsvariable des Experiments.
Sie verdndert zwar nichts an seinem Verlauf, ist aber trotzdem entscheidend fiir die

Auswertung der Messdaten. Bei dem in dieser Arbeit betrachteten Modell ist das

72



konkret daran zu erkennen, dass der Vektor der Messzeitpunkte in die numerische
Losung des DGL-Systems eingeht (siehe Abschnitt 3.2.2). Es kommt dabei sowohl
auf die Anzahl als auch auf die Verteilung der Messzeitpunkte iiber die Experiment-

dauer an.

In dieser Arbeit wurden die Auswirkungen einiger Messanordnungen auf die drei
Ziele der optimalen Versuchsplanung hin iiberpriift. Stellvertretend fiir die anderen
Berechnungen sollen hier nur die Ergebnisse zu den Auswirkungen auf die Modelldis-
kriminierung, beziehungsweise den Abstand der Grundmodelle 1.1 und 2.1 angefiihrt
werden. Zusatzlich wurde jeweils eine optimale Versuchsdauer bestimmt, die hier

ebenfalls nur im Hinblick auf die Modelldiskriminierung dargestellt wird.

5.5.1. Vergleich von Messzeitanordnungen

Es wurden verschiedene Messzeitanordnungen formuliert, um sie vergleichen zu
konnen. Beispielsweise sollte berechnet werden, ob die Halbierung der Messzeit einen
Einfluss auf die Modelldiskriminierung hat. Aufterdem war von Interesse, ob es sich
lohnen wiirde, in der ersten Hélfte des Experiments doppelt so schnell zu messen,
oder ob sogar eine exponentielle Verteilung der Messzeitpunkte tiber die Experi-
mentdauer von Vorteil wire. Folgende Messzeitanordnungen wurden miteinander

verglichen:

e A 300: Aquidistante Messungen bis zur dreihundertsten Minute

e 2:1 300: Messungen bis zur dreihundertsten Minute, wobei zwei Drittel der

Messungen in der ersten Hélfte der Zeit gemacht werden

A 150: Aquidistante Messungen bis zur hundertfiinfzigsten Minute

e 2:1 150: Messungen bis zur hundertfiinfzigsten Minute, wobei zwei Drittel der

Messungen in der ersten Halfte der Zeit gemacht werden

Expo: Messzeitpunkte deren Abstand exponentiell (2%) bis zur dreihundertsten

Minute zunimmt

In Abbildung 5.15 ist zu sehen, dass das Experiment nicht schon in der hundertfiinf-
zigsten Minute abgebrochen werden, sondern mindestens bis zur dreihundertsten
Minute fortlaufen sollte. Halbiert man die Messdauer, kann der Abstand zwischen
den Modellen nicht mehr so gut berechnet werden. Dasselbe gilt fiir Messungen
zu Messzeiten, deren Abstand exponentiell zunimmt. Ob es giinstiger ist, in der
ersten Hélfte des Experiments doppelt so schnell zu messen, kann auf Basis dieser
Datenlage nicht entschieden werden. Der Einfluss der Messdauer auf die Auswertung

des Experiments wurde anschlieffend noch einmal separat betrachtet.
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Abbildung 5.15.: Vergleich verschiedener Messzeitanordnungen

5.5.2. Optimierung der Messdauer

Die Messdauer fiir ein Experiment wird zur Zeit dadurch bestimmt, dass es abge-

brochen wird, wenn sich bei einigen aufeinander folgenden Messungen kaum Veran-

derungen in den Werten zeigen. Die optimale Messdauer wurde im Rahmen dieser

Arbeit auf der Grundlage der mathematischen Modelle betrachtet.
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Abbildung 5.16.: Auswirkung der Messdauer auf den Informationszugewinn

In Abbildung 5.16 ist der nach Definition 3.18 berechnete Abstand zwischen Mo-
dell 1.1 und Modell 2.1 im Verhiltnis zur Messdauer bei einer gleichbleibenden

Anzahl von dreizehn Messpunkten dargestellt. Das Optimum liegt bei einer Messzeit
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von etwa 400 Minuten. Es lohnt sich also nicht, das Experiment langer als 400 Minu-
ten durchzufiithren, wenn es zur Modelldiskriminierung verwendet werden soll. Diese
Sattigungskurve bestétigt zugleich die Kurve der theoretischen Aufzeichnung des
Modellierungsaufwands gegeniiber der Modellfundamentalitit (vergleiche Abbildung
2.6).
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6. Zusammenfassung und
Ausblick

Zusammenfassung

Die in der Einleitung formulierten mathematischen Ziele dieser Arbeit wurden voll-
standig erreicht. Zunéchst sollte ein geeignetes mathematisches Modell gefunden
werden, um die Reaktion von Benzaldehyd zu DHPP beschreiben zu kénnen, die
von der Benzaldehydlyase katalysiert wird. Dafiir wurden zwei Hypothesen iiber
den Verlauf der Reaktion aufgestellt und die aus ihnen hergeleiteten Differentialglei-
chungsmodelle mit Hilfe des Akaike-Kriteriums, einer mathematischen Methode zur
Modelldiskriminierung, verglichen. Als Ergebnis der Modelldiskriminierung konnte
einerseits von den beiden Hypothesen fiir den Reaktionsverlauf die wahrscheinlichere
bestimmt werden und andererseits das Differentialgleichungsmodell 2.1 hergeleitet
werden, das sich im Vergleich mit allen anderen Modellen als das beste erwies. Es
hat nur vier unbekannte kinetische Parameter, die mit Hilfe der Parameterschéatzung

ziemlich genau bestimmt werden konnten.

Mit Methoden der Modelldiskriminierung konnte ebenfalls festgestellt werden, dass
auf Basis der in dieser Arbeit verwendeten Datensétze keine weiteren Teilreaktionen
des Versuchs wesentlich sind. Lediglich die Reaktion von Benzaldehyd zu Benzoin
und die Folgereaktion zu DHPP sind notwendig fiir ein Modell, das hinreichend gute
Voraussagen liefert. Durch die Modellierung konnten aufserdem keinerlei Inhibitionen

der BAL durch Substrate oder Produkte nachgewiesen werden.

Um auszuschliefen, dass diese Ergebnisse von Messfehlern der in dieser Arbeit
ausgewerteten Messdaten abhidngen, wurden sie mit Hilfe von Bootstrap-Methoden
iiberpriift. Dabei wurde festgestellt, dass die Ergebnisse der Diskriminierung der
beiden Grundmodelle bestdndig sind, aber eine grofere Signifikanz wiinschenswert
ware. Bei der Diskriminierung zwischen Differentialgleichungsmodell 2.1 und ergénz-
ten Modellen fiihrten die Bootstrap-Methoden hingegen zu dem Ergebnis, dass fiir
signifikante Aussagen eine breitere Datenbasis notig ist. Die Erhohung der Signi-
fikanz der Modelldiskriminierung und die Verbesserung der Datenlage sollten im

Anschluss mit den Mitteln der optimalen Versuchsplanung erreicht werden.

Die Planung eines neuen Experiments, auf den Ergebnissen der Parameterschét-
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zung und der Modelldiskriminierung aufbauend, hatte zum Ergebnis, dass weite-
re Versuche mit moglichst hoher Benzaldehyd-Konzentration und geringer BAL-
Konzentration durchgefiihrt werden sollten. Dann ware es moglich, die Parameter
genauer zu schitzen und verschiedene mathematische Modelle préaziser voneinander
unterscheiden und bewerten zu konnen. Die Mechanismen und kinetischen Parame-
ter der Reaktion sind (mathematisch) deutlicher zu identifizieren und zu quantifi-
zieren, wenn moglichst viel Substrat pro Enzym eingesetzt wird. Leider konnte das
in dieser Arbeit geplante Experiment bisher trotz Interesse der Experimentatoren

aus Zeitgriinden nicht durchgefiihrt werden.

Ausblick

Die Durchfithrung eines neuen Experiments auf Basis der in dieser Arbeit vollzo-
genen Versuchsplanung, wird Auskunft iiber die Giite der Planung geben und zur
Uberpriifung der hier getroffenen Prognosen dienen. Zudem werden sich die kineti-
schen Parameter auf einer breiteren Datenbasis voraussichtlich wesentlich genauer
bestimmen lassen. Des Weiteren wire die Durchfithrung einer gezielten Versuchs-
planung im Hinblick auf die Inhibition der BAL durch den Reaktionspartner Di-
methoxyaldehyd wiinschenswert. Diese Inhibition konnte in Einzelversuchen direkt
nachgewiesen werden, fiihrte beziiglich des Akaike-Kriteriums im mathematischen
Modell aber nicht zu einer Verbesserung der Anpassung an die Daten. Bei weiteren
Modellierungen sollten zudem die Messdaten zur Dimethoxyaldehyd-Konzentration
einbezogen werden. Die Daten zu diesem weiteren Reaktionsteilnehmer wurden in
dieser Arbeit wegen der hohen Messungenauigkeit und starken Schwankungen ver-

nachlassigt.

Personlicher Kommentar zu dieser Arbeit

Mein Anliegen fiir diese Arbeit war, im Studium erworbene Kenntnisse und Fahig-
keiten an reellen Datensétze zielgerichtet anzuwenden. Die Herausforderung, iiber
die Reproduktion alter Ergebnisse hinaus Neues zu erarbeiten, gefiel mir. Dass ich
nicht nur mit realen, sondern auch wissenschaftlich relevanten, ,frischen“ Daten

arbeiten durfte, motivierte mich dabei zusétzlich.

Weniger bewusst waren mir im Vorhinein die Probleme und Hiirden, die bei der
Bearbeitung solcher Daten zu bewiltigen sind. Die Schéatzung der Varianzen fiir
unreferenzierte Messungen war eines der Probleme. Auch die Messungenauigkeiten,
die durch Agglomeration oder Fliichtigkeit der an der Reaktion beteiligten Stoffe
entstanden, erforderten die Anwendung besonderer Methoden der Statistik, zum
Beispiel einer speziellen Gewichtung in der Methode der kleinsten Quadrate. Die

mathematische Umsetzung der verschiedenen Arten von durch den experimentellen
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Aufbau verursachten Datenbeeintrachtigungen wird leider in Lehrbiichern kaum

angesprochen.

Eine weitere Motivation fiir meine Arbeit, war der Wunsch, mit Naturwissenschaft-
lern anderer Disziplinen zusammen zu arbeiten und dabei ein weites Blickfeld (iiber
aktuelle Forschungsthemen, Stimmung in Deutschland als Forschungslandschaft,

etc.) zu erhalten.

Was meine personlichen Erwartungen betraf, bin ich sehr zufrieden mit dem Verlauf
meiner Arbeit am Forschungszentrum und dem Ergebnis. Das Thema war interessant
und ich konnte viele meiner im Studium erlernten Fahigkeiten daran erproben.
Andererseits erfordete seine Bearbeitung auch das Lernen neuer Methoden und das

Erarbeiten der dahinterliegenden Theorie.

Die interdisziplindre Arbeit hat mir in den meisten Féllen Vergniigen bereitet.
Viele Arbeitsgruppenseminare und Doktorandenseminare, an denen ich teilnehmen
konnte, zeigten mir das breite Spektrum an Themen, die am Institut fiir Bio-
technologie 2 bearbeitet wurden und werden. Zusammenfassend gesehen, bot mir
das Forschungszentrum in Jiilich gute Arbeitsbedingungen, Betreuung und eine

motivierende Atmosphére, was ich genutzt habe und wofiir ich sehr dankbar bin.
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A. Datensatz

Zur Verfiigung standen Datensétze aus drei Batchversuchen (siche Kapitel 4). Diese
Datensitze sind in den Tabellen A.1, A.2 und A.3 aufgefiihrt. Fiir eine beispielhafte
graphische Darstellung eines der Datensétze siehe Abb. (4.1).

Messzeit [min| | cga [mM]| cgz [mM] cpgpp [mMM]
0 26.827 0 0
16 26.362 9.3661 0.57463
21 D.5827 28.256 1.0422
30 3.8501 30.355 1.5634
45 2.9546 30.591 2.816
60 2.8327 29.351 2.6621
90 2.8131 30.645 4.195
120 2.5848 31.127 6.5699
150 2.5028 28.258 8.3837
180 2.4614 29.347 10.381
210 2.2304 27.614 11.755
240 2.4204 26.456 13.732
300 2.3755 23.739 17.937

Tabelle A.1.: Datensatz Batch A
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Messzeit [min| | cga [mM]| cgz [mM] cpypp [mMM]
0 31.467 0 0
16 3.3338 12.162 1.8176
21 2.7474 12.053 2.5199
30 2.0867 13.289 3.2671
45 1.9264 12.693 4.2852
60 1.8771 12.5 4.3543
90 1.7697 12.03 5.3394
120 1.7797 12.721 6.9927
150 1.8259 11.955 8.6751
180 1.7131 10.887 9.4588
210 1.674 9.8131 11.537
240 1.5938 10.308 12.315
300 1.4489 8.3153 13.481

Tabelle A.2.: Datensatz Batch B

Messzeit [min| | cga [mM] cgz [mM] cpppp [mM]
0 18.622 0 0
16 3.2139 6.7029 0.91459
21 3.0077 7.8395 1.5313
30 2.869 7.7746 1.4764
45 2.0463 7.6137 1.7603
60 2.062 7.4807 2.6997
90 1.877 7.141 3.2706
120 1.7403 6.8793 4.1758
150 1.6467 6.0138 5.8694
180 1.6081 5.4998 6.4649
210 1.6759 5.4603 6.8229
240 1.5947 5.1337 7.5219
300 1.6486 4.2043 9.2429

Tabelle A.3.: Datensatz Batch C
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B. Parameterschatzungen zu

Modell 1.1 und Modell 2.1

Die Ergebnisse zur Parameterschétzung fiir die Modelle 1.1 und 2.1 (sieche Abschnitt

5.2) werden an dieser Stelle in Tabellenform und auf die vierte Nachkommastelle

gerundet dargestellt.

19Kk qss

10rrs

11 QJ\JCData

IIGSIMUL

Vmax,BABZ

V max,BZDHPP

2.6795 £ 0.0332
0.0418 £ 0.027

2.8504 £ 0.048
0.0361 £ 0.046

2.8812 £ 0.0481
0.0373 £ 0.0491

3.4212 £ 0.062
0.0328 £ 0.0405

Kwm,Basz 13.364 £ 0.0195 | 14.2401 + 0.046 | 14.476 £ 0.0454 | 16.957 £ 0.0525
Ky pzoupp | 8.9228 £ 0.0566 | 6.1421 4+ 0.125 | 7.244 £ 0.1237 | 4.065 £ 0.137
> efj 779.32 773.73 871.21 1819
Tabelle B.1.: Parameterschatzung zu Modell 1.1
21éKQSS 2017rs 2100CData 21051
VimaxBaBz | 2.3651 £ 0.0606 | 1.8579 £ 0.0309 | 2.368 £+ 0.0341 | 2.8722 £ 0.039

Vmax,BZDHPP
KM,BABZ

Kwm Bzpupp

Zij E?j

0.0745 £ 0.1015

10.823 £ 0.0533

6.5895 £+ 0.2188
532.72

0.0746 £ 0.0067

9.4388 £ 0.0183

6.5582 £+ 0.0174
441.24

0.0937 £ 0.0409

10.833 £ 0.035

7.817 £ 0.0964
628.5

0.0990 £ 0.047

11.214 £+ 0.0281

12.752 £ 0.0703
1614.77

Tabelle B.2.: Parameterschéatzung zu Modell 2.1
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C. Erganzungen zur

mathematischen Theorie

Satz von Taylor

Zur Herleitung der Methoden zur numerischen Differentiation (vergl. Abschnitt 3.3.2)

benotigt man folgenden Satz:

Satz C.1 Satz von Taylor [Spid4]

Ist eine beliebige skalare Funktion f m-mal stetig differenzierbar im geschlossenen
Intervall [a,b] und (n+1)-mal differenzierbar im offenen Intervall (a,b), dann gibt
es fir jedes xo € |a,b] und jedes x € [a,b] ein ( mit vo < ( < x bzw. x < ( < xg
derart, dass gilt

T (1 — )" (C.1)

Beweis zu Satz 3.1:
Wendet man nun Formel C.1 fiir n=1 an und entwickelt um den Punkt x-+h, so

erhilt man:

h2
fla+h) = fl@)+hf(z)+ 5 (G)
woraus sich dann der Vorwdrtsdifferenzenquotient ergibt:

und der Abbruchfehler

Der Abbruchfehler wird verringert, wenn man Formel C.1 mit n=2 verwendet und

die Giiltigkeit der Voraussetzungen fiir f im Intervall [x — h, x + h| annimmt. Zuerst
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ergibt sich

Fatn) = f@)+hfa e+ ) (©3)
fla—h) = f@) - @)+ - ) ()

und duch Subtraktion ((C.3) - (C.4)) ergibt sich dann der zentrale Differenzenquo-
tient
fx+h) = flx—h)

flz) =~ o (C.5)

mit dem Abbruchfehler

Regularitatsbedingungen

Die Vertauschbarkeit von Grenzwert und Integral (vergl. Satz 3.4) ist durch den
Satz von Beppo Levi fiir die monotone Konvergenz oder den Satz von Lebesgue fiir

die majorisierte Konvergenz nachzupriifen.

Satz C.2 (Satz von Beppo Levi)
Es sei (fy) eine monoton wachsende Folge von auf einer Menge B messbaren, nicht-

negativen Funktionen und f(z) = lim fy(z). Dann gilt

/ f(z)de = khig fr(x)d.

B

Beweis:
[Wal95]
UJ
Satz C.3 (Satz von der majorisierten Konvergenz)
Die Funktionen fi, : B — RU{+o0} seinen messbar und es gelte | fr(x)| < |g(x)] in

B fir k =1,2,... mit g e ine Lebesque-integrierbare Funktion. Der Limes f(x) :=
klim fr(x) ezistiere (punktweise) fast iberall in B. Dann sind die Funktionen fy und

f uber B integrierbar und es ist

/ f(z)dx = ]}Lrgo fr(x)de
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Beweis:

[Wal95]

Erwartungswerte quadratischer Formen

Satz C.4 (Erwartungswerte quadratischer Formen)
Sei Y ein N-dimensionaler Zufallsvektor und A € RN*N . Dann gilt:

EYTAY)=EY)' - A-E(Y) +tr(A- Cov(Y))

Beweis:
[FHI5|
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D. Beispiele

Ein Beispiel fiir die Bildschirmausgabe bei Parameterschitzung unter Matlab® zeigt
Abbildung D.1. Man kann erkennen, dass 31 Iterationen vollzogen wurden, bei denen
insgesamt 160-mal das DGL-System gelost wurde. Diese Berechnung dauerte etwa
acht Sekunden.

Norm of First-order
Iteration Func-count (%) step optimality CG-iterations
[u] 5 3B8Z45.7 Z.13e+006
1 10 189:28.4 0.Z20735 7.95e+005 Z
Z 15 T576. 63 0.Z55576 1.77e+008 Z
] Z0 1911.34 0.367164 5.34e+005 Z
4 Z5 9583.192 0.165201 1.63e+005 1
5] 3o T03.207 0.224948 2.37e+004 2
[ &= 636.247 0.385921 7.7%e+005 2
7 40 625.428 0.0101494 1.6e+004 2
=] 45 6l5.266 0.0592993 1.26e+004 2
=] 50 617.902 0.109353 1.57e+004 2
hin} 55 614.313 0.435353 3.07e+005 2
11 a0 613.43 0.00915409 S05 2
1z 65 537.4494 3.3352 10.9 2
13 70 534.522 0.53017 Z.36e+004 2
14 75 533.408 0.00575119 544 2
15 =1l 533.303 0.0396214 1.06e+005 2
16 a5 533.125 0.00327455 7.72e+003 2
17 o0 533.125 0.00885428 7.72e+003 2
13 95 533.058 0.00221357 6.36e+003 u]
19 100 533.058 0.00149357 6.36e+003 2
20 105 533.041 0.000373468 1.57e+003 u]
21 110 533.009 0.000746937 3.13e+003 2
22 115 533.009 0.00149387 3.13e+003 2
23 1z0 533.009 0.000373465 3.13e+003 a
24 125 533.005 9.33671e-005 705 a
25 130 533.005 0.000186734 705 2
26 Akl 533.002 4.66835=2-005 721 a
27 140 533.002 9.33671e-005 721 2
28 145 533.002 2.33418e-005 721 a
29 150 533.002 5.83544e-006 721 [u]
30 155 533.002 1.45886e-006 721 [u]
31 160 533.002 3.64715e-007 721 [u]
Optimization terminated: norm of the current step is less
than OPTIONS.TolX.
erg =
2.3939 0.0774 11.0003 7.2709 533.0023

Abbildung D.1.: Bildschirmausgabe fiir die Parameterschétzung
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E. Verwendete

DVI-Viewer Yap 2.4.1803
MatLab® 7.0.4.365 (R14)
MicroMath Scientist® 3.0
Maple™ 10

Mathematica® 6.0

CorelDraw Graphics Suite® 12
ChemDraw Ultra® 10.0
Adobe Reader® 7.0

Microsoft Office Excel® 2003
Microsoft Windows XP®

Programme
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