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EINLEITUNG

MOTIVATION

Die vorliegende Diplomarbeit wurde im Rahmen einer Forsgsgruppe der Universitat
Kassel erstellt, in der die Ermudung von graduierten Matemtersucht wurde. Unter
Laborbedingungen wurde das fir die Analyse benétigte Ntdurch stéandige Belas-
tung und Verbiegung erstellt, so dass eine Ermudung auiatso entstandene Mate-
rialprobe wurde dann zu verschiedenen Zeitpunkten uneneiMikroskop fotografiert,
so dass eine Bilderserie aus Einzelbildern zu jedem Zektdiin die Materialprobe ent-
stand. Zu jedem Zeitpunkt wurdénx 9 Bilder erstellt, die ein Gesamtbild des Materi-
als ergaben. Aufgrund von Belichtungsschatten und steese mangelnden Kontrast,
erfolgte eine generelle Nachbearbeitung des Bildmateriale so entstandenen Bilder
wurden anschliel3end einer Segmentierung unterzogen. ézidlen bedeutet dies, dass
die Bildpunkte in zwei Kategorien aufgeteilt wurden, eseats in Risspunkte und ande-
rerseits in Hintergrundpunkte. Durch diese Segmentiekamgte dann ein Riss sichtbar
gemacht und seine Lange bestimmt werden. Fur jedes Eitdzelbrden somit Risse er-
fasst und dokumentiert. Des Weiteren konnte mit den erhattdRissen der langste Riss
bestimmt werden. Mit Hilfe dieser Daten wurden dann scldodBch mit unterschiedli-
chen Maximume-Likelihood-Methoden Schétzer die Lebensiagi Materialproben ermit-
telt.

AUFGABENSTELLUNG

Das Hauptaugenmerk der vorliegenden Arbeit wurde auf dgr®@etierung der Riss-
punkte und die spater benotigten Maximum-Likelihood-Mekbn gelegt. Beide Punkte
werden ausfihrlich in der Theorie vorgestellt und bespeachm sie dann schlussendlich



in der Praxis auf die vorliegenden Daten anwenden zu kénndreine gute Schatzung
der Lebenszeit zu bestimmen.

VORGEHEN

In der vorliegenden Arbeit werden zuerst einige wichtiggifee erlautert. Unter an-
derem sind dies der Mittelwert, sowie seine getrimmte VagaDazu kommt noch die
Definition einer Schatzfunktion, die Konsistenz derjenigad die stochastische Norma-
litat. Dartber hinaus wird erlautert, was eine Zensiershgmd ihre Varianten beleuchtet.
Diese Begriffe werden bendtigt um in den darauf folgendepitétn die weiterfiihrende
Theorie aufzubauen, die fir den Praxisteil verwendet wirek: Maximum-Likelihood-
Schatzer mit seinen Varianten stellt hierbei die Grundigyd_ebenszeitanalyse dar. Mit
ihm wurden speziell fur die Rissentwicklung die untersdhahsten Schatzer ermittelt.
Des Weiteren wird die Konsistenz der Schatzer Uberpriftdsregn Robustheit festge-
stellt. AuBerdem wird die Segmentierung erlautert, die @siten Schritt fir die Risser-
kennung darstellt. Mit Hilfe der Segmentierung und deijkstra’s Shortest Path Algo-
rithm aus [MU09] werden dann die langsten Risse ermittelt undusadie Lebenszeit
geschatzt.
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KAPITEL 1

EINLEITENDE DEFINITIONEN

In den folgenden Kapiteln wird degetrimmte Mittelwertvorgestellt. Wobei unterschie-
den werden muss, ob er zensiert oder unzensiert vorliegtdlgnvoraussetzungen zu
schaffen, wird an dieser Stelle nochmal auf den Mittelwerd seine Eigenschaften ein-
gegangen. Der Mittelwert hat die Gestalt:

1 N

Es wird nun untersucht, ob der Mittelwert erwartungstrendistent, asymptotisch nor-
malverteilt und effizient ist. Der Grund zur Prifung diesegiEigenschaften ist, dass
dies auch fur demgetrimmten Mittelwerturchgefuhrt werden muss, und somit gezeigt
wird, dass dieser wohldefiniert ist.

Die Stichprobey = (y;..., y,)? ist eine Realisierung der Zufallsvariable= (Y7, ..., Yy )7
mit stochastisch unabhangigen und identisch verteilted)(t7, ..., Y.

Definition 1.0.1 SeienY?, ..., ) voneinander disjunkte Zufallsvariablen und g&iy’ =
y;) miti = 1,2, ... die Wahrscheinlichkeitsfunktion. Dann heif3t

Fy<y> = FY<y17 7yk> = P(}/l S Y1, 7Yk S yk)

die Verteilungsfunktion. Sef(y) eine stetige Wahrscheinlichkeitsfunktion, dann ist die
Verteilungsfunktion gegeben durch:

B =P <y [ fws
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Definition 1.0.2 Eine Schatzfunktiof fir 6 heidt Erwartungstreu, wenn sie
E@Y)=0 V 66

erfullt.

FUr den Fall des Mittelwertg folgt somit:

E@y) =FE (%Z%) = %ZE(yn) = %Nu:u VN

Definition 1.0.3 Eine Folge von Schétzfunktionféﬁl)neN heif’t schwach bzw. einfach
konsistent fup, falls

lim P(| 0,(Y)=0|>€¢)=0 Ye>0

n—oo

gilt.

Somit ergibt sich mit dem Gesetz der grof3en Zahlen die Qleigh

lim y= 1 — =
N1—1>rcl>o Nl—r>nooNZy

Es ist leicht zu erkennen, dass der Mittelwert konsistént is

Definition 1.0.4 Als asymptotisch normal wird eine Folge von Schétzfunbtiréén)neN
genannt, fur die der Ausdrucin(f, — 6) stochastisch gegen eine Normalverteilung
N (0, Var(9)) konvergiert. (Vergleiche [SH90])

Eine alternative Bedingung fuir asymptotische Normalitélits

6u(Y) — E(6,(Y))

\/ Var(6,(Y))

e N(0,1)

dar, vergleiche [RIO8].

Definition 1.0.5 Sie(Y},).en €ine Folge von ZufallsgrofRen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, A, P) undY Zufallsgrof3e auf(?, A, P), dann gilt:

(Y,)nen konvergiert fast sicher gegén < P ({w € Q: lim Y, (w) = Y(w)}) =1

n—oo

2
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FUr den Fall des arithmetischen Mittelwertes wird mit denteden Grenzwertsatz die
asymptotische Normalitéat ersichtlich. Dabei kommt zumgrg das§” eine unabhangig
und identisch verteile ZufallsgréR3e ist.

1.1 ZENSIERUNG

Zur Zusammenstellung einer Charakteristik von Zensurtdials Grundlage [KL97]. Bei
der Betrachtung der Lebenszeiten von einer Gruppe von tessbjekten bzw. Individu-
en, stellt es sich als schwer bis unmdglich dar, diese Détgades Objekt zu beobachten.
In solchen Féllen, wenn nur in einem Zeitfenster die Datdbet sind, wird von einer
Zensierung gesprochen. Dies ist meist durch Kosten odagrzieden in Studien zu beob-
achten. Es wird hierbei zwischen Rechts-, Links- und Irgkzensierung unterschieden.
Bei einer Rechtzensierung existieren nur bis zu einemroesien Zeitpunkt genaue Da-
ten. Danach wird nur festgehalten, ob das Versuchsobjettteaen Zeitpunkt noch nicht
ausgefallen ist. Bei einer Linkszensierung liegen keingeeBdber die bisherige Lebens-
dauer vor. Liegen beide Typen von Zensur fur die gesamteerDatr, so wird von einer
Intervallzensur gesprochen.

Da in der vorliegenden Arbeit nur Rechtszensur betrachiiet, wird auf eine genaue-
re Beschreibung der Links- und Intervallzensierung véatzat Bei der Rechtzensierung
wird zwischen zwei Typen unterschieden. Bei Typ | hangt diastirschranké’, von der
Zeit ab. Hingegen ergibt sich bei Typ Il der Zeitpunkt der ZerC’. durch eine vorher
bestimmte Anzahl der Versuchsobjekte die ausfallen missen

Definition 1.1.1 Das Paar von ZufallsvariableZ, §) sei der Datensatz eines Experi-
mentes mit der rechten Zensurschraidke Dann gibté an, ob eine Zensierung (= 1)
oder die wirkliche Lebenszeit vorliegt & 0). Z entspricht der Lebenszeit im unzen-
sierten Fall und der Zensurschranké im Zensierten. Also gilt = min(Y, C,.).

1.1.1 Tyrp| RECHTSZENSUR

Bei einerTyp | Rechtszensierungird mit einer festen Zahl von Versuchsobjekten gest-
artet und die Observierung dauert nur bis zu einem vorhégdegten Zeitpunkt an, der
durch die Zensurschranke. angeben wird.

Als Beispiel kann eine Studie des National Center of Toxigalal Research (NCTR)
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betrachtet werden. In Ihr wurde eine Anzahl von Mausen mirebestimmten Dosis an
Karzinogenen behandelt und ihre Lebensdauer beobacheEtldie endete nach einer
gewissen vorher festgelegten Zeit bzw. mit dem Tod aller $é¢au

C., Treten aber mehr als eine Zensurschranke auf
spricht man von eingsrogressiven Typ | Rechts-
zensur In diesem Fall kénnen die verschie-
den Objekte unterschiedliche Zensurschran-
ken zugeordnet sein. Diesen Zensurtypus fin-
Y det insbesondere bei nicht tddlich verlaufen-
den Krankheiten Anwendung. Hier kdnnen
Cry die verschiedenen Stadien der Krankheiten tber
die Zuteilung der verschieden Zensurschran-
ken entscheiden. Um das vorhergehende Bei-
Start der Studie Ende der Studie gpie| aufzugreifen, wird die Studie mit den
Abbildung 1.1: Beispiel einer Typ | Rechtszensie- . . ..
rung Karzinogenen betrachtet. Die Mause werden
per Zufall in vier Gruppen geteilt, die sich
durch die Dosierung unterscheiden. Es werden zwei Zensemzgewahlt, um am ef-
fektivsten (bzw. 6konomischsten) Informationen zu edralEs wird nur eine geringere
Beobachtungszeit fur die Gruppen mit den hohen Dosen géewstlleine lange flr die
anderen Gruppen.

Ys

C,
Ys
Y3
C,
C,
Vo1
Y42
C,
Yoy e
Start der Studie 1. Zensurschranke 2. Zensurschranke

Abbildung 1.2: Beispiel einer progressiven Typ | Rechtsiemung mit zwei verschiedenen Zensurzeit-
punkten

Als dritte und letzte Unterscheidung wird djeneralisierte Typ | RechtszensnrAugen-
schein genommen. In diesem Fall treten die Versuchsobgekverschieden Zeitpunkten
der Studie bei. Der Zeitpunkt der Zensur ist aber schon vdgstgelegt worden. Somit
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besitzt jedes Versuchsobjekt eine eigne Zensurzeit. Usdliezustellen bieten sich drei
Sorten von Diagrammen an (vgl. Abb.1.3). Zuerst betrachierein Diagramm, wie die

Vorherigen. Hierbei féallt auf, dass jedes Versuchsobj@ktre eignen Startzeitpunkt be-
sitzt. Verschiebt man nun die Geraden so, dass alle Stgnirdite auf) fallen, so ergibt

sich die Ubliche Form flr generalisierte Typ | RechtszeasuEine weitere Form stellt das
Lexis Diagramm dar. Hierfir wird auf der Abszisse die Kalermeit eingetragen und auf
der Ordinate die Lebenszeit des Individuums. Anders aldéeiorherigen Diagrammen
wird hier die Lebenszeit eines Objektes nicht als horizentaie, sondern als vertikal

dargestellt. Somit besteht ein direkter, im Diagramm dibseer, Zusammenhang zwi-
schen Eintritts-, Austrittszeitpunkt in die Studie und eabdauer des Versuchsobjektes.

)

Y3

Cl

=0 ®d®Q ST

o—ac—~W

Y

CT2

Ys

SCO=~—0ONSD—QC~U

Kalenderzeit

Y1 Y3

=0Q O®Q ST

o—ac—~W0

Kalenderzeit

Abbildung 1.3: Beispiel einer generalisierten Typ | Regbtssur. Diagramme: mit unterschiedlichen (tat-
séchlichen) Startzeiten(oben links), alle Startzeitperduf O verschoben (rechts) und einem Lexis Dia-
gramm (unten links).

Studienzeitraum
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1.1.2 TypIl RECHTSZENSUR

Nun wird eineTyp Il Rechtzensierungetrachtet. Im Gegensatz zu einer Typ | Zensur
steht hier der genaue Zeitpunkt der Zensur noch nicht festidg@ssen wird die Zensur-
schranke durch eine vorher bestimmte Anzahl von Ausfalkstilnmt. Diese Form der
Zensur wird haufig bei Studien Uber die Lebenszeiten von Néditen, Teilen oder Ma-
schinen gewahlt.

Mit der obigen Erklarung lasst sich digneralisierte Typ Il Rechtszensierusugglog zur
Typ | darstellen (mit Ausnahme des Lexis Diagrammes).

Fur dieprogressive Typ Il Rechtszensierumgd vor Beginn der Studie die Anzahl

(r1,re, ..., 7y ) der Objekte festgehalten, die ausfallen missen, damiZeinsurschranke
eintritt. Gibtn die Anzahl der Versuchsobjekte zu Beginn an, so ergebemsich, ...n,,

fur die entsprechende Anzahl der Objekte, die bei Eintrigtine neue Zeniserungsstufe
ausscheiden (Folglicht > n; + ny + ... + n,,). Somit sind zum ersten Zensierungszeit-
punkt nochn — r; Objekte nicht ausgefallen. Aber es werden nur n,; Objekte fur die
nachste Stufe zugelassen, also wird die Differenz{ r;, Objekte) aussortiert.

1.2 GETRIMMTER MITTELWERT (NACH OBEN
GETRIMMT)

Die Stichprobey = (y1, ..., yy)7 ist eine Realisierung der Zufallsvariable= (Y7, ..., Y)7.
Seineny ), ..., y(v) die geordneten Beobachtungen mit < ... <y einer Stichprobe.
Des Weiteren wird angenommen, dass die Beobachtungenuiidiexponentialverteilt

sind: Fy(z) = [ te ody =1—¢735.

Nun wird eine geordnete Stichprobpemit ) < ... < y(v) betrachtet. Aus dieser wird
einen Anteilg € [0, 1) der grofiten Beobachtungen herausgestrichen. Danacheesist
nur noch[(1—/)N'| Beobachtungen. Dadurch ergibt sich ein Mittelwert, deoigénder
Definition festgehalten wird.

Definition 1.2.1 Seiy) < ... < y(v) eine geordnete Stichprobe. So ist das (nach oben)

getrimmte Mittel durch
[(1-B)N]

1

_ 1
YT TA=B)N]

n—=

gegeben.
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Um diese diskrete Struktur in eine stetige zu verwandelnd wie Empirische Vertei-
lungsfunktion herangezogen.

1.2.1 FRIR DATEN

Definition 1.2.2 Fir Zufallssgréf3enyy, ..., Yy heifdt

1
FN,Y(w) (.T) = N Z 1(—oo,x]<Yn<w))
die Empirische Verteilungsfunktion vam, ...Yy.

Die verklrzte Schreibweise

Fy(z) = i Lo (Yy) = P ST
N N

findet im folgenden immer wieder Anwendung. Da das zugekdnNghrscheinlichkeits-
MaR Py die FormPy = &= 3" ey, besitzt, gilt

N
1 x
Pi(a) = 5 Y 1wV = [ uPx(dy)
n=1 0
Hierbei stelltey, das Dirac-Mal3 dar.
Definition 1.2.3 SeiF’ eine Verteilungsfunktion, dann ist
F(z) =inf{z; F(z) > x}

ihr zugehdriges Quantil.

Mit Hilfe dieser zwei Definition wird das Quantil der emprltsen Verteilungsfunktion
betrachtet.

Satz 1.2.4Fur eine geordnete Stichprobg) < ... <y qilt

FY (1= 8) = yra-pn)

mit 8 in[0,1) und N € N.
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Beweis:

FH(1 = ) = inf{y,; Fx(y.) > (1 - 8)}

it FE0) s )

= inf{ym #(Yn < yn) > (1 - B)N}

Da es sich hier um eine geordnete Stichprobe handelt, gilt:

F7'(1 = B) = inf{y,; rangy,) > (1 — B)N}
= Y(10-p)N)

O

Lemma 1.2.5 Sei Fy die Empirische Verteilungsfunktion uitl; die zugehdrige Vertei-
lungsfunktion. So gilt fir ausreichend grof3gshr getrimmtes Mittel

1 Fy'(1-5)
Ug = —— Py (dy).
Yp 1—ﬁ/0 yPn(dy)

Beweis: Seiy) < ... < y(v) eine geordnete Stichprobe.

N
1
~[A-A)NT ; Yn) * o) W)

N ﬁ / Ny 1(_°°’y(F<1fﬁ)N1)}(y) ’ PN(dy)

N Y([(1-p)NT)
Tl e
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und mit Lemma 1.2.4 folgt

Mit hinreichend groRendV gilt:

[(1=B)NT~ (1= B)N

N /le(l—ﬁ) Puldy) 1 Fy'(1-5) Puldy)
= oA Yy Yy) =~ / Yy Yy
[(1=B)NT Jo " 0 "

1.2.2 FRIRVERTEILUNGSFUNKTIONEN

Nachdem der getrimmten Mittelwert flr Daten untersuchtdeymwird der getrimmten
Mittelwert fur Verteilungsfunktionen diskutiert.

Definition 1.2.6 SeiF’ eine getrimmte Verteilungsfunktion. So bildet das Fumigtio

1 Fes)
) == [ ert)

auf den getrimmten Mittelwert ab.

Zuerst wird das Quantile und seine Konvergenzeigensahgteauer untersucht, bevor
das Funktional betrachtet wird.

Satz 1.2.7Sein € N, a € (0,1), zudem sef’(F~!(a) + ¢) > « fur alles > 0. Dann

gilt:
Fyl(a) 2% FY(a).

Beweis: Zur besseren Lesbarkeit wird= F~'(«) und Fyy := Fy,, gesetzt.
Seie > 0, dann gibt es ei > 0 mit
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bzw.

lim P( {IFN(q—e)—F(q—EH >

< lim P <N>M{ Fy(g—¢)—F(qg—¢)|> g}) + lim P ({\ Fy(qg+e)—F(g+e)|>

Wegen dem Satz von Glivenko-Cantelli streben beide Sumearagegen Null. Aul3erdem
folgt, wegen der gezeigten Fast-sicheren-Konvergenz:

| Fn(g—¢€) — F(q—¢) |<g und | EFx(g+e)—Flg+e) < g})

2
IV
g

FN(q_€)<F(q_€)+g und FN(q+g)>F<q+6)_g}>

2
IV
S

AN
=
o
— =

J J
< lim P Fy(g—e)<a——- und FN(q—|—5)>a+—}>
N>M
< lim P {Fn(F ' (a)—¢)<a und Fy(F '(a)+e)> a})
M—oco N>M
< T 1\ _ -1
_Jv}linooP {| Fx' () = F () |< 6})
N>M

Die Bedingung des monotonen Wachstums rechtsseitig vameine (0, 1)

(F(F~Y(«a) + ¢) > ) ist bei der Verteilungsfunktion fir jedeserfullt.

Somit kann die fast sichere Konvergenz des getrimmten Mittges hergeleitet werden,
indem als Grundlage die vorherigen Erkenntnisse eingesetzien.

10

0
2
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Satz 1.2.8

1 Fyt(1-p) fs. 1 F=H1-p)
ﬂ/o yPn(dy) — ﬂ/o yP(dy)

Beweis: Nach dem starkem Gesetz der grol3en Zahlen [GEO7, S.12i0iff.] g

1 B ﬁ - 5 n=1

f-s 1
1 — BEP(l(O,F*1(1—6)+%)(Yn))
1 o

—1_ /0 1(0,F71(1—5)+%)(Q)P(d9)
1 F=r(1-p)+1

=1-3 / yP(dy)
- 0

fur alle! € N. Ebenso gilt

und
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WegenB,; D By; D ... D By, gilt

Frl(1-B)x 1 Fl(1-g)£1!
ﬂBm— w; lim / yPnu(dy) = / yP(dy)
> Jo 0

keN
P (ﬂ Bk,,> =1
keN
Durch die Eigenschaft

P (ﬂ An> < P(4;) VielI, I Indexmenge

nel

und

des WahrscheinlichkeitsmalRBsergibt sich
P(By)) =1 Vk,leN.
Mit (1 — 8) € (0,1) und Satz 1.2.7 folgt
Fl (= 8) £ F7 (1= B).

Sei
C, = {w; ANo(w)VN > No(w) :| Fyl,(1—=p)—F (1-p)|< —} :

Mit den selben Argumenten wie b8, ; gilt

-r(ne)

P(C)=1 VeN.

und

Da P eine stetige Verteilungsfunktion ist, gibt es fir allee N einl = [(k) € N mit

-8 % 1 F=1(1-p) 1
- P Z
1_5/ P(dy) =3 ), yP(dy)| < ¢
und
15_% P(d IS )Pd !
1_5/ y)_1—5 yP(dy)| < 1

Seik € N beliebig und = I(k). Dann gilt fur allew € By ; N C;:

12
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n=1
1 Fyo,(1-8)
~1_-3 ; YPnw(dy)
o 1 F-1(1-B)+1
Swe ! 1 ﬁ yPN,w(dy)
- 0
1 Fl(1-B)+1 1 F1(1-B)+1 1 Fl(1-B)+1
15 YyPNw(dy) = 1— 3 / yP(dy) + 15 / yP(dy)
0 0 0
op 1 1 F7l(1-B)+3
SEETRL yPdy)
F1-5Jo (
1 1 FH(1-B)+1 1 F=1(1-p) 1 F=1(1-p)
Pl ()1_50 ()1—60 (dy)
9 1 F71(1-8)
<0 2p o [ Py YN 2 M)
0
Analog folgt
N
1 1
1_ 5N > Lorgta-syYa@)
n=1
1 FyL,(1-8)
“1-3 ; YPn.w(dy)
o 1 F1(1-B)—-1
ZUJE ! 1 — 5 yPN,w(dy)
0
1 FrH(1-p)-1 F(1=-p)-1 1 Fri(1-8)-1
“1-5 yPnw(dy) — -3 yP(dy) + m/ yP(dy)
0 0 0
. 1 F=Y(1-p)—7
SRR — - —— yP(dy)
E1—=75J
1 1 F'(1-B)—7 1 F=1(1-p) 1 F=1(1-p)
:—Eer ; yP(dy)—ﬂ ; yP(dy)er/O yP(dy)
) 1 F1(1-8)
> —E‘i‘f/(; yP(dy) ,VN>N0(LU)

13
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Sei

Ay = {w; ANy (w)VN > Ny(w) :

Also gilt
B,NC C Ay

und somit folgt
1= P(Bp,NCy) < P(A).

Mit der o-Stetigkeit folgt

14
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KAPITEL 2

MAXIMUM -LIKELIHOOD-METHODE

2.1 HIR DATEN UND VERTEILUNGSFUNKTIONEN

An dieser Stelle wird die Maximum-Likelihood-Methode [CE1S.83ff] vorgestellt, die
ein effizientes Werkzeug zur Bestimmung von Schatzern elirsdllerdings ist es ein
grol3er Nachteil, dass eine Annahme Uber die DichtefunktiRorm eines statistischen
reguldren Modell$, vorausgesetzt werden muss.

Definition 2.1.1 Ein statistisches Modell ist eine Familf@ von Verteilungsfunktionen.
Fir ein statistisches ModeP wird stets die Darstellung

P:{IP(;:@E@}

verwendet, wobéb, fir alle & € © ein Wahrscheinlichkeitsmal? i$d. heil3t Parameter-
raum.

Definition 2.1.2 Ein statistisches ModeP heil3t regular, falls eine der folgenden Bedin-
gungen erflllt ist:

(i) Alle Py, 6 € ©, sind stetig mit Dichtefunktiopy ().

(i) Alle Py, 6 € ©, sind diskret mit Wahrscheinlichkeitsfunktigiy).

Die Idee hinter der Maximum-Likelihood-Methode ist es, @ahatzwert so zu wéhlen,
dass die Wahrscheinlichkeitsdichte fur die Beobachgungaximal ist. Zu diesem Zweck

15



KAPITEL 2. MAXIMUM-LIKELIHOOD-METHODE

wird die Likelihood-Funktion eingefuhrt.

Definition 2.1.3 Die FunktionL : © x R — R™, gegeben durch

L(0,y) == p(y,0)

mitd € O, y € R™ heildt Likelihood-Funktion des Parametérfiir die Beobachtung.

Im diskreten Fall gibtZ.(,y) an unter welcher Wahrscheinlichkeit die Beobachtyng
unter dem Parametér eintritt. Das heif3t vor allem, dads(d, y) als Mal3 bzw. Bewer-
tung angesehen werden kann, die angibt wie wahrscheindiciPdrametef ist, falls y
beobachtet wird.

Im stetigen Fall wird eine-Umgebung umy angenommen undgegen Null gehen ge-
lassen, um dann ein Analogon zum stetigen Fall zu erlangen.

Mit der Likelihood-Funktion ist es moglich Schatzer zu betwa. Im Speziellen kann das
Maximum Uber all diese Bewertungen gesucht werden, um deiemben erwéhnt, den
maximalen Schatzer zu bestimmen. Dies wird im Folgendehmats definiert [CZ11].

Definition 2.1.4 Gibt es in dem regularen statistischen Modeleine mel3bare Funktion
6 : R — O, so dass

LO(y),y) =max{L(0,y): 0 € ©}  furalle yeR",

so heiRY(Y') Maximum-Likelihood-Schatzer (MLS) bzw. Maximum-LileihEstimate
(MLE) von4.

In der Praxis hat es sich bewahrt den (naturlichen) Logauihder Likelihood-Funktion
zu betrachten. Die Maximalitat unter der Transformatiosldegarithmus bliebt erhalten,
da es sich bei dem Logarithmus um eine streng monoton wagé$amktion handelt.

Definition 2.1.5 Die Log-Likelihood-FunktioriogL : © x R™ — R ist definiert durch

logL(0,y) :=In(L(0,v)).

16



KAPITEL 2. MAXIMUM-LIKELIHOOD-METHODE

2.2 HFIR DIE NORMALVERTEILUNG

Als erste Anwendung des MLS wird die eindimensionale Nowadéilung mit bekannter
Varianzo? [CZ11, S.86f] betrachtet.
(=0

Lemma 2.2.1 Sei fy(y,) = ﬁe_ 202 die Dichtefunktion der Normalverteilung und

die Varianzo? bekannt. Dann ist der Maximum-Likelihood-Schatzer gegelech

6=1.

Beweis: Seient, ..., Y, i.i.d. mitY ~ N (6, 0?). In Folge dessen ergibt sich die Likelihood-
Funktion:

1 _wi—0?
(& 202

=

L(0,y) =

10 2T

-
Il

1 i _ (y;—6)2
= H e 202 .
oV2m i3

Wird auf (0, y) die Log-Likelihood-Funktion angewandt, so ergibt sich @ieichung

logL(0,y) = log (U\}%) — Z (%2;29)2.

=1

Durch Differentiation nacld wird der mdgliche MLS bestimmt,

17



KAPITEL 2. MAXIMUM-LIKELIHOOD-METHODE

3
(\]

OlogL(0,y) _ - (y—0)

Mit der zweiten Ableitung wird Gberprift, ob es sich um einaum und damit um den
gewinschte MLS handelt. Also folgt mit einer weiteren Didfetiation nacl

dO*logL(0,y)
002 L2

=—— <0, daneN,o?>0.

Das Ergebnis ist immer kleiner Null urdist der gesuchte MLS, algb= 7.

2.3 HJIR DIE EXPONENTIALVERTEILUNG

Zur einfuhrenden Betrachtung dient die Standard-Expaaleetteilung ohne Trimmung
und ohne Zensierung [SCO03, S.293].

Lemma 2.3.1 Seif(y,) = Ae ¥~ die Dichtefunktion der Exponetialverteilung. Dann ist
fur sie der Maximum-Likelihood-Schatzer gegeben durch

X:

<=
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KAPITEL 2. MAXIMUM-LIKELIHOOD-METHODE

AulRerdem ist fur die Dichtefunktiofiy,) = %e‘%” der Exponentialverteilung
=7
der Maximume-Likelihood-Schéatzer.

Beweis: Seien die Beobachtungenm, ....y,, i.i.d. und die Dichtefunktion durclf(y,) =
e~ Mn gegeben.

f(yn) = e M 1[0700(yn)

Somit lautet die Likelihood-Funktion:

n=1
OlogL(\,y) N o1
et — — UYn g O
B ; Y Y
N
1 1 _
X N nZ:; Yn =Y

Daher ist weger = % = 7 das arithmetische Mittel der Maximum-Likelihood Schatzer
fur die Exponentialverteilung, vorausgesetzt es handgitwirklich um ein Maximum.
Dazu wird die nachste Differentiation betrachtet.

PlogL(N\,y) 1
e~ X (T) <0

Die zweite Ableitung ist damit kleiner Null und der Maximuloikelihood-Schatzer ist

~

h=7 0

19
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2.4 HIR ZENSIERTEEXPONENTIALVERTEILUNGEN

Nachdem der MLS fir die Exponentialverteilung bestimmtaeuund bevor auf die Frage
der Trimmung von Daten eingegangen wird, wird der MLS flrzbasierte Exponenti-
alverteilung entwickelt.

Dafur wird zunachst die Survival Funktion bendétigt und diest geben durch:
So(y) = P(Ya>y)=1—Fyly)=€? , 0<y<oo

Eine weitere wichtige Funktion ist die Hazard Funktion:

AulRerdem wird in einer Indikatorvariabde eine erfolgte Zensierung festgehalten.

5o =

1, wennY, < C (unzensiert)
0, wennY, > C (zensiert)

Definition 2.4.1 SeiY,, die unzensierte Zufallsvariable udddie Zensurschranke, dann
ist mit
Z, = min(Y,,, C)

die erweiterte Zufallsvariable gegeben.

20
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Fur die Likelihood-Funktion ergibt sich somit folgendes:

=
S
&

I
—=

f@(zn)(sn SB(Zn)l_gn

S
I
—

fe(z”)én SG(ZH)_Jn S@(Zn)5n50<zn)l_5n

Il
—1=

S
I
—

)\g(zn)5” S@ (Zn)

67L
(o
o \0

Definition 2.4.2 Die Likelihood-Funktion fur die zensierte Exponentiatedung ist ge-
geben durch

Il
—1=

S
I
—

Il
=

n

N 1 On
L,y) = H (5) e /9.

n=1

Mit dieser Funktion kann die Herleitung eines Maximume-Likeod Schatzer fur zen-
sierte Exponentialverteilung in Angriff genommen werden.

Lemma 2.4.3Seify(y) = 1— e~ 7, C die Zensurschranke ung,. die Anzahl der unzen-
sierten Beobachtungen. Dann ist der Maximum-Likelihooka&er gegeben durch

N
N En:l Yn
Nye

Beweis: Sei die erweiterte Zufallsvariable, gegeben.

N N
1
logL(0,y) = =Y _dul0g(0) — 5>z
n=1 n=1
OlogL(0,y) 1 al 1 & B
=0
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KAPITEL 2. MAXIMUM-LIKELIHOOD-METHODE

Somit folgt fir den Maximum-Likelihood-Schatzer

N N
0 g Op = g Zn,
n=1 n=1
N N

SN 6, Moye

Bleibt nun noch die Frage zu klaren, ob es sich wirklich uneé&faximum handelt. Dazu
betrachten wir die zweite Ableitung an der Stelle des Sehidtz

D*logL(0,y) 1 al 2 &
Pl s 25

n=1 n=1
N
o nzzw n. —9 nic Z .
N uc N n
(Zn:l Z”)2 (En:l Zn)3 n=1
e Mae
- N N
(Zn—l Z”)2 (En—l Zn)z
3
Ty
= — <0
(Eivzl Zn)?

Damit ist der gesuchte ML& = Z:;lz

O

Lemma 2.4.4 Sei Fy die Empirische Verteilungsfunktion,die Daten exponéveideilt,
C die Zensurschranke und,. die Anzahl der unzensierten Beobachtungen. Dann gilt fur
die Maximum-Likelihood-Schéatzer

i _ N J§ydFx(y) + (N — NEy(C)C
mle — NFN(C) .
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Beweis: Als Grundlage dient der Schatzer aus Lemma 2.4.3.

nuc

Mit der Empirschen Verteilungsfunktiofiy undn,,. = #{Y, < C} = N - Fx(C) folgt

Nfoc deN(y) + (N - nuc)c

nuc

é:

N Jy ydFx(y) + (N = NEx(C)C
B NEy(CO)

S ydEn(y) + (1 - Fy(0)C

B Fn(C) .
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KAPITEL 3

KONSISTENZ

3.1 KONSISTENZ DES GETRIMMTENMITTELWERTES

Bevor sich der Konsistenz des getrimmten Mittelwert zugeyet wird, werden zwei \Vor-
Uberlegungen gemacht. Als erstes wird das Hauptaugenmgediasa Integral gelegt. Hier-
bei wird die obere Grenze gleich einer Konstanten gesetgtzweites wird dann diese
Grenze untersucht.

Lemma 3.1.1

(e}

¢ 1 Y c
/ y—e ody=0—0e o —Ce 7
o 0

Beweis: Mit Partielle Integration ergibt sich:

Sei Fy(C') die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung in deérenzerd undC'.
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KAPITEL 3. KONSISTENZ

Dann gilt

c
/ y%e‘gdy = _—Ce 7 + 0Fy(C)
0

= —Ce 7+ 0(1 — e_%)
—0—fe 7 —Ce 5.

O
Als nachstes wird die obere Grengg'(1 — j3) betrachtet.
Zur Vereinfachung wirdy := 1 — 3 gesetzt.
Lemma 3.1.2
Fy'(q) = —0In(1 —q)
Beweis:
Fy(z) =q
& 1—ed =q
& 1—qg=e3
& In(1—q)=—~
n J— —_— —_
V=79
& 0In(l —q) =—=z
& z=—0In(l —q)
0]

Mit Hilfe dieser Erkenntnisse, wird sich wieder dem getritem Mittelwert fur unzen-
sierten Daten zugewandt.
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KAPITEL 3. KONSISTENZ

Lemma 3.1.3 Wird die Exponentialverteilungy(z) = 1 — e~% und das Funktional

1 F=1(1-p)
T3(F) = —— F
a(F) = 1= 3 /0 yF(dy)
als getrimmtes Mittel zugrunde gelegt, dann gilt

1 -+ BIn(p)
1-p

Ts(Fp) = 0.

Beweis: Wegen Lemma 3.1.2 gilt

Fy'(1-8) = —-01n(B)

und somit folgt:

1 ey
Ts(Fy) = —— Zemhd
5(Fp) 1—6/0 yge dy

Unter zu Hilfenahme von Lemma 3.1.1 ergibt sich

Ty(F)) = ﬁ [0 65 1 0(in(5)c
1 In n
=1-3 [0 — 0™ + 9(In(B))e™ @]
1
= ﬂe [1 =3+ B(In(B))]
_1-5+80(p)),
1-8 '

01n(B) i|
0

O

Das Funktional des getrimmten Mittelwerts ist nicht uneerz Die folgende Definition
liefert aber eine recht ahnliche Eigenschatft.
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KAPITEL 3. KONSISTENZ

Definition 3.1.4 SeiF eine Familie von Verteilungsfunktionen, dann heif3t einelo-
nal T": ¥ — R Fischer konsistent fur die parametrische Fam{lig); 6 € ©}, falls

T(Fy) =0

fur alle 6 € © qilt.

Mit Hilfe dieser Definition wird die Mdglichkeit gegeben e Eigenschaft des getrimm-
ten Mittelwertes festzustellen.

Satz 3.1.5F0r die Exponentialverteilung ist das Funktional

~ 1 FTH1-p)
TB(F):l—B+Bln(5)/o yF(dy)

Fisher konsistent.

Beweis: Wegen Lemma 3.1.3 gilt:

~ B 1-5 1 Fy ' (1-5)
1-§  1-8+8Wn(g)
1— B+ pBIn(p) 1-p

= 0.

7

O

Zur Veranschaulichung wird die unzensierte Empirischeée#emgsfunktionr'y als Funk-
tional in diesem Schatzer betrachtet.

Korollar 3.1.6 Die Schatzfunktion

0(Y) = To(Fyy) = T(Fy)

ist eine konsistente Schatzung fr
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KAPITEL 3. KONSISTENZ

Beweis: Da der Schatzer ungetrimmt ist, gilt= 0:

T(Fw) = 15 +101n(0) /000 yldy)

=y

und folglich gilt

lim T(Fy) = lim (7))

N—oo N—oo

= E(y)

Korollar 3.1.7 Die Schatzfunktion

ist eine konsistente Schatzung fr

Beweis:

1

— F~1(1-p)
S N A

_ F-1(1-8)
-5 ! 5 /0 y . (dy)

T 1— B+ 8B 1 -
Lem1.25 1-p5

1= B+ Bm(B)”

und folglich gilt
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1—
i Tp(Fy) = lim 3 —ﬁ+§1n(5)yﬁ
1-75 lim 3
1 =054 51In(f) N
_ 1-p 0
1—-pB+8n(B)

1 B4 () 1 e
= 0(Y) = ﬁté D(B)TB<FN) = m/o yEn(dy)

fs 1 /Fl(l‘ﬁ) ()
— — y b (dy
1-25Jo

3.2 KONSISTENZ DES GETRIMMTENMITTELWERTES BEI
ZENSIERTENDATEN

Wie im vorherigen Abschnitt wird hier die Konsistenz desigetnten Mittels betrachtet,
aber es liegen im Gegensatz dazu zensierte Daten vor.

Nun werden rechts zensierte Daten des Typ | betrachtet,edrevgnt werden. Hierbei
konnen zwei Falle auftreten. Entweder werden die zensiddien gar nicht beachtet,
da sie herausgetrimmt werden (Lemma 3.2.1), oder die Tringnbeginnt erst innerhalb
der Zensierung (Lemma 3.2.2). Der erste Fall tritt {jr' (1 — 3) < C ein. Da hier der
getrimmte Mittelwert, trotz vorliegender Zensur, nur aehdunzensierten Daten beruht,
kann Lemma 3.1.3 direkt angewendet werden. Im zweiten Fadl %, '(1 — 8) > C
untersucht. Bei ihm werden die zensierten Daten nicht ddief rimmung entfernt.
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Lemma 3.2.1 Sei F, die Verteilungsfunktion zur Exponentialverteilung. Deh&zung
des getrimmten Mittelwertes sei durch das Funktional

1 Fa-s)
R

mit der Trimmung

Fj'l-p8)<C
gegeben. Dann gilt
o) = ﬁ1+_ é In(s),
und somit ist ) 1_3

konsistenter Schatzer fér

Beweis: SeiFy « die Verteilungsfunktion fir die zensierten Daten.
Da F,'(1 — 8) < C gilt, werden alle zensierten Daten weggetrimmt. Also liain
Daten die unzensierte Verteilungsfunktibnzugrunde.

1
T(Fyc) = m/l[o,%,é(l—ﬁ)} (y)yFo.c(dy)

1
1 _6/1[0,F91(1—B)](y)yF9(dy)

= Tj5(Fp).

Ab hier analog zu Beweis von Lemma 3.1.3. 0J
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Lemma 3.2.2 Sei Fy die Verteilungsfunktion zur Exponentialverteilung, deztgilungs-
funktion

Fpo(z) = (1= e 7)1 (@) + Lo (@)

gegeben, und die Trimmung erfullt
F;'(1-8)>C.

Wenn das getrimmmte Mittel durch das Funktional

) 1
T(F)= 13 /0 yF(dy) = 13 / Lio,r-1(1-) (¥)y F'(dy)

gegeben ist, gilt fur

TB(F970) = ﬂ[@ — 96_%] = 0.

Sollte dasls durch

1
T(F) = 13 / Lo r—1a-p) (Y)Y F(dy)
definiert sein, dann gilt
T(Fpe) = —— [9—9 -5 _Ce
6,C) — 1_5 (& e .
Beweis:
F/l(1-p) >C
= FQ(C) <l1-p
= 101%1 Fyo(z) <1 =B, Foc(C) =1
= Fya(1—p) =C.
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Somit folgt fur den 1.Fall

T(Foc) [0,F5 5(1-8)] Y)yFo.c(dy)

i/
/[OC] Yy Po.c(dy)
=103

Lo, (y ychder/ 1{0}(y)yPg,C(dy)).

— |

Da [ Py c(dy) = 1 gelten muss, folgt

Da im zensierten Falf immer den WerC' annimmt, und[;” 1¢(y)y Ps.c(dy) wegen der
Definition von Fy - nur Masse am Punkt C hat, gilt somit:

1 ¢ 1
T<F€7C):—ﬁ|:/ y e 9dy+Ce 9
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Einsetzen von Lemma 3.1.1 liefert

Fur den 2.Fall gilt

—_

Lo,k - (W)Y F(dy)

—_
[

Lo,y (y)yPo.c(dy)
¢ 1

956

e

dy.

=

I
1
— — —

—_

0

Einsetzen von Lemma 3.1.1 liefert

_C _C
1_6[9—96 7 _Ce 7).

O

Die Untersuchung beider Schéatzer ergibt, dass sie nicbh&ikonsistent sind. Auch die
Moglichkeit durch multiplizieren mit einer Konstante, diaabhangig vor ist (verglei-
che Lemma3.1.5), scheidet hier offensichtlich in beidelfeR&us.
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3.3 FJIR GETRIMMTE, ZENSIERTE
EXPONENTIALVERTEILUNGEN

Die folgenden Aussagen liegt die Quelle [CL09] zugrunde.

Wenn die Bedingung'y' (1— ) < C erfiillt ist, kann mit dem Mitted; als Schatzer von
0 eine neue Verteilungsfunktion gewonnen werden.a}';umrd der Schétzer aus Lemma
3.2.1 verwendet:

- 1

Fy'(1-8)
0s(Fn) = 1= 37 plog() /0 yFn(dy).

Dieser Parameter flie3t in die Verteilungsfunktiﬁpﬁ ein und ersetzt die Empirische
Verteilungsfunktion in Lemma 2.4.4.

Definition 3.3.1 Sei Fy'(1 — 3) < C und die Daten exponentialverteilt. Mit ihr ergibt
sich der Pseudo Maximum-Likliehood-Schatzer

N [y ydF;,(y) + [N = NF;, (C)|C

P = NF,(©)

Fur diese Definition ist die Voraussetzuj'(1 — ) < C entscheidend. Ansonsten
blieben nach der Trimmung noch zensierte Daten Ubrig, usoﬁpﬁeﬁe sich nicht be-
rechnen. Was ist aber wenn die Trimmung nicht bis zur Zeobuaske reicht?

Fur den FallF(,‘l(l — B) > C wird der schon bekannten Schatdey, aus Lemma 2.4.4
verwendet. Diese Erkenntnis wird festgehalten in folgemkinition.

Definition 3.3.2 Fir exponentialverteilte Daten erhalten wir als modifizigetrimmten
Maximum-Likelihood-Schétzer

~

é _ épmle ) wennl — 5 < FN(C)
Omie , wennl — 3> Fy(C).
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Als weitere Mdglichkeit wird der Pseudo korrigierte MaximtLikelihood-Schéatzer in
[CLO9] gegeben. Dazu wird ein Korrekturfaktor eingefihrt.
Das Integral Uber die Empirische Verteilungsfunktion with einmal genauer betrach-

tet
c Fyl(1-p8) c
/ ydFy(y) = / ydFy(y) + / ydFy(y).
0 0

Fy'(1-5)
An dieser Stelle wird das mittlere Integral mit dem Funkébi;(F') aus Lemma 3.2.1
umschrieben. Somit ergibt sich der Korrekturfaktor
C
Correction(EFn, 3,C) = (1 — 5)Ts(Fn) +/ ydFy(y).

Fyt(1-p)

Dieser wird nun in den Schétzer aus Lemma 2.4.4 eingebunden.

Definition 3.3.3 SeiFy die Empirische Verteilungsfunktion flir exponentialvititeDa-
ten. Dann ist der Pseudo korrigierter Maximume-Likeliho®dRatzer gegeben als

j _ N -Correction(Fy, 3,C) + [N — NFy(C)]C
pecmle — NFN(C>

mit
C

Correction(Fn, 3,C) = (1 — 5)Ts(Fn) +/ ydFn(y)
Fyl(1-8)
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KAPITEL 4

EINFLUSSFUNKTION UND ROBUSTHEIT

Die Ausfihrungen in diesen Kapitel beruhen auf [SH90].

4.1 ROBUSTHEIT

Mit der Einflussfunktion liegt ein Konzept vor, das Aufscéduiiber die Robustheit bzw.
Fehlerempfindlichkeit von Schatzern gibt. Dabei misst sie Hinfluss der Beobachtung
x auf den Schétzer.

Um diese Verfalschung bzw. Kontamination der Daten ddestetu kdnnen, wird die

neue kontaminierte Verteilungsfunktion eingeftihrt. Siandelt eine beliebige Vertei-
lungsfunktion entsprechend ab.

Definition 4.1.1 Sei I’ eine Verteilungsfunktion und € (0, 1). Dann ist ihre kontami-
nierte Verteilungsfunktion gegeben durch

Fre(y) = (1 =) F(y) + elpp.oo) (y)-
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o
=

Die kontaminierte Verteilungsfunktion spie- i
gelt die Idee wieder, dass die Beobachtung .
x mit der Wahrscheinlichkeit verféalscht 2
istund mit(1—¢) unverfalscht aus der Ver-
teilungsfunktionF stammt. Sie dient als
Grundlage fur die Einflussfunktion.

<

0.2

0.0
1

Abbildung 4.1: Kontaminierte Verteilungsfunktion
der Exponentialverteilung mit = 0,5 unde = 0, 1.

Definition 4.1.2 SeienF undG zwei Verteilungsfunktionen unde R. Gilt
sup [F(y) — G(y)| <e,
Yy
dann befinden sich’ undG in e-Nachbarschatt.

Um einen Schéatzer beurteilen zu kénnen, wird zuerst seiNachbarschaft vofi'(F')
und7'(F) untersucht. Naturlich sollte bei einem guten Schéatzer mirelchend kleines
€ genugen.

Definition 4.1.3 SeiT ein Funktional,F eine Verteilungsfunktion unfi(F') € R. Dann
hei3t die Abbildund F (T, F, z) : R — R, gegeben durch
T((1 —E)F+61[m7oo)) —T(F) 0

[F(T,F,z) =li = = T(F,. :
(T, F.z) = lim . %(,kﬂ

Einflussfunktion vofi™ auf F'.

Korollar 4.1.4 SeiF ein Funktional undl'(F’) der zugehorige Mittelwert. Dann gilt fur
die zugehorige Einflussfunktion

IF(T,F,z) =x—T(F).
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Beweis: Fur den Mittelwert gilt

T(ng,g) = T((l — €)F + 61[1,700))

= /xd(l —5)F+/xd51[m7oo)
= (1 —6)/1‘dF—|-6/{L'd1[I7OO)

= (1—)T(F) +ex.

Somit ergibt sich fur eine Einflussfunktion folgendes

T((1— &)F + eljppe) — T(F
IF(T, F ) = lim L F F o)) = T(F)

el0 g
o (L= T(F) +ex = T(F)
el0 9
i £ eT(F)
el0 g
=z —T(F).
0]
0 -
0 1 2 3 4

Abbildung 4.2: Einflussfunktion des normalen Mittelwertes

Der Normale Mittelwert ist nicht sehr Robust. Wie an der Risfifunktion leicht erkannt
werden kann, haben Ausreil3er einen unbegrenzten Einfliss.vidrd deutlich in Abb.
4.2, da die Funktion nach oben unbeschrankt ist.
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4.2 HBENFLUSSFUNKTION VON QUANTILEN

Lemma 4.2.1 Sei I’ stetig und streng monoton tber Dann gilt fir das Quantil der
kontaminierten Verteilungsfunktion

Frl(L),  g<(1-o)F(2)

T,

Beweis: 1.Fall:q < (1 — ¢)F(x)

F;Hq) = inf{y; Foc(y) > q}
= inf{y; (1 - €)F<y> + 51[x;oo)<y> > q}'

Wegen der Stetigkeit voR' und der Anforderung ag, gilt

F,:(q) =inf{y € (—o0,2); (1 —)F(y) = q}

- inf{y € (—o0,2): Fly) > }

(I—¢)
:F—1<135).

2Fall(l—e)F(zx) <g<(1—¢)F(z)+¢
Da F monoton ist, gilt fur alley < z

Fee(y) = (1 —e)F(y) <(1—e)F(z) <q.

Desweiteren gilt nach Vorraussetzufg.(z) = (1 — ¢)F(z) + ¢ > g.
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Somit ergibt sich fir das Quantil

3.Fal(l1—¢e)F(x)+e<q
Far alley < z gilt

Fee(y) = (1 —e)F(y) < (1 —e)F(x) <q.

Somit wird in diesen Fall das Quantil im Interjal co) gesucht:

F,2(q) =inf{y € [z,00); (1 —€)F(y) + ¢ > q}

=inf{y€ [2,00); F(y) > q_g}

—1-—¢
e
1—¢/°

O

Satz 4.2.2Sei F’ streng monoton Uber, f die zugehorige Dichtefunktion,c (0, 1) und
T(F) = F~'(q) dasq-Quantile vonF'. Dann ist

e <P

IF(T,F,x) =10,

<

it B A ()

die Einflussfunktion des Quantils.
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KAPITEL 4. EINFLUSSFUNKTION UND ROBUSTHEIT

Beweis: Da I stetig und streng monoton tbeist, gilt F~!(F(z)) = z. AuBerdem gilt
F(F~Y(q)) = q, wennF~(q) = z erfullt ist.

1.Fall:z < F7(q)

Offensichtlich gilt F'(z) < ¢. Somit existiert eir,, so dasg > F(z) + (1 — F(z)) =
(1 —¢e)F(z) —efuralled < e < ¢ erfilltist.

Mit der Kettenregel ergibt sich sofort

0 __ 0q—e¢
=0

)

Anwendung der Umkehrregel, mit der Tatsache Hadie Dichtefunktionf besitzt, und
der Quotientenregel liefert das gesuchte Ergebnis:

f(F=(q)) (1—¢)? =0
_ 1 { qg—1 ]

fFEHq) [(1—e)?]]._
_ g1
- f(FY(q))

2.Fall:z = F~1(q)
Da F' stetig und streng monton Ubetist, gilt ¢ = F'(x).
Somit folgt soforty > (1 — ¢) F'(x) fur allee > 0.
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KAPITEL 4. EINFLUSSFUNKTION UND ROBUSTHEIT

Desweitern gilt
(I1—e)F(z)+e=(1—-¢)g+e=q+e(l1—¢q) > ¢

fur allee > 0. Mit diesen Eigenschaften vapkann nun Lemma 4.2.1 angewendet wer-
den, es ergibt sich, ! (¢) = « fur alles > 0.

F—l _ F—l .
[F(T, F, ) = lim —2= (4) (@)t
€l0 15 el0 3

3.Fall:z > F~(q)

Da F' stetig und streng monton uberist, gilt ¢ < F'(x). Also gibt es eirg, > 0, so dass
(1 —¢)F(x) > qfuralle0 < ¢ < g. Mit diesen Eigenschaften vankann nun Lemma
4.2.1 angewendet werden. So ergibt sfGh (¢) = F~'(7L) fur alle0 < e < e

F! — F! F-1()_ -1
]F(T, F, {L’) = lim —2£ <q> (Q) — lim (1—5) (Q>
el0 £ el0 c
_ g —1( q ) . 1 g q
 Oe 1—¢e’|._ o FF () |oe1—¢ L
1 q q

Abbildung 4.3: Einflussfunktion degQuantils

42



KAPITEL 4. EINFLUSSFUNKTION UND ROBUSTHEIT

4.3 BEINFLUSSFUNKTION DES GETRIMMTEN
MITTELWERTES

Der folgende Abschnitt beruht auf den Ausarbeitungen véitfg S.55ff].
Satz 4.3.1SeiF streng monoton uber und7(F) das getrimmte Mittel voi'. Dann ist

z—f1

—5 " — M 0<z<z_4
]F(TBvva): ﬁ_ﬂl% T =T1-p
Ti-p = Mg, Ti—p < T

die Einflussfunktion des getrimmten Mittels mit

nep= FU=0) TP = [ dr),

Beweis:

Es wird das getrimmte Mittel der kontaminierten Verteilshgktion betrachtet:

Fre(=B)
T5(Fr) = / dex,a(y)
0

Fo2(=) Frz(-0)
[ - [T R
0 1- ﬁ 0

Fp 2(1-8) y
v [
i 5 ()

Fp 2(1-B) y Fp 2(1-8) y
_ / YRy +e / Y1y — F)(y).
0 1 - 5 0
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KAPITEL 4. EINFLUSSFUNKTION UND ROBUSTHEIT

Danach kommt die Ableitung zum Tragen. Auf den ersten Sunderamwird die Ketten-
regel angewendet, auf den zweiten die Produktregel:

0 -5, o
£T5<Fx,€) = 1— B f(F:c,a (1 B))g[Fx,a (1 - B)]

Als nachstes wird sich der Einflussfunktion gewidmigt( F~1(q), F, x) beschreibtn die
Einflussfunktion des g-Quantils der kontaminierten Véutegsfunktion aus Lemma4.2.1:

[F(Ty, Fx) = g
P <1i5>
= C D o )1 (g), Foa)
T R
=T 1_%f<w1—ﬁ>IF<F—1<q>,F 2) = 3+ 75101 (0)

Einsetzen der Ergebnisse aus Lemma 4.2.1 liefert die dikd. E3abei ist zu beachten
qg=1-—p0.

1Fal:z <zy_p=F'1-p)=IF(F(q), F,z)= TZ&)

T —f _ r T B('Tl—ﬁ) _
[F(Ty, F,z) = 1_5f(x1—6)m R e
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2Falllz =21 5=F'1-8)=IF(F(¢),F,z)=0

T x x
IF(Tg,FJ):#Jc@l—ﬁ)'o_“ﬁ‘i'1_ﬁ:1_5_’[%'
3Faliz > a3 =F1'(1-p)=IF(F(q),F )= f(ifﬁ)
T1-p 1-p X
1F(Ts, F,x T1_ + 0=x1_5—
(Ts, Brw) = 7= 5 op) = — e+ 13 1=~ s
0
0 1 2 3 4

Abbildung 4.4: Einflussfunktion des getrimmten Mittelwest
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KAPITEL 5

SEGMENTIERUNG

In der Bildverarbeitung stellt die Segmentierung einenhtigen Schritt dar. Mit ihrer
Hilfe werden verschiedene Pixel des Ausgangsbildes kiagst. Im Fall von Rissen in
schwarz-weil3 Bildern bietet es sich an, zwei disjunkte ggaiszu wahlen. Fur diese Klas-
sifizierung wird ein Schwellenwert bendtigt, der die Gratstngibt, ab der ein Pixel als
Riss (schwarz) erkannt wird und nicht als Hintergrund (Wwei®azu werden 3 Verfah-
ren néher untersucht. Bevor der Schwellenwert mit Hilfeseid/erfahren bestimmt wird,
werden die Bilder mediangefiltert [ST08]. Dadurch versatdein Schatten und Belich-
tungsunterschiede, oder werden zumindest abgemildert.

AulRerdem stellt die Segmentierung flr die spatere Lebéasagyse eine wichtige Vor-
bearbeitung dar. Es muss darauf geachtet werden, dasstdielfgerte richtig gewahlt
werden, damit die nachfolgende Berechnung und Bestimman&igse korrekt ist. An-
sonsten kann es zu UnregelméaRigkeiten in der Lebenszgsari@mmen und die Maxi-
mum-Likelihood-Schatzer ergeben keine korrekten Ergedani

5.1 VERFAHREN DES STEILSTENANSTIEGES

Die Idee des Verfahrens des steilsten Anstiegs fuhrt damanifck, dass in einem Histo-
gramm bzw. Versuchsanordnung von zweier aufeinander ridigre Punkten, mit Hilfe

eines geeigneten Verfahrens, die Steigung ermittelt vivas ideengebende Verfahren
daflr wurde von Tsai (1995) veréffentlicht in [TS95]. An d&telle mit der grof3ten Stei-
gung ist nun der Zuwachs am gréf3ten und im Fall der Rissetkenkann angenommen
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KAPITEL 5. SEGMENTIERUNG

werden, dass dort die Schwelle vbellenunddunklenFarbpunkten ist.

Als Grundlage dient hier das Histogramm der Graustufen. £ia €er Natur der Sache
liegt, ergibt sich eine diskrete Struktur. Aber um den Aegthestimmen zu konnen, wird
eine stetige Verteilungsfunktion bendtigt, deshalb wiklierndichteschatzung zu Hilfe
genommen. Die Schatzfunktion ist gegeben durch:

f@):%é%(%f).

Dabei ist\ die Bandweite, die angibt, wie viele der umliegenden PudkteHistogramms
beim Bilden der stetigen Verteilungsfunktion an jeder I8tatit einflie3en. Wird\ zu
klein gewahlt, so fallt jeder AusreilRer stark ins Gewichtrd\tlagegen die Bandwei-
te zu grol3 gewahlt, so wirkt das Ergebnis verwassert und trabhoch wenig mit dem
Histogramm zu tun. Die Abbildung 5.1 verdeutlich diese Airkungen der Bandweite
auf die Kerndichte Schatzung und zeigt aul3erdem noch eitgeAgaproximation an das
Histogramm.

0.020
|
0.020
|

—— Bandweite 2 —— Bandweite 6
= = Bandweite 30

0.015
1
0.015

Dichte
0.010

0.010
1

0.005
1
0.005

0.000
|
0.000

0 50 100 150 200 250 ] 50 100 150 200 250

Graustufen Graustufen

Abbildung 5.1: In das Histogramm eingetragene Kerndidftatzungen

k ist der Kern, in unserem Fall der GaulRkern, der wie folgt dkfirist:
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Zusammengesetzt ergibt sich

Da es sich beb%r um eine positive Konstante handelt, also eine Streckung Btrau-
chung in Richtung der y-Achse, kann diese entfallen, oheeStiellen der Extrema der
Funktion bzw. ihrer Ableitungen zu beeinflussen. Da nur deagbing von Interesse ist,
wird die erste Ableitung gebildet:

Bleibt nur noch der Wert zu suchen fir den die 1.Ableitung das Maximum annimmt.
Dazu wird noch einmal in Erinnerung gerufen, dass mit eingkrdten Struktur begon-
nen wurde, und ein Schwellenwert aus eben jener abzahlbverge gesucht wurde. Da
diese Menge Uberschaubar klein ist (sie umfasst die Nali@ri Zahlen von 0 bis 255),
wird die gewohnlichen Herangehensweisen bei einer stefigaktion vernachlassigt. Es
werden nur die Werte fiir O bis 255 betrachtet, und daraus dasnmim gewahlt. Der
Wert, fir den das Maximum angenommen wird, ist der gesuatttev&llenwert.
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Das R-Programm sieht wie folgt aus:

Listing 5.1: R Source Code Verfahren des steilsten Anssiege
‘threshold . msi‘ < function (mat,bw=30)
{ z <— seq(0,255,1)

N <— length(mat)
fE <— seq(from = 0, to = 0,length.out = 256)

for (i in 1:256)

{

fE[i] <— sum(((matz[i])/bw)xexp(—0.5%
(((mat=z[i])/bw)"2))/Nxbw”"2)

}

return (which.max(fE))

Hierbei ist z nicht eine bestimmte Zahl, sondern ein Velder,alle Zahlen von 0 bis 255
enthalt. fE ist ein Vektor der Lange 256 und beinhaltet dgelbnisse der ersten Ableitung
der Kerndichteschatzung fur 0 bis 255. Mit which.max(fE)dndie Stelle des Maximums
herausgesucht und somit auch den Schwellenwert.

Es sei erwahnt, dass bw fir die Bandweite steht, und hier @QwbBeingestellt ist. Die
Grinde, wieso sich gerade eine Bandweite von 30 fir die Rissaung eignen folgen
im nachsten Abschnitt.

5.1.1 WNTERSUCHUNG DERBANDWEITE DESVERFAHREN DES
STEILSTENANSTIEGES

Der nachste wird die Bandweite untersucht und welche Alkswig sie auf das Verfahren
des steilsten Anstieges hat. Dartiber hinaus wird ermitteliche Bandweiten fir die Ris-
serkennung am besten geeignet sind. Wie im vorherigen Aitsau diesem Verfahren

zu lesen ist, spielt die Bandweite eine zentrale Rolle. Dobiklung 5.2 demonstriert dies
gut:

Bandweite 2 ist zu klein gewahlt und ist sehr empfindlich fiuspeil3er. Bandweite 30
dagegen wirkt etwas abgeflacht im Vergleich zum Histograime sehr gute Approxi-

mation liefert dagegen die Bandweite 6.
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Dichte

0.005 0.010 0.015 0.020

0.000

—— Bandweite 2
= = Bandweite 30

100

150

Graustufen

Dichte

—— Bandweite 6

100

Graustufen

Abbildung 5.2: In das Histogramm eingetragene Kerndidftatzungen

Intuitiv bietet sich somit eine Bandweite an, deren Kurve Héstogramms gut approxi-
miert. Leider sind die Schwellenwerte, die so erhalten eeyaicht geeignet fur die Ris-
serkennung. Durch Untersuchung verschiedener Bandwagiteielen Bildern der Risse,
stellte sich heraus, dass sich eine Bandweite zwischen @35i®empfiehlt. Dies gilt in
erster Linie fur mediangefilterte Bilder. Fur ungefiltertédBr passen Bandweiten, die
zwischen 30 und 40 liegen. Dies wird hier aber nicht ndheyerdigt bzw. demonstriert,
da Mediangefilterte Bilder sich besser zur Risserkennuggesi.

Zur Demonstration der Auswirkung der verschiedenen Bairtdwevird der letzten Zeit-
punkt S18 gewahlt und das Bild mit dem markanten ZickzadsRetrachtet

(S18_B40_X=61.950_Y=211.500).
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Abbildung 5.3: Bild und zugehérige, in das Histogramm etragene, Kerndichteschatzungen
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Wird die Bandweite 4 (Abb.5.4) gewabhlt,

so ergibt sich mit 173 einen viel zu grolRen
Schwellenwert und die Risse verschmel-
zen zu einigen wenigen, viel zu langen
Risse. Das Hauptaugenmerk richten sich
nun auf den Zickzack-Riss am oberen
Rand des Bildes. Dieser wird erst ab ei-
ner Bandweite von 25 relativ gut erkannt.
Da die Bandweite zwischen 25 und 35 lie-

%

o . e 'E'.\__'_'.:-—-'f".-:.l"é LA
gen soll, wird die Bandweite 30 betrachte/g(bb"du'ng E 4 Risse (Bandweite 4

Bei ihr wird ein Schwellenwert von 143173)
berechnet, der den Zickzack-Riss sehr gut

p 0P -li?!r'“ .I.'

(Bandweite 4, Schwellenwert

erkennt. Wird hingegen eine zu gro3e Bandweite gewahlt,isbder Schwellenwert zu
klein und einige hellere Teile des Risses werden nicht medamat. Folglich zerfallt der
Riss in zwei oder auch mehrere einzelne Risse. Diese Gegeibarird sehr gut ab einer
Bandweite von 40 und einem Schwellenwert von 130 erkanrd,esiauf der nachsten

Seite illustriert wird.
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Abbildung 5.5: Risse mit Bandweite 30 bzw.40 und Schwellerii43 bzw. 130

Diese Untersuchung wurde fir viele Bilder und Zeitpunkt&tigt. Dabei wurden ver-
schiedene Bandweiten und daraus resultierende Schwetenwntersucht und mitein-
ander verglichen. Die Ergebnisse wurden in folgender Talbestgehalten. Dabei ist zu
beachten das mediangefilterte und ungefilterte Bilder bletiete wurden.
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Vergleich und Bewertung von Bandweiten:

Bild/ Bandweite 1-10 15 20 25 30 35 40 45

S18 _61.950_211.500 0 0 0 0 0 0 1 1
zugehdrige Schwellenwerte bw=8,sw=185 181 174 168 161 138 141
S07_61.950_211.500 0 0 0 0 0O 05 05 0
zugehdrige Schwellenwerte bw=5,sw=195 189 183 178 172 161 156
S00_61.950_211.500 0 0 0 0 0 0O 05 05
zugehdrige Schwellenwerte bw=7,sw=197 193 189 185 180 17® 166
S18 61.000_212.250 0 0 0 0 0O 05 05 05
zugehdrige Schwellenwerte bw=9,sw=159 68 68 70 74 83 92 93
S07_61.000_212.250 0 0 0 0 0O 05 05 0
zugehdrige Schwellenwerte bw=7,sw=195 188 176 166 155 148 122
S00_61.000_212.250 0 0 0 0O 05 05 05 0
zugehdrige Schwellenwerte bw=7,sw=203 193 186 178 170 168® 137
S18_61.950_211.500_Median 0 0 0 1 05 05 0 0
zugehdrige Schwellenwerte bw=4,sw=173 161 155 149 143 130 124
S07_61.950_211.500_Median 0 05 05 1 1 0 0 0
zugehdrige Schwellenwerte bw=2,sw=202 189 183 177 172 1@ 156
S00_61.950_211.500_Median 0 0 0O 05 05 05 05 0
zugehdrige Schwellenwerte bw=1,sw=229 217 213 208 203 198 188
S18 61.000_212.250 Median 0 0 0 0 1 1 0 0
zugehorige Schwellenwerte bw=4, sw=157 144 138 132 126 126 110
S07_61.000_212.250 Median 0 0O 05 05 05 0 0 0
zugehdrige Schwellenwerte bw=3,sw=199 186 180 175 170 169 154
S00_61.000_212.250_Median 0 0O 05 05 05 0 0 0
zugehdrige Schwellenwerte bw=2, sw=225 214 209 204 200 19® 185

Summe (ohne Median): 0 0 0 0 05 2 35 2
Summe (nur Median): 0O 05 15 35 4 2 05 0
Summe: 0O 05 15 35 45 4 4 2

Legende: bw: Bandweite, 0: Schlechte Risserkennung,
0,5: Akzeptable Risserkennung, 1: Gute Risserkennung
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Abschlief3end l&sst sich das Fazit ziehen, dass fur medidage Bilder eine Bandweite
von 25-35 empfehlenswert ist

5.2 VERFAHREN VONRIDLER UND CALVARD

Das Verfahren geht darauf zurlick, dass davon ausgegangazwei grof3e Gebiete zu
haben, in denen sich die Farbwerte haufen. Das klassisalverdungsgebiet war damals
das Erkennen von Handschriften oder andere Schwarz-W&l8rBdie verunreinigt wa-
ren bzw. einen schlechten Kontrast besalR3en [RI78]. Dandewersucht diese Gebiete
zu gewichten, um daraus einen Schwellenwert zu ermitteds. ganze Verfahren erfolgt
iterativ durch folgende Vorschrift:

Zk:b.n(b) > ben(b)
b=0

— b=Ty+1
Tyt = T + k—;V .
2Zn(b) 2 Z n(b)
b=0 b=Tj+1

Wobei T}, der Schwellenwert im k-ten Iterationsschritt darstelie Graustufe wird mib
bezeichnet, und(b) die dazugehdorige relative bzw. absolute Haufigkeit ist.

Als Abbruchkriterium gilt7), = Ty, 1 [TR79].

Das Schone an diesen Verfahren ist, neben seiner einfagrentung, auch die schnelle
Konvergenz.

190
1
190
1

—— Startwert 12 — Startwert 12
—— Starwert 128 — Starwert 128

160 170 180
1 1 1
160 170 180
1 1 1

Schwellenwert
Schwellenwert

150
1
150
1

140
1
140
1

130
1
130
1

120
1
120
1

T T T T T T T T T T T T
() 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Iterationsschritte Iterationsschritte

Abbildung 5.6: Ergebnisse des Verfahren von Ridler und &alhan zwei verschiedenen Bildern mit zwei
verschiedenen Startwerten
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An Abbildung 5.6 wird sehr gut dargestellt, wie schnell dasf@hren konvergiert. Beim
betrachten dieser Bilder, scheint das Verfahren nicht véemt\8ert abzuhangen. Leider
ist dies ein Trugschluss. Das Verfahren hangt von der WahBdartwertes ab.

Die Konvergenz lasst sich leicht mit Hilfe von zwei Lemmabasveisen.
Dabei wird benutzt, dass in diesem Fall 256 Graustufenegein. Die Beweise laufen
natdrlich auch mit anderen Werte als Schranken analog dWi80].

Lemma 5.2.1 Seienu; , und s die Mittelwerte der ersten bzw. der zweiten Klasse, und
T}, der Schwellenwert im k-ten Iterationsschritt. WennTgei= | (11,0 + f2,0 - %)J gestar-
tete wird, dann gil0 <y, < T}, < po g < 255.

Beweis: Durch Induktion Uber k.

Induktionsanfang k=0:

Offensichtlich gilt0 < 110 < pop < 255. DaTy = [(10 + pop) - 3] gilt, mussT,
zwischen den zwei Mittelwerten eingebettet werden. AIS0 i1 o < T < piap < 255.
Induktionsvoraussetzung:

Fir ein beliebiges aber festeskN gilt 0 < p; 5, < T}, < pop < 255.

Induktionsschritt:

Offensichtlich gilty 41 € 11, = [0, T3] und puo 41 € Loy = [Tk, 255]. Folglich besteht
auch hier die Beziehungs 11 < pio 1, und mitTyq = [ (11 k41, f2k+1) - %J wurde
0 < g1 < Thr < po1 < 255 gezeigt. O]

Lemma 5.2.2 Gilt T}, < T}, dann folgt7y.,; < T}.». Analog impliziertl}, > T}, die
Ungleichundl}, .1 > Ty.o.

Beweis: SeiT), = T, dann verandern sich die Mittelwerte auch nicht. Da; =
ke UNd g gy 1 = pig g2 Qilt, fOIQt Ty = Ty

SeiT}, < T4, dann wird der Mittelwerj; ;.» Uber das alte Intervall, 7] und den neu
hinzugekommen Werten fiir die erste Klasse gebildet (Reptist durch das Intervall
[Ty + 1, Ty41]). Da nur groRere Werte hinzugekommen, wird auch der Migelangeho-
ben, d.hy p11 < 1 2. Analog folgt : ps k1o € 1o k11 = Lo /[Tk + 1, Tx11].Da hier die
kleinsten Werte wegfallen, steigt der Mittelwert ebersfabomit folgt: e 11 < pi2 ko
Offensichtlich folgt7,; < Ty,.. Analog folgt die zweite Aussage. O
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Lemma 5.2.1 zeigt, dass der Schwellenwert von den Mittéemeeingerahmt ist, und
Lemma 5.2.2 zeigt, dass der Schwellenwert nur wachsen edechrumpfen kann. Soll-
te er einmal stagnieren, so wird er immer gleich bleiben. iSmtngezeigt, dass das Ver-
fahren konvergiert.

Das R-Programm sieht wie folgt aus:

Listing 5.2: R Source Code Verfahren von Ridler und Calvard

‘threshold.rc' < function (mat,tstart=128)
{
vec <-as.vector(mat)
meanl <mean(vec[vec<tstart])
meanu <mean(vec|[vec>=tstart])
tnew <—(meanl+meanu)/2
while(tstart !'= tnew)
{
tstart <-tnew
meanl <mean(vec|[vec<tstart])
meanu <mean(vec[vec>=tstart])
tnew <-round ((meanl+meanu)/2)
}
return (tnew)
}

5.3 VERFAHREN VONOTSU

Die Grundlagen fur die Untersuchung der Varianzanalysathieauf den Definition aus
[KRO3]. Das eigentlich Verfahren beruht auf [OT79].

Das Verfahren von Otsu geht auf die Varianzanalyse (ANOWA}izk. Dabei ist zu be-
achten, dass bei einer Varianzanalyse die Gleichheit vossijfé3en getestet wird, und
fur die Schwellenwertwahl von Otsu genau das Gegenteil esalit ist. Es wird bei die-
sen Verfahren anhand einer Varianzanalyse versucht deerEaddglichst zu maximie-
ren. Der F-Wert ist dabei der Quotient der Varianz zwischam@ruppen und der Varianz
innerhalb der Gruppen.
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Wird nun die eigentliche Varianzanalyse in Betracht genp@egibt sich, dass statt der
Varianz die Summe der quadratischen Abweichungen benuttt Aso gilt fir die Qua-
dratische Abweichung:

Definition 5.3.1 Sei M die Anzahl der zu untersuchenden Grupp®&ndie Anzahl der
Beobachtungen in derten Gruppe undj; ; die j-te Beobachtung derten Gruppe. Au-
Rerdem gily", N; = N. Dann ist

M N; 1 M N; 2
Qgesamt = Z (yi,j - N Z Z yi,j>

i=1 j=1 i=1 j=1
die gesamte quadratische Abweichung.

Lemma 5.3.2 Seiy_ das Arithmetische Mittel tiber alle Beobachtungen aller gren.
Im Fall von zwei Gruppen gilt

Quesame = 3 (15 =T+ 3 (v —7)°

Beweis:

SeiM =2

2 N; 1 2 N 2
Qgesamt Z Z (yi,j - N Z Z yi,i)

i=1 j=1

Ny | 2N 1 2N 2
= yIJ_NZZyi,j> +Z<y23_ﬁzzyzg>

7j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

N1 N1 2 2
. <ylj (zy +zy2,j>>
j=1 j=1 j=1
Ny No
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Wird nun die quadratische Abweichung innerhalb der Grugdpsrachtet, so ergibt sich

fur diei-te Gruppe:
N; T 2
Qi = Z <yi,j N Z%;) .
j=1 ‘=1
Aufsummieren aller); zeigt, dass dies ein Mal fur die quadratische Abweichungrinn
halb der Gruppen ist.

Definition 5.3.3 Sei M die Anzahl der zu untersuchenden Grupp&hdie Anzahl der
Beobachtungen in derten Gruppe und; ; die j-te Beobachtung derten Gruppe. So
ist die quadratische Abweichung innerhalb der Gruppe gegeturch

M M N; 1 N; 2
Qinnerhalb = Z Qz = Z Z <yi,j - ﬁ Z yi,j) .
i=1 i=1 j=1 ? j=1

Lemma 5.3.4 Seiy;. das Arithmetische Mittel Giber alle Beobachtungenidiem Gruppe.
Im Fall von zwei Gruppen gilt

N1 N2

Qinnerhalb - Z(yl,j - y_l)z + Z(y?,j - y_2)2

J=1 J=1

Beweis: SeiM =2

2 N LN 2
Qinnerhalb = Z Z <yi,j - ﬁ Z yl}j)

J=1 J=1

O

Schlief3lich wird noch die quadratischen Abweichung zwesctlen Gruppen untersucht.
Sie wird berechnet, indem man die quadratische Abweichbegdie Gruppenmittelwer-
te bestimmt. Dabei wird jeder Eintrag durghdas arithmetische Mittel déften Gruppe
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identifiziert. Da dieseN;-mal auftritt, wird die entsprechend Summe duf¢hy; ersetzt.
Vergleiche dazu Definition 5.3.1.

Definition 5.3.5 Sei M die Anzahl der zu untersuchenden Gruppémie Anzahl aller
Beobachtungeny; die Anzahl der Beobachtungen in deten Gruppe undj; ; die j-te
Beobachtung derten Gruppe. So ist die quadratische Abweichung zwischeGdeppe
gegeben durch

M TR MM 2
szischen = Z Nz (F Z Yij — N Z Zyi,j> .
i=1 =1 i=1 j=1

Lemma 5.3.6 Seiy das Arithmetische Mittel Giber alle Beobachtungen gndas Arith-
metische Mittel Gber alle Beobachtungen déen Gruppe. Im Fall von zwei Gruppen gilt

szischen - Nl(y_l - y_)z + NZ(y_2 - y_)2

Beweis: SeiM =2

2 1 N; 1 2 N; 2
szischen = Z Nz (F Z Yij — N Z Z yi7j>
= X -

tj=1 i=1 j=1

| o R 2 R IERR 2
=N (ﬁl;yl,g’—ﬁzzym) + Ny (E;ylj_ﬁzzyi,j)

=1 j=1 i=1 j=1

| M 2 TRE
=N (Fl Zyl,j—f> + Ny (ﬁz Zyzj—K)
=1 =1

=N —7.)% + No(7z — 7.)°

2

Zur leichteren Beweisfilhrung des nachsten Satzes wirduezek Lemma gezeigt.

Lemma 5.3.7

M N;

2.

i=1 j=1

1 Qi TR | M N
(yz',j - ﬁz ;%k) (E ;yz’,l N Z Zymn> =0

m=1 n=1
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Beweis:

Satz 5.3.8Mit den Definitionen 5.3.1, 5.3.3 und 5.3.5 gilt die Beziehun

Qgesamt = Qinnerhulb + szischen-
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Beweis:
Qgesamt
M N ;MM 2
=> D |mi— 52 yu>
i=1 j=1 N i=1 j=1
N;
1

M N; 2
zy” zzym)
i=1 j=1

)2 EEL )
5

J=1 i=1 j=1

Wegen Lemma 5.3.7 kann der gemischte Term weggelassenwerde

Qgesamt

o] (VRS 30 185 3 o] 5 oS » o1

i=1 j5=1 =1 j5=1

2
1 1 1 L
(ym N jE:l ym‘) + ;:1 Ni (E ]221 Yii T N E > sz)

i=1 j=1
= Qinnerhalb + szischen

Der zu bestimmende F-Wert fiir die Varianzanalyse ist gelechd

Varianz zwischen den Gruppen
Varianz innerhalb der Gruppe
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Dabei ist zu beachten, dass die beiden Varianzen wie fotgthaeet werden:

szischen

szwischen — M_1

und

Vi . Qinnerh(zlb
innerhalb — W

Die Konstanter}w— und =7 M sollen die Erwartungstreue erhalten. Somit ergibt sich der
F-wert fUr die Varianzanalyse durch:

N—-M szzschen

F =
M —1 annerhalb

Im Fall M = 2 ergibt sich:

N-M szzschen
M—1 anerhalb

2 N;
1 - _ 2
N Ny <ij1 Z?Jl,j N ZZ@/m) + N, ( PDREVIEED DI Bl ym‘)
— =1 i=1 j=1

F =

T 21 Ny 2 0~ TR 2
Z(ylj__zylj> +Z<y2,j—ﬁzzy2,j>
j=1 j=1

N-2 MN@.-7)+No(fo —7)

2 — ]_ N1 No
D =T+ (1, — )
J=1 j=1

fur die Varianzanalyse.

Definition 5.3.9 Bei dem Verfahren von Otsu soll der Quotient

By =70+ 2y —7.)?

Fotsu = N N N,
2 —
N1 ) Z Y1, — Y1) m Z(yz,j -7)°
7=1 7=1

maximal sein.
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Hieran wird sehr schon deutlich, dass der F-Wert der Vaaaabyse und der Quotient
von Otsu bis auf Gewichte identisch sind.

Das R-Programm sieht wie folgt aus:

Listing 5.3: R Source Code Verfahren von Otsu

vec<-as.vector(mat)
Q<—NULL
I<—length (vec)
for(t in 2:254){
|.I<—length(vec[vec<t])
| .u<—length(vec[vec>=t])
if(l.1>1 & 1.u>1){
mean.|l<mean(vec[vec<t])
mean.u<mean(vec|[vec>=t])
var.l<-var(vec[vec<t])
var.u<-var(vec|[vec>=t])
mean. all <mean(vec)
sigma.between<(l.I/1)«(mean.kmean. all)"2
+(l.u/l)x(mean.umean. all)"2
sigma.within<-(I.l1/l1)xvar.|l + (l.u/l)xvar.u
Q<—rbind (Q,c(t,sigma.between/sigma. within))

}
}
Q[which . max(Q[,2]),1]
}

5.4 VERGLEICH DER VERSCHIEDENEN ERFAHREN

Als Nachstes werden die 3 Verfahren und der intuitive Sclemelert des arithmetischen
Mittels untereinander verglichen. Dabei stellt sich dadafgen des steilsten Anstieges
mit einer Bandweite von 30 als Bestes heraus. Bei der Bdtragtsollten im Idealfall die
Bilder immer mediangefiltert vorliegen. Es mag zwar vereinBilder geben, die durch
ein anderes Verfahren besser erkannt werden, aber die Badse wird am zuverlassigs-
ten mit diesen Verfahren bearbeitet. Sollte einmal ein gradsrer Schwellenwert durch
z.b.: Ridler und Calvard gegeben sein, so liegt das Verfattes steilsten Anstieges selten
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weit weg. Somit empfiehlt sich das Verfahren des steilstestidges als Segmentierung.

Zur \Veranschaulichung wird das Bild
S06_61.475_212.250 (Abb.5.7) betrach-
tet. Dem ersten Verfahren, dass untersucht
wurde, liegt die naive Vorstellung des mitt-
leren Grauwertes zu Grunde. Es wird das
Arithmetische Mittel Gber die Graustufen
aller Pixel gebildet. Als nachstes wird das
Verfahren von Ridler und Calvard gefolgt :
von Otsu betrachtet. Als letztes wird das Abbildung 5.7: Originalbild

Verfahren des steilsten Anstieges gewahlt. Hierbei wirgt @dandweite von 30 gesetzt.
Die genauen Grinde, wieso diese Bandweite gewahlt wirdgeuin Abschnitt 5.1.1
aufgefuhrt.

Fur diese 4 Verfahren und ihre zugehdrigen Schwellenwarttedse Risse eingezeichnet.
Es fallt sofort ins Auge, dass die ersten drei Verfahrenzighohe Werte liefern. Nur das
Verfahren des steilsten Anstieges erkennt die Risse gut.

Mittlerer Grauwert t=135 Verfahren von Ridler und Calvard 28
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Verfahren von Otsu t=130 Verfahren des steilsten Anstibges30, t=105

Auch fur frihe Zeitpunkte arbeitet das Verfahren des s@ilé\nstieges zuverlassig. Es
sei aber erwahnt, dass hier die zwei anderen Verfahren @haRidler und Calvard sowie
Otsu) ebenfalls brauchbare Ergebnisse liefern. Nur dettergtGrauwert lieferte auch

hier schlechte Schwellenwerte. Als Beispiel dient das Bid®d 61.950 211.500.

mittlerer Grauwert t=130 Verfahren des steilsten Anstdge=30, t=203

Somit ergibt sich, dass uUber sdmtliche Zeitpunkte, dasalieeh des steilsten Anstie-
ges die erste Wahl ist. Es liefert zuverlassig Uber alledilehd Zeitpunkte brauchbare

Schwellenwerte fiir die Segmentierung.
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KAPITEL 6

ANGEWANDTE RESULTATE

6.1 DIE VERSCHIEDENEN
MAXIMUM -LIKELIHOOD-SCHATZER

In den kommenden Kapitel werden die verschiedenen MLS nateder verglichen. Die
Daten fur den Vergleich stammen aus einer Forschungsgrdepé&niversitat Kassel.
Bis zu diesem Zeitpunkt wurden alle Bilder einer Segmeutigrunterzogen und déx-
jkstra’s Shortest Path Algorithmus [MUO09] auf sie angewandt. Die daraus entstandenen
Risslangen sind in Tabelle 1 und Tabelle 2 zu entnehmen undenem Folgenden flr
die verschiedenen MLS verwendet. Dabei sind horizontalvdischiedenen relevanten
Bilder aufgelistet und vertikal die Zeitpunkte hinterleBie Werte in der Tabelle geben
die Lebenszeit an, wobei eine reelle Zahl die erwartete hefedt ist und eir fir zen-
sierte Daten steht. Zudem wurden die Daten unter zwei Baitelwe0 und 30, erhoben.
Der Unterschied zwischen Tabelle 1 und Tabelle 2 liegt da@ss bei Tabelle 1 der ef-
fektive Weg des Risses gemessen wurde und bei Tabelle 2 ajiekBon des Risses auf
die x-Achse.

An dieser Stelle wird nochmal auf die Entstehung der Datagegjangen. Die oben er-
wahnte Forschungsgruppe beschéftigte sich mit der Besimgmon kinstlichen Lebens-
zeiten von graduierten Material. Daflr wurden entspredbdProben unter dem Mikro-
skop fotografiert. Die dadurch ersichtliche Rissentwiogwurde dann auf den einzel-
nen Proben dokumentiert und ausgewertet. Mit Hilfe diesateD® und aus der Praxis
bekannten Werten, wann eine vorhandene Probe anhand esses Rricht, wurde eine
kinstliche Lebenszeit fur jede Probe berechnet. DieseZatel in Tabelle 1 und Tabelle
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2 zu finden.

Kinstliche Lebenszeiten werden vor allem in Bereichen bgndn denen das Wissen
Uber eine ungefahre Lebensdauer nitzlich, wichtig odearsdlgerlebensnotwendig ist.
Um bei der Forschungsgruppe zu bleiben und damit die Erngjigan graduierten Ma-

terial aufzugreifen, wird die Abnutzung von Eisenbahnradeetrachtet. In diesem Fall
ist es zum einen fur den Betreiber von Vorteil zu wissen, vigdevKilometer ein solches

Rad im Betrieb bleiben kann, was wirtschaftliche Vorteilg sich bringt. Zum ande-

ren bietet die kiinstliche Lebenszeit eines Rades auch eimisge Sicherheit, indem sie
Anhaltspunkte fur Kontrolltermine liefert.

Bis jetzt wurden nur die Lebenszeiten auf jedem einzelnéah IBétrachtet. Da die Ein-

zelbilder ein Gesamtbild ergeben, muss nun eine Vertesfiumdstion dartiber bestimmt
werden. Damit aber Ausreil3er nicht so stark ins Gewich¢falvird eine Zensurschranke
eingefuhrt. Die gewahlte Zensur ist eine Typ-lI-Rechtsaerga mit einer festen Menge
von Testobjekten gestartet und eine feste rechte Zensardgahgewahlt wurde.

Bandweite 20

Y/IX 61000 61475 61950 62425 62900 63375
210750 C C C 79313.71 C C
211125 C 81313.71 C 79313.71 C 81313.71
211500 C 77313.71 72313.71 79313.71 79313.71 79313.71
211875 C 79313.71 79313.71 79313.71 79313.71 81313.71
212250 C C 72313.71 79313.71 75313.71 79313.71
212625| 79313.71 71313.71 75313.71 77313.71 70313.71 C
213000| 77313.71 72313.71 75313.71 79313.71 79313.71 73313.71
213375| 81313.71 79313.71 77313.71 72313.71 C C
213750 C 79313.71 C C C C

Bandweite 30

YIX 61000 61475 61950 62425 62900 63375
210750 C C C C C C
211125 C 81313.71 C C C 81313.71
211500 C 79313.71 79313.71 79313.71 C C
211875 C 79313.71 81313.71 79313.71 79313.71 C
212250 C C 77313.71 81313.71 79313.71 81313.71
212625 C C 81313.71 C 73313.71 C
213000| 79313.71 C 81313.71 81313.71 81313.71 C
213375 C 81313.71 C 77313.71 C C
213750 C C C C C C

Tabelle 6.1: Kiinstliche Lebenszeiten des graduierten fiddge Anfangspunkt und Endpunktes des Risses
> 160 Pixel
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Bandweite 20
Y/X 61000 61475 61950 62425 62900 63375

210750 C C C 79313.71 C C
211125 C 81313.71 C 79313.71 C C
211500 C 77313.71 72313.71 79313.71 79313.71 C
211875 C 79313.71 79313.71 79313.71 79313.71 81313.71
212250 C C 73313.71 79313.71 77313.71 79313.71
212625 C 738313.71 75313.71 79313.71 72313.71 C
213000 77313.71 73313.71 75313.71 79313.71 79313.71 C
213375 C 79313.71 77313.71 75313.71 C C
213750 C 79313.71 C C C C

Bandweite 30
Y/X 61000 61475 61950 62425 62900 63375

210750 C C C C C C
211125 C 81313.71 C C C 81313.71
211500 C 79313.71 79313.71 79313.71 C C
211875 C 79313.71 81313.71 81313.71 79313.71 C
212250 C C 81313.71 81313.71 81313.71 81313.71
212625 C C 81313.71 C 79313.71 C
213000 79313.71 C 81313.71 81313.71 81313.71 C
213375 C 81313.71 C 77313.71 C C
213750 C C C C C C

Tabelle 6.2: Kiinstliche Lebenszeiten des graduierten fidgdge X-Achsen-Projektion- 160 Pixel

Als erstes wird der Median als intuitiven Schatzer angesichaie Ergebnisse sind fr
die kunstlichen Lebenszeiten in Tabelle 6.3 festgehaldérd davon ausgegangen, dass
die kiinstlichen Lebenszeiten exponentialverteilt mitz) = [~ %e_%dy sind, und die
Zensurschranke als Lebenszeit interpretiert wird, damm kder normalen Maximum-
Likelihood-Schatzer ausgerechnet werden. Als moglichesdeschranke kann in diesen
Fall C= 81314 gewéahlt werden, da davon ausgegangen werden muss, dassisimim-
desten einen Lastwechsel langer halten missen als diesiazen Beobachtungen.

Die Werte fur den zensierten Maximum-Likelihood-Schatnes Lemma 2.4.4 wird als
drittes in Tabelle 6.3 angegeben unter ML(ohne Trimmunggsen Schatzer kann mit
Hilfe des getrimmten Mittels zu einen Pseudo Maximum-Litkebd-Schatzer [CL0O9] er-

weitert werden (vergleiche Definition 3.3.1). Dieser istaleite Gruppe in den Tabellen
festgehalten. Als nachstes folgt der Pseudo korrigiertgildam-Likelihood-Schatzer

aus Definition 3.3.3.
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Bw 30 Bw 30 Bw 20 Bw 20

projiziert direkt projiziert direkt
Median 81314.71 81313.71 80313.71 79313.71
MLE = arithmetisches Mittel 80980.99 80721.12 79350.75 78887.78
ML (ohne Trimmung) Clarke 80980.99 80721.12 79350.75 78887.78
Pseudo-MLE Clarke, betas—'° | 80980.99 80721.12 79350.75 78887.78
Pseudo-MLE Clarke, beta=0.01 85789.64 85514.34 84062.60 83572.15
Pseudo-MLE Clarke, beta=0.1 | 120913.80 120525.80 118479.70 117788.40
Pseudo-MLE Clarke, beta=0.25 200733.00 200088.80 196692.00 195544.40
Pseudo-MLE Clarke, beta=0.5 | 527816.50 526122.70 252198.40 278624.50
Pseudo-MLE Clarke, beta=0.75 913846.00 2357616.00 1130130.00 562175.00
PCMLE Clarke, betat0~1° 80980.99 80721.49 79351.11 78888.15
PCMLE Clarke, beta=0.01 80980.99 80721.48 79351.11 78888.15
PCMLE Clarke, beta=0.1 80980.99 80721.46 79351.10 78888.13
PCMLE Clarke, beta=0.25 80980.99 80721.39 79351.02 78888.06
PCMLE Clarke, beta=0.5 80980.99 80721.25 38926.71 43180.70
PCMLE Clarke, beta=0.75 31288.75 80721.15 38826.34 19678.09

Tabelle 6.3: Schatzer fir die Kiinstliche Lebenszeiten dadiderten Materials

Die intuitiven Schéatzer ergeben durchgangig konstantét3ahgen. Ein Vergleich mit
dem Pseudo-MLE von Clarke liefert die Erkenntnis, dass éiimge Trimmung ahnliche

Werte erzielt werden. Bei steigendem Anteil getrimmterddatimmt die Differenz zu

den intuitiven Schétzern zu. Im Gegenteil dazu steht daidgierte Pseudo-MLE (PCM-

LE Clarke), der selbst bei einer Trimmung v@5% kaum Abweichungen zeigt. Speziell
bei einer Bandweite voB0 liegt dieses Phanomen noch ausgepragter vor.

6.2 R IMPLEMENTIERUNG DERSCHATZFUNKTIONEN

Zuerst werden hier ein paar Variablen, die im Source Codedanwieder kehren, erlau-
tert. | beinhaltet den Vektor mit den Beobachtungen, folylgibt seine Lange auch die
Anzahl der Beobachtungen an. Fir den Anteil der Trimmung siets beta verwendet
und ist als Standard auf 0,25 festgesetzt. Da die ZensarsohiC bei den graduierten Ma-
terial der hochsten kiinstlichen Lebenszeit entsprichsigsauf 81314,71 voreingestellt.
L ist ein boolsche Vektor, indem festgehalten wird, ob desgirechende Eintrag kleiner
gleich der Zensurschranke bzw. des Quantiife¢ (1 — 3) ist. Die Lange des Vektors L
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ist identisch mit\V - Fy(C). Sollten alsoy. Y;I(Y; < C) = N [ ydFy(y) berechnet
werden, wird einfach nur | mit L multipliziert, und es wirdhein Vektor, der alle Eintrage
kleiner gleich der Zensurschranke enthalt, bestimmt. \WWind noch die Summe Uber die
einzelnen Eintrage dieses neuen Vektors gebildet, sotesigibdie gesuchte Summe.

Listing 6.1: R Source Code ML-Schéatzer

'ml_Clarke’ <—
function (1,C=81314.71)

{

L<— 1 <=¢C
(sum(boolearmnvec))/sum(boolean)
}

Dieser Code berechnet den Maximum-Likelihood-Schafzer % aus Lemma

2.4.4.

Listing 6.2: R Source Code getrimmtes Mittel

"mean_trim_Clarke’ <
function (1, beta=0.25,C=81314.71)
{
if (quantile(l,(1-beta)) <= C)
{
L <— | <= quantile(l,(1-beta))
mt <— (1/((1—beta+betalog(beta)xlength (I1)))xsum(Lxl)
return (mt)
} else
print(c("Fehler : Zu groSSes Quantile",quantile (Il {beta))))

Hier ist der Source Code fir den Schatzer aus Lemma 3.2.1gahgeDie if-Abfrage
dient dazu, dass die Voraussetzung' (1 — 3) < C nicht verletzt wird. Das getrimmte
Mittel wird wie folgt berechnet:

1 Fyt(1-8)
1 — B+ Blog(B) /0 4dFa(y)

1 _
~ 157 giogp) D oYY <0)

é:
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Listing 6.3: R Source Code Pseudo ML-Schéatzer

"pml_Clarke’ <
function(l,beta=0.25,C=81314.71)

{

theta < mean_trim_Clarke (|, beta)

((length(l)x(theta—thetaxexp(—C/theta)-Cxexp(-C/theta)))
+(length (I)>length(I)x(1—exp(~C/theta))xC)

[(length(1)x(1—exp(=C/theta)))

Hier wird der Pseudo Maximum-Likelihood-Schéatzer aus Len818.1 berechnet. Dazu
wird sich dem getrimmten Mittel aus dem vorherigen SourcdeClozw. Lemma 3.2.1
bedient. Mit Hilfe von Lemma 3.1.1 lasst sich folgende Umfang vornehmen:

- N[ ydFy (y)+ [N = NF, (O)](C)

9 mile —
o NF;, (C)

N[ yée‘y/éﬁdy + [N = N(1 — e=%/9s)]C

N(1 —e=9/fs)

N[ds — fe=C/% — Ce=C1%] + [N — N(1.5°]C

N(1 — e=C/0s)

Listing 6.4: R Source Code Korrektur fir PCMLE

"Correction ' <
function (1, beta=0.25,C=81314.71)

{

theta < mean_trim_Clarke (1, beta ,C)
Fn < quantile (1,(1-beta))

cor < ((1—beta+betalog(beta)xtheta)thetaxexp(—C/theta)
+thetaxexp(—Fn/theta)Cxexp(—C/theta)+Frexp(—Fn/theta)

return(cor)

}
Da mit dem Funktional 3(F') = = /3 fO de y)fur das getrimmte Mittel
WTﬁ( ) gilt, lasst SICh der Korrekturfaktor wie folgt ausdrucken:

70



KAPITEL 6. ANGEWANDTE RESULTATE

C

Correction(Fy,3,C) = (1 — B)Ts(Fy) + / deéﬁ(y)
Fy'(1-8)
B c Fx'(1-p)
= (1= 8+ plog(B)) 1 — 51+ ;ﬁog(ﬁ)TB(FN) +/0 ydFy, (y) = /0 ydFy, (y)

= (1— B+ plogB)b;
4 (05 — eC1% — Ce=C% — (5 — fge PN (=00 _ P11 — B)e~Fn (1=0)/05)]

= (1— 8+ plogB)bs
+ [_éﬁe—c/és + éﬁe—Fﬁl(l—ﬁ)/% — CeCl0s 4 Fyl(l— 5)6_%1(1_5)/%]

Listing 6.5: R Source CodePseudo korrigerter ML-Schatzer

'pcml_Clarke '’ <
function(l,beta=0.25,C=81314.71)
{
L<— I <=¢C

cor < Correction(l,beta ,C)
(length(l)xcor+(length(I)>length(L))xC)/(length (L))

}

Der Pseudo korrigierte ML-Schatzer aus Lemma 3.3.3 wirdfalgt berechnet.

p _ N -Correction(Fy, 3,C) + [N — NFy(C)]C
pemle — NFN(C>
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