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1 Einleitung

In dieser Arbeit werden wiederholte bindre Beobachtungen untersucht. Binére
Beobachtungen sind Beobachtungen mit nur zwei moglichen Ergebnissen, zum
Beispiel, ob ein untersuchtes Ereignis aufgetreten ist oder nicht, Erfolg und Miss-
erfolg oder An- und Auszustand. In der Praxis treten bindre Beobachtungen z.B.
bei toxikologischen Experimenten mit schwangeren Mausen auf. Das beobachte-
te unerwiinschte Ereignis ist dann das Vorkommen von Missbhildungen bei den
Foten. Auch stetige Daten kénnen in bindre Daten transformiert werden, indem
ein bestimmter Wert als Grenze fiir beide Zustédnde benutzt wird, z.B. die Be-
obachtung des Blutdrucks in pharmazeutischen Experimenten. Gemessen wird, ob
der Blutdruck gréfer oder kleiner als 140 mmHg ist[] Allerdings ist dies eher ein
untypisches Beispiel; im Allgemeinen werden andere Laborparameter, die einen
Grenzwert iiberschreiten, als Auftreten eines unerwiinschten Ereignisses gewer-
tet.

Von wiederholten bindren Beobachtungen wird gesprochen, wenn mehrere Un-
tersuchungen des gleichen Merkmals bei einem Subjekt bzw. bei einer Unter-
suchungseinheit gemacht werden. Sobald mehrere Subjekte untersucht werden,
kéonnen Abhéngigkeiten zwischen den Beobachtungen eines Subjekts auftreten,
da die verschiedenen Subjekte jeweils ein unterschiedliches Basisniveau aufwei-
sen. Zum Beispiel konnen bei einer Gruppe von Personen simultan beide Augen
untersucht werden. Die Daten der Augen einer Person sind dann voneinander
abhéngig, da sie dieselben genetischen Grundvoraussetzungen haben. Bei ande-
ren Personen sind diese Voraussetzungen wieder anders. Ein weiteres Beispiel
sind klinische Studien, die Daten aus unterschiedlichen Kliniken verwenden. Die
Daten aus einer Klinik weisen dann aufgrund der gleichen &rtlichen Verhéltnis-
se eine Abhéangigkeitsstruktur, einen , Klinikeffekt* auf. Im Allgemeinen werden

solche Daten geclustert oder korreliert genannt.

!Ein Blutdruck grofier als 140 mmHg bedeutet Hypertonie.



1 EINLEITUNG

Im Folgenden werden fiir die Auswertung wiederholter bindrer Daten verschiede-
ne Modelle vorgestellt. Jedes Modell enthélt Parameter, die mit Hilfe der Daten
eines Experiments geschétzt werden konnen. Diese Parameter konnen dann zur
Prognose iiber den moglichen Ausgang einer Wiederholung des Experiments be-
nutzt werden. Dies geschieht zum Beispiel in klinischen Tests zur Zulassung eines
Medikaments.

Generell werden drei Klassen von Modellen unterschieden: die marginalen Mo-
delle, die subjekt-spezifischen (cluster-spezifischen) Modelle und Modelle, die den
Ausgang der nédchsten Beobachtung bedingt auf den vorherigen Beobachtungen
modellieren. Im Rahmen dieser Arbeit wird allerdings nur auf die marginalen
Modelle und auf eine spezielle Unterklasse der subjekt-spezifisches Modelle, der
random-effects-Modelle, eingegangen. Im Folgenden werden die jeweiligen An-
wendungsgebiete erlautert und zu jeder Klasse ein bis zwei spezielle Modelle vor-
gestellt und analysiert. Insbesondere wird auf die Anzahl der nétigen Parameter
eingegangen. Nach diesen Modellvorstellungen erfolgt in Kapitel [5] ein Abschnitt
iiber Versuchsplanung, in dem ein Verfahren von |Liu u. Liang) (1997) zur Herlei-
tung einer Fallzahlformel fiir marginale Modelle mit wiederholten Beobachtungen
vorgestellt wird. Diese Formel gibt die mindestens benétigte Anzahl von zu un-
tersuchenden Subjekten an, damit ein statistischer Test mit hoher Wahrschein-
lichkeit einen signifikanten Unterschied in den Daten erkennt. Fiir ein konkretes
Beispiel wird mit Hilfe dieser Formel in Abhéngigkeit der Wiederholungen pro
Subjekt der jeweils benotigte Stichprobenumfang ermittelt. Mit diesen Ergebnis-
sen kann die Anzahl von Wiederholungen bestimmt werden, bei der die gesam-
ten Kosten einer Studie minimal wéren. Im letzten Kapitel werden Simulationen
durchgefiihrt, die die Fallzahlformel fiir ein Beispiel testen sollen. Diese Simula-

tionen und Auswertungen erfolgen mit den Statistik-Programmen R und SAS.



2 Grundlagen

Zunichst werden einige Grundlagen erlautert, die in dieser Arbeit benutzt wer-

den.

Bemerkung 1. Es werden Experimente betrachtet, die wiederholte binédre Da-
ten bzw. Beobachtungen liefern. Solange nichts Gegenteiliges behauptet wird,
wird einfachheitshalber davon ausgegangen, dass die Beobachtungen von Perso-
nen bzw. Subjekten stammen. Natiirlich sind auch andere Untersuchungseinhei-
ten denkbar. Insgesamt werden N Subjekte beobachtet und pro Subjekt ¢ werden

n; Beobachtungen gemacht.

Bemerkung 2. Die Beobachtung bei Subjekt ¢ und der j-ten Wiederholung wird
mit y;; bezeichnet. Diese Beobachtung wird als Realisierung einer Zufallsvaria-
ble Y;; angesehen. Verkiirzt wird auch die Zufallsvariable schon als Beobachtung
bezeichnet. Die Zufallsvariablen Y;; werden zu einem Zufallsvektor Y; zusammen-

gefasst.

Bemerkung 3. Die n; Zufallsvariablen Y;; von Subjekt ¢ sind untereinander
abhéngig bzw. korreliert. Dies wird durch die Aussage, dass die Beobachtungen
korreliert seien, vereinfacht ausgedriickt. Diese korrelierten Beobachtungen bilden

ein sogenanntes Cluster.

Bemerkung 4. Die Zufallsvariablen Y;; werden durch ein Modell mit den dazu-
gehorigen erklérenden Variablen z;; € RP, also den bekannten oder auch vermute-
ten Faktoren, denen ein Einfluss auf die mogliche Beobachtung des Experiments
nachgesagt wird, in Verbindung gebracht. Der Parametervektor 3 beschreibt die-
sen Einfluss und wird mit Hilfe der Beobachtungen geschétzt, um den méglichen
Ausgang einer Wiederholung des Experiments vorherzusagen. Die Korrelation der

Beobachtungen bei einem Subjekt wird von dem benutzten Modell beriicksichtigt.

Bemerkung 5. Viele Modelle beschreiben mit ihrer Annahme iiber die Vertei-

lung der Zufallsvariable gut den beobachteten Erwartungswert. Allerdings ist die

3



2 GRUNDLAGEN

Varianz der tatsédchlich beobachteten Daten meist gréfer als die im Modell ange-
nommene. Dieser Zustand wird overdispersion genannt. In den meisten Modellen

ist ein Parameter fiir overdispersion enthalten.

Bemerkung 6. Um die zwei im Folgenden betrachteten verschiedenen Aus-
pragungen der Modelle fiir wiederholte binédre Beobachtungen gegeniiberzustellen,
wird zur Illustration eine Studie benutzt, ndmlich die Indonesian Children’s He-
alth Study (ICHS), die in Diggle u. a.| (2002)) kurz erlautert wird. In dieser Studie
wurden die Griinde und der Effekt von Vitamin-A-Mangel bei Vorschulkindern
untersucht. In einem vierteljahrlichen Abstand wurden bis zu sechs Untersuchun-
gen bei iiber 3000 Kindern gemacht. Dabei wurde iiberpriift, ob die Kinder unter
Atemwegsinfektionen, Diarrhoe oder Xerophthalmie, einer Augenkrankheit, die
auf Vitamin-A-Mangel zuriickzufiihren ist, leiden. Ebenso wurden Gewicht und
Grofle gemessen. Es wird nun die Frage betrachtet, ob Kinder mit Vitamin-A-

Mangel ein erhohtes Risiko fiir Atemwegsinfektionen haben.

Fiir unabhéngige Daten kann das verallgemeinerte lineare Modell benutzt werden

(z.B. n; =1).

Definition 7. Das verallgemeinerte lineare Modell (GLM = generalized linear

model) besteht aus drei Komponenten:

1. den beobachteten Zufallsvektor Y = (Y;,...,Yy)" € RY und dessen Ver-

teilung (Zufallskomponente),

2. dem linearen Pradiktor zi,...x, € RP (systematische Komponente, er-

kldrende Variablen),
3. der Linkfunktion A.

Der Zufallsvektor Y = (Y;,...,Yy)T € RY besteht aus N unabhiingigen Be-
obachtungen, die mit einer Verteilung aus einer 1-parametrischen natiirlichen

Exponential-Familie mit Dispersionsparameter (siehe Def. verteilt sind. Die

4



2 GRUNDLAGEN

Abhéngigkeitsstruktur des Zufallsvektors Y von den erkldrenden Variablen wird
dann durch folgende Gleichung beschrieben:

Dabei ist 3 € R? der zu schitzende Parametervektor.

Mit X = (z1,...,2y5) € RP*Y (Planungsmatrix) lisst sich somit schreiben
WEY)) = X5,
wobei h(E(Y)) € RY der Vektor mit den Eintrigen h(E(Y;)) ist.
Definition 8. Besitzt die Zufallsvariable Y; € R eine Dichte der Form
w
fo.s(yi) = exp {[yﬂ — b(6)] P c(yi, ¢)} :

wobei 0, ¢ € R unbekannt und w € R, b: R — R, ¢: R? — R bekannt sind, dann
besitzt Y; eine Verteilung einer I-parametrischen natirlichen FExponentialfamilie

mit Dispersionsparameter ng]

Beispiel 9. Die Zufallsvariable Y; = % mit Y; ~ B(M,p) (Binomialverteilung
mit Parametern M und p) besitzt eine Verteilung einer 1-parametrischen natiir-

lichen Exponentialfamilie mit Dispersionsparameter ¢, denn es gilt:
M My; M—My;
frup(i) = Ppouy(My:) = My )P ‘(1-p) '

= exp {m ((%)) + My; In(p) + (M — My;) In(1 —p)}
— e { M) -1 =)+ 2rm1 -+ ( () )]

- eoffo5)- -] wom ()

~ exp {[yiﬁ - b(H)]% + ey, <b)}

2yvgl. McCullagh u. Nelder| (1989)



2 GRUNDLAGEN

mit § = In (ﬁ), also p = 15:969 und b(0) = —In(1 —p) = In(1 +¢%), w = M,

¢ =1und c(y;,$) = In ((&i)) fiir y; € {0, 47, &, ..., 1}.
Insbesondere gilt die Darstellung fiir M = 1, d.h. fiir die Bernoulli-Verteilung
Y; =Y; ~ B(L,p).

Bemerkung 10. Wenn Y; eine Verteilung einer 1-parametrischen natiirlichen
Exponentialfamilie mit Dispersionsparameter ¢, kurz Exponentialfamilie, besitzt,
dann ist

¢

E(Y;) =V(0) und Var(Y;) = b"(Q)E.

Zum Beweis dieser Aussage siehe McCullagh u. Nelder (1989), S. 29.

Fiir Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen ist dann

BOY) = V0) = oo =y und
var(vy) = 002 = POy

w (14 exp(0))?
Definition 11. Seien die Zufallsvariablen Y7, ..., Y, gegeben. Dann ist eine Kor-

relation k-ter Ordnung py, der Zufallsvariablen Y;,,...,Y;, (k < n) definiert durch

o EI(Y — (Y )(Y, — E(Y)) ... - (¥, — E(Y,))
(Var(Y;,) Var(Y;,) - ... - Var(Y;,))'/?

Definition 12. Die Stirlingnummer S(k,j) der zweiten Art ist die Anzahl der
Moglichkeiten, eine k-elementige Menge in j nichtleere Menge zu teilen. Nach

Vereinbarung ist S(0,0) = 1.

Satz 13. Die Stirlingnummer der zweiten Art ldsst sich nach der Formel

S(k,j) = %g(—ni—i (Z)Zk

berechnen. Auferdem gilt die Gleichung

SR (et =1
S stk =S s

i
k>3 J:
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Beweis. Der Beweis ist in [Stanley (1997)), S. 34 zu finden. O

Bemerkung 14. Fiir eine Funktion f : R? — RN, z — f(z) ist die Ableitung

nach dem Vektor x gegeben durch

Oh ... 9h
Ox1 ox
af(l') . . . -p RNXP 3
ar : . : €
ofn ... OIn
o0z Oxp

Insbesondere gilt fiir X € RV, 3 ¢ RP:

X'
=X,
op

Der fiir eine Funktion f : R? — R! durch Ableitung entstehende Vektor wird

Gradient genannt. Wird die Transponierte des Gradienten erneut nach = abgelei-
tet, ergibt sich gerade die Transponierte der Hesse-Matrix. Bei stetigen zweiten
Ableitungen ist wegen der Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge (Satz
von Schwarz) diese Matrix symmetrisch, so dass das Transponieren der Matrix

keine Anderung bewirkt.

3Erwe (1962)



3 Modelle fiir wiederholte binidre Beobachtun-
gen

Fiir die Auswertung wiederholter bindrer Daten gibt es nach Aerts u. a.| (2002)
verschiedene Ansétze. Die einfachste Moglichkeit besteht darin, alle Daten als un-
abhéngig anzunehmen und mit Modellen fiir unabhéngige Beobachtungen auszu-
werten. Allerdings wird in diesem Fall die verfiigbare Information der Korrelation
vernachlassigt und deshalb ist diese Methode fiir die Auswertung nicht gut ge-
eignet,.

Eine weitere Moglichkeit ist, dass die Auswertung auf eine Beobachtung pro Sub-
jekt beschrénkt bleibt, z.B. dass von den Beobachtungen beider Augen nur die
Beobachtung des schlechteren Auges in die Auswertung eingeht. Diese Modelle
werden “response feature models“ genannt. Aber auch bei dieser Moglichkeit ge-
hen Informationen verloren.

Bei stetigen und asymptotisch normalverteilten Daten gibt es eine grofie Klas-
se von linearen Modellen, die die Korrelation beriicksichtigen. Bei kategoriellen,
insbesondere bindren Daten, gibt es nicht so viele ausgereifte Techniken. Es exis-
tiert fiir dieses Problem keine Standardlésung und die vielen unterschiedlichen
Ansitze fallen nicht wie bei der Normalverteilung zusammen. Fiir bindre Daten
fehlt das multivariate Analogon zur Normalverteilung.

Eine Ubersicht iiber die verschiedenen Auswertungstechniken von wiederholten
bindren Beobachtungen geben die Artikel von [Pendergast u.a.| (1996), [Molen-
berghs u. Verbeke (2004)), Hu u.a. (1998) und Neuhaus u.a. (1991), sowie die
Biicher von |Aerts u. a.| (2002)), [Diggle u.a. (2002) und Molenberghs u. Verbeke
(2005)).

Im Groflen und Ganzen lassen sich drei Klassen von Modellen fiir wiederholte
bindre Beobachtungen unterscheiden: die marginalen Modelle, die subjekt- bzw.

cluster-spezifischen Modelle und die bedingten Modelle. Im Rahmen dieser Arbeit



3 MODELLE FUR WIEDERHOLTE BINARE BEOBACHTUNGEN

wird nur auf die ersten beiden Klassen eingegangen. Nach Diggle u. a.| (2002) sind
marginale Modelle fiir korrelierte Daten das natiirliche Analogon zu verallgemei-
nerten linearen Modellen fiir unabhéngige Daten. Marginale Modelle enthalten
Parameter, die Aussagen iiber die durchschnittlich zu erwartende Beobachtung
machen (Aerts u.a. (2002)). Sie werden auch population-averaged-Modelle ge-
nannt. Thnen stehen subjektspezifische Modelle gegeniiber, die Parameter enthal-
ten, die sich direkt auf die Subjekte bzw. Cluster beziehen. Eine spezielle Klasse
von subjektspezifischen Modellen sind die random-effects-Modelle. Falscherlicher-
weise werden in mancher Literatur die subjektspezifischen Modelle schon direkt
als random-effects-Modelle bezeichnet.

Welches Modell benutzt werden sollte, hdngt von den untersuchten Fragestellun-
gen ab. Bei klinischen Test zur Zulassung von Medikamenten ist zum Beispiel von
Interesse, ob sich ein Medikament in seiner Wirkungsweise von einem anderen un-
terscheidet. Zur Beantwortung kann ein marginales Modell benutzt werden, das
den durchschnittlich zu erwartenden Behandlungsunterschied beschreibt. Sollte
die Wirkungsweise eines Medikaments direkt auf einen Probanden untersucht
werden, z.B. ein Medikament fiir HIV-positive Patienten, kommen subjekt- bzw.
clusterspezifische Parameter hinzu. In diesem Fall wird ein subjektspezifisches

Modell benutzt.

3.1 Marginale Modelle

Bei marginalen Modellen wird laut |Diggle u. a.| (2002) der Einfluss der erkléren-
den Variablen auf die Beobachtung getrennt von der Korrelation der Beobach-
tungen bei einem Subjekt modelliert. Dabei wird die marginale Erwartung als
eine Funktion der erkldrenden Variablen modelliert. Erkldrende Variablen kénn-
ten z.B. die untersuchten Medikamente, Alter und Geschlecht der Probanden
oder die Giftkonzentration in toxikologischen Experimenten sein. Mit marginaler

Erwartung wird die durchschnittliche Antwort einer Subpopulation mit den glei-
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chen erkldrenden Variablen bezeichnet.

Als Beispiel sei ein Experiment gegeben, in dem bei einer festgelegten Anzahl von
Probanden wiederholte Beobachtungen gemacht werden. Die Probanden erhalten
z.B. zwei unterschiedliche Behandlungen. Von Interesse ist der Behandlungseffekt,
der marginal gemessen wird. Die Unterschiede in den Reaktionen der einzelnen
Subjekte innerhalb der gleichen Behandlungsgruppe werden dabei nicht beriick-
sichtigt.

Das allgemeine marginale Modell 1asst sich nun durch folgende drei Punkte cha-

rakterisierendd

1. Bs ist B(Yj;) = iy mit h(uy) = x);6, wobei h eine Linkfunktion,
x;; € RP die erkldrenden Variablen von Person i bei der j-ten Beobach-

tung und § € RP der zu schiatzende Parametervektor ist.
2. Die marginale Varianz héngt von der marginalen Erwartung ab:
Var(Yi;) = v(pi;) 9,

wobei v eine bekannte Varianzfunktion und ¢ ein Dispersionsparameter ist,

der eventuell geschéitzt werden muss.

3. Die Korrelation zwischen Y;; und Yj; ist eine Funktion der marginalen Er-

wartungswerte und eventuell eines zuséatzlichen Parameters a:
COH"(Yija Yir) = P(Mij, ik, ),
wobei p(-) eine bekannte Funktion ist.

Beispiel 15. In Diggle u.a.| (2002) wird ein Beispiel fiir ein marginales logis-
tisches Modell mit Intercept gegeben. Dort wird die Indonesian Children’s Health
Study (ICHS) zu Grunde gelegt (s.a. Bemerkung [6]). In dieser Studie wird das

Auftreten von Atemwegsinfektionen im Zusammenhang mit Vitamin-A-Mangel

4vgl. |Diggle u. a.| (2002)

10



3 MODELLE FUR WIEDERHOLTE BINARE BEOBACHTUNGEN

untersucht. Sei z;; die erkldrende bindre Variable, die anzeigt, ob das Kind ¢
bei der j-ten Untersuchung einen Vitamin-A-Mangel aufwies oder nicht (z; =1
fiir ja, O fiir nein). Dann ist x; = (1,z;). Sei Yj; die binére Beobachtung der
Atemwegsinfektion (Y;; = 1 fiir ja, 0 fiir nein). Dann kann folgendes logistisches

Modell aufgestellt werden:

. Hig PY; =1)
logit (pi;) = log (—LU) = log (m = o+ 1z

Fiir die Varianz lasst sich die der Binomialverteilung benutzen; die Korrelation

wird als konstant angenommen:
Var (Vi;) = pij(1 — pi;) und  Corr (Y, Yig) = .

Der Interceptparameter (3, ist der Logarithmus des Bruchs der Hiufigkeiten von
infizierten zu nicht infizierten Kindern in der Subpopulation der Kinder, die nicht
unter Vitamin-A-Mangel leiden. Der Parameter (3; ist der Logarithmus des Bruchs
der Odds der Infektionen bei den Kindern mit Vitamin-A-Mangel und den Kin-
dern ohne Mangel. Damit ist exp(f;) ein Bruch von Populationshéufigkeiten,
also ein population-averaged Parameter. Die Populationshaufigkeit ist der Durch-
schnitt der individuellen Risiken der Personen mit den gleichen erkldrenden Va-
riablen. Mit diesem marginalen Modell kann nun z.B. folgende Frage betrachtet

werden:

e Ist die Verbreitung von Atemwegsinfektionen gréfler in der Subpopulation

der Kinder mit Vitamin-A-Mangel?

Dies ist eine marginale Fragestellung, denn es werden Populationen von Kindern
verglichen.
Diesem Beispiel wird spéter ein Beispiel eines subjektspezifischen Modells fiir die

Indonesian Children’s Health Study gegeniibergestellt.

Im Allgemeinen sind z.B. das George-Bowman-Modell und das Bahadur-Modell
zur Auswertung von wiederholten bindren Beobachtungen geeignet. Auf diese

zwei Modelle wird im Folgenden weiter eingegangen.

11



3 MODELLE FUR WIEDERHOLTE BINARE BEOBACHTUNGEN

3.1.1 Das George-Bowman-Modell

Das George-Bowman Modell ist in der Literatur z.B. in |Aerts u. a.| (2002) und
bei |George u. Bowman| (1995)) zu finden. Es ist ein marginales Modell und kann
zur Analyse von austauschbaren (exchangeable) bindren Daten mit einer Like-

lihoodprozedur verwendet werden.

3.1.1.1 Modelldarstellung

Definition 16. Die Zufallsvariablen X7, X5, ... sind austauschbar, falls fiir jedes
n € N, fiir jeden Vektor (zq,xs,...,2,) und fir jede Permutation m«(1),...,7(n)
gilt:

P(Xeq) =21, Xy = 2n) = P(X1 =21, , Xy = 2) ]

Die Eigenschaft der Austauschbarkeit ist gut geeignet, um die Abhéngigkeit von
Daten/ bzw. Beobachtungen von einem Subjekt (in einem Cluster) zu beschrei-
ben. Sie wird zum Beispiel in toxikologischen Experimenten mit schwangeren
Méusen angenommen. Dabei gibt es Kontrollgruppen und Gruppen von schwan-
geren Tieren, die dem Toxin ausgesetzt werden. Mehrere Gruppen erhalten die
gleiche Gift-Konzentration. Im Anschluss werden dann die Foten auf Missbil-
dungen untersucht. Es interessiert nur die Anzahl der Missbildungen, nicht die
Abfolge der Beobachtungen [

Seien (Yi1, Yio, ..., Yi,,) die n; bindren Beobachtungen der Gruppe (Cluster) i,
wobei fiir k = 1,...,n; der Ausdruck Y;; = 1 bedeutet, dass der k-te Fotus
missgebildet ist und Y;; = 0, dass der Fotus normal gewachsen ist. Dann ist die
gemeinsame Verteilung von (Y, ..., Y:,,) invariant unter Permutationen der In-
dizes (1,...,n;)]

Fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Anzahl Z; = »° ; Y;; der Missbildungen

bei Gruppe ¢ mit n; Beobachtungen gibt es einen geschlossenen Ausdruck:

Svgl. (George u. Bowman| (1995)
6yvgl. (George u. Bowman| (1995)
TGeorge u. Bowman| (1995)

12
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Satz 17. EI Seien Y1, Yo, ..., Yi,, austauschbare bindre Zufallsvariablen und ses

P(Yh:l,}/ﬁ:l,,xkzl) fUT’ kzl,,nl,
1 fir k=0.

)\i,k =

(Mg ist also die Wahrscheinlichkeit, dass bei Gruppe (Cluster) i alle Beobach-

tungen in einer Menge von k Beobachtungen Erfolge (Missbildungen) sind.)
Dann gilt mit Z; = i Yij und z; = i Yij -
j=1 j=1

. ‘_‘_ni_k—zini_zi‘
PO =it o =) = S0 (7T 5 P )

k=z;

und

P(Zi = Zi) = f(Zi; )\i,zia )\i,zi+1> < )\i,nia nz) (2)
= ! —1)kE ! Nk 3
()Z( (e 3)

Beweis. Der Beweis benutzt ein Inklusions-Exklusions-Prinzip.

Da die Zufallsvariablen Y, ..., Y;,, austauschbar sind, geniigt es zu zeigen, dass
PYan=1...,Y.,=1Y,,1=0,...,Y, =0) durch Ausdruck (1) gegeben ist.
Laut Definition ist

)\i,zi - P(Y;l = 17 o 7}/;zi - 1)
= > PMa=1,..Y% =1,Ye0i1 = Yizsrs - Yin, = Yin,)
= P(El:17"'7}/2‘%:17}/;zi+1:07--'7}/;ni20)

n;, — z;
+ ( 1 ) Z P(Yh =1,...,Y 1 =LY 10 =Yiz,42, - - ., Yin, :yim)

n, —z;
S("5F) T RO Y= 1Y = s Yo =)

Yizj+35:-+5 Yin;

ot (_1)ni—2i+1 P(Y;l =1,... ,Ymi = 1)

8Satz (17| und Beweis stammen aus George u. Bowman| (1995).
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= P(}/;lz]-)a}/tbzl:17YZZZ+1:07aY;nl:0)
Syt (TR
D S e (e
k=2i+1
Daraus folgt:
P(Yii=1,..., Y =1,V =0,..., Y =0) = i(—l)kzi A PV
) ) i ) i ) ) i ]f—Zi ,

k:ZZ'
Gleichung (3) folgt direkt aus (1), da P(Yir(1) = Yit, - - - » Yir(ns) = Yin,;) das Gleiche
fiir alle Permutationen 7 (1), ..., 7(n;) ist und es (") Moglichkeiten gibt z; Einsen

auf n,; Stellen zu verteilen. O

Korollar 18. Die Ausdriicke (1)) und verallgemeinern die binomiale Vertei-
lung; wenn die Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen Y;; unabhéngig sind, dann
wird \; i, zu )\ﬁ  fir k=1,...,n; und Z; zu einer binomialverteilten Zufallsvaria-

ble mit Parametern n; und A, ;.

Beweis. Es ist
XN = P(Ya=1,....Y =1) = [["_,P(Y;=1) = [[}_ \ix = N

und

P(Zi=2z) =

14
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Der Erwartungswert, die Varianz und die Korrelation konnen durch den Parame-

ter A; i ausgedriickt werden:

E(Z) = ZE(YU) = n P(Yy; =1) = ni\ig,
=1
Var(Vi;) = E(V}) —E(Y;)? = M1 —Xi),

E(Yi;Yir) — B(Yi;) E(Y)
E(Y;;%) — E(Y;)?
P(Y, = 1,Yy = 1) — P(Yy; = 1) P(Yy = 1)
P(Yy; =1) - P(Y;; = 1)?
)\i,2 - >\12,1

= —_— = (.

/\i,l(l - >\i,1)

Corr(Y;;, Yir)

i

Diese Aussage ergibt sich ebenso direkt aus dem néchsten Satz, der Aussagen iiber
Momente und Korrelationen von hoherer Ordnung macht. Um die Lesbarkeit zu

erhohen, wird vorerst der Gruppenindex i weggelassen.

Satz 19. Sei Y1,Ys,...,Y, eine Menge von austauschbaren bindren Zufallsvaria-
blen und sei py, die Korrelation k-ter Ordnung sowie Z = 2?21 Y;

Dann st i e
P Z]‘:O(_l)kﬂ (j)>‘1 j)‘j
(Ar(1 = Aq))k/2

fiir alle natiirlichen Zahlen k und

min(n,k)
E(ZF)= ( ) 1S (K, §),

Jj=1

wobei S(k, j) die Stirlingnummer der zweiten Art (siehe Def. ist

Beweis. Da Y1,Ys, ..., Y, austauschbar sind, sind alle Randverteilungen und ge-

Y .

meinsamen Verteilungen gleich. Also gilt fiir jede Teilmenge Y;,,Y; i

119 £129 7"

[Var(Y1)]*2p, = B((Yi, — 1) -+ (Yi, — 1)) = B((Y1 — ) -~ (Vi — p))-
9Satz [19[ und Beweis stammen aus |George u. Bowman| (1995).
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Da Var(Y;) = p(1 — p) = A (1 — Aq) und

k

B+ i) = B (1) Zﬁlmq—lm - i(—l)'ﬂ‘ (),

J=0

folgt der obige Ausdruck fiir pg.

Fiir den Beweis des Ausdrucks fiir E(Z*) wird die momenterzeugende Funktion

M (t) von Z benutzt, da die k-te Ableitung der momenterzeugenden Funktion an

der Stelle 0 gleich dem k-ten Moment E(Z*) ist. Es gilt:
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3.1.1.2 Modellwahl fiir die Parameter \; H
Insgesamt hat dieses Modell fiir Subjekt i n; Parameter. Im Allgemeinen wird
angenommen, dass sich diese Parameter );; mit Hilfe einer Linkfunktion Fj
durch die erkldrenden Variablen x; € R? bei Gruppe ¢ und einen Parametervek-
tor # € RP beschreiben lassen, wodurch dann Maximum-Likelihood-Schéatzungen
erleichtert werden. Somit folgt aus Satz

ra=z) = (1) L (P A6 o

Allerdings sind einige Voraussetzungen an die F} notwendig. Laut der Gleichung

(3) muss
EZ e ik > 0 5

gelten und auflerdem
I=XoZ>Z A1 =>Na=>2>Xin=>0. (6)

Das bedeutet, dass die Funktionen Fj fiir \;; die Bedingungen in und @
erfiillen miissen.Ein Funktionentyp, der diese Anforderungen erfiillt, ist die gefal-

tete logistische Funktion

2
1+ (k+1)7
2
1 + exp[0* log(k + 1)]

)\k(ﬁ*> =

mit 5 >0und £k =0,1,...,n;.

Fiir diesen Funktionentyp lédsst sich die Aussage der Gleichung @ leicht zeigen.
Es ist A\o(8*) = 2/{1 + exp(f* log(1))} = 2/{1+ 1} = 1 und offenbar sind alle
M(B*) > 0 fir k> 1. Sei k € {0,1,...,n; — 1} und 5* > 0. Die Monotonie

ergibt sich nun aus der wahren Aussage k+2 > k + 1 durch folgende dquivalente

0Djieses Modell stammt aus [George u. Bowman| (1995)).
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Umformungen:
k+2 > E+1

= log(k + 2) > log(k + 1)

& B* log(k +2) > B* log(k +1)

& 1+exp(B” log(k+2)) > 1+exp(8” log(k+1))

2 2

<7 + exp(8* log(k + 1)) = 1+ exp(8* log(k +2))
< Ae(87) 2 Aer1(67).

Nach |George u. Bowman (1995) erfiillt die gefaltete logistische Funktion auch
Bedingung (). Allerdings erfordert der Beweis umfangreiche Schritte aus der
Analysis und wird hier nicht erbracht.

Fiir das vorangegangene Beispiel des toxikologischen Experiments kann solch eine
logistische Funktion zur Modellierung der A;; entsprechend angepasst werden.
Sei dazu d; die Gift-Konzentration, mit der die i-te Gruppe von Tieren behandelt
wird. Dann ergibt sich in diesem Fall z; = (1,d;)" und der Parametervektor

B = (01, B2). Die logistische Funktion verdndert sich damit wie folgt:

Nik(B1,B2) = 2/{1+ exp[:c?ﬁ log(k +1)]}
= 2/{1 +exp[(B1 + Badi) log(k + 1)]}.

Demnach muss 1 4+ (od; > 0 fiir jedes ¢ sein, damit die obigen Bedingungen an
die Modellfunktion fiir A\; erfiillt sind. Diese Voraussetzung ist wichtig und nicht
immer gegeben und muss daher beachtet werden.

Fiir die marginale Erwartung E(Y;;) = A1 ergibt sich dann das Modell

E(Y;j) = )\z‘,l(ﬁh 52)
= 2/{1 + exp[(B1 + Bad;) log(2)]}

bzw. mittels der Linkfunktion h geschrieben

h(/\i,1> = 1Og2 < 2 — 1) == 61 + ﬁgdz

A1

18
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3.1.1.3 Maximum-Likelihood-Schitzungen []

Seien (Yj1,Yio,...,Yn,) fir ¢ = 1,..., N unabhéngige Vektoren. Jeder Vektor
(Y1, Yio, . .., Yin,) habe austauschbare bindre Zufallsvariablen. Zur Bestimmmung
der Maximum-Likelihood-Schéitzung wird die Log-Likelihood-Funktion I(5) be-
notigt. Diese ergibt sich wie folgt aus Satz [17}

N
1(B) = 10gHP(Yi1 = Y1, Yie = Yiz, - - -+ Yin, = Yiny)

i=1

N
= ZlOgP(Yﬂ = Y, Yie = Yizs - - - Ying = Yin,)

N n; . n; — 2
= ;log (,;ZZ(_l)k <k B zz)/\zk) .

Mit einem Modell F}, fiir \; i, das die obigen Voraussetzungen erfiillt, ergibt sich

nun als zu maximierende Funktion
1( )2 i i F /3 [

k=z;
Mit Hilfe des Newton-Raphson-Verfahrens kann nun iterativ der Maximum-Like-

lihood-Schétzer von (8 bestimmt werden. Die Iterationsvorschrift lautet damit:

BU+D — gl _ Hq(ﬁ(]’))s(ﬂ(j))? firj=1,2,... .

Dabei ist S(/3) die Transponierte der ersten Ableitung von [(3) nach § und wird
auch als Score-Funktion bezeichnet. H ist die Hesse-Matrix (es seien die hier
benutzten Funktionen Fj mindestens zweimal stetig differenzierbar).

In diesem Fall ergibt sich fiir die Score-Funktion:

I TNC) (®)

i=1 k=z;

wobel

(—1)F= (3 7) ful(a] )
S (D) () Bl )

Hygl. auch George u. Bowman (1995)

Ax(z] B) =
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und f die erste Ableitung von Fj, ist.
Zur Bestimmung der Hesse-Matrix muss die Score-Funktion S(3) erneut nach
abgeleitet werden:

=00 558 el

i=1 k=z;
A (2T
Mit Hilfe der Quotientenregel ergibt sich nun fiir %;Zﬂ):

OATE) (D) AT B S (<) () RGTB)

B (S (1) %(’Lz) Fi(z7 B))2
DG A S (D' () e )
(. (C1)- Zw(’;::) Fi(z] 3))? 1

(=D (V2) fula! B)  f(a [0) x
>t (=1 Zl(n/ Z)E(x] B) fr(z, e
(=R () fala ) B) fL(CDE ) A B)
Zz L (=D (7 Z)Fl( B) 3L, (=1)= (T;:zz)Fl@zTﬁ) '

- aTnlld Tﬁi AT B) Xl AT T
T fk( ﬁ) m T
A’“("”""m[f( )" Bila D)z, 1

Damit ergibt sich als Hesse-Matrix:

ZZAk Tﬁ fk Tﬁ B

i=1 k=z; i=1

SIEER

k==z;

ZAl (] B)x ]
l=z;

Die Newton-Raphson-Iteration muss nicht per Hand berechnet werden, da es
Computerprogramme gibt, die dazu benutzt werden konnen. Z.B kann SAS die

Berechnung iibernehmen.

Damit soll die Betrachtung des George-Bowman-Modells abgeschlossen sein. Ein

weiteres marginales Modell zur Auswertung wiederholter binérer Beobachtungen

ist das Bahadur-Modell.
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3.1.2 Das Bahadur-Modell

Das Bahadur-Modell ist ein marginales Modell fiir geclusterte binére Daten (z.B.
wiederholte Beobachtungen bei einem Subjekt) und wurde von |Bahadur| (1961)
eingefiithrt. Es ist in der Literatur unter anderem in den Artikeln von Declerck
u. a. (1998)), [Lipsitz u. a.| (1995) und [Pendergast u. a. (1996)) zu finden, sowie in
den Biichern von Molenberghs u. Verbeke| (2005)), Aerts u. a.| (2002)) und Diggle
1. a (2002).

3.1.2.1 Modelldarstellung

Das Bahadur-Modell kann z.B. bei klinischen Test benutzt werden, welche die
Wirksamkeit von Medikamenten iiberpriifen. Dabei wird ein Medikament wie-
derholt den Probanden verabreicht. Das beobachtete Ereignis ist das Nichtwir-
ken des Medikaments und wird mit 1 kodiert. Die Beobachtungen eines Subjekts
sind voneinander abhéngig, d.h. sie sind korreliert. Diese Korrelation wird vom
Bahadur-Modell beriicksichtigt.

Sei Y;; die j-te bindre Beobachtung beim i-ten Subjekt, die anzeigt, ob das be-
obachtete Ereignis aufgetreten ist oder nicht. Die Verteilung von Yj; ist dann eine

Bernoulli-Verteilung mit

Um die Abhéngigkeit der Daten bei einem Subjekt (Cluster) zu beschreiben, gibt
es verschiedene Assoziationsparameter: marginal Odds-Ratio, den Korrelations-
Koeffizienten und den Kappa—Koefﬁzienten.B Bei dem Bahadur-Modell wird der

Korrelations-Koeffizient zwischen der j-ten und k-ten Beobachtung benutzt:

Tijk — TijTik
i (1 = mig)man (L — mip ) )1/

wobei P(Y;; = 1,Y, = 1) = E(Y,;Yix) = mji ist.

COI"I“(Y%j, Y;k) = Pijk = (

Damit kann die gemeinsame Wahrscheinlichkeit 7,5, geschrieben werden als:

2siehe |Aerts u. a.| (2002)
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Tije = TijTak + Pijelmig (1 — mi)man (1 — g, ) 1/2).
Fiir die iibrigen gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten von zwei Beobachtungen bei

Subjekt i ergeben sich dann:
P(Y;=1Yu=0) = my—m
P(Y;; =0,Yie=1) = myp — miu
P(Y;;=0,Y,=0) = 1—my—mj+ mjk

und entsprechend fiir die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten von drei Beobach-

tungen:

Yii=1LYu=1Yy=1) = myu

Yij=1Ys=1Yu=0) = mj— T
Yij=1Yye=0Yu=1) = mij — Tiju

= Tij — Tijk — Tijl T Tijki

Yij =0,Y=1Y;=0) = my — Tijk — Tikl + Tijki

}/7:] :Ovnk:07nl:1

= T — T — Tl + Tijki

(
(
(
P(Y;; =1,Y=0,Y; =0
(
(
(
(

)
)
)
)
YVij=0Yy=1Yy=1) = mu—myu
)
)
)

Yij=0,Yy=0,Yy=0) = 1—my—my— mij + Ty + T + Tiji + Tigt

— Tkl
Fiir die Korrelation von drei Beobachtungen ergibt sich:

Corr(Yyj, Yie, Ya) = piju
E((Yij — miy) Yie — mie) (Yo — mar))
(35 (1 — )i (1 — g )i (1 — 70) |1/2
E(Y;;YiYu — YiymaYa — mi Y Yo + mijminYa)
(735 (1 — mig)man (1 — i) ma (1 — 70)]1/2
E(=Y,,; Yy + Yijmmy + miYiemy — 7 mimi)
[ (1 — mij)man (1 — mig) man (1 — ) |1/
Tijhl — TijiTik — Tkl Tij — TajkTal + 270 Tk T
(735 (1 — i) man (1 — mig) war (1 — ) |1/
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und damit ist die gemeinsame Wahrscheinlichkeit fiir drei Beobachtungen:

Tkl = TijiTik + Tkl Tij
+ kT — 2T + Pijimis (1 — 7i5) T (1 — g )mar (1 — )| ?

= T+ T paami (1 — m)ma (1 — 7))
+ Tinpiji|mi (1 — mi5)ma (1 — )]
+ Tapigilmii (1 — mi)man (1 — mig )] M2

+ pijra|mi; (1 — i) T (1 — mage)ma (1 — Wiz)]1/2.

Fiir eine likelihood-basierte Anndherung wird die vollstdndige Angabe der ge-
meinsamen Wahrscheinlichkeit des bindren Antwortvektors von jedem Subjekt
benétigt. Sei f(y) die gemeinsame Verteilung von Y; = (Yiy,---,Yin,)". Das
Bahadur-Modell gibt einen geschlossenen Ausdruck fiir f(y) an. Die Verbindung
der bindren Antworten wird dabei in Termen der Randwahrscheinlichkeiten und

des Korrelations-Koeffizienten von zweiter, dritter und hoherer Ordnung ausge-

driickt [P

Satz 20. Se:

Yij — mij Yij — Tij
eij ey und 6,']' T ————————N
(1 — mij) (1 — mij)
wobei y;; eine Realisierung von Yy, ist. Weiter sei
Pijk = E(Qj@'k); Pijkl = E<€ij€ik€il) y ooy Pil2.n; = E(€i1€i2 ce Em)

Dann kann das allgemeine Bahadur-Modell durch folgenden Ausdruck reprdisen-

tiert werden:

fyi) = frlyi)e(ys)

g

mit f1(yi) = H1 (1 — ) TV
]:

13ygl. Molenberghs u. Verbeke| (2005))
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und c(y;) =1+ > pijk€ij€ir + Y. Pijki€ij€ik€it + -+ + Pi12.n;€1€i2 - * * Ein, ﬁ

i<k j<k<l
Beweis. Hier wird der Beweis nur fiir den Fall n; = 2 geliefert. Ein allgemeiner
Beweis ist in |Bahadur| (1961) zu finden.

Es ist
flyi) = fl(yi) (vi)
— H ﬂ_yzj 1— ,ﬂ_” 1 Yij X ]_ —+ Zpl]keljelk)

i<k

= 7.(.21/121(1 — 7Tz‘1)1 yllﬂ'iyf(l — 71.1,2)1*%‘2 X (1 + pi12€i1€1'2>.

Nun konnen alle moglichen Auspriagungen des 2-dimensionalen binédren Beobach-

tungsvektors betrachtet werden:

f((1,1)) = mms x ll 4 (min2 — minmiz) (1 — 1) (1 — ﬂiQ)}

min (1 — mi1)min(1 — mi0)
312 — T41752
= T;17;2 X [1 —|— ——
31752
= T2

= P(Yy=1Yp=1),

f((l,O)) = 7Tz'1(1—7Ti2) X |:1—|—

(7Ti12 - 7Ti17Tz'2)(1 - Wil)(—WiQ)]
7Ti1(1 - 7Tz'1)7T1'2(1 - 7Ti2)
—Ti12 +7Ti17ri2:|

Wl( WQ)X{ * 7T11(1—7Tz‘2)

= T — T12
= P(Ya=1Y,=0),

A1) = (1—mn)ma x [1 N

(7Tz‘12 - 7Tz‘17Tz'2)(—7Tz‘1)(1 - 7Ti2):|
7Ti1(1 - 7Tz'1)7Tz‘2(1 - 7Tz'2)
—Ti12 + 7Ti17ri2:|

= (I —ma)m 1
( 7T1)7T2><{ + (0 — )7

= T2 — 12
= P(Y3=0,Yy=1),

£(0,00) = (1—ma)(1 - mia) x [1+

(7Ti12 - 7Ti17fi2)(—7fi1)(—7fi2)]
Tir (1 — ) mia (1 — i)

14Gatz [20| ist unter anderem in [Molenberghs u. Verbeke| (2005)) zu finden.
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(7Ti12 - 7Tz'17Tz‘2)

= (1—mn)(1—mp) x |1+ (1= 7)1 — i)

= 1—my — T+ T2

= P(Yy =0,Y; =0).
O

Damit ist die Wahrscheinlichkeitsdichte ein Produkt der Dichte fi(y;) des un-
abhéngigen Modells und des Korrekturfaktors ¢(y;). Dieser Faktor kann als ein

Modell fiir overdispersion angesehen werden [

Korollar 21. Das allgemeine Bahadur-Modell hat fiir jedes Subjekt 2™ — 1 Pa-

rameter.

Beweis. Fiir die Wahrscheinlichkeiten ;; ergeben sich n;, = (7;) Parameter und

fiir die Korrelationen zweiter Ordnung (7;1) Parameter. Allgemein gibt es fiir

die Korrelationen k-ter Ordnung (’Z) Parameter fiir £ = 2,...,n;. Das ergibt
insgesamt i (’}‘;) = 2™ — 1 Parameter. O
k=1

Nun wird der spezielle Fall mit austauschbaren Beobachtungen betrachtet. Dabei
gilt my; = m; fiir j =1,...,n; und ¢ = 1,..., N und dass die Korrelationen einer
Ordnung konstant sind, d.h. p;jr = p;(2) fiir j < k, pijm = pi(3) fiir j < k <,
usw. bis pio.n, = pi(ng) fiiri =1,.. ., N.H

Satz 22. Seien die Beobachtungen im Bahadur-Modell austauschbar. Dann re-

duziert sich das Bahadur-Modell auf
filyi) = mi (1= m) ™= und

cly) =1+ z i) 3 () (M) (— 1)

s=0

mit \; = /i /(1 —m;) und z; = i yij.
j=1

15Molenberghs u. Verbeke| (2005)
16ygl. Molenberghs u. Verbeke| (2005))
17Satz [22] ist unter anderem in [Molenberghs u. Verbeke| (2005)zu finden.
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Beweis. Die Formel fiir f; ergibt sich nach den Potenzgesetzen. Interessanter ist
die Formel fiir c. ¢(y;) vereinfacht sich mit austauschbaren Beobachtungen zu

cly) = 14 pi(2) D een + pi(3) Y eijemen+ -+ pi(ng) enein- - ein,.

i<k J<k<l

Es ist nun noch zu zeigen, dass sich die Summe iiber die Produkte mit r > 2
Faktoren e;; durch die Summe Y (%) (™Z%)(—1)""*A]"* darstellen ldsst. Dies
s=0

r—S

wird im folgenden Lemma gezeigt. O

Lemma 23. Seien e;;,n;, z; wie oben definiert. Auferdem sei r > 2.
Dann gilt:

m S () (e 1)7 s T2

j<l;-<leweuc 621_522(3)(7“—8)( ) i

Yij — T
7TZ(]_ — 7Ti)
telt, welche moglichen Summanden wie oft vorkommen kénnen. Dies geschieht

Beweis. Im Beweis wird zuerst e;; durch ersetzt und dann ermit-

durch Betrachtung der y;;. Je nachdem wie viele gleich eins sind, ergeben sich

unterschiedliche Produkte. Es gilt:

r Faktoren 1
——
Z 6ij'--~'ez'l = N Z (yz]_ﬂ-z)(yzk_ﬂ-z)<yzl_7rz)
j<..<l (Vmi(l =) j<k<..<l

= i L) (g ey

- = () ey
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- SO0 () )

oL G B

O

Bemerkung 24. Die Wahrscheinlichkeitsdichte von Z; = Z?Zl Y;; ist dann ge-

geben durch
ny;

e = (") st

die Anzahl der Parameter pro Subjekt reduziert sich auf 1+ (n; — 1) = n,.

Zi

Bemerkung 25. Wenn nun noch alle 3-fach und hoheren Korrelationen gleich

Null gesetzt werden, ergibt sich:

f(z) = f(zi;mi,pi(2),m4)

x {1 + pi(2) { (” ) Z) 1 fﬂ — i — =) + <Z> ! ;” H (10)

Somit bleiben pro Subjekt ¢ nur noch die zwei Parameter p;(2) und 7; tibrig.

Diese Darstellung der Bahadur-Wahrscheinlichkeitsdichte ist vorteilhaft gegen-
iiber anderen Darstellungen wie z.B. der Odds-Ratio-Représentation, da es fiir
diese keine geschlossene Form der gemeinsamen Verteilung githg] Allerdings ist
sie nur sinnvoll, wenn es sich um eine Wahrscheinlichkeitsdichte handelt. [Bahadur
(1961)) hat gezeigt, dass die Summe iiber die Wahrscheinlichkeiten aller moglichen
Beobachtungen gleich Eins ist. Jedoch ist es moglich, dass in Abhéngigkeit von
pi(2) und m; der Ausdruck nicht die zweite Eigenschaft einer Wahrscheinlich-
keitsdichte aufweist; ist nicht immer gréfler oder gleich NuHF_gI Zum Beispiel
ergibt sich fiir den Fall n; = 4, p;(2) = 0.4 und 7; = 0.05, dass f(1) = —0.023465

18 Aerts u. a.[ (2002)
19ygl. [Molenberghs u. Verbeke (2005)
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3 MODELLE FUR WIEDERHOLTE BINARE BEOBACHTUNGEN

ist; damit ist f keine Wahrscheinlichkeitsdichte mehr. Diese Tatsache fiihrt zu
Einschréinkungen des Parameterraums Y] Fiir den Fall, dass die héheren Korrela-
tionen entfernt sind, wurden die Einschrankungen von Bahadur| (1961)) untersucht
(siehe auch Kapitel. Aber auch wenn sie enthalten sind, ist der Parameterraum

von einer eigenartigen Form.@

3.1.2.2 Modellwahl fiir die Parameter p;(2) und 7;

Die marginalen Parameter m; und p; werden durch eine Linkfunktion mit den
erklarenden Variablen verbunden. Da Y;; eine binédre Zufallsvariable ist, wird
iblicherweise fiir die Modellierung des Parameters ; die logistische Linkfunktion
benutzt. Fiir den Parameter p;(2) ist Fischers Z-Transformation eine gebriauch-
liche Linkfunktion”?] Aus diesen zwei Linkfunktionen kann eine zusammengesetz-
te Linkfunktion gebildet werden. Dies fiihrt zu der folgenden verallgemeinerten

linearen Regressionsbeziehung{*|

1+pi(2)
1-pi(2)

h((mi, pi(2))7) = 1:1(<1ﬂ;’)> =ni(B8) = X; B (11)

mit X; € R?*? als Planungsmatrix des i-ten Subjekts und 3 € R? als unbekann-
tem Parametervektor.

Ein Beispiel dazu findet sich in Molenberghs u. Verbeke (2005). Dort ist ein
toxikologisches Experiment gegeben, in dem die marginale Erwartung von der
Giftkonzentration d; abhéngt. Zur Modellierung l&sst sich ein lineares marginales

Logitmodell benutzen. Dabei ist die Korrelation konstant, d.h. p;(2) = p(2). Und

weiter ist
1 0 Bo
Xi=1|4d; 0 und B=1| 8; |- (12)
0 1 B2

20ygl. |Aerts u. a.| (2002)
21 Aerts u. a.| (2002)
2Zsiehe |Aerts u. a. (2002)
Bygl. |Aerts u. a. (2002)
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Hierbei ist 3y ein Intercept, (34 beschreibt den Dosiseffekt und 35 die Korrelation.

3.1.2.3 Maximum-Likelihood-Schitzungen
Fiir eine Maximum-Likelihood-Schitzung des Parametervektors 6; = (m;, p;(2))T
= (m(8), pi(2)(B))T benotigt man die Log-Likelihood-Funktion vom i-ten Sub-
jekt:

Li(B) = In(f (23 m:(B), pi(2)(B), 1)) (13)

Da die Beobachtungen der einzelnen N Subjekte als unabhéngig vorausgesetzt

werden, ergibt sich fiir die Log-Likelihood-Funktion:

Die Maximum-Likelihood-Schéitzung /3 fiir § ist definiert als die Nullstelle der
Ableitung von () nach § bzw. der Score-Funktion. Mit dem Newton-Raphson-
Verfahren lésst sich die Maximum-Likelihood-Schitzung bestimmen.
Es soll hier dennoch die Score-Funktion aufgestellt werden. Mit Hilfe der Ket-
tenregel ldsst sich die Ableitung von [;(3) nach § bestimmen. Zunéchst ist nach
(11)

h(6:;) = mi(8) = XiTﬁ
und damit

0; = h™ (m(8)),

wobei A1 (u;(3)) bedeutet, dass in jedem Eintrag des Vektors die Umkehrfunk-
tion gebildet wird. Mit der Dichte als Funktion von #; und dem Vorangegangenen

ist nun

oLi(B) 91n(f(0;))

B s
_ OIn(f (A" (n:(B))))
B
_ om(f) )| onld)
0 oonrmon=0. O lymniey 98
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Dabei ist InilB) _ X" € RS und OIn(/(z) € R

& 0 loeh1(is))=0:
Weiterhin ist h als Funktion von 6; stetig differenzierbar und die Jacobimatrix
(€ R?*?) ist fiir alle Werte im Definitionsbereich M = (0,1) x (—1, 1) invertierbar.
Also gilt mit dem Satz {iber Umkehrfunktionen, dass die Jacobimatrizen von h

und A~! invers zueinander sind. Somit gilt

oh(y) [ on) )1
Y lymnio) 0% |.oh1(ru())=0;
1 . -1
_ 7r2-(10— ) )
(1= pi(2))(1 + pi(2))
mi(1—m) 0
- 0 (1 —pi(2))2(1+,0i(2))

Weiter ist es egal, ob ein 1 x 3-Vektor oder ein 3 x 1-Vektor zu Bestimmung der

Nullstellen betrachtet wird. In der Literatur wird meist die Form p x 1 der Score-
Oh(z)

Funktion bevorzugt. Durch das Transponieren und mit 7; = 3 und
z z=0;
01
L, = w lasst sich die Score-Funktion jetzt folgendermafien schrei-
benf
N
S(8) =D X(T) 'L (14)

=1

Wenn hohere Korrelationsordnungen enthalten sind, wird die Implementierung
der Score-Funktion unhandlich. Fischers Z-Transformation kann fiir alle Korre-
lationsparameter p;(r) benutzt werden. Die Planungsmatrix X; wird in diesem
Fall entsprechend verdndert. Allerdings ist das Schétzen eines Bahadur-Modells
mit hoheren Korrelationsordnungen nicht ohne weiteres moglich, da ansteigend
komplexe Einschrinkungen des Parameterraums auftreten.@

Deshalb werden alternativ in vielen Studien nur die marginale Erwartung und die

24ygl. Molenberghs u. Verbeke, (2005)
Zygl. |Aerts u. a. (2002)
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paarweisen Korrelationen betrachtet. Dabei wird die gesamte Likelihood-Annéhe-
rung durch Schétzgleichungen (estimating-equations) ersetzt, wobei nur die ersten
zwei Momente modelliert WerdeHEGI Diese Methode wird verallgemeinerte lineare
Schitzgleichungen (generalized estimating equations (GEEs)) genannt und wird
in Abschnitt niher betrachtet.

Fiir das Logit-Modell h(m;;) = logit(m;;) = ;8 im Bahadur-Modell mit un-
abhéngigen Beobachtungen ergibt sich als Score-Funktion Zf\;l Xi(y; — m;) mit
X; = (w1, ..., Ti,). Diese Score-Funktion ergibt sich analog zu Obigem durch

Ableitung der Log-Likelihood-Funktion

N n;
In (HHWMJ 1 —mi;) 1 y”) .

=1 j=1
Diese Score-Funktion ist gerade die Schétzgleichung der GEEs fiir unabhéngige
Beobachtungen mit Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen (vgl.[3.1.3.1.1]). Mehr zu

estimating equations und generalized estimating equations (GEE) ist in Abschnitt

[3.1.3.1] zu finden.

3.1.3 Schitzmethoden

Zum Schétzen des unbekannten Parametervektors 3 gibt es verschiedene Moglich-
keiten. Die Bekannteste ist die Maximum-Likelihood-Schiatzung. Dazu muss, wie
oben schon angedeutet, die komplette gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion
angegeben werden. Oftmals ist dies nicht moglich oder die Bestimmung des
Maximum-Likelihood-Schétzers numerisch zu aufwéndig. Dann kénnen alterna-
tiv andere Methoden zur Parameterbestimmung verwendet werden, z.B. Pseudo-
Likelihood-Methoden, Alternierende Logistische Regression (ALR) oder verallge-
meinerte Schétzgleichungen (generalized estimating equations, GEE)E] Auf letz-

tere wird im Folgenden ndher eingegangen.

26yg]Molenberghs u. Verbeke, (2005)
2Tygl. Molenberghs u. Verbeke, (2005)

31



3 MODELLE FUR WIEDERHOLTE BINARE BEOBACHTUNGEN

3.1.3.1 Generalized Estimating Equations (GEEs)

Wenn das Interesse hauptséichlich auf Parametern der marginalen Erwartung und
paarweiser Korrelation liegt, kann eine Log-Likelihoodgleichung fiir korrelierte
bzw. geclusterte Daten durch Verallgemeinerte Schdtzgleichungen (generalized
estimating equations, GEE) ersetzt Werden.@ Diese fiihrten Liang u. Zeger| (1986))
ein. Sie fordern die korrekte Spezifizierung der univariaten marginalen Verteilung
und stellen nur eine Annahme iiber die Korrelationsstruktur auf. Sie schitzen die
Parameter, die mit dem Erwartungswert eines individuellen bindren Antwortvek-
tors verbunden sind und driicken die Voraussetzungen iiber die Assoziation der
Beobachtungen in Termen der marginalen Korrelation aus

Diese Methode von |Liang u. Zeger| (1986) wird heute auch GEE1 genannt und
ist in vielen Software-Paketen, unter anderem in SAS in der Prozedur GENMOD
enthalten. Nach Liang u. Zeger| (1986)) liefert diese Methode auch dann konsistente
Schétzungen fiir die Parameter der Haupteffekte, wenn die Korrelationsstruktur
falsch angenommen wurde, solange der Erwartungswert korrekt modelliert ist [’
Allerdings ist diese Methode weniger geeignet, wenn das Interesse auf den Kor-
relationssparametern selbst liegt. Dafiir sollte dann eher eine andere Methode,
z.B. GEE2 benutzt werden. In dieser Arbeit wird hier nur die Theorie der GEE1

betrachtet, die im Folgenden vorgestellt wird.

3.1.3.1.1 Allgemeine Theorie der GEEs

Fiir das Schéitzen des Parametervektors 3, der mit der marginalen Erwartung
in Modellen mit diskreten wiederholten Beobachtungen zusammenhéngt, konnen
GEE’s benutzt werden. Um die Score-Gleichung S(/3) der GEE-Theorie fiir diskre-
te korrelierte Beobachtungen zu entwickeln, wird zunéchst eine Score-Gleichung

fiilr unabhéngige Beobachtungen hergeleitet. Dabei sei ein marginales verallge-

28ygl.Molenberghs u. Verbeke| (2005)
29Molenberghs u. Verbeke| (2005)
30Diese Aussage aus Liang u. Zeger| (1986) wird im Rahmen dieser Arbeit ohne Beweis be-

nutzt.
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meinertes lineares Modell gegeben. Seien Y;; die Zufallsvariable, die die j-te Be-
obachtung beim ¢-ten Subjekt beschreibt und besitze Y;; eine Verteilung einer
Exponential-Familie, bei der der Parameter ¢ unabhéingig von (3 sei. Dann kénnen
mit der Theorie der verallgemeinerten linearen Modelle die Maximum-Likelihood-
Schétzer bestimmt werden. Zunéchst gilt fiir diese Modelle der Zusammenhang

(siche Grundlagen)

h(E(Y:)) = h(pig) = RV (635)) = z;30.

v

Daraus folgt

0 = (") (h ™ (z;0)).
Da es sich hier um unabhéngige Beobachtungen handelt, ist die gemeinsame Dich-
te gerade das Produkt der Dichten der Y;;. Die Maximum-Likelihood-Schétzungen

sind damit Losungen der Gleichung

N n;

02, 2. In £y, (05, ¢)

i=1j= . alnfy” b/ (h_l(x;g ))7¢) -
33 2; 33 = 0. (15)

dln fy,; (V)M (h~ (2 8)),9)

o5 nun welter um-

Mit Hilfe der Kettenregel ldsst sich Z Z
1=1j5=1
formen. Es ergibt sich

.
ZZ 8lnfyzj x y (8((9’) Y(h™ (xZ ) @)
(20)=((¥)~1 (b (2T, 8)).0) ap B

i=1 j=1
_ i"z Oln fy, (z,y) o) (h~ (];0))
pr i S R PSP op
_ i"z dln f,,.(z,y) o)~ (=) Oh~Hx;8)
i=1 j=1 Oz (@,9)=(04;,¢) 0% z=h=1(z;B) op
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Wird nun die Dichte abgeleitet (Dichte einer Verteilung aus der Exponentialfa-

milie, siehe Grundlagen), ergibt sich

(V) (v
ZZ Yiy — b0y ¢<%

-1
) O
v=p)1n-15py ) 9P

=1 j=1
N n; w 8,u
= i'—b/ (91" _b// ei' - -
32 s~ D500,
N
= ;(yz b(ez» dzag(b (Qw)w) 03
= S -V AT

9B

Dabei ist A; gerade die Kovarianzmatrix, eine Diagonalmatrix mit den marginalen
Varianzen (siche Grundlagen: b” (9”) = Var(Y};), b'(0;j) = ;).

In der Literatur wird meist die Transponierte dieser Ableitung gleich Null gesetzt,
so dass sich als Score-Gleichung ergibt:

ZN;(%I;)TA;I(%_W> =0 (16)

bzw.

.
2 (2‘;) (AL AL e = ) = 0. (17)
=1

Hier ist I,, die n; x n; Einheitsmatrix, die als Korrelationsmatrix betrachtet
werden kann, die die Unabhéngigkeit der Beobachtungen widerspiegelt.
Fiir bindre Beobachtungen (;; = p;;) und das Modell

i

ergibt sich fiir unabhéngige Beobachtungen als Score-Funktion
Op;
op

Z apz]

i=1 j=1

)T A7 (i~ )

(pi; (1 — pi)) " (vij — pij)

53
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eXp( i5)
1+6XP(J»’ ﬂ) _
= ZZ pii (1 — i)~ (yij — pij)
i=1 j=1
= ZZ%% — pij)(Pi; (1 = pi)) " (Wi — pij)
i=1 j=1
N

= ZXz(y

Mit korrelierten Beobachtungen wird nun die Score-Gleichung der GEE-Theorie
definiert durch

500 =3 (%) (A RAP) - ) =0, (19

wobei durch Ersetzen der Einheitsmatrix [,,, durch R; die Korrelation beriick-
sichtigt wird. A}/ ZRiAg /2 spiegelt auch hier die Kovarianzmatrix wider. A; wird
erneut durch § bestimmt, aber dieser Parameter enthélt keine Information iiber
R;. Deshalb muss R; = R;(a) durch einen zusétzlichen Parameter bestimmt
werden. |Liang u. Zeger| (1986) vermieden das Hinzufiigen von zusétzlichen Mo-
dellkomponenten fiir diesen Parameter, indem sie dem Modellierer erlaubten, eine
inkorrekte Struktur, eine sogenannte Arbeitskorrelationsmatrix, anzugeben. Ohne
Beweis werden hier ihre Ergebnisse benutzt: Solange der Erwartungswert pu; kor-
rekt durch h(p;) = X;0 modelliert wurde und unter Hinzunahme von schwachen
Regularitédtsbedingungen ist der Schétzer B, der durch Losen der Gleichung
erhalten wird, konsistent und asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswert 3

und asymptotischer Kovarianzmatrix
Var(5) = I 15

Dabei ist

N T
_ a#z’) V_18Mi

und

i (‘9’“) Va2 (20)
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Ein zusétzlicher Parameter ¢ fiir die overdispersion kann folgendermafien hinzu-

gefiigt werden:

Vi =V (8,0, ¢) = pA;(B) 2 Ri() Ai(B)2. (21)

3.1.3.1.2 Schitzen des Parameters (3
Die Schatzung des Parameters 3 erfolgt in einem iterativen Prozess und wird aus
Molenberghs u. Verbeke| (2005]) ohne Beweis iibernommen. Dazu werden zunéchst

Fehlerterme
ey = Yij — Mg
v(kig)
definiert und V; wie oben benutzt. Fiir bindre Beobachtungen und mit dem Logit-

Modell ist
e = Yij — Dij ‘
Vpij(1 = pij)

und A;(3)Y/? aus V; ist eine n; x n; Diagonalmatrix mit den Eintrigen

\/pij(l _pz]) fur j = 1, ey Ny
Auflerdem muss die Korrelationsstruktur spezifiziert und der Parameter o ge-

schatzt werden. Dazu gibt es verschiedene Mdoglichkeiten, z.B.:

e Unabhéngig:

Corr(Yy,Yie) =0, (j # k).
Bei dieser Wahl miissen keine Korrelationsparameter geschétzt werden.

e Austauschbar:

Corr(Yy;, Yir) = o, (j#k),
I o- 1
“ = N Z ni(n; — 1) Zeijeik.
e AR(1):

COFF(Y;]',Y;'J'_H) = Oéta (tzoala'“ani_j)?
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e Unstrukturiert:
COH"(YU,Y;k) = Oj, (j?ék’)a

N

R 1

Oéjk = NE eijeik.
i=1

Der Dispersionsparameter ¢ kann dann durch
N n;
~ 1 1l —
=N D
=1 7j=1
geschitzt werden.

Die Iteration zum Schétzen von § nach [Liang u. Zeger| (1986)) lauft in folgenden
Schritten ab:

1. Erzeuge eine initialen Schitzer 8° fiir 3, indem alle Beobachtungen als

unabhéngig vorausgesetzt werden.
2. Erzeuge die Grofen e;j, & und ngﬁ
3. Erzeuge mit diesen Werten R;(&) und V;.
4. Erzeuge mit dem letzten 3-Wert den folgenden:

wer [S() s ()]

1=1 i=1

X [i (%@TVJI(% _Ni)] :

=1

Nach diesem Verfahren berechnet auch das Statistik-Programm SAS mit der Pro-
zedur GENMOD die Parameterschétzer in einem marginalen Modell mit wieder-
holten Beobachtungen.

Im weiteren Verlauf wird nun die zweite Klasse von Modellen fiir wiederholte

Beobachtungen betrachtet: die subjektspezifischen Modelle.
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3.2 Subjektspezifische Modelle

Die subjektspezifischen Modelle lassen sich auch als clusterspezifische Modelle
bezeichnen, je nachdem, ob die wiederholten Beobachtungen bei Personen oder
Gruppen bzw. Einheiten gemacht werden. Ohne Einschrankung wird im Folgen-
den von subjektspezifischen Modellen gesprochen.

Bei subjektspezifischen Modellen sind im Gegensatz zu den marginalen Modellen
zusétzlich zu den erkldrenden Variablen subjektspezifische Parameter vorhanden.
Diese subjektspezifischen Parameter variieren, wie der Name schon sagt, von ei-
ner Person zur Néchsten. Sie spiegeln die natiirliche Heterogenitét innerhalb ei-
ner Population wider, die auf nicht-messbare Faktoren zuriickzufiihren ist. Die
Antwortwahrscheinlichkeit wird als Funktion von den erkldrenden Variablen und
den subjektspezifischen Parametern modelliert. Die subjektspezifischen Modelle
kénnen benutzt werden, wenn auch subjektspezifische Entwicklungen betrachtet
werden sollen. Die Interpretation der Parameter fiir die festen Effekte erfolgt be-
dingt auf einem konstanten Level der subjektspezifischen Parameter 1]

Nach Molenberghs u. Verbeke| (2005)) gibt es grundlegend drei verschiedene Ar-
ten die subjektspezifischen Parameter zu behandeln. Die Erste ist, die subjekts-
pezifischen Parameter wie feste Effekte zu behandeln, also fiir jede Person einen
separaten Parameter zu benutzen und Riickschliisse durch Maximum-Likelihood-
Methoden zu erhalten. Allerdings ist diese Behandlung problematisch, da die
Anzahl der Parameter proportional zu der Stichprobengréfie ansteigt. Eine wei-
tere Moglichkeit ist, Riickschliisse durch Maximierung der Likelihoodfunktion,
bedingt auf einer suffizienten Statistik fiir den subjektspezifischen Parameter, zu
erhalten. Diese Statistik muss allerdings erst gefunden werden. Die dritte Moglich-
keit, bei der die subjektspezifischen Parameter als zufillige Effekte angesehen
werden, wird héufiger benutzt. Dies bedeutet, dass der subjektspezifische Para-

meter als Zufallsvariable angesetzt wird. Diese Betrachtungsweise wird auch im

3lygl. |Aerts u.a. (2002) und [Diggle u. a.| (2002)
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Rahmen dieser Arbeit weiter verfolgt, so féllt beispielsweise das unten betrachte-
te Beta-Binomial-Modell in diese Klasse. Doch zunéchst wird ein Beispiel fiir ein
subjektspezifisches Modell mit der Indonesian Children’s Health Study gegeben
(vgl. dieses Beispiel mit Beispiel @

Beispiel 26. Es wird ein logistisches Modell mit subjektspezifischen Parame-
tern fiir die Wahrscheinlichkeit einer Atemwegsinfektion in der Indonesian Child-
ren’s Health Study (Bemerkung[6) betrachtet. Im Gegensatz zu Beispiel [15] wird
diesmal die unterschiedliche Neigung der Kinder zur Erkrankung an einer Atem-
wegsinfektion beriicksichtigt (z.B. hervorgerufen durch unterschiedliche Lebens-
umstinde und genetische Veranlagung).

Das einfachste Modell dieser Art ist ein Modell, das fiir jedes Kind die Nei-
gung zur Infektion beriicksichtigt, aber den Effekt des Vitamin-A-Mangels auf
die Wahrscheinlichkeit einer Infektion fiir jedes Kind gleich ansetzt. Sei Y;; die
bindre Beobachtung mit Y;; = 1 fiir beobachtete eine Atemwegsinfektion und
Yi; = 0 sonst. Dann kann folgendes Modell fiir die bedingte Erwartung aufge-
stellt werden:

logit P(Y;; = 1|U;) = By + U; + Biayj,

wobei z;; die bindre erkldrende Variable ist, die angibt, ob das Kind ¢ bei der
j-ten Beobachtung unter Vitamin-A-Mangel litt (x;; = 1) oder nicht (z;; = 0). U;
ist nun eine Zufallsvariable, die die Neigung des i-ten Kindes zur Atemwegsinfek-
tion beschreibt. Die Verteilung der Zufallsvariable ist mit der Modellaufstellung
festzulegen — in diesem Fall soll U; eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwar-

2 sein. Die Varianz v? spiegelt den Grad

tungswert 0 und unbekannter Varianz v
der Heterogenitdt in der Neigung der Kinder zur Erkrankung wider, die nicht
durch die erkldrenden Variablen beeinflusst wird. Bedingt auf U; sind im sub-
jektspezifischen Modell die einzelnen Beobachtungen eines Kindes unabhéngig.

Der Parameter 3, gibt den Logarithmus des Odds einer Atemwegsinfektion eines

32ygl. Diggle u. a.| (2002)
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typischen Kindes mit U; = 0 und ohne Vitamin-A-Mangel an. Der Parameter
[y ist der Logarithmus des Bruchs des Odds einer Atemwegsinfektion fiir ein
Kind mit Mangel und des Odds fiir dasselbe(!) Kind ohne Mangel| Zu wei-
teren Interpretationen der Parameter und einem Vergleich von marginalen und

subjektspezifischen Parametern siche Abschnitt [4]

Im Folgenden wird eine allgemeine Formulierung der subjektspezifischen Modelle
gegeben, in denen die subjektspezifischen Parameter wie zufillige Effekte behan-
delt werden.

Sei Y; der n;-dimensionale Vektor mit den wiederholten Beobachtungen bei Sub-
jekt (Cluster) ¢ fir ¢ = 1,..., N. Hier wird die Modellformulierung wie in Mo-
lenberghs u. Verbeke, (2005) benutzt, d.h. dass Y;, bedingt auf U;, einer vorher
festgelegten Verteilung F; folgt. F; hangt eventuell von erkldrenden Variablen ab
und wird durch einen Vektor 6 mit unbekannten Parametern beschrieben. Weiter

héngt F; von einem zufilligen Vektor U; ab, der subjektspezifisch ist:
Yi|U; ~ F}%\Ui(yi)'

Die Verteilung F; kann dabei jede bekannte n;-dimensionale Verteilung sein. Wenn
die Komponenten Y;; von Y; bedingt auf U; unabhéngig sind, gentigt es, die univa-
riate Verteilung von allen Yj; zu beschreiben. Somit wird die Verteilungsfunktion
F; zu einem Produkt iiber die n; univariaten Verteilungsfunktionen von Y;-jﬁ Die

zugehorige Dichte zu F; sei
Dieser allgemeine Ansatz wird nun fiir die Behandlung der subjektspezifischen Pa-

rameter als zuféllige Effekte angepasst. Dabei wird angenommen, dass mit dem

33Diese Interpretation des Parameters scheint widersinnig, da ein Kind nicht einen Mangel
aufweisen und gleichzeitig keinen haben kann. Besser ist die Vorstellung von zwei verschiedenen

Kindern mit den gleichen subjektspezifischen Veranlagungen.
34ygl. Molenberghs u. Verbeke| (2005)

40



3 MODELLE FUR WIEDERHOLTE BINARE BEOBACHTUNGEN

Ziehen der Subjekte aus einer Population auch die Parameter U; aus einer Popu-
lation von subjektspezifischen Parametern gezogen werden. D.h. die U;’s kénnen
als Zufallsvektoren angesehen werden, die unabhéngig von einer Verteilungsfunk-
tion Q(U;) gezogen werden. Die Verteilung Q(U;) wird auch mizing distribution
genanntﬁ

Im Allgemeinen werden zwei Moglichkeiten fiir die mizing distribution benutzt:
Stiratelli u.a. (1984) setzen den Parametervektor U; als normalverteilt voraus;
ebenso in der Arbeit mit verallgemeinerten linearen gemischten Modellen. Al-
ternativ kann der Parametervektor auch von einer Beta-Verteilung stammen [
Beide Ansétze werden im Folgenden genauer betrachtet.

Schétzungen fiir den Parameter  kénnen durch Maximum-Likelihood-Schéatzun-
gen mit Hilfe der marginalen Dichte von Y; erhalten werden. Es wird dazu iiber

den Parameter U; intergriert:

9w) = [ oy dQuv) 3
Auf diese Art und Weise kénnen multivariate marginale Likelihoods erhalten
werden; deshalb steht diese Anndherung zu anderen marginalen Modellen, wie

z.B. dem Bahadur-Modell, in Konkurrenz.

Im Anschluss wird nun das Beta-Binomial-Modell betrachtet.

3.2.1 Das Beta-Binomial-Modell

Das Beta-Binomial-Modell ist ein subjektspezifisches Modell, in dem die sub-
jektspezifischen Parameter wie zufillige Effekte behandelt werden. Dieses Modell

kann fiir bindre Beobachtungen genutzt werden.

3.2.1.1 Modelldarstellung
Das Beta-Binomial-Modell kann auch wieder in toxikologischen Experimenten ge-

nutzt werden. Jedes Subjekt besitzt dabei einen Zufallsparameter(vektor) I1;, der

35ygl. Molenberghs u. Verbeke, (2005)
36vgl. |Aerts u.a. (2002)
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in diesem Fall die subjektspezifische Erfolgswahrscheinlichkeit fiir das Auftreten
des unerwiinschten Ereignisses bei den n; Bernoulli-verteilten Beobachtungen Y;;
bei Subjekt ¢ angibt. Sei Y; der n;-dimensionale Vektor der Beobachtungen und
seien die Elemente Y;; bedingt auf II; unabhéngig. Dann ist die bedingte Dichte
von Y; gegeben II; proportional zu der Dichte fz,m,(2) von Z; = Zj Yi;. Diese
ist, bedingt auf II;, binomialverteilt mit Parametern n; und II;. Die Erfolgswahr-

scheinlichkeit II; wird nun als Beta-verteilt mit den Parametern ¢; und b; mit

Erwartungswert m; = 24 Vorausgesetztm Die Dichte der Beta-Verteilung mit

Parameter (a;,b;), a;,b; > 0 ist gegeben durch:
xaifl(l _ m)bifl
B(ai, bz)

g, (z) = ,0< <1,

Dabei ist B(-,-) die Beta-Funktion: B(a;, b;) = fol w1 — u)% ! du.

Die Varianz der Beta-Verteilung ist m

Satz und Definition 27. Sei Z; wie oben definiert. Dann ist die marginale

Dichte von Z; gegeben durch

Tn; B Zi a;, Ny — 25 bz
fZi(zi):(Z}) ( +B(a’ - + ) (24)

Diese Dichte nennt man auch Beta-binomiale Dichite.

Beweis. Es ist
fale) = [ famed) dQU1)

B /sz|Hz$(ZZ)gH1<x) dx
_ n; % n;—z; xai_l(l _ ‘r)bi_l
B /(&)x (1-2) B(ai, bi) dl’

. zitai—1(1 _ »\ni—zi+bi—1
_ (i / x (1—-2x) e
Zi B(ai, bz)

37vgl. Molenberghs u. Verbeke| (2005)
38siehe DeGroot| (1975) Seite 244
39Die Aussage dieses Satzes stammt aus Molenberghs u. Verbeke, (2005).
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Zi B(CLZ', bz)
O
Korollar 28. Fiir die Dichte von Y;; ergibt sich entsprechend:
~ Blyij +ai, 1 —yi; + b;)
inj(yZ]) - B(al,b,L) .
Beweis. Der Beweis folgt als Spezialfall aus Satz 27 mit n; = 1. []

Mit Hilfe der Dichtefunktionen lassen sich nun leicht die Erwartungswerte von

Y;; und Z; bestimmen.

Satz 29. FEs ist E(Y;;) = %~ und E(Z;) = n;—=

a;+b; a;+b;

Beweis. Es ist
Q;

E(Y;) = P(Yy; =1) = fv,(1) = [ wgn,(z) dv = E(IL;) = m = T, M demt
Q; i
a;
= E(Z) = E(Y V) =Y E%) =i = i -

Auch die Varianzen lassen sich nun herleiten.

Satz 30. Fir die Varianzen von Zi und Y;; ergibt sich:

a; a; 1
Z) = n; 1— 1 )
Var( Z) i |:a2+bz ( az+bl)] |: +<7”Lz )az—kbl—l—l

a; a;
var(Y;j) n a; + bz (1 B a; + bl)

Beweis. Fiir die Varianz von Z; gilt:

Var(Z;) = E(Var(Z|IL)) + Var(E(Zi|1L,))
= E(ndL;(1 —11;)) + Var(n;I1;)
= ni(B(IL;) — B(I1})) + nf Var(IT;)
= ny(EB(I;) — E(IL)?) — n; Var(IL;) 4+ n? Var(T1;)
= n[E(IL)(1 — E(IL;)) + (n; — 1) Var(IL;)]

Q; 1— a; +(n— 1) a;b;
a; + bz a; + bz ! (CLZ' + bl + 1)(&1 + 61)2
a; a; 1
= n, ! 1— ! 1 B [
i |:a2+bl ( a1+bz):| |: +<nz )a1+bz+1:|
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und die Behauptung fiir Var(Y;;) folgt mit n; = 1. O

Um in diesem Modell die Assoziation der Beobachtungen zu beschreiben, wird
die Korrelation zwischen Y;; und Yj;, verwendet. Dafiir wird zuerst die Kovarianz

berechnet.

Satz 31. Fir die Kovarianz zwischen zwet Beobachtungen Y;; und Yy, gilt:

a;b;

Cov(Yy, Yir) =
Beweis. Es gilt mit Satz 27) (angewendet mit n; = 2 und z; = 2):

Cov(Yyy, Yir) = BE(YyYi) — E(Yy) E(Ya)
(

= P(Y; =1,Y, =1) — E(IL,)?

(o)t s

@)x (1 — )%, (z) dz — E(TL;)?

/
= /xgn ) do — B(II;)?

= E(I}) — E(IL)?
= Var(H,,)
a;b;
(CLi + bz + 1)(@1 + bz)2 ’

Korollar 32. Fiir die Korrelation ergibt sich:

1

= COI'I'(Y Y ) m

i
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Beweis. Mit Hilfe der Séatze [30] und 3] gilt:

COV(Yi' Y;k)

79
Corr(Y;;,Yiy) = Var(v,,)
B a;b; 1
(ai + b; + 1)(&1' + bi)2 # (1 . ﬁ)
_ a;b; (a; + b;)?
(@i b+ D(a+ )2 ab
B 1
st

[]

Bemerkung 33. Um die Wahrscheinlichkeitsdichte fz, (2;) in Termen des durch-
schnittlichen Erwartungswerts m; und der Korrelation p; auszudriicken, kann eine
Umparametrisierung durchgefiihrt werden. Durch elementare Umformungen er-
gibt sich a; = m;(p; ' — 1) und b; = (1 — m;)(p; ' — 1). Damit kann die Dichte nun
geschrieben werden als

Fre () — (m) Blmi(p;' — 1)_4; zi, (1 — Wi)(ﬂfl_—l 1) +ni — 2] (25)
<i Blmi(p;” — 1), 1 —m)(p; —1)]

Bemerkung 34. Fiir die Zufallsvariable II; des subjektspezifischen Effekts gilt

i

mit dieser Parametrisierung

E(IL) = MLI_U =m und Var(Il;) = mi(1—m)(pi' = 1)

p;t—1 pi(pt —1)?

Dieses Modell hat demnach pro Subjekt wieder 2 Parameter (m; und p;), die

= 772(1 — Wz)pz

geschitzt werden miissen.

3.2.1.2 Modellwahl fiir die Parameter 7; und p;
Die Parameter m; und p; konnen — wie beim Bahadur-Modell — durch die Logis-
tische Linkfunktion und Fischers Z-Transformation modelliert werden. Deshalb

wird hier nicht weiter darauf eingegangenﬂ

40yg]/Molenberghs u. Verbeke, (2005)
4lygl. [Molenberghs u. Verbeke (2005)
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3.2.1.3 Maximum-Likelihood-Schitzungen
Fiir die Maximum-Likelihood-Schétzung wird erneut die Log-Likelihood-Funk-

tion bendtigt. Diese wird im folgenden Satz betrachtet.

Satz 35. Gegeben sei das oben beschriebene Beta-Binomial-Modell. Dann gilt fiir
die Log-Likelihood-Funktion des i-ten Subjekts:

zi—1 N —2z—
= Zln(m—i— TP ) Z ln(l—?T+ 7“_pzp) Z <1+17“,0¢p)
r=0 ? - M

=0

Beweis. Der Beweis bedient sich der Gleichung . Der positive Faktor (Z)

(3

kann bei der Maximierung ignoriert werden und wird somit weggelassen. Fiir die
['(a)l'(b)

I'(a+0b)’
wird Gleichung (ohne den Term (7)) zu

Beta-Funktion gilt B(a,b) = wobei I' die Gamma-Funktion ist. Damit

Clmi(p;t — 1)+ 2] - T[(1 — 7T7;)<,0;1 1) 4+ n; — 2]
Plmi(pit = 1) + 2+ (1= m)(p; ' = 1) + 15 — ]
CTmlp =)+ (1 =m)(p; ' = 1)]
Plmi(pit = D] -T[(1—m) (o = 1]

(26)

Vereinfacht ergibt sich daraus:

Dlmi(p; ' =)+ 2] T[(1—m)(pi' =) +ni—z]  Tlpi' —1)]
Llmi(pit = 1) Pl(1—m)(pi " — 1) Ll(pi' = 1) +ni]

Fiir die Gamma-Funktion I' gilt: I'(x + 1) = 2I'(x) fiir > 0. Durch mehrmalige

(27)

Anwendung dieser Funktionalgleichung wird zu

zi—1

11 (mi(p;t — 1) +7) - T[mi(p;* — 1)
Plmi(p;t —1)]
"= = ) 4T - e - )
M- m)( 1)
B (RS o
1T (o7 = 1)+ )T (p; " —1)]

42Die Aussage dieses Satzes stammt aus Aerts u. a.| (2002).
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bzw. zu
T =D+ 1 (=) = 1) +7)
r=0 — r=0 . (29)
(! =1 +7)

Dies entspricht

Zi—l TLZ'—ZZ'—I
n;—1
rl;IO <1 * (p;1—1)>
bzw.
Zi—l ) ni—zi—l "o
I (mr ) I (0 25)
" . (30)
I (1)
r=0
Logarithmieren des Ausdrucks liefert dann die Behauptung. O]

Wenn die gleichen verallgemeinerten linearen Regressionsbeziehungen wie in Glei-
chung und fiir ; und p; vorausgesetzt werden, ergibt sich der Maximum-

~

Likelihod-Schétzer [ als Losung von S() = 0 mit der Score-Funktion fiir § wie
in Gleichung deﬁniert.ﬁ

3.2.2 Verallgemeinerte lineare gemischte Modelle

Nach |Molenberghs u. Verbeke (2005)) sind verallgemeinerte lineare gemischte Mo-
delle die am h&aufigsten benutzten Modelle mit zufalligen Effekten in der Arbeit
mit diskreten wiederholten Beobachtungen. Bevor eine allgemeine Modelldarstel-
lung der verallgemeinerten linearen gemischten Modelle vorgestellt wird, wird erst
das meist benutzte verallgemeinerte lineare gemischte Modell in Verbindung mit

bindren Daten vorgestellt: die logistische Regression mit gemischten Effekten.

43vgl. Molenberghs u. Verbeke| (2005)
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3.2.2.1 Die logistische Regression mit gemischten Effekten

Das einfachste logistische Modell mit festen und zufélligen Effekten ist ein Modell
mit einem zufilligen skalaren Intercept und einer skalaren erkldrenden Variablen
(vgl. Beispiel . Dazu seien Y;; bindre Beobachtungen des Subjekts ¢ mit er-

klérender Variable z;; € R. Dann lésst sich das Modell folgendermaflen schreiben:
logit[E(Y;|V;1)] = Vig + Boxi [M] (31)

Dabei ist (3, ein fester Effekt und V;; ein zufélliger Effekt mit V;; ~ N (81, v?).

Durch Setzen von

Ui=Vi1— 5
wird Zu
logit[E(Yi;|Ui)] = (81 + Us) + oy (32)

mit U; ~ N(0,2%). Nun sind 3; und (3, feste Effekte und der zufillige Effekt Uj
gibt die Abweichung von dem Parameter (3, an.
Dieses Modell lisst sich nach Hedeker| (2005) zu einem Modell mit multiplen
festen und zufélligen Effekten erweitern. Sei dazu z;; € RP ein Vektor mit den
Variablen mit festen Effekten und z;; € R? ein Vektor der erkldrenden Variablen,
die zufallige Effekte besitzen. Dann wird das logistische Modell mit gemischten
Effekten zu

logit[E(Y;|U)] = x50 + 25U, (33)

wobei U; nun multivariat normalverteilt mit Erwartungswertvektor 0 und Kova-

rianzmatrix D ist.

3.2.2.2 Allgemeine Darstellung
Eine allgemeine Darstellung der verallgemeinerten linearen gemischten Modelle
ist in Molenberghs u. Verbeke, (2005) und in Diggle u. a.| (2002)) gegeben und wird

hier erldutert.

#siehe Pendergast u. a.| (1996)
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Sei Y;; die j-te Beobachtung beim i-ten Subjekt fiir ¢ =1,...,N, j =1,...,n,
und Y; der n;-dimensionale Beobachtungsvektor. Das verallgemeinerte lineare ge-

mischte Modell lasst sich mit einer Linkfunktion h darstellen durch
h(pij) = h[E(Y35|U;)] = x,8 + 25U (34)

Der bedingte Erwartungswert wird somit durch die Linkfunktion A mit den er-
klérenden Variablen z;; € R? und z;; € R? verbunden. Weiter ist 3 der unbekann-
te Parametervektor der festen Effekte und U; ein Zufallsvektor, der den zufalligen
Effekt beschreibt. Die U; sind unabhéngig identisch verteilt. Sei hier U; normal-
verteilt mit Erwartungswertvektor 0 und Kovarianzmatrix D und sei fy,(u;) die
zugehorige Dichte.

Bedingt auf den zufélligen Effektvektor U; seien die Beobachtungen Y;; unabhéng-

ig mit einer Dichte der Exponential-Familie, d.h.

120, i) = exp{ [y — bl6:)]

5+l 9)} (35)

3.2.2.3 Maximum-Likelihood-Schitzungen

Nach |[Molenberghs u. Verbeke| (2005) lassen sich die Parameter eines subjekt-
spezifischen Modells, hier des verallgemeinerten linearen gemischten Modells,
durch Maximierung der marginalen Likelihood-Funktion erhalten. Dies geschieht
durch Integration iiber die zufélligen Effekte. Die marginale Dichte eines Subjekts
1 aus Gleichung wird somit zu

1) = [ TLR e 0t 6)

und so ergibt sich die Likelihood-Funktion

LB’¢’D(y) — H [3¢D

- H/H Yo lUi=us (i3) for (us) du;. (37)
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Entspricht fﬁﬁU (y:;) einer Bernoulli-Dichte und h dem Logit-Link
logit(E(Y;;|8, Us)) = logit(pi; (8, Ur)) = 2453 + 25U
wird die Likelihood-Funktion zu

LPP(y) = H/r[(pij(ﬁ, ;)" (1 — pig (B, i)' ™9 fu, (u;)du;

; ij 1-yi;
B ﬂ / ﬁ exp(z ;8 + z5u;) - 1 .
e 1+ exp(x);8 + zjus) 1+ exp(z;8 + zju;)

X fUi (ul)dul

N n;
=TI TLexpl@] + 2udu) 1+ explald + =Jud) ™ fnws)du,
i=1Y j=1

N
i=1 j i j

x (2m) 2| D|7Y? exp(—u; D™ u; /2) dus.
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4 Vergleich der Modellklassen

Bei Modellen mit nichtlinearen Linkfunktionen unterscheiden sich die margina-
len und die subjektspezifischen Parameter. In marginalen Modellen beschreiben
die Parameter einen durchschnittlich zu erwartenden Unterschied z.B. in den Be-
handlungen. In subjektspezifischen Modellen beschreiben die Parameter diesen
Unterschied auf einem bestimmten Level der subjektspezifischen Parameter, d.h.
die Variation in den Subjekten wird beriicksichtigt. Im Folgenden werden diese
Unterschiede der Parameterinterpretation an einem Beispiel mit einem Logit-Link
betrachtet und anschlieend die Parameter der Indonesian Children’s Health Stu-

dy (ICHS) (siche Bemerkung [f]) untersucht.

4.1 Vergleich der Modellklassen fiir binire Daten mit dem
Logit-Link

Um die Parameter eines marginalen und eines subjektspezifischen Modells fiir
bindre Daten zu vergleichen, wird ein Modell mit einem Logit-Link und einer ste-
tigen erkldrenden Variablen ¢, z.B. Zeit, betrachtet (vgl. Molenberghs u. Verbeke
(2005))). Im marginalen Modell sind also zwei Parameter zu schétzen: ein Inter-
cept und ein Parameter fiir den Zeiteinfluss. Das subjektspezifische Modell enthalt
einen zufilligen Intercept, also logit[P(Y;;|U;)] = Bo + U; + Bit mit U; ~ N(0,02).
Somit ist der bedingte Erwartungswert

_exp(Bo + Ui + Bit)
B[ = 17 exp(fo + U; + fit)’ (38)

Um die durchschnittliche Erwartung zu erhalten, wird iiber die bedingte Erwar-

tung integriert:

E(Yy;) = E[E(Y;U)]
exp(fo + U; + fit)
1+ exp(fBo + U; + fit)
exp(fBo + Fit)
1+ exp(fo + fit)
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Damit ist die marginale Erwartung, die sich aus dem subjektspezifischen Ansatz
ergibt, nicht gleich der der marginialen Erwartung aus einem marginalen Modell.
Trotzdem konnen mit dieser marginalisierten Erwartung aus dem subjektspe-

zifischen Modell einige Riickschliisse gezogen werden. In Abbildung [I] wurden

Bedingte Erwartungen

POy _ij | U0

Abbildung 1: Graphische Darstellung von bedingten Erwartungen eines Logit-

Modells mit verschiedenen Realisierungen des Random Effects zusammen mit

der marginalisierten Erwartung.

einige bedingte Erwartungen und die dazugehorige marginalisierte Erwartung in
Abhingigkeit von ¢ gezeichnet["] Es ist deutlich zu erkennen, dass der marginale
Zeittrend weniger steil ist als jeder subjektbezogene Zeittrend. Molenberghs u.

Verbeke| (2005)), S. 299, fiihrt das zu folgendem Schluss:

" Intuitively, it is to be expected that this effect strongly depends on the amount of
between-subject variability: In case the random-intercepts variability is large, para-
meters from fitting marginal models and random-effects models will be very different,
while equal parameter values hold if the variance of the random-effects equals zero.”

4°Eine dhnliche Abbildung ist in [Molenberghs u. Verbeke| (2005) zu finden. Die Erstellung

dieser Abbildung ist im Anhang A erldutert.
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Somit sollten also Parameter aus dem marginalen und dem subjektspezifischen
Modell auch in der Notation unterschieden werden. Seien ﬁRE der Parameter-
vektor eines subjektspezifischen Modells und ﬁM der eines marginalen Modells.
In diesem Beispiel beschreibt BRE die Erfolgswahrscheinlichkeit eines jeden Sub-
jekts, wobei die Variation in den Subjekten beriicksichtigt wird und ﬁM gibt
an, wie sich die durchschnittliche Erfolgswahrscheinlichkeit der Population ent-
wickelt.

In Neuhaus u.a. (1991)) wird das obige Beispiel zur Motivation verwendet, um
die Parameter BRE und ﬁM zu vergleichen. Deren Ergebnisse sind aber auch
allgemein giiltig. Sie erhielten folgenden Zusammenhang zwischen BRE und 5M:
Die marginalen Parameter sind betragsméafig kleiner als die subjektspezifischen
Parameter. Insbesondere bedeutet das, dass wenn ﬁRE = 0 ist, auch ﬁM =0
ist. Auflerdem stellten sie fest, dass, je grofier die Varianz Var(U;) ist, sich die
Parameter um so mehr unterscheiden. Wenn die Varianz Var(U;) = 0 ist, es also
keinen zufélligen Effekt gibt, stimmen marginale und subjektspezifische Parame-
ter iiberein.

Zeger u. a. (1988) betrachteten den speziellen Fall, dass U; normalverteilt ist mit
Erwartungswertvektor 0 und Kovarianzmatrix D. Das obige Beispiel mit Erwar-
tungswert 0 und Varianz o2 fillt in diese Klasse und |[Zeger u. a.| (1988)) zeigen,
dass dann

logit E(Y;) & (202 + 1)z, pRE (41)
ist, wobei ¢? = 16\/§/157T Somit gilt

51\/[ ~ (2o? + 1)—1/2ﬁRE (42)

ﬁRE

Y ~VEor+1> 1. (43)

46Der Beweis wird hier aufgrund seines Umfangs nicht erbracht, ist aber in [Zeger u. a.| (1988))

nachzulesen.
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Auch hier ergeben sich gleiche Parameter, wenn die Varianz o? des subjektspezi-
fischen Intercepts gleich Null ist.

Da die Parameter also eine unterschiedliche Interpretation besitzen, sollte bei der
Wahl des Modells darauf geachtet werden, welche Fragestellung untersucht wer-
den soll. In einem marginalen Modell ergeben sich sofort marginale Parameter,
entweder direkt durch Maximum-Likelihood-Schétzungen oder durch die GEE.
Bei den subjektspezifischen Modellen, von denen hier die random-effects-Modelle
untersucht werden, lassen sich Riickschliisse entweder durch marginale oder hier-
archische Methoden erhalten. Diese Parameter sind, wie oben beschrieben, nicht
mit den marginalen Parametern vergleichbar. Aber es konnen mit ihnen Para-
meter erhalten werden, die auch einen marginalen Trend im subjektspezifischen
Modell beschreiben. Dieser marginale Trend kann durch numerisches Mitteln gra-
phisch dargestellt werden. Dazu wird eine grofle Anzahl von Realisierungen von
U; bestimmt und die Kurve folgendermaﬁen berechnet:

N
Yi) M 1+ exp( B(BE + u; + ﬁREt)

4.1.1 Indonesian Children’s Health Study

Im Folgenden wird der oben beschriebene Unterschied der Parameter in einem
marginalen und einem subjektspezifischen Modell mit Hilfe der Indonesian Child-
ren’s Health Study dargestelltEg]

Das subjektspezifische Modell war in diesem Fall (siche Beispiel

logit P(V;; = 1|U;) = ARE + U, + pREg, (45)

wobei die U; normalverteilt sind und z;; = 1 fiir Kinder mit Vitamin-A-Mangel
und sonst x;; = 0 gesetzt wird. Ein Kind ohne Vitamin-A-Mangel hat also die

Wahrscheinlichkeit einer Infektion von

P(Y;; = 1U;) = exp(BRE + 1) /(1 + exp(BRE + 1))

4Tygl. Molenberghs u. Verbeke, (2005)
48siehe Diggle u. a.| (2002)
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4 VERGLEICH DER MODELLKLASSEN

und ein Kind mit Vitamin-A-Mangel von
exp(Ay 4 Ui+ A1) /(1 -+ exp(B5™ + U+ 51).

Um nun den Unterschied in den Parametern deutlich zu machen, werden hypothe-
tische Werte fiir die subjektspezifischen Parameter benutzt und zwar fiir
g{E = —2.0, BlRE = 0.4 und Var(U;) = 2 (s.a. Diggle u.a. (2002)). Fiir ein
Kind mit U; = 0 und ohne Mangel ergibt sich dann eine Infektionswahrschein-
lichkeit von 0.12 und mit Mangel eine von 0.17.
Um den Vergleich mit einem marginalen Modell zu erméglichen, wird in die-
sem subjektspezifischen Modell die durchschnittliche Erwartung berechnet, die
annahernd gleich der marginalen Erwartung in einem marginalen Modell ist. Dies

erfolgt wieder durch Integration:

P(v;=1) = [P =10 dQw) (46)

5§{E + o+ 5}%]3%3'
L+ Bg™ + s + By

wobei fy, (u;) die Dichte der Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz
2 ist. Dieses Integral l&sst sich schwer berechnen und wird deshalb mit dem oben
angegebenen Ausdruck

M
=L exp(BgF +ui + B ay)
M =1+ exp(BRE + u; + pRE;)

B(Y;, (48)

mit M Realisierungen u; von U; angenéhert. Mit den oben genannten Parameter-
werten ergibt sich mit M = 100000 eine durchschnittliche Infektionswahrschein-
lichkeit von 0.23 fiir Kinder mit Vitamin-A-Mangel und 0.18 fiir Kinder ohne
Mangel. Fiir ein marginales Modell, das diese Wahrscheinlichkeiten von 0.23 und
0.18 besitzt, werden nun die notigen Parameter berechnet. Es soll also gelten:
exp(ﬁévl)/(l + exp(ﬁév[)) = 0.18, und somit ist 6(1)\/[ = —1.52 zu wéhlen. Fiir den
Parameter BM, der den Logarithmus des Odds Ratio beschreibt, ergibt sich somit
exp(BM) = (0.23/(1 — 0.23))/(0.18/(1 — 0.18)) = 1.36 und damit M = 0.31.
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4 VERGLEICH DER MODELLKLASSEN

Somit sind auch in diesem Beispiel die Parameter unterschiedlich. In dem einem
Modell werden die Populations-Odds beschrieben und in dem anderen die indi-
viduellen Odds. Auch hier besteht ein Unterschied zwischen den Parametern. Es

| = 1.32 und zum anderen } 0.4 | =1.29.

. . _2
1st zum einem ’T52 0581

4.2 Vergleich des Bahadur- und des Beta-Binomial-Mo-
dells

Im Folgenden wird nun das marginale Bahadur-Modell mit austauschbaren Be-
obachtungen mit dem subjektspezifischen Beta-Binomial-Modell verglichen. Im
Bahadur-Modell mit austauschbaren Beobachtungen gibt es bis zu n; Parameter
pro Subjekt - den Parameter 7; fiir die marginale Erwartung bei einer Beobach-
tung und noch n; — 1 mogliche Parameter fiir die Korrelation zweiter, dritter und
hoherer Ordnung. Im Beta-Binomial-Modell gibt es hingegen nur 2 Parameter -
wieder den Parameter 7; fiir den Erwartungswert fiir eine Beobachtung und einen
Parameter p;, der die Korrelation zwischen zwei Beobachtungen beschreibt. Das
Bahadur-Modell ist durch die vielen Parameter fiir die hoheren Korrelationen
sehr komplex. Meistens werden die Parameter fiir die Korrelationen dritter und
héherer Ordnung deshalb gleich Null gesetzt. Es entsteht ein Modell mit nur noch
zwei Parametern, das nun mit dem Beta-Binomial-Modell vergleichbar ist.

In dem Bahadur-Modell mit austauschbaren Beobachtungen, in dem die héher-
en Korrelationen gleich Null gesetzt wurden, entstehen Einschriankungen an den
Parameterraum. Denn: Gleichung , die die Dichte beschreiben soll, ist, wie
auf S. [27] gezeigt, nicht fiir alle moglichen Parameterkombinationen gréfler gleich
Null. In dem folgenden Satz werden von Bahadur| (1961)) entwickelte Schranken
fiir die Korrelation p;(2) angegeben, fiir die die in Gleichung angegebene

Funktion genau dann grofier gleich Null ist, wenn p;(2) diese Schranken einhélt.
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4 VERGLEICH DER MODELLKLASSEN

Satz 36. Die in Gleichung angegebene Funktion ist genau dann grofier gleich
Null, wenn fir p;(2) gilt:

2 . T 1 — T 277-1(]-_71-1)
— ——————  min , < pi(2) <
ni(n; — 1) - W (n; — 1)mi(1 —m;) +0.25 — %

(49)

mit vo = min {[z — (n; — D)m; — 0~5]2}ﬁ

Z»LE{O ,,,,, TLZ}

Beweis. Die Dichte aus ist

f(z) = (n%>7rfi(1_7ri)ni—zi

Demnach ist f(z;) genau dann groer gleich Null, wenn

n, —z; T Zi 1—7Ti
i(2 —zi(n; — % > —1
e { (", ") e ()5

gilt. Dies lasst sich umformen zu

pi(2)
2mi(1 —m;)

[(ni—2;) (ni— 2 — 1) 77 —2zi(ny — 2)mi(1—m;) + 2 (2 — 1) (1 —m;)%] > —1.

Durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen ergibt sich

pi(2)

m[&? —Z; + 27Ti2i — 221'77/2‘7'('1‘ + nfﬂf — leﬂ'f] > —1.

Weitere Umformungen ergeben

i(2
1 1
—zi+ (i — Vm— (n; — Dm + 11 +nir? —nml) > —1,
und
ﬂ[(z-—(n-—1)7r~)2—(z—(n-—1)7?-)+1—1+n-7r-2—7r42—(n‘—1)77'] > —1
27TZ<1 _77'@') i 7 7 7 i 7 4 4 i/ i % i] Z )

49Diese Ungleichung und die Beweisidee stammen aus [Bahadur, (1961)).
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4 VERGLEICH DER MODELLKLASSEN

bzw.

% [(Zz —(n; — 1)m; — 1) — 111 — (i — Dm(1—m)| > —1.

N /

=g (24,n4,m;)
Letztendlich ist also folgende Ungleichung zu betrachten:
pi(2)

9z, ) > —L

2m;(1 — ’/Ti)g(z i, )
Um nun die Schranken fiir p;(2) zu erhalten, miissen das Maximum und das Mi-
nimum von ¢(z;, n;, m;) in Abhéngigkeit von z; bestimmt werden. g(z;, n;, m;) wird

1

maximal bzw. minimal, wenn (zl- —(n; — V)m; — 5) maximal bzw. minimal wird.

(zi — (n; — V)m; — %)2 ist in Abhéngigkeit von z; eine verschobene Normalparabel
mit ihrem Scheitelpunkt bei 0 < (n; — 1)m; + 1/2 < n;. Da z; die ganzen Zahlen

von 1 bis n; durchlauft, gilt sicher:

. (ne — 1) 1\° 1
= 1min Zi — \n; — T, — = S .
Jo % 2 4

Und somit ist

1
min g(z;, ni, m;) = — {Z + (n; — Dmi(1 —m) — go] :

l)2 sind bei 0 und n; moglich. Es ist

Die grofiten Werte von (,zZ —(n; = 1)m; — 3

g(0,n4, ;) = ni(n; — )72 und g(n;, n;, ) = ni(n; — 1)(1 — 7)%. Somit ist

max g(z;, n;, m;) = ni(n; — 1) max{w?, (1- Wi)2}-

2

Damit folgen die behaupteten Schranken fiir p;(2). O

Tabelle [1] gibt einige mit Gleichung berechnete mogliche Schranken fiir p;(2)
in Abhéngigkeit von n; und 7; an.

Auch in dem Beta-Binomial-Modell gibt es Einschrankungen an den Parameter
pi- Nach Definition ist p; > 0! Also sollte es nicht verwendet werden, wenn eine

negative Korrelation erwartet wird.
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4 VERGLEICH DER MODELLKLASSEN

Mit Gleichung berechnete Schranken fiir p;(2) in Abhéingigkeit

von n; und p;.

Wahrscheinlichkeit p;

n; 0.05 0.1 0.3 0.5

2 (-0.053, 1.000) (-0.111, 1.000)  (-0.429, 1.000)  (-1.000, 1.000)
3 (-0.018, 0.513) (-0.037, 0.529)  (-0.143, 0.636)  (-0.333, 1.000)
4 (-0.009, 0.352) (-0.019, 0.375)  (-0.071, 0.583)  (-0.167, 0.500)
5 (-0.005, 0.271) (-0.011, 0.300)  (-0.043, 0.420)  (-0.100, 0.500)
7 (-0.003, 0.192) (-0.005, 0.231)  (-0.020, 0.296)  (-0.048, 0.333)
10 (-0.001, 0.141) (-0.002, 0.200)  (-0.010, 0.200)  (-0.022, 0.200)
15 (-0.0005, 0.109)  (-0.001, 0.120)  (-0.004, 0.135)  (-0.010, 0.143)

Tabelle 1: Schranken fiir p;(2).

Fiir den Fall n; = 2 verglichen |[Kupper u. Haseman| (1978)) das Bahadur- und

das Beta-Binomial-Modell: Der Parameter m; = 77% aus dem Bahadur-Modell

Be

entspricht dem Parameter m; = 7;°¢ aus dem Beta-Binomial-Modell. Denn fiir

eine Zufallsvariable Z;, die sich durch beide Modelle darstellen ldsst, gilt:

215 = Ep(Z;) = Ep.(Z;) = 2nP°.

(2

Durch einen Vergleich der Wahrscheinlichkeiten des Bahadur-Modells mit denen
des Beta-Binomial-Modells ergibt sich die Vergleichbarkeit der Parameter p;(2)
und p;. Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten des Bahadur-Modells kann Glei-
chung benutzt werden und es ergibt sich direkt:

P(Z;=0) = (1—m)2x [1+pi(2) <1fﬂ)}
P(Z =1) = 2m(l—m)x [1+ p:(2)(=1)],
P(Z;=2) = n?x {14—,01-(2) ((1 ;”))}

Fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten des Beta-Binomial-Modells werden

Gleichung und Bemerkung |34] benutzt. Zunéchst wird Gleichung zZu

) = (2) Bl -

(3
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4 VERGLEICH DER MODELLKLASSEN

umgeformt. Fiir z; = 0, 1, 2 ergeben sich dann

o) (0) = 1 - 2E(IL) + E(I2) =1 — 2E(IL) + Var(IL,) + B(IL,)?,
fE) = 2(B(ITL) - B(I) = 2(E(TL) — Var(IL) — E(IL)?),
fr(2) = E(112) = Var(IL,) + E(IL,)?.

Mit Bemerkung [34] wird dies zu

P(Zz' = 0) = (1 - 7Ti)2 + Pz‘(%‘(l - 771‘));
P(Z;i=1) = 2m(1 —m) —2pi(m(1 — 7)),

P(Z;=2) = =+ pi(m(l —m)).

Durch Gegeniiberstellen der Wahrscheinlichkeiten des Bahadur-Modells mit de-
nen des Beta-Binomial-Modells ergibt sich die Vergleichbarkeit der Parameter
pi(2) und p;. Die Parameter weisen allerdings den oben erwihnten Unterschied in

ihren Wertebereichen auf. Bis auf diese Einschrankung sind in diesem speziellen

Fall die beiden Modelle identisch.

60



5 Versuchsplanung

Zur Entscheidung von statistischen Fragestellungen werden Versuche durchge-
fithrt. Dazu werden statistische Hypothesen aufgestellt. Das ,,unerwiinschte® Er-
eignis steht dabei in der Hypothese Hy und das ,,erhoffte“ Ereignis in der Alter-
native H;. Ziel ist es, mit Hilfe der durch den Versuch erhaltenden Daten, die
Hypothese abzulehnen. Dies geschieht durch die Aufstellung einer Teststatistik
mit der dann ein Test durchgefiihrt wird. Dabei treten meist unerwiinschte Fehler
auf. Der Fehler 1. Art (a-Fehler), d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass die Hypothe-
se Hy abgelehnt wird, obwohl sie wahr ist, ist dabei der schlimmste Fehler. Der
andere Fehler, der dabei auftreten kann, ist der Fehler 2. Art (3-Fehler), d.h. die
Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese Hy nicht abzulehnen, obwohl Hj falsch ist.
Die gleichzeitige Minimierung beider Fehlerwahrscheinlichkeiten ist nicht moglich.
Allerdings kann der Fehler 1. Art konstant gehalten und der Fehler 2. Art ver-
ringert werden, wenn der Stichprobenumfang vergréBert wird Y] Also wird ein
geniigend grofler Stichprobenumfang benotigt, damit relevante Unterschiede er-
kannt werden. Allerdings kosten Versuche Zeit und Geld und darum sollte die
Anzahl der Einzelversuche (Stichprobenumfang) maoglichst klein sein. Das bedeu-
tet, dass das Hauptproblem in der Bestimmung des richtigen Stichprobenumfangs
liegt.

Mit einer Beobachtung pro Person miissen zur Uberpriifung einer Hypothese also
die folgenden, oben angesprochenen Kriterien festgelegt werden, um spéter einen

aussagekriftigen Test zu erhaltenﬁ

1. Zunéchst wird der Fehler 1. Art festgelegt. Eine typische Wahl fiir diesen
Fehler ist o = 0.05.

2. AnschlieBend wird die kleinste bedeutungsvolle Differenz d, die erkannt wer-

den soll, bestimmt. Die Nullhypothese soll mit einer hohen Wahrscheinlich-

50vgl. |Genschel u. Becker| (2005))
5!Die folgenden Kriterien stammen aus |Diggle u. a.| (2002).
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5 VERSUCHSPLANUNG

keit abgelehnt werden, wenn der betrachtete Parameter von dem Parame-
terwert unter der Nullhypothese um d oder mehr abweicht. Dieser Wert d

wird nach praktischen Gesichtspunkten bestimmt.

3. AuBerdem muss die Power oder Giite, die der Test bei der kleinsten bedeu-
tungsvollen Differenz d haben soll, festgelegt werden. Die Power (Glite) ist
die Wahrscheinlichkeit, dass der Test die Nullhypothese ablehnt, wenn sie
falsch ist. Typischerweise werden Tests mit einer Power von 0.8 oder 0.9 bei

der kleinsten bedeutungsvollen Differenz d konstruiert.

Fiir wiederholte Daten miissen zusétzlich noch weitere Entscheidungen getroffen

werden:

1. Die Korrelation p der wiederholten Beobachtungen muss mit in Betracht
gezogen werden. Entweder werden dafiir Erfahrungswerte verwendet oder

es miissen begriindete Vermutungen benutzt werden.

2. Letztendlich muss die Anzahl n; der Beobachtungen pro Person festgesetzt

werden.

Mit diesen Werten lésst sich dann der bendtigte Stichprobenumfang bestimmen.

5.1 Berechnung des benétigten Stichprobenumfangs

Die Berechnung des benétigten Stichprobenumfangs wird hier fiir ein Zwei-Stich-
proben-Problem durchgefiihrt. Zwei gleich grofie Probanden-Gruppen erhalten
die Behandlungen A bzw. B. Untersucht wird die Wirkung der Behandlungen.
Die beobachtete Variable ist demnach bindr (0 fiir Symptom nicht aufgetreten
bzw. Behandlung wirksam, 1 nicht wirksam). Seien ps und pp die entsprechen-
den Erfolgswahrscheinlichkeiten fiir das Versagen der Behandlung. Die Hypothese
lautet damit: Hy : pa = pp gegen Hy : pa # pp. Ziel ist es, aus dieser Hypothe-

se aus einem Test eine Formel fiir den bendtigten Umfang herzuleiten. Sei dazu
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5 VERSUCHSPLANUNG

der Fehler 1. Art durch die Variable o beschrieben, damit die Formel spéter fiir
unterschiedliche Niveaus anwendbar ist. In klinischen Studien ist meist eine der
Behandlungen die Kontrolle, von der die Erfolgswahrscheinlichkeit schon bekannt
ist. Sei in diesem Beispiel Behandlung A die Kontrolle, womit p4 bekannt sei. Nun
wird die kleinste bedeutungsvolle Differenz d festgesetzt, indem ein Odds Ratio
OR festgelegt Wird@ Wird vermutet, dass die Behandlung B besser wirkt als die
Kontrolle A, also pg < pa, wird ein Odds Ratio kleiner 1 festgesetzt (oder grofier
1, wenn die Behandlung B mit einer schlechteren Wirkung vermutet wird). Die-
ser Odds Ratio kann mit p4 in eine Erfolgswahrscheinlichkeit p% fiir Behandlung
B umgerechnet werden. Somit ergibt sich eine kleinste bedeutungsvolle Diffe-
renz d = |pa — p%|, bei der die Nullhypothese mit einer Wahrscheinlichkeit von
1 — 3 (B = Fehler 2. Art) abgelehnt werden sollte. Eine weitere Eigenschaft der
Giitefunktion sollte sein (halte den Stichprobenumfang vorerst konstant), dass
die Giite um so grofler wird, je weiter die Parameterwerte von denen der Nullhy-
pothese abweichen. In diesem Fall sollte also die Giite bzw. Power umso grofier
werden, je mehr der Odds Ratio von 1 abweicht bzw. je gréfler die Differenz
|pa — pp| wird. Wenn also die Power von 1 — 3 schon bei d erreicht wird, dann
sollte sie erst recht fiir Werte grofer als d erreicht werden. Deshalb wird zunéchst
die Suche nach dem benétigten Stichprobenumfang N bei der Differenz d (durch
den Odds Ratio bestimmt!) durchgefiihrt. Anschliefend wird die Giitefunktion
betrachtet, ob sie auch die oben angesprochenen Eigenschaften aufweist.

Zur Suche des benétigten Stichprobenumfangs wird der Umstand genutzt, dass
sich die Power an jeder Stelle der Alternative verbessert, wenn der Stichproben-
umfang N vergroflert wird. Gesucht ist nun der mindestens benétige Stichpro-
benumfang, mit dem es mit dem gewéhlten Test zum Niveau a eine Power von
1 — 3 bei einer Differenz d zum Entscheiden der Hypothese Hy : pa = pp gegen
Hy :pa # pp (bzw: Hy: OR =1 gegen Hy : OR # 1) geben kann.

520dds Ratio OR = 5&&
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5 VERSUCHSPLANUNG

5.1.1 Eine Beobachtung pro Person

Fiir das oben angesprochene Problem ldsst sich der bendétigte Stichprobenum-
fang mit einer Variante des approximativen Gauf-Tests bestimmen. Gesucht wird
die Anzahl Ng der benétigten Beobachtungen pro Gruppe, die mindestens ge-
macht werden miissen, damit der Test eine Power von 1 — (3 bei einer Differenz

d = |pa — p%| hat.

Satz 37. Fiir das oben angesprochene Zwei-Stichproben-Problem ist fiir einen
Test, der sich vom approrimativen Gaufitest ableitet und ein Niveau o sowie eine
Power von 1 — 3 bei einer kleinsten bedeutungsvollen Differenz d = |pa — p%|
besitzen soll,

(z1—ay2 + 21-8)2(Pa(1 — pa) + (1 — %))

Ng >
(Pa —p%)Q

(50)

zu wahlen. Dabei sind zy_q/2 und z1_g die (1 — o /2)- bzw. (1 — B)-Quantile der

Standardnormalverteilung.
Im Beweis dieses Satzes wird folgender Hilfssatz benutzt:

Lemma 38. Seien X, X,,,Y,,,n > 1, reellwertige Zufallsvariablen, wobei X, und
Y, bei festem n auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum erklirt seien. Unter der

Voraussetzung X, 2 X und Y, e fiir ein festes c € R gilt
XY, 2 Xe. (51)

Beweis. Der Beweis dieses Lemmas ist in Behnen u. Neuhaus| (2003) auf S. 111

zu finden. O]

Beweis von Satz[37 Es wird die Teststatistik

T = Ya— Y5 (52)
\/pA(l —pA) + YB(l — YB)

Ng

fiir das Testproblem Hy : pa = pp gegen Hy : pa # pp (bzw. Hy : OR = 1 gegen
Hy : OR # 1) benutzt. Sei p4 aus Erfahrung bekannt und sei p% durch p4 und
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einem Odds Ratio unter der Alternative festgelegt (Durch diese Festlegung wird
also auch d festgelegt.). Weiter ist Y4 = NLG Zficl Y,; das arithmetische Mittel der
Beobachtungen mit Behandlung A, Yp entsprechend. Wenn Ng geniigend grof3
ist (Ng > 30), sind Y4 und Yp approximativ normalverteilt mit Erwartungswert

pa bzw. pp und Varianz N%;pA(l — pa) und NLGpB(l — pp). AuBlerdem ist

T — Ya— Vs Vpa(l —pa) +ps(l — pp)
\/PA(l —pa) +Yp(1 = Yp) \/pa(l —pa) +ps(l — ps)
Neg
_ Ya—Yp Vpa(l —pa) +ps(l — ps)
\/PA(l —pa) + p(1 —p5) V/Pa(l —pa) + Yp(1 — Y5)
Ng

Unter Hy konvergiert der erste Bruch in Verteilung fiir Ng — oo gegen N (0, 1)
(Zentraler Grenzwertsatz). Der zweite Bruch konvergiert in Wahrscheinlichkeit
gegen 1 (wegen des schwachen Gesetzes der grofien Zahlen und den Rechenregeln
fiir Konvergenzen in Wahrscheinlichkeit). Damit ist mit Lemma [38 7" unter H

asymptotisch standardnormalverteilt. Fiir ein geniigend grofles Ng ist T unter
PA — PB
\/pA(l —pa) +pp(1 —pp)
N¢

H, approximativ normalverteilt mit Erwartungswert

und Varianz 1.
Fiir grofle N¢ sollen folgende Gleichungen fiir einen Test zum Niveau o und mit
einer Power 1 — 3 bei einer Differenz d annéhernd gelten:

Po(|T| > z1—a2) <« unter H,

Po(|T| > z1202) > 10 unter H;.

Aus der unteren Gleichung lésst sich nun die Bedingung fiir N herleiten:

Po(|T| > z1-0/2) >1-p0
< 1 =Py(|T| < z1-0/2) >1-p
< 1 —Pa(—2z1—a2 T < 21-4)2) >1-p
& 1— (PUT < 21up) ~ Pa(T < —21app)) =10
& 1-PT<z2ap)+Pal < —210p) 21-0 (53)

* k%
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Verschobene Normalverteilungen

TN, L Ne T-N©.78,1)

B B E
P(T<-1.96) P(I>1.96)

Abbildung 2: Verschobene Normalverteilungen

Y —Y;
Unter H; an der Stelle d ist T = A = eine verschobene Normal-
\/pA(l—pA)-I—YB(l—YB)
Ng
paA — pd
verteilung mit Erwartungswert B und Varianz 1.
\/pA(lpr)er%(l*de)
Ng

Fiir d = pa — p% > 0 wird ** in Gleichung ungefdhr Null. (Siehe Abb. ,
a = 0.05. Schon bei einem Behandlungsunterschied von nur d = 0.05 wird fiir
N¢g = 30 diese Wahrscheinlichkeit kleiner als 0.01. Bei ansteigendem Behand-
lungsunterschied oder grofierem Stichprobenumfang Ng wird die Wahrschein-
lichkeit rasch noch kleiner. Die Idee, diese , kleine“ Wahrscheinlichkeit zu ver-
nachléssigen, stammt aus Henning (2002)).) Somit wird Gleichung in diesem

Fall zu:

YA - YB
1—-P < 21_q >1—4. 54
’ \/pA(l_PA)+YB(1—YB) = Fl-a/2 | = B (54)
Ng

Es ist

Yi—-Y;

1-Py a7 < Z1-a)2
\/pA(l—pA)JrYB(l—YB)
Na

ba —P% ba —Pcfg

< Zi—aj2 —
pa(l—pa)+p%(1—p%) o/ pa(l—pa)+ph(1-p%)
Ng Ng

= 1-Py|T -
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bA —p%

fl—a/2 —
pa(l—pa)+pk(1-p%)
Na

~ 1—9@

wobei die Approximation fiir geniigend grofie N¢ gilt. Damit wird Gleichung

zu
pba — pd
1= 2102 — L >1-p
\/PA(l—PA)-FP%(l—P%)
Ng
pba — pd
= d Zlfa/Z — B S 5
\/pA(l—pAHp%(l—de)
Ng
ba— Pcfa
A fl—-a/2 — <zg=—21_
traf? \/pA(l—pA)er%(l—de) P 1-8
Ng
d
bA — DB
A > 21 a2+ 21—
\/pA(l—pA)erdB(l—p%) 1-a/2 =0
Na
@ (pa — ph)? 2
>
e pa(1=pa)+ph (1-p%) - <Zl_o‘/2 +21-5)
Ng
(z1-a/2 + 21-8)°(Pa(1 — pa) + p%(1 — p}))
d \2 < Ng.
(pa — pg)

Fiir d = pa — p} < 0 ist * in Gleichung ungefahr 1. Somit wird Gleichung

Zu:

Yy—Yp
P < —Zi_q >1-0. 55
d \/pA(lpr)JrYB(l*YB) o 1-e/2 b ( )
Ng
Es ist
Y1 —-Y,
Py 25 < —Z1-a)2
\/pA(l—pA)JrYB(l—YB)
Ng
_na _.d
- p, T pPA — DB < —aye — PA — DPp
\/pA(l—pAdeB(l—de) \/pA(l—pA)+de(1—de)
Ng Ng
_.d
~ (I) —Zl_a/g— Pa pB
\/pA(l—pA)er’iB(l—de)
Na
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wobei die Approximation wieder fiir geniigend grofie N¢ gilt. Damit wird Glei-

chung Al

_od
Q| —z1-02 — Pa— Vi >1-p
\/PA(l—PA)-FP‘f;(l—P‘é)
Ng
ba — de
& —21—a/2 — > 21
s \/pA(lpr)er‘é(lfp%) 1-5
Ng
pPA — PB
And - > Zi_a/2 T 21—
\/pA(l—pA)+p‘,§(1—de) 1-e/2 1=p
Ng
@ (pa — ph)? 2
>
= pa(l=pa)+ph(1—pfh) > (s1-0/2 + 21-9)
Ne
(21-0/2 + 21-9)*(Pa(L = pa) + PR(1 = PB))  _ N,
(pa — ph)? -

Zu (@): Fiir kleine a- und (-Werte sind die Quantile groBer als Null. Dann gilt
die Umformung. Die typischen Wahlen fiir « = 0.05 und 3 = 0.9 oder 0.8 erfiillen
diese Bedingung.

Ng ist also mindestens so grof§ wie der obige Bruch zu wéhlen, damit der Test
zum Niveau « eine Power von 1— [ bei einer kleinsten bedeutungsvollen Differenz

d besitzen kann. O

Bemerkung 39. Als gesamter Stichprobenumfang N ist demnach

2(21—aj2 + 21-8)*(Pa(1 — pa) + pE(1 — p}))

N >
- (pa — p%)?

(56)
zu wahlen.

Bemerkung 40. Bei einem groferen Abstand d* > d mit d* = |ps — pi*| und
der Anzahl Ng, die fiir d berechnet wurde, ist die Power auch grofler als 1 — 3,

denn es gilt

1—p3(d")
= 1= Pp(Tng < 21-a/2) + Pe-(Tng £ —21-a/2))
_ pdx _ adx
S e ba— Py + D | —z1_ap2 — PA — P
\/pA(lprdeB*(l*de*) \/pA(lpr)er%*(l*p%*)
Ng Ng
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dx paA
. ba — PR s dx 1—pa .. . .
Nun ist mit = ——~ fi{ir konstantes p4 eine in OR
pa(l=pa)+pE (1—pE) Ps = 1% ORE— b

Ne
monoton fallende Funktion, die eine Nullstelle bei einem OR = 1 besitzt (Beweis

sieche Anhang). Das bedeutet fiir p& > p% > pa (also ORy: > ORy0 > 1):

_ mdx _ adx
1 o (I) Zl_a/g - pA pB + @ _Zl_a/Q o pA pB
\/pA(l—pA)+de*(1—p‘é*) \/pA(l—pA)er‘i;*(l—de*
Ng Ng
d*
pa—p
> O —z1_qp2 — f =
\/pA(l—pA>+pB*(1—pB*)
Na
pa — D%
> Q| —z1qp2— —
\/pA(l—pA)erB(l—pB)
Na
> 1-—p.

Fiir p& < p% < pa (also ORye < ORj < 1) bedeutet das entsprechend:

_ o dx
1— bPa —PpB Lo bPa —Pp

fl—aj2 — —Rl-a/2 —
pa(l—pa)+pl (1-p%) pa(l—pa)+p% (1—p%
Ng Ng

dx
ba — DPp
Zlia/Z B d* d*
pA(lprH”PB (lpr )
Ng

ba —pcfg

fl—a/2 —
pa(1—pa)+p%(1-p%)
Ng

> 1-9

> 1-6.

Zum Beispiel ist in Abbildung |3| die Giitefunktion fiir ps = 0.5 und einem Ng,

das eine Power von 0.9 bei einem Odds Ratio von 2 liefert, zu sehen.

69



5 VERSUCHSPLANUNG

FPower

5.1.2
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038

06
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Gutefunktion fir pA=0.5
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1.0 1.5

Odds Ratio

20 25

Abbildung 3: Giitefunktion

Wiederholte Beobachtungen

Fiir marginale Modelle mit wiederholte Beobachtungen lésst sich der benétigte

Stichprobenumfang mit einem Verfahren berechnen, das Liu u. Liang| (1997) ent-

wickelt haben. Unter anderem kann der Stichprobenumfang N fiir das oben schon

mehrmals erwihnte Modell mit zwei Gruppen mit bindren Beobachtungen

logit(uij) = Bo + G124

ermittelt werden. Dabei wird wieder davon ausgegangen, dass die Erfolgswahr-

scheinlichkeit p4 der Kontrolle bekannt ist und die kleinste bedeutungsvolle Dif-

ferenz d durch die Festsetzung von pp bzw. durch den OR festgelegt wird.

Satz 41. Fiir ein Zwei-Stichprobenvergleich mit austauschbaren bindren Beob-

achtungen und erklirenden Variablen z;; = 0 fiir die Behandlung A und x;; =1

fiir die Behandlung B mit dem Modell

logit(pij) = Bo + Brxij
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firjg=1,...,n; = n und einer Korrelation p ergibt sich als mindestens bendtigter
Stichprobenumfang N fir einen von |Liu u. Liang (1997) benutzten Test zum
Niveau v und einer Power 1 — 3 bei einer Differenz d = |pa — pp|:

2(z1_a/2 + 21-6)*(Pa(l — pa) + pe(1 — pB))(1 + (n — 1),0).

N >
- n(pp — pa)?

(57)
Dabei ist z, das x-Quantil der Standardnormalverteilung.

Zum Beweis dieses Satzes wird zunéchst das Verfahren zur Fallzahlberechnung
aus Liu u. Liang (1997) erlautert. Der obige Satz folgt dann als Anwendungsbei-
spiel.

5.1.2.1 Das Verfahren zur Fallzahlberechnung von Liu und Liang
Sei Vi = (Yi1,Yios- - -, Yin;) der Beobachtungsvektor des i-ten Subjekts (bzw.

Clusters). Auflerdem sei ein marginales Modell
g(uij):xjjw—l—zi;)\, j=1,...,n;, 1=1,...,N, (58)

gegeben, wobei p1;; = E(y;;) und ¢ eine Linkfunktion ist, die den Erwartungswert
von y;; mit den erklérenden Variablen z;; und z;; verbindet. Dabei sei z;; ein
Vektor vom Format px 1 und z;; von g x 1. Weiter sei 9 der interessante Parameter
des Formats p x 1 und A ein (¢ x 1)-Vektor mit Parametern, die weniger von
Interesse sind. Die zu untersuchende Hypothese laute: Hy : ¢ = 1)y gegen Hy : ¢ #
1o. Allerdings erfolgt die Bestimmung der Fallzahl wie oben an einer festen Stelle
der Alternative, so dass hier die Alternative H; : 1) = 11 benutzt wird. Durch die
Festlegung von ¢y wird indirekt der kleinste bedeutungsvolle Unterschied d, der
erkannt werden soll, festgesetzt.

Zur Entscheidung dieses Testproblems wird folgende Teststatistik benutzt, die
auf den GEEs (siehe Abschnitt basiert:

T = Sy (%o, xoa@)Ti_ISw(%, Ao, &), (59)
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wobel

XA Y O ! —1 A
ot ) = (3 () V=) ) (s hand)
i=1

ist. Dabei sei p; = E(Y;). Diese Gleichung wird an den Stellen )y, o und o
betrachtet, so dass fiir die Eintrage in p; gilt: g, (1o, o, a) = g_l(xile/Jo + zgj\o)
Es ist

33 = Cov(Sy (2o, Ao, @),

und X — 2 fiir grofles N. Weiter ist Ao ein Schitzer fiir A unter Hy, der durch

Losen der Gleichung

S,\(%Um )‘a a) = (Z ((Z/j\l) ‘/;_I(Y; - #z)) (77007 )\a a) =0 (60)

i=1

erhalten wird. Hier ist p;;(¢0, A\, @) = g~ (2;¢0 + 2 ;A) und V; die Kovarianz-
Matrix von Y;, die durch den Parameter o und durch ¢ und A bestimmt und damit
unabhiingig von Y; modelliert wird. (Siehe Abschnitt|3.1.3.1} V; = A} / *Ri(a)A] /2
Dort sind auch die verschiedenen Moglichkeiten fiir R;(«) aufgefithrt. Da die
GEEs auch dann noch konsistente Schitzungen fiir die Hauptparameter liefern,
wenn die Korrelationssstruktur falsch angenommen wurdd®], wird der Parameter

a im folgenden als bekannnt vorausgesetzt und vernachléssigt. )

Satz 42. Fiir N — oo konvergiert T unter Hy gegen eine Xf,— Verteilung. Unter Hq
mit P = Py und A = Ay folgt T asymptotisch einer nichtzentralen X%—Verteilung

mit Nichtzentralititsparameter

v=¢'xrl, (61)
wobei § = B, (Sy(tho, Ao)) und Ty = Covy, (Sy(tho, Ao)).
Beweis. Unter Hy ist 3 ~ ¥y = Cov g, (Sy (o, 5\0)). Damit ist

T = Sy(tho, o) S P22 S 18?5028 (1o, Ao)

& Sp(to, M) TS0 28028 (10, No).

53siehe |Liang u. Zeger| (1986)
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. N N .
Fiir N — oo ist 3528, (th, Ao) = 3y /2 [ 32 (g%) V(Y —m)) (100, Ao)
i=1

asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswert

=1 _

= 0p><1
und Kovarianzmatrix

2 Cov iy (S (W0, o)) (S92 T
_ 251/220281/2

prp-

Damit ist 251/25¢(¢0, Xo) ~ Ny (0,, E,p) und somit besitzt jeder Eintrag in die-
sem (p X 1)-Vektor eine N (0, 1)-Verteilung. Dann ist 7" als Summe iiber diese p
quadrierten normalverteilten Zufallsvariablen X?D—Verteilt.

Unter Hy wird ¥ zu 31 = Covy, (Sy (0, Ao). T bleibt X-verteilt, allerdings nicht
zentral. Der Nichtzentralitdtsparameter v ist die Summe der quadrierten Erwar-
tungswerte j; der p normalverteilten Zufallsvariablen aus ¥/ ?Sy (Yo, Ag)) unter
Hi:

p
vo= Y i

=1
= M17M2,---7Mp)(M17M27---aﬂp)T

= B (Sp(0,20) 51 P80 B (Sy(90, Mo))
= ¢'N¢
O]
Die folgenden Approximationen werden aus Liu u. Liang| (1997) ohne Beweis

iibernommen, da der Beweis im Rahmen dieser Arbeit nicht mehr erbracht werden

kann.
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Bemerkung 43. Der Erwartungswert von Sy (1o, 5\0) unter H; wird folgender-

maflen approximiert:

N
f = EH1 (SilJ(wO’ 5‘0)) R Z Pi*‘/i_l(luz1 - :U:)a (62)

=1

wobei p! = g7 Ha L + 25 ) und pf = g7 alvo + 250,

J ij

8 4 T 8 % *
pro= ((%) — It <8_l;\)>(%’/\0>’

* a a:uz ' -1 a,uz *
Iw/\ = Zl(aw> ‘/’L (a)\> (1/}07)\0)7

h = (fj (%) v (%‘;)) (o, )

=1

und

ist. Dabei ist \j der Grenzwert von Ao fiir N — 0o mit gegebenen ¥ und A\;. Aj

ist die Losung von

lim Nil EH1(S)\<w07 )\;),wl,)q) =0. (63)

N—oo
Bemerkung 44. Die Kovarianzmatrix 3; von S¢(¢0,;\0) wird approximiert
durch
N
S1 = Covar, (Sy (v, M) = Y PV Covpr, (Yi)V; P (64)

i=1

Damit kann nun die Power zum Testen von Hy gegen H; durch die nichtzentrale
x2-Verteilung approximiert werden. Andererseits kann mit festgelegten a- und
(-Fehler der erforderliche Nichtzentralitdtsparameter v erhalten werden. Dazu
muss der erforderliche Stichprobenumfang bestimmt werden.

Zunéchst wird vorausgesetzt, dass pro Subjekt gleich viele Beobachtungen ge-
macht werden, d.h. n; = n. Weiterhin wird im Folgenden der Index ¢ weggelassen.
Um nun die benétigte Stichprobengrofie zu bestimmen, wird angenommen, dass
die erklarenden Variablen {(z;, 2;),j = 1,...,n} diskret sind und eine Verteilung
der Form

Plx;j=wuj,zj=vy55=1,...,n)=7, l=1,...,L (65)
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besitzen, wobei {(uj,vj;7 = 1,...,n),l = 1,...,L} die L moglichen verschie-

denen Werte fir {(z;,2;),7 =1,...,n} sind.

Bemerkung 45. Mit diesen zusétzlichen Voraussetzungen wird £ aus Gleichung
1 _ IU/*)

(Index i weggelassen) aus héngen unter anderem von den Werten von z; und

(62) weiter vereinfacht. Die Werte der einzelnen Summanden P*V~!(u

zj ab. Diese erkldrenden Variablen besitzen nach Obigen eine diskrete Verteilung
(siehe (67])). Damit sind auch die Summanden P*V (! — p*) Zufallsvektoren.
Zur Vereinfachung werden diese Summanden nun durch ihren Erwartungswert

bzgl. der Gleichung ersetzt. Somit wird Gleichung (62)) zu
L
§=NEPV ! —p) = NY BV (g — 1), (66)
=1

wobei P, Vi, uf und pf wie in (62)) definiert sind, aber mit x;; = u;; und z;; = vj;.

Bemerkung 46. Mit den gleichen Argumenten wie oben vereinfacht sich die

Kovarianz-Matrix >; zu
L
S = NE(P'V™ Covy, V)V Py = N> n PV Covy, V)V, P (67)
=1

Bemerkung 47. Mit £ = E(P*V (' — x*)) und
¥, = E(P*V ' Covy, (Y)V1P*T) wird der Nichtzentralititsparameter aus
Al

§=NETRTIE, (68)
womit sich der benotigte Stichprobenumfang darstellen lasst als

(P9
Dabei wird v bestimmt durch eine nichtzentrale x2-Verteilung und die vorgege-

benen Werte des a- und des -Fehlers.
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Bemerkung 48. Im Folgenden wird Gleichung vereinfacht. Zunéchst wird
E, (Sx(¥o, X)), ¥1, A1) gebildet. Dadurch wird p; zu puf und Eg, (Y;) zu g} und
Gleichung lésst sich schreiben als

. ay’z — 1 *
Jim N Z(m*) S ) =0, (70)

Mit den obigen Voraussetzungen wird die Summe wieder durch den Erwartungs-

o\
wert bzgl. (65) ersetzt und es ergibt sich N Z < 8/;\[ ) Vi ut — ), so dass
0
nun Gleichung (63]) zu

L oyt
;n(mi) = ) = 0 ™

wird. Aj ist die Losung dieser Gleichung.

Damit wird nun die benétigte Stichprobengrofle mit wiederholten Beobachtungen

mit der Teststatistik 7" in folgenden Schritten ermittelt:

1. Erstelle ein Regressionsmodell fiir die marginale Erwartung und lege Para-

meterwerte fiir die Null- und die Alternativ-Hypothese fest.
2. Lege die Korrelationsstruktur, d.h. R;(«) fest.

3. Bilde eine Verteilung fiir die diskreten erkldrenden Variablen in der Form

von Gleichung .

4. Berechne \j mit Gleichung (71).
5. Ermittle den Nichtzentralitdtsparameter.

6. Berechne alle benotigten Groflen fiir und erhalte somit den benétigen

Stichprobenumfang.

Nun zum Beweis von Satz 41}
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Beweis von Satz[{1] Das betrachtete Modell logit(pij) = Bo + fixi; gleicht mit
A = [y und ¥ = 1 dem Modell

mit z;; = 0 oder 1 und z; =1 firj =1,...,n, d.h.

e ew(iy)
1+ exp(N) PBE= 1y exp(A + 1)

ba

Die Nullhypothese Hy lautet Hy : pa = pg & Hy : ¢ = 1y = 0 gegen
Hy : ¢ =1y # 0. Jedes Cluster besitzt die gleiche Korrelationsstruktur und
die Beobachtungen sind austauschbar, d.h. die Korrelationsmatrix R ist eine Ma-
trix mit Einsen auf der Diagonalen und p sonst.

Die diskreten erklérenden Variablen seien folgendermafien verteilt:

P(X” :O,Zij = ].) = T1 = ]_—7'2,

P(XU = 1,Z¢j = 1) = Ta.

Demnach ist L = 2. Als néchstes muss Aj berechnet werden. Dazu lése die Glei-
chung
2 o\ T
D m(gn) Vil —pi) =0 (72)
— 0N

unter H;. Dazu ist zunéchst

= exp(Tijto + 25 \p) _exp(@io + Ap)
S exp(Tijtho + 2i;05) 14 exp(agtho + A5)

wobei 1, ein Vektor der Dimension n x 1 ist, der nur aus Einsen besteht. Auflerdem
ist p; = pi fir x;; = 0 und py = p3 fiir ;; = 1. Somit ist also

oW _ exp(zijto + Ap)

ON; (1 + exp(@ithg + A5))2 "

$o=0 eXp(/\ES)
(1+exp(A5))? "
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exp(Ag)

R und
(I +exp(Ag)2

fir l =1,2. Auflerdem ist V) = V5 =

ulo= exp(z;11 + A1)
t ]_ + exp(xij@/)l + /\1) w
. exp(Ay)

= .

1+exp(\y) "

fiir [ = 1,2. Weiterhin lésst sich Gleichung unter H; vereinfachen:

N\ 1
22: g O Vi (g = w) =0
oxg) ol

=1

o 2. eXpWWlJ(( exp(Xp) )R

i=1 (IL+exp(Ag 1+ exp(Aj))?

y ( exp(zi11 + A1) 1 _ exp(Ay) 1 ) —0
1 + eXP($z’jw1 + >\1) n 1 + eXp()\z;) "
2 exp(xz-jih + )\1) eXp<)‘3) > T p—
N _ 1,'R'1, =0
1:21 i (1 —+ eXp<l’Z’j'¢1 —+ )\1> 1 + eXp()‘é)

o) 22: . < exp(zijthr + A1) exp(Ag) > —0
i=1

1+ exp(zgn + A1) 14 exp(Ay)

exp(A1) exp(P1 + A1) exp(A)
& —(m+m)— s =0
MTrexp(n) T T e ) T P T e ()

exp(A) exp(¥1 + A1) _exp(Ag)
= T1 T2 T 1 1 awn( ) F)
1+exp(A) | “1+exp(iy + A) 1+ exp(Aj)

exp(A]

o HpA+ Topn P(Ag)

T Itexp(N)
Die Aquivalenz (*) gilt, da 1,"R~'1, # 0 ist. Insgesamt ergibt sich somit
Ay = logit(Tipa + mops).

Als néchstes wird der Nichtzentralitdtsparameter ermittelt. Unter Hy konvergiert
T gegen eine x2-Verteilung mit einem Freiheitsgrad, d.h. T’ ~ Z% mit Z ~ N(0,1).
Damit ist v/7T" asymptotisch standardnormalverteilt.

Unter H; ist T asymptotisch nichtzentral y2-verteilt. Es sei hier T ~ Y? mit
Y ~ N(u,1). Dann ist der Erwartungswert E(T) ~ 1+ u?, da T einen Freiheits-

grad besitzt. p? ist der Nichtzentralititsparameter, der bestimmt werden muss.
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VT — p ist dann asymptotisch standardnormalverteilt und es gilt:

Pd<ﬁ) > Zlfa/Q) = Pd(ﬁ — U > Z1_q/2 — ,u)

1 —®(21-a/2 — 1)

Q

Fiir einen Test mit dem Niveau a und der Power 1 — (3 an der Stelle d gilt nun:

1-p =1- ¢(217a/2 — 1)
= 1-p = O(—21 a2 + 1)
& D(z1-5) = ®(—z1-aj2 + 1)
< 21-8 = —Z1-qap Tl
< 21t R-ap =W
= (21-p+ 21-ap2)? = w =

Nun sind noch 5 und Y, fiir Gleichung zu bestimmen. Es ist

0 0
P = ((a’j;) — I (a’f) ><wo,xzs>-

Es ergibt sich an den Stellen 1y und Aj fiir

i . Opa exp(Ay)

— =0, df =

B3 W 0 T T exp(N))?
Auflerdem ist an den Stellen 1y und A

O _ Opa _ exp(Xj)
DN (Itexp)?

2
* 81ul 8[1'1
o= 2m (%) v (%)
=1
exp(/\*) T p—1
— 1, R 1,.
"1+ exp(N))?
exp(Af)
1+ exp(Af)

Weiterhin ist

Mit p* := Tipa + Topp = wird dies zu
I\ = mp*(1 - p)1, R,
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Ebenso ist

2
. op o
= () v (%)
eXPO‘o) 1.TR~ 11

(1 + exp(Ag))? tn
— p*(l_ *) nTR lln-

= (n+m)

Damit ist nun
Pf = —np (1—p")l, ',
Py = (I—m)p'(1—p)l,".
Also ist unter H;
) 2
§ = > BV (w — i)
=1

TR exp(A1) exp(A + 1) )
_ R, (- +
Nl ( L+exp(A)  1+exp(A + 1)

= TIT2lnTR_11n(pB — pa).

Nun muss noch f]l berechnet werden. Es ist

ZTZPZV Covy, (Y)V, 1P,

Mit
exp(A)
C Yo) =
ovr, (Yo) (1 + exp(Ay))?
und
COVHI (le) _ exp()\l + wl) R

(1 + exp(Ay +¢1))?
und V; = p*(1 — p*)R wird dies unter H; zu

= exp()\l) T -1
¥y = 1 1,
! ( 2 ¥ exp(h >>> o 1

exp(A + 1) T -1
EE <Tl(1+exp()\1+¢1))2 Lo Lo

= mi7e(ropa(l — pa) + Tips(1 — pp))1la R7'1,
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und somit ergibt sich fiir den benétigten Stichprobenumfang:

1%
—
£ ¢
(21-ay2 + 21-8)*(T2pa(1 — pa) + Tipp(1 — pB))
n172(pp — pa)*ln' R711,

N —

Da es sich um austauschbare Beobachtungen handelt, ist

L p P
R = IO .. .. ’ e R<n
Lo
P p 1
und damit ist
—(n=2)p—-1 p p
R = ! 4 '
(p =11+ (n—1)p) : P
p p —(n=2)p—1

Es folgt 1, R~'1, = und mit 73 = 75 = 1/2 wird der bendtigte

1+ (n—1)p
Stichprobenumfang zu

2(21-as2 + 21-5)%(pa(l — pa) + pp(1 —pp))(1 + (n — p)

N =
n(pp — PA)2

O

Bemerkung 49. Fiir n = 1 ergibt sich aus gerade die Formel , die fiir

eine Beobachtung pro Person hergeleitet wurde.

5.2 Stichprobengrofle versus Wiederholungen

Mit dem Verfahren von |Liu u. Liang| (1997)) ldsst sich nun fiir ein gegebenes Modell
fiir eine feste Anzahl n von Wiederholungen pro Person der benétigte Stichpro-

benumfang (bendtigte Personenzahl) berechnen, damit ein Test zum Niveau «
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und einer Power 1 — ( bei einer kleinsten bedeutungsvollen Differenz d erhalten
wird. Das gleiche Ergebnis lésst sich allerdings auch erreichen, wenn die Anzahl
n verdndert und der Stichprobenumfang N entsprechend angepasst wird. Da pro
Person in einer Studie Fixkosten (Rekrutierungskosten) sowie pro Untersuchung
pro Person variable Kosten entstehen, sollte die Anzahl der Beobachtungen pro
Person und die Anzahl der beobachteten Personen (Stichprobengrofie) so gegen-

einander abgewogen werden, dass die gesamten Kosten minimal sind.

Bemerkung 50. Seien in einer Studie pro Person Rekrutierungskosten r und
pro Beobachtung pro Person Untersuchungskosten u gegeben. Sei die Anzahl der
beobachteten Subjekte mit N bezeichnet und die Anzahl der Wiederholungen
mit n. Dann kann als einfacher Ansatz fiir die gesamten Kosten K der Studie der

Ansatz

K(N,r,u,n) = Nx*r+ Nxux*n (73)
gewahlt werden.

Bemerkung 51. Die Anzahl N der zu beobachtenden Subjekte wird nun in
Abhéngigkeit von n mit Hilfe des Verfahrens von Liu u. Liang (1997) berech-
net. Fiir verschiedene Anzahlen n von Wiederholungen kénnen so die Kosten
verglichen werden. Daraus lésst sich diejenige Anzahl von Wiederholungen be-
stimmen, bei der die geringsten Kosten zu erwarten sind. Mit diesem n kann
dann die bendtigte Personenzahl bestimmt werden. Im Folgenden wird nun fiir
ein Beispiel die bendtigte Anzahl von Wiederholungen und Personen ermittelt,

mit denen die Kosten minimal sind.

5.2.1 Beispiel

Als Beispiel wird eine Studie betrachtet, in der zwei Behandlungen miteinander
verglichen werden sollen. Dabei sei Behandlung A die Kontrolle und Behandlung
B ein Medikament, das auf Wirksamkeit untersucht werden soll. Dazu wird das

oben schon erwéhnte Modell logit(u;;) = Bo+ f12;; mit x;; = 0 fiir Behandlung A
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und z;; = 1 fiir Behandlung B benutzt. Zwei gleich grofie Gruppen erhalten je ei-
ne Behandlung. Die Studie soll kostengiinstig durchgefiihrt werden, so dass vorab
die giinstigste Kombination von wiederholten Beobachtungen n und Personen N
bestimmt werden soll. Fiir verschiedene Werte von n werden die Kosten mit Glei-
chung ermittelt, wobei die jeweils benttigte Anzahl N mit Gleichung
berechnet wird. Dazu werden allerdings noch einige Informationen benétigt. Zum
einen die Erfolgswahrscheinlichkeit p4 bei Behandlung A (Kontrolle). Diese sollte
durch Erfahrung bekannt sein oder muss geschitzt werden. Zum anderen muss
eine Vorstellung iiber den zu Grunde liegenden Odds Ratid®”, der mindestens
erkannt werden soll, vorliegen. Durch diesen kann mit p4, dann eine Wahrschein-
lichkeit p% errechnet werden, die wie p, in die Fallzahlformel eingeht. Aulerdem
sollte eine Schétzung iiber die in den wiederholten Daten vorhandene Korrelation
p vorliegen. Mit den gewiinschten a- und 3-Werten werden die benotigten Quan-
tile berechnet. Fiir o = 0.05 und 1 — 3 = 0.9 ergeben sich z;_,/» = 1.960 und
21— = 1.282. Nun kann in Abhéngigkeit von der Anzahl n der Wiederholungen
die benotigte Subjektanzahl berechnet werden.

Fiir dieses Beispiel sei zunéchst p4 = 0.5, der Odds Ratio OR = 0.5, die Korrela-
tion p = 0.3, die Rekrutierungskosten betragen 1000 und die Untersuchungskos-
ten 100 Einheiten. Die nétigen Berechnungen werden mit der Programmierspra-
che R durchgefiihrt. Die entsprechenden Funktionen sind im Anhang zu finden.
Zunichst wird eine Funktion anzahlpA benoétigt, die fiir iibergebene Werte von
pa, OR, p und n mit Gleichung die bendtigte Personenanzahl ausrechnet.
Die Funktion zeichnenpA berechnet in einer Schleife von 1 bis n die benétigte
Personenzahl und gibt diese in einer Tabelle und einer Graphik aus. Fiir n = 10
liefert diese Funktion eine Tabelle, in der in der ersten Spalte die Anzahl der
Wiederholungen n und in der zweiten Spalte die jeweilige benotigte Anzahl von

Personen N steht:

P

S0OR = OR? = L2k

T-pA
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Verhaltnis von Wiederholungen zu Subjekten

Anzahl Subjekte
240 300 350
1 1 1

200
I

150
I

Anzahl Wiederholungen

Abbildung 4: Ausgabe der Funktion zeichnenpA

> zeichnenpA(0.5,0.5,0.3,10)

[1,]
[2,]
[3,]
[4,]
[5,]
[6,]
[7,]
[8,]
[9,]
[10,]

Wiederholungen Subjekte

1

© 00 N O O b W N

[
o

357.
232.
190.
169.
157.
148.
142,
138.
135.
132.

3592
2835
5916
7456
2380
8997
9437
4767
0024
2229

Diese Funktion liefert offensichtlich keine ganzen Zahlen und auch ein Aufrunden

liefert nicht immer gerade Zahlen. Allerdings sollen zwei gleich grofie Gruppen
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Verhaltnis von Wiederholungen zu Subjekten

Anzahl Subjekte
200 250 200 3a0
1 1 ! !

150
|
<

Anzahl Wiederholungen

Abbildung 5: Ausgabe der Funktion zeichnenpAcl

betrachtet werden. Also muss die Fallzahl, die mit Gleichung erhalten wird,
noch zur néchsten ganzen geraden Zahl aufgerundet werden. Dies ist in der Funk-

tion zeichnenpAcl gleich implementiert:

> zeichnenpAcl(0.5,0.5,0.3,10)

Wiederholungen Subjekte

[1,] 1 358
[2,] 2 234
[3,] 3 192
[4,] 4 170
[5,] 5 158
(6,1 6 150
[7,] 7 144
[8,] 8 140
[9,] 9 136
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[10,] 10 134

Bemerkung 52. Durch dieses Anpassen der Fallzahlen kann es dazu kommen,
dass fiir unterschiedliche Anzahlen von Wiederholungen n eine gleiche Anzahl

von benotigten Personen errechnet wird.

Mit Hilfe einer Funktion kostenfunktionpAcl konnen nun die Kosten fiir Studien
mit unterschiedlich vielen Wiederholungen pro Subjekt berechnet werden. Dazu
wird Formel benutzt. Die Funktion kostenfunktionpAcl gibt in diesem Fall

eine Tabelle sowie eine Graphik mit den Kosten fiir 1 bis 10 Wiederholungen aus:

Verhaltnis von Wiederholungen zu Kosten

400000

350000

osten

300000

250000
o

3 o .

T T T T T
2 4 B 8 10

Anzahl Wiederholungen

Abbildung 6: Ausgabe der Funktion kostenfunktionpAcl

> kostenfunktionpAcl(10,0.5,0.5,0.3,1000,100)
Wiederholungen Kosten
[1,] 1 393800
[2,] 2 280800
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[3,]
[(4,]
[5,]
[6,]
[7,]
[8,]
[9,]
[10,]

© 0 N O O b W

10

249600
238000
237000
240000
244800
252000
258400
268000

In diesem Beispiel sind die Kosten bei 5 Wiederholungen minimal, so dass die

Studie mit 158 Subjekten mit je 5 Beobachtungen durchgefiihrt werden sollte.

Bemerkung 53. Bei einigen Variablenkombinationen kann es zu ,,Spriingen® in

der Kostenfunktion kommen, d.h., dass die Kosten bei steigender Wiederholungs-

anzahl erst sinken, dann steigen, wieder sinken und schliefllich wieder ansteigen

(siche Abbl7). Zum Beispiel ergibt sich mit einem OR von 0.02 und sonst den

gleichen Variablen wie oben folgende Kostensituation:

> kostenfunktionpAcl(10,0.5,0.02,0.3,1000,100)

[1,]
[2,]
[3,]
[4,]
[5,]
[6,]
[7,]
[8,]
[9,]
[10,]

1

© 00 N O O b W N

[
o

Wiederholungen Kosten

28600
19200
18200
16800
18000
19200
17000
18000
19000
20000
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Verhaltnis von Wiederholungen zu Kosten

Kosten
! ! ! !

|
]

18000 20000 232000 24000 26000 23000
|
>
o

Anzahl Wiederholungen

Abbildung 7: ,,Sprungstellen* in der Kostenfunktion

Diese Situation ldsst sich mit Bemerkung [52| erkldren. Bei unterschiedlich vielen

Wiederholungen ergibt die Funktion zeichnenpAcl gleich viele Subjekte:

> zeichnenpAcl(0.5,0.02,0.3,10)

[1,]
[2,]
[3,]
[(4,]
[5,]
[6,]
[7,]
[8,]
[9,]
[10,]

Wiederholungen Subjekte

1 26
16
14
12
12
12
10
10

© 0 N O O b w N

10

[
o

10
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Dies wirkt sich auf die Funktion (73]) aus: wenn die Anzahl der Wiederholungen

n steigt und die Anzahl der Subjekte gleich bleibt, steigen die Kosten.
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6 Simulationen

Zur Uberpriifung der Formel fiir die benétigte Stichprobengréfie aus Kapitel
werden wiederholte bindre Daten erzeugt. Diese Daten weisen einen Behand-
lungsunterschied auf, der durch den Odds Ratio angegeben wird. Fiir verschiedene
Werte fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit p4 der Kontrolle werden die jeweiligen Er-
folgswahrscheinlichkeiten pp der Behandlung mit diesem Odds Ratio berechnet.
Die Daten werden dann mit Hilfe des Bahadur-Modells erzeugt und anschliefend
mit dem Statistik-Programm SAS ausgewertet. Dabei wird die in SAS enthaltene
Prozedur genmod benutzt. In 200 Simulationen werden Schétzer fiir den Behand-
lungseffekt erzeugt und anschliefend mit der SAS-Prozedur univariate statis-
tisch ausgewertet. Weiterhin wird die Signifikanz des Behandlungsunterschieds
betrachtet, um eine Aussage iiber die zu Grunde liegende Power bei diesem Be-

handlungsunterschied zu erhalten.

6.1 Erzeugung wiederholter binirer Daten

Es werden wiederholte bindre Daten fiir n = n; = 1,2 und 3 erzeugt. Dies ge-
schieht mit Hilfe des Bahadur-Modells. Mit Formel konnen mit vorgegebener
Wahrscheinlichkeit p und Korrelation p die Wahrscheinlichkeiten fiir 0,1,...,n
beobachtete Einsen berechnet werden. Die weitere Erzeugung der Daten wird hier
beispielhaft fiir den Fall n = 2 erldutert und l&sst sich leicht iibertragen.

Die Erzeugung der Daten erfolgt mit SAS. Die jeweiligen Programme sind im
Anhang zu finden. Zunéchst werden mit Gleichung die Wahrscheinlichkei-
ten fiir keine und eine beobachtete Eins bestimmt. Sei f, = P(Y = 0) und
fi = P(Y =1). Umn nun damit wiederholte binédre Daten zu erhalten, wird mit
einer Gleichverteilung auf dem Intervall [0,1] eine Zufallszahl = erzeugt. Wenn
x < fy ist, wird die Variable anz gleich 0 gesetzt. Sie gibt die Anzahl der Einsen
an, die der binédre Beobachtungsvektor spéater besitzen soll. Wenn fy < x < fo+ f1

ist, wird diese Variable anz gleich 1 gesetzt, sonst gleich 2. Dieses Vorgehen ist
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in dem SAS-Makro %beob! implementiert.

Mit Hilfe dieses Makros wird anschlieend mit dem SAS-Makro %tabelle eine
Datei erzeugt, in der fiir eine iibergebene Anzahl von Subjekten wiederholte Be-
obachtungen erzeugt werden. Dabei werden die Subjekte gleichmé&fig auf zwei
Gruppen aufgeteilt. Fiir die erste Gruppe wird fiir jedes Subjekt mit der iiber-
gebenen Wahrscheinlichkeit und Korrelation die Variable anz berechnet. Fiir die
zweite Gruppe wird zunéchst mit dem iibergebenen Odds Ratio die Erfolgswahr-
scheinlichkeit berechnet und dann fiir jedes Subjekt wieder die Variable anz be-
stimmt. Aus diesen Werten wird nun eine Tabelle erstellt, die die Subjektnummer,
die Nummer der wiederholten Beobachtungen (hier 1, 2 und 3) und die binéren

Beobachtungen selbst enthélt.

6.2 Auswertung der Daten

Die Daten kénnen nun mit der Prozedur genmod ausgewertet werden. Diese er-
laubt die Auswertung von korrelierten Daten mit Hilfe der GEEs. Die Eingabe
in SAS ist folgende:

proc genmod data = tabelle desc;
class subject treat time;
model y = treat / dist = bin;
repeated subject = subject / type exch corrb corrw modelse;

run;

Die Prozedur genmod wertet die Datei tabelle aus. tabelle ist die Datei, die mit
dem Makro %tabelle erzeugt wurde und die Daten enthélt. Mit der Angabe desc
modelliert proc genmod die Wahrscheinlichkeit fiir Y;; = 1. Die erklédrenden Va-
riablen werden in dem class-Statement angegeben, sowie alle Variablen, die nicht
stetig sind. subject beinhaltet hier die Subjektnummer, time die Nummer der
Beobachtung und treat die Behandlungsart. Mit dem model-Statement wird das
marginale Modell festgelegt. In diesem Fall hiingt die beobachtete bindre Variable
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y von der Behandlung treat ab. Durch die Angabe dist=bin wird eine binomiale
Verteilung festgelegt und automatisch ein Logit-Modell benutzt. Durch das re-
peated-Statement wird angegeben, dass es sich um wiederholte Daten handelt,
so dass die Korrelation durch Anwenden der GEE-Theorie beriicksichtigt wird.
Die Daten eines Subjekts sind korreliert. Die Korrelationsstruktur wird durch
type exch angegeben. Die hier benutzte Korrelationsstruktur ist ezchangeable (Es
sind auch andere Korrelationsstrukturen moglich, wie z.B. unstructured, identity
usw., vgl. . Die working correlation matriz wird durch corrw ausgege-
ben. Weiterhin gibt corrb die Korrelationsmatrix der geschitzten Parameter aus.
Mit genmod kénnen nun fiir das Modell logit(p;;) = fo + fixij, @ = K, B,
rixj = 0,27 = 1 die Parameter 3y und 3; berechnet WerdenE] Dazu benutzt
genmod die Theorie der GEEs und das Schéitzen der Parameter lauft wie in Ab-
schnitt beschrieben ab. Fiir simulierte Daten mit einem Odds Ratio von

0.5 ergibt sich als Ausgabe von genmod dann beispielsweise:

GEE-Parameterschatzeranalyse

Empirische Standardfehlerschétzer

95%
Parameter  Schatzwert Standardfehler Konfidenzgrenzen Z
Intercept 1.2809 0.1294 1.0273 1.5346 9.90
treat B -0.4371 0.1799 -0.7896 -0.0845 -2.43
treat K 0.0000 0.0000  0.0000  0.0000

55Die Behandlung A erhilt im Folgenden die Bezeichnung K fiir Kontrolle.
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GEE-Parameterschatzeranalyse

Empirische Standardfehlerschatzer

Pr > |Z]

<.0001
0.0151

Der Parameter, der in der Ausgabe bei Intercept steht, ist gerade (y; der Parame-
ter, der bei treat B steht, ist der Parameter (; aus dem oben benutzten Modell.
Dieser Parameter (3, entspricht, wie schon erwédhnt, dem Logarithmus des Odds
Ratio. Also ist exp(f1) = OR. Damit ergibt sich in diesem Fall fiir eine Schétzung
des Odds Ratio exp(—0.4371) = 0.6459068.

Bei der Erzeugung der Daten wurden so viele Subjekte benutzt, um den nach Ka-
pitel [ zu Grunde liegenden Unterschied in den Behandlungen signifikant mit einer
Power von 0.9 zu erkennen. Die Signifikanz der Parameter wird mit der Z-Statistik
gepriift. Die Hypothese lautet also jeweils Hy : 3; = 0 fiir ¢ = 1,2. Fiir den Pa-
rameter 1 beispielsweise errechnet sich die Priifgrofie durch % = —2.43.
Der p-Wert wird dann mit Hilfe der Standardnormalverteilung errechnet, indem
die Wahrscheinlichkeiten fiir Werte kleiner gleich —2.34 und gréfler gleich 2.34
addiert werden. Hier ergibt sich fiir den Parameter (31, der den Behandlungsunter-
schied anzeigt, ein p-Wert von 0.0151 (< 0.05) und dieser ist damit signiﬁkantEG]
Um zu iiberpriifen, wie gut genmod die wahren, in den Daten enthaltenen Pa-
rameter erkennt und welche Power dabei erreicht wird, werden Simulationen
durchgefithrt. Mit dem Makro %uwiederholen werden fiir eine feste Erfolgswahr-

scheinlichkeit py4, einen festen Odds Ratio und einer festen Korrelation je 200

56Da die Parameter 8 nach |[Liang u. Zeger (1986|) asymptotisch normalverteilt sind, ist die

Z-Statistik, die auf einer Normalverteilung beruht, geeignet um die p-Werte zu bestimmen.
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Schitzwert | 95% Untere Konfidenz- | 95% Obere Konfidenz- | Pr> |Z|
intervallgrenze LCL intervallgrenze UCL

-0.4865 -0.8437 -0.1292 0.0076

-0.3523 -0.6930 -0.0116 0.0427

Tabelle 2: Beispiel fiir Datei schaetzer

Mittelwert | Varianz | Stand.abweichung LCL UCL Weite

-0.4194 0.0090 0.0949 -0.7684 | -0.0704 | 0.6980

Tabelle 3: Beispiel fiir Datei parameterbetal

verschiedene Datensétze erzeugt und anschlieBend mit genmod ausgewertet. Die
Ergebnisse werden dabei in eine Datei schaetzer geschrieben, die den errechneten
Wert fiir 3y, die 95%-tige untere und obere Konfidenzgrenzen und den p-Wert
bzgl. der Z-Statistik enthélt. Fiir nur zwei Simulationen ergibt sich beispielsweise
die Datei schaetzer in Tabelle 2l Die Datei schaetzer wird anschlieSend mit dem
Makro %auswertung ausgewertet, d.h. es wird eine Datei parameterbetal erzeugt,
die den Mittelwert, die Varianz, die Standardabweichung, den Mittelwert der un-
teren und oberen Konfidenzintervallgrenze (LCL und UCL) und die Weite dieses
Intervalls enthélt. Fiir das obige Beispiel ergeben sich somit die Werte in Tabelle
Bl Desweiteren wird noch die Power bestimmt, indem die Anzahl der p-Werte
< 0.05 aus der Datei schaetzer bestimmt und durch 200 geteilt wird.

Alle SAS-Makros sind im Anhang einschliefilich der Dokumentation zu finden.

6.3 Ergebnisse der Simulationen

Zur Uberpriifung der Formel fiir die benotigte Stichprobengroflie fiir das
Logit-Modell wurden Simulationen fiir n = 1,2,3 durchgefiihrt. Dabei wurde
stets ein Odds Ratio von 0.5 angenommen. Fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit p4

der Kontrolle wurden die Werte 0.2, 0.4., 0.6 und 0.8 sowie fiir die Korrelation
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die Werte 0.3 und 0.5 benutzt. Die benétigte Stichprobengrofie wurde fiir die je-
weiligen Kombinationen mit Gleichung berechnet. Anschlieend wurden fiir
jede der moglichen Kombinationen 200 Datensétze nach obigem Schema erzeugt
und wie beschrieben ausgewertet.

Die Ergebnisse sind in Tabelle 4] zusammengestellt. Angegeben sind jeweils die
fir die Anzahl der Wiederholungen (n), der Korrelation (p) und der Erfolgswahr-
scheinlichkeit p4 bendtigten Subjekte (N) sowie die jeweils erhaltenen Parame-
terbetal-Dateien und die dazugehorige Power.

Fir n = 1 und n = 2 liefert die Formel eine sehr gute Power, die nahe an der
gewiinschten von 0.9 liegt. Die Schwankungen sind durch die geringe Anzahl von
Simulationen (200) erklarbar. Fiir n = 3 sinkt die Power allerdings, besonders
bei einer Korrelation von 0.5 und steigenden Werten fiir p4. Dies lédsst die Ver-
mutung zu, dass diese Fallzahlformel besser fiir Daten mit wenigen wiederholten
Beobachtungen pro Subjekt und geringer Korrelation geeignet ist. Um genaue-
re Aussagen treffen zu kénnen, miissten allerdings noch mehrere Kombinationen
von Wiederholungen, Korrelationen und Wahrscheinlichkeiten betrachtet werden.
Ingesamt sollten fiir ein klares Ergebnis auch mehr als 200 Simulationen durch-

gefithrt werden, mindestens 1000, eher noch mehr.
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p | pa| N | Mittelw. | Var. Std. LCL UCL | Weite | Power
0.2]690| -0.7064 |0.0530 | 0.2302 | -1.1363 |-0.2766 | 0.8597 | 0.88
0.4 400 | -0.7038 |0.0452 | 0.2126 | -1.1336 | -0.2740 | 0.8596 | 0.915
0.6 | 348 | -0.6909 |0.0540 | 0.2324 | -1.1190 |-0.2628 | 0.8563 | 0.88
0.8 452 | -0.6692 |0.0482 | 0.2196 | -1.0978 | -0.2406 | 0.8571 | 0.86

0.3]0.2]448 | -0.7103 | 0.0567 | 0.2382 | -1.1420 | -0.2786 | 0.8634 | 0.90
0.4 1260 | -0.7092 |0.0548 | 0.2340 | -1.1375 | -0.2809 | 0.8566 | 0.885
0.6 | 226 | -0.6770 |0.0463 | 0.2152 | -1.1056 | -0.2484 | 0.8572 | 0.875
0.8 1294 | -0.6902 | 0.0404 | 0.2010 | -1.1192 | -0.2612 | 0.8580 | 0.90

0.5]0.2 518 | -0.6960 | 0.0477 | 0.2185 | -1.1258 | -0.2663 | 0.8595 | 0.885
0.4 ]300 | -0.6942 |0.0410 | 0.2024 | -1.1220 | -0.2664 | 0.8556 | 0.905
0.6 | 262 | -0.7060 |0.0434 | 0.2082 | -1.1324 | -0.2796 | 0.8528 | 0.935
0.8 ]340 | -0.6935 |0.0389 | 0.1972 | -1.1235 | -0.2636 | 0.8599 | 0.915

0.3]0.2]368| -0.6377 | 0.0528 | 0.2298 | -1.0729 | -0.2026 | 0.8703 | 0.85
0.4]214| -0.6077 |0.0513 | 0.2266 | -1.0463 | -0.1691 | 0.8772 | 0.78
0.6 | 186 | -0.6037 |0.0477 | 0.2183 | -1.0439 | -0.1636 | 0.8803 | 0.75
0.8 ]242| -0.5912 | 0.0498 | 0.2230 | -1.0304 | -0.1520 | 0.8784 | 0.825

0.5]0.2]460 | -0.6163 | 0.0482 | 0.2195 |-1.0528 | -0.1797 | 0.8731 | 0.805
0.4 268 | -0.5400 |0.0496 | 0.2227 | -0.9788 | -0.1013 | 0.8775 | 0.68
0.6 | 232| -0.5055 |0.0438 | 0.2093 | -0.9510 |-0.0599 | 0.8911 | 0.62
0.8 1302 | -0.5583 |0.0576 | 0.2399 | -1.0039 | -0.1128 | 0.8911 | 0.66

Tabelle 4: Auswertung der Simulationen fiir den Parameter (.
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7 Schlussbemerkungen

In dieser Arbeit wird deutlich, dass es kein festes Modell zur Auswertung von wie-
derholten bindren Daten gibt, sondern viele verschiedene Anséitze. Die schwieri-
ge Entscheidung, welche Modellklasse (marginal oder subjektspezifisch) benutzt
werden sollte, muss der Anwender auf Grund seiner zu untersuchenden Frage-
stellung und Erfahrung selbst treffen. Marginale Modelle besitzen den Vorteil,
dass sie relativ einfach auszuwerten sind. Allerdings beriicksichtigen sie nicht die
Variabilitat, die in den untersuchten Subjekten vorhanden ist. Dafiir sind subjekt-
spezifische Modelle besser geeignet, bei denen allerdings die Schéitzungen durch
die notigen Integrationen erschwert werden.

Ist die Wahl auf eine Modellklasse gefallen, bleibt die Entscheidung, welches Mo-
dell aus dieser Klasse benutzt werden sollte. In dieser Arbeit wurden pro Klasse
nur ein oder zwei verschiedene vorgestellt, doch gibt es in der Literatur noch
viele andere. Der bekannteste Ansatz in den marginalen Modellen ist die Theorie
der verallgemeinerten linearen Modelle und bei den subjektspezifischen Modellen
die verallgemeinerten linearen gemischten Modelle. Fiir ein spezielles Problem
konnen aber genauso gut andere Modelle geeignet sein.

Nach der Entscheidung fiir ein Modell bleibt das Problem der Versuchsplanung.
In der Literatur sind viele Ansétze dazu zu finden, allerdings selten eine Formel
zur Bestimmung einer guten Fallzahl. Fiir marginale Modelle kann das Verfahren
von |Liu u. Liang| (1997)) benutzt werden, das allerdings relativ aufwéndig ist. In
dieser Arbeit wurde die Tauglichkeit dieser Formel nur ansatzweise untersucht.
Eine umfassendere Priifung wére sinnvoll.

Fiir subjektspezifische Modelle ist im Rahmen dieser Arbeit kein entsprechender
Artikel gefunden worden. Allerdings wiére es interessant, eine Formel fiir subjekt-
spezifische Modelle zu finden und diese fiir Probleme, die mit beiden Modelltypen
behandelt werden konnen, mit der entsprechenden Formel fiir marginale Modelle

zu vergleichen.
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A Erstellung von Abbildung 1

Erstellung einer Graphik, die den unterschiedlichen Verlauf von
subjektspezifischen Erwartungen und der daraus resultierenden
marginalisierten Erwartung deutlich macht. Eine Vorlage dieser
Graphik ist in Molenberghs und Verbeke (2005)zu finden. Hier
wird die Graphik allerdings mit eigenen Werten selbst erstellt.
Dazu wurde das Programm Maple benutzt. Zun&dchst wird das

Programm neu gestartet und das Statistikprogramm geladen.

> restart:

> with(stats):

Jetzt werden 20 normalverteilte Zufallsvariablen mit Erwartungs-
wert O und Varianz 2 erzeugt und in der Variable x gespeichert.
Diese Zufallsvariablen spiegeln den subjektspezifischen Effekt

wider.
> x:= stats[random, normald[0,2]] (20):

In einer Schleife werden nun 20 subjektspezifische Funktionen
f(i) = exp(0.3+x[i]+2*t)/(1+exp(0.3+x[i]+2%t)) erzeugt. Diese
spiegeln die Erfolgswahrscheinlichkeit von i=1,...,20 Subjekten
in einem logit-Modell logit(p(i)) = 0.3+ x[i] + 2% t wider.
Hier ist x[i] der i-te Eintrag aus dem Vektor x mit den Reali-

sierungen der normalverteilten Zufallsvariablen.

> for i from 1 by 1 to 20 do
> p(i) :=exp(0.3+x[i]+2%t)/
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A ERSTELLUNG VON ABBILDUNG 1

> (1+exp(0.3+x[1]+2%t)) end do:

Diese Funktionen konnen nun geplottet werden. Dazu werden
in einer Sequenz die verschiedenen plots erzeugt und in der
Menge L gespeichert. Der nachfolgende Befehl erzeugt dann
die Graphik. (Zur Ausgabe der Graphik muss der Doppelpunkt

hinter dem letzten Befehl in ein Semikolon umgedndert werden.)

\

L := {seq(plot(p(i),t=-2.5..2.5,

> color=black,labels= [t,"P(Y_ij | U_i)"],
> labeldirections=[HORIZONTAL,VERTICAL],

> axes=BOXED,title="Bedingte Erwartungen",
> titlefont=[ HELVETICA, BOLD, 12]),

> i=1..20)}:

> plots[display] (L):

Nun muss noch die marginalisierte Erwartung berechnet werden.
Dazu werden alle subjektspezifischen Kurven addiert und das
Ergebnis durch ihre Anzahl geteilt. Die erhaltene Kurve wird

in p(m) gespeichert.

> p(a):=0:

> for i from 1 by 1 to 20 do
> p(a) := p(a) + p(i) end do:
> p(m) := 1/20*p(a)

Die Kurve p(m) wird mit den subjektspezifischen Kurven
gemeinsam geplottet. Sie ist mit einem st&rkeren Strich

gezeichnet. (Zur Ausgabe der Graphik muss wieder der letzte
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A ERSTELLUNG VON ABBILDUNG 1

Doppelpunkt zu einem Semikolon abgedndert werden.)
> G:= L union {plot(p(m), t=-2.5 ..2.5,

> color=black,thickness=4,axes=BOXED) }:
> plots[display] (G):
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B Monotonie

Im Folgenden werden die Aussagen iiber die Funktion

d*

bA — DB
=:v/Naf(OR
\/pA(l—pA)er‘é*(l—p‘é*) 6/ (OR)

Ng
pa
mit p% = ﬁ und konstantem p4 bewiesen. Zunéchst besitzt / Ng f bei
1—pa

1 eine l\;ullstelle, denn mit einem OR = 1 ist die Wahrscheinlichkeit

A
Pl = ﬁ = p4 und damit /Ngf(1) = 0.

1-pa

Um zu zeigen, dass v/ Ngf monoton fallend ist, muss die erste Ableitung fiir alle
OR kleiner 0 sein. Der Faktor v/Ng kann dabei vernachléssigt werden. Es wird

im Weiteren nur noch die Funktion f betrachtet.

pA
1-pa

Sei zunédchst x = und y = pa(1—pa)+pk(1—p%). Dann ergibt sich folgende

Bedingung, die sich dquivalent zu einer wahren Aussage umformen lésst:

ORz \1,-1/2 OR
_(1+5Rx)2\/§ - (pA - 1+0}xzm) 2Y ((1+ng)2 ~ 2750rs (1+O$R:Jc)2> <0
(

/'(OR) = N

A y_(pA_ OR:L‘)%y—l/2(1_2 OR:):) <0

1+ORzx 1+ORx
ORzx ORzx
A — (pa(l —pa) + 1+ORz (1- 1+0R:c))
ORz \ 1 OR
- (pA - 1+Of2:v) 3 (1 - 21+Ol€x) <0
& —pa(l =pa) = 51008 — 3Pa +PatieE: <0
1
- (14— ) 18 <pa(1-mits)
OR-2A 3
= (pa—3) Ho% <Ppa <—pA + 5)
1-pg
& ( —l)<OR“> < — +§ 1+0OR-2A
ba— 3 T—pa pa\ —pa 2 1—pa
1 2 ba 3
& —>(pa+1)+ps) (OR ) <pal-pa+tc|.
2 1 — PA 2
20 >0 >0

Dabei sind die Ungleichungen in der letzten Zeile wahr, da p4 € (0, 1) ist.
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C Funktionen von Beispiel 5.2.1

=+

H= O HF OH H#F OH O H OH O H OH OH OH O H OH OH OH O H OH O H OH

Die folgenden Funktionen werden in der Versuchsplanung von
Beispiel 5.2.1 zur Ermittlung der bendtigten Stichprobengrofie

benutzt.

Es wird das Modell logit(mu_ij) = betaO+betalx_ij mit x_ij = 0
fir Behandlung A und x_ij = 1 fir Behandlung B betrachtet. Sei
i=1,...,N die Anzahl der Personen und j=1,...n die wiederholten
Beobachtungen pro Person. Auflerdem seien die Beobachtungen
austauschbar. Demnach gilt fir die eine H&lfte der Beobachtungen
logit(p_A) = betal0 und logit(pB)=beta0 + betal. Fiir dieses
Modell soll nun die benotigte Fallzahl bestimmt werden,

fir die es einen Test mit HO: pA=pB gegen H1:pA ungleich pB

zum Niveau alpha und Power 1-beta bei einer kleinsten
bedeutungsvollen Differenz zwischen pA und pB geben kann.

Diese Differenz wird durch den 0Odds Ratio bestimmt.

Die Funktion anzahlpA berechnet nun aus den iibergegebenen Werten
pA (Erfolgwahrscheinlichkeit der Kontrollgruppe), dem Odds Ratio
OR, der Korrelation rho der wiederholten Beobachtungen und der
Anzahl n der wiederholten Beobachtungen pro Person die bendtigte
Stichprobengroflie. Dazu wird die Formel von Liu und Liang be-
nutzt, wobei alpha = 0.05 und beta = 0.10 angenommen wird.

Diese Funktion gibt reelle Flieflpunktzahlen aus.

anzahlpA<-function(pA,OR,rho,n)

(1.960+1.282) *x2%0 . 5% (pA* (1-pA) +(OR* (pA/ (1-pA) ) / (1+0R*pA/ (1-pA)))
*(1-(0R* (pA/ (1-pA) )/ (1+0R*pA/ (1-pA)))) ) *(1+(n-1) *rho) /
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C FUNKTIONEN VON BEISPIEL 5.2.1

(n*0.25% ((OR*(pA/ (1-pA) )/ (1+0R*pA/ (1-pA)) ) —pA) **2)

# Die Funktion anzahlpAcl errechnet ebenso wie anzahlpA die
# benotigte Stichprobengroflie, rundet sie aber zusatzlich auf
# die nachste ganze gerade Zahl auf, damit die Studie mit

# gleich groflen Gruppen durchgefiihrt werden konnen.

anzahlpAcl<-function(pA,OR,rho,n)

2%ceiling (0.5%(1.960+1.282)%#2x0. 5% (pA% (1-pA)+(ORx (pA/ (1-pA))/
(1+0R*pA/ (1-pA)) ) * (1-(OR* (pA/ (1-pA)) / (1+0R*pA/ (1-pA)))))
*(1+(n-1)*rho) / (n*0.25% ((OR* (pA/ (1-pA)) / (1+0R*pA/ (1-pA)) ) -pA) **2))

Die Funktion zeichnenpA benotigt als ilibergebene Parameter die

Erfolgswahrscheinlichkeit der Kontrolle pA, den OR, die

#

#

# Korrelation rho und die Anzahl der Wiederholungen n. Die

# Funktion gibt dann eine Tabelle aus, in der fiir 1 bis n die mit
# der Funktion anzahlpA berechneten Stichprobengréfen stehen.

#

AuBerdem werden die Werte dieser Tabelle graphisch dargestellt.

zeichnenpA<-function(pA,OR,rho,n){
anz<-NULL
for(i in (1:n)){
anz<-c(anz,anzahlpA(pA,OR,rho,i))
+
plot(l:n,anz,xlab="Anzahl Wiederholungen",ylab="Anzahl Subjekte",
main="Verhdltnis von Wiederholungen zu Subjekten")
anzahltabelle<-matrix(c(1l:n,anz),ncol=2)
dimnames (anzahltabelle)<-1ist (NULL,c("Wiederholungen","Subjekte"))

anzahltabelle
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C FUNKTIONEN VON BEISPIEL 5.2.1

# Die Funktion zeichnenpAcl ist mit der Funktion zeichnenpA
# identisch, nur dass sie die Funktion anzahlpAcl statt anzahlpA

# benutzt.

zeichnenpAcl<-function(pA,OR,rho,n){
anz<-NULL
for(i in (1:n)){
anz<-c(anz,anzahlpAcl(pA,OR,rho,i))
}
plot(l:n,anz,xlab="Anzahl Wiederholungen",ylab="Anzahl Subjekte",
main="Verhdltnis von Wiederholungen zu Subjekten")
anzahltabelle<-matrix(c(1l:n,anz) ,ncol=2)
dimnames (anzahltabelle)<-1ist (NULL,c("Wiederholungen","Subjekte"))
anzahltabelle

}

Die Funktion kosten errechnet die Kosten einer Studie mit
Gleichung (72). Ubergeben werden miissen die Anzahl der
Subjekte anzahlsub, die Rekrutierungskosten
rekrutierungskosten pro Person, die Untersuchungskosten

untersuchungskosten pro Person und Beobachtung und die Anzahl

H= O OH O H= O H O H O H

der Wiederholungen wiederholungen.

kosten<-function(anzahlsub,rekrutierungskosten,
untersuchungskosten,wiederholungen)
rekrutierungskosten*anzahlsub+untersuchungskosten*wiederholungen

*anzahlsub
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C FUNKTIONEN VON BEISPIEL 5.2.1

Die Funktion kostenfunktionpA errechnet fir 1 bis n
Wiederholungen die Kosten einer Studie mit Hilfe der Funktion
kosten. Ubergeben werden miissen die Anzahl der Wiederholungen n,
die Erfolgswahrscheinlichkeit pA bei der Kontrolle, der 0dds
Ratio OR, die Rekrutierungskosten rekrutierungskosten, und die
Untersuchungskosten untersuchungskosten pro wiederholter
Beobachtung. Die benotigte Anzahl von Personen fiir die jeweilige
Anzahl von Wiederholungen wird mit der Funktion anzahlpA
berechnet. Ausgegeben wird eine Tabelle fiir die Kosten von

Studien mit 1 bis n Beobachtungen pro Person. Auflerdem

= O H O H O H O OH O H O OH O H OH O H OH

werden die Werte der Tabelle graphisch dargestellt.

kostenfunktionpA<-function(n,pA,OR,rho,rekrutierungskosten,
untersuchungskosten)
{
kost<-NULL
for(i in (1:n)){
kost<-c(kost,kosten(anzahlpA(pA,OR,rho,i) ,rekrutierungskosten,
untersuchungskosten,i))
}
plot(1l:n,kost,xlab="Anzahl Wiederholungen",ylab="Kosten",
main="Verhdltnis von Wiederholungen zu Kosten")
kostentabelle<-matrix(c(1l:n,kost) ,ncol=2)
dimnames (kostentabelle)<-1ist (NULL,c("Wiederholungen","Kosten"))

kostentabelle

# Die Funktion kostenfunktionpAcl ist identisch mit der Funktion

106



C FUNKTIONEN VON BEISPIEL 5.2.1

# kostenfunktionpA, nur dass sie statt der Funktion anzahlpA die

# Funktion anzahlpAcl benutzt.

kostenfunktionpAcl<-function(n,pA,OR,rho,rekrutierungskosten,
untersuchungskosten)
{
kost<-NULL
for(i in (1:n)){
kost<-c(kost,kosten(anzahlpAcl(pA,OR,rho,1i),
rekrutierungskosten,untersuchungskosten,i))
}
plot(1l:n,kost,xlab="Anzahl Wiederholungen",ylab="Kosten",
main="Verhdltnis von Wiederholungen zu Kosten")
kostentabelle<-matrix(c(1l:n,kost) ,ncol=2)
dimnames (kostentabelle)<-1ist (NULL,c("Wiederholungen","Kosten"))
kostentabelle

by
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D Erzeugung simulierter binirer Daten

D.1 Eine Beobachtung pro Subjekt

/* Das nachfolgende SAS-Makro beobl erzeugt fiir eine zu iibergeben-
de Subjektenummer sub mit Erfolgswahrscheinlichkeit p und der Be-
handlung treat eine einfache bindre Beobachtung. Die Beobachtung

wird in der Datei anzahl unter dem Namen anz gespeichert.x/

Jmacro beobl(sub, p, treat);
data anzahl;
subject=&sub;
treat=&treat;
f0=(1-&p);
x=rand (’uniform’);

if x < fO then do;

anz = 0;
end;
else do;
anz = 1;
end;

keep subject treat anz;
run;

Y%mend beobl;

/* Das Makro tabellel erzeugt fiir n Subjekte einfache bindre
Beobachtungen. Dazu wird das Makro beobl benutzt. Fir die erste

Halfte der Subjekte werden Daten mit einer Erfolgswahrscheinlich-
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D ERZEUGUNG SIMULIERTER BINARER DATEN

keit pA erzeugt, fir die zweite Halfte wird die Erfolgswahrschein-
lichkeit mit Hilfe von pA und dem angegeben 0Odds Ratio OR
berechnet. Die erste Behandlung erh&lt die Bezeichnung K, die
zweite B. Die Daten werden in einer Datei tabelle gespeichert,

die die jeweilige Subjektnummer und die dazugehdrige biné&re

Beobachtung enthalt.x*/

Jmacro tabellel(n, pA, OR);
data tabelle;

%do lauf=1 %to (&n/2);
%beobl (&lauf, &pA, ’K’);
data tabelle;

set tabelle anzahl;
run;

%end;

%do lauf = &n/2+1 %to &n;
Jibeobl (&lauf , ((&OR*&pA) / (1-&pA)) / (1+(&0R*&pA) / (1-&pA)) ,’B’);
data tabelle;

set tabelle anzahl;
run;

%end;

data tabelle;
set tabelle(firstobs=2);

run;

%mend tabellel;

/* Das Makro wiederholenl erzeugt nun mehrere Datensdtze mit

n Personen, einer Erfolgswahrscheinlichkeit pA fir die erste
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D ERZEUGUNG SIMULIERTER BINARER DATEN

Behandlung K und einem 0Odds Ratio OR. Die Anzahl der erzeugten
Datens&tze wird durch die Variable menge iibergeben. Die einzelnen
Datensdtze werden mit dem Makro tabellel erzeugt. Jeder Datensatz
wird mit der SAS-Prozedur genmod ausgewertet. Die erhaltenen Para-
meterschitzer fir den Behandlungseffekt sowie die untere und

obere Konfidenzgrenze und der p-Wert fir die Signifikanz dieses

Parameters werden in eine Datei schaetzer geschrieben.x/

Jmacro wiederholenl(menge, n, pA, OR);
data schaetzer;
%hdo i=1 Yto &menge;
%tabellel (&n,&pA,&0R) ;
data myGEE;
data contrast;
/* GEEEmpEst ist die outputtafel, von der die Sch&dtzungen
genommen werdenk/
ods output GEEEmpPEst = myGEE;
ods output Contrasts = contrast;
/*proc genmod wertet die bindren Daten aus.*/
proc genmod data = tabelle desc;
class subject treat;
model anz = treat /dist = bin;
/*Da hier keine wiederholten Daten vorliegen, ist das repeated-
Statement eigentlich iiberflissig.x*/
repeated subject = subject /type= exch corrb corrw;
contrast ’betal’ treat 1 -1 /E;
run;
/*Auswahl der bendtigten Parameter, hier die Treatment-

Parameter. *x/
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data myGEE;
set myGEE(firstobs=2 obs=2);
keep Estimate LowerCL UpperCL ProbZ;
run;
data contrast;
set contrast;
keep ProbChiSq;
run;
data myGEE;
merge myGEE contrast;
run;
data schaetzer;
set schaetzer myGEE;
run;
%end;
data schaetzer;
set schaetzer(firstobs=2);
run;

%mend wiederholeni;

D.2 Zwei Beobachtungen pro Subjekt

*x/ Das Makro beob2 erzeugt wie das Makro beobl bindre Daten fiir
ein Subjekt mit der Nummer sub. Diesmal werden allerdings zweil
Beobachtungen pro Subjekt erzeugt. Dazu wird das Bahadur-Modell
benutzt. Mit Hilfe der Wahrscheinlichkeit p fiir das Auftreten
einer Eins und der Korrelation rho wird bei diesem Modell die
Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten keiner und einer Eins bei

zwel Beobachtungen bestimmt. Mit Hilfe einer gleichverteilten
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Zufallsvariablen wird damit die Anzahl der Einsen in dem Beobach-
tungsvektor bestimmt. Diese Anzahl wird in der Datei anzahl

unter der Variable anz gespeichert.*/

Jmacro beob2(sub, rho, p, treat);
data anzahl;
subject=&sub;
treat=&treat;
£0=((1-&p) **2) * (1+&rho* (&p/ (1-&p) ) ) ;
f1=2x&p* (1-&p) * (1+&rho*(-1));
x=rand (’uniform’);

if x < fO then do;

anz=0;
end;
else do;

if x< f0+f1 then do;
anz=1;
end;
else do;
anz=2;
end;
end;
keep subject treat anz;
run;

%mend beob2;

/* Das Makro tabelle2 erzeugt wie das Makro tabellel fiir n

Subjekte bindre Beobachtungen, diesmal allerdings zwei Beobachtun-
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gen pro Subjekt. Dazu wird das Makro beob2 benutzt. Zur Erzeugung
der Daten wird die mit dem Makro beob2 erhaltene Anzahl von
Einsen in bindre Beobachtungen umgewandelt. Fir anz=0 ergibt sich
0,0; fir anz=1 1,0 und sonst 1,1. Die Reihenfolge der Nullen und
Einsen kann so festgelegt werden, da es sich um austauschbare
Daten handeln soll.

Fir die erste Halfte der Subjekte werden Daten mit einer Erfolgs-
wahrscheinlichkeit von pA fiir eine Eins erzeugt, fir die zweite
Halfte wird die Erfolgswahrscheinlichkeit mit Hilfe von pA und
dem angegebenen Odds Ratio OR berechnet. Die erste Behandlung
erhalt die Bezeichnung K, die zweite B.

Die Daten werden in einer Datei tabelle gespeichert,

die die jeweilige Subjektnummer, die Nummer der Wiederholung

time und die dazugehorige wiederholte bin&dre Beobachtung

enthalt.x*/

Jmacro tabelle2(n, rho, pA, OR);
data alle;
/*Erzeugung der Variablen anzx/
%do lauf=1 %to (&n/2);
%beob2(&lauf,&rho,&pA, ’K’);
data alle;
set alle anzahl;
run;
%end;
data alle;
set alle(firstobs=2);
run;

%do lauf=&n/2+1 %to &n;
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%ibeob2 (&lauf ,&rho, ((&OR*&pA) / (1-&pA) )/ (1+(&0R*&pA) / (1-&pA)),’B’);
data alle;
set alle anzahl;
run;
%end;
/*Einfiligen der Wiederholungsnummerx*/
data probe;
do time=1 to 2;
output;
end;
run;
/*Erstellen der Datei tabellex/
data zwischen;
data wiederholung;
%do oft=1 %to &n;
hdo weg=1 %to 2;
data zwischen;
set zwischen alle(firstobs=&oft obs=&oft);
run;
%end ;
data wiederholung;
set wiederholung probe;
run;
%end;
data tabelle;
merge wiederholung zwischen;
run;
/*Unwandeln der Variable anz in bin&re Datenx/

data tabelle;
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set tabelle(firstobs=2);

y= anz ge time;
run;
proc datasets;

delete probe zwischen anzahl wiederholung;
run;

Y%mend tabelle2;

/*Das Makro wiederholen2 arbeitet analog wie das Makro
wiederholenl, nur dass es das Makro tabelle2 statt tabellel

benutzt.*/

Jmacro wiederholen2(menge,personenzahl,korr,pA, OR);
data schaetzer;
hdo i=1 Yto &menge;
%tabelle2(&personenzahl,&korr,&pA,&0R) ;
data myGEE;
data contrast;
/* GEEEmpPEst ist die outputtafel, von der die Schdtzungen
genommen werden*/
ods output GEEEmpPEst= myGEE;
ods output Contrasts = contrast;
proc genmod data= tabelle desc;
class subject treat time;
model y = treat /dist=bin;
/*Mit dem repeated-Statement kann genmod die Korrelation
beriicksichtigen.*/

repeated subject = subject /type= exch corrb corrw modelse;
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contrast ’betal’ treat 1 -1 /E;
run;
/*Auswahl der bendtigten Parameter, hier die Treatment-
Parameter.*/
data myGEE;
set myGEE(firstobs=2 obs=2);
keep Estimate LowerCL UpperCL ProbZ;
run;
data contrast;
set contrast;
keep ProbChiSq;
run;
data myGEE;
merge myGEE contrast;
run;
data schaetzer;
set schaetzer myGEE;
run;
%end;
data schaetzer;
set schaetzer(firstobs=2);
run;

%mend wiederholen2;

D.3 Drei Beobachtungen pro Subjekt

/* Das Makro beob3 arbeitet analog wie das Makro beob2, nur dass
diesmal mit dem Bahadur-Modell die Wahrscheinlichkeiten fiir keine,

eine und zwei beobachtete Einsen bestimmt werden.*/
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Jmacro beob3(sub, rho, p, treat);
data anzahl;
subject=&sub;
treat=&treat;
£0=((1-&p) **3) * (1+&rho*3* (&p/ (1-&p))) ;
£1=3%p* ((1-&p) *¥2) * (1+&rho* ((&p/ (1-&p)) -2));
£2=3% ((&p) ¥¥2) * (1-&p) * (1+&rho* (-2+ (1-&p) /&p)) ;
x=rand (’uniform’);
if x < fO then do;
anz=0;
end;
else do;
if x< fO0+f1 then do;
anz=1;
end;
else do;
if x< f0+f1+f2 then do;
anz=2;
end;
else do;
anz=3;
end;
end;
end;
keep subject treat anz;
run;

%mend beob3;
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/*Das Makro tabelle3 arbeitet analog wie das Makro tabelle2, nur
dass es das Makro tabelle3 statt tabelle2 benutzt. Die Variable
anz wird fir anz = 0 in 0,0,0; fir anz =1 in 1,0,0; fiir anz = 2

in 1,1,0 und sonst in 1,1,1 umgewandelt. */

Jmacro tabelle3(n, rho, pA, OR);
data alle;

%do lauf=1 %to (&n/2);
%beob3(&lauf,&rho,&pA, ’K’);
data alle;

set alle anzahl;
run;

%end ;

data alle;

set alle(firstobs=2);

run;
%do lauf=&n/2+1 %to &n;

%beob3 (&lauf ,&rho, ((&0R*&pA) / (1-&pA) )/ (1+(&0R*&pA) / (1-&pA)) ,’B’);

data alle;
set alle anzahl;

run;
%end;
data probe;

do time=1 to 3;
output;

end;

run;

data zwischen;
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data wiederholung;
%do oft=1 %to &n;
%do weg=1 %to 3;
data zwischen;
set zwischen alle(firstobs=&oft obs=&oft);
run;
%end ;
data wiederholung;
set wiederholung probe;
run;
%end;
data tabelle;
merge wiederholung zwischen;
run;
data tabelle;
set tabelle(firstobs=2);
y= anz ge time;
run;
proc datasets;
delete probe zwischen anzahl wiederholung;

run;

%mend tabelle3;

/*Das Makro wiederholen3 arbeitet analog wie das Makro

wiederholen2, nur dass es statt dem Makro tabelle2 das

Makro tabelle3 benutzt.*/

Jmacro wiederholen3(menge,personenzahl ,korr,pA, OR);
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D ERZEUGUNG SIMULIERTER BINARER DATEN

data schaetzer;
hdo i=1 %to &menge;
%tabelle3(&personenzahl,&korr,&pA,&0R) ;
data myGEE;
data contrast;
/* GEEEmpPEst ist die outputtafel, von der die Schdtzungen
genommen werden*/
ods output GEEEmpPEst= myGEE;
ods output Contrasts = contrast;
proc genmod data= tabelle desc;
class subject treat time;
model y = treat /dist=bin;
/*Mit dem repeated-Statement kann genmod die Korrelation
beriicksichtigen.*/
repeated subject = subject /type= exch corrb corrw modelse;
contrast ’betal’ treat 1 -1 /E;
run;
/*Auswahl der bendtigten Parameter, hier die Treatment-
Parameter.*/
data myGEE;
set myGEE(firstobs=2 obs=2);
keep Estimate LowerCL UpperCL ProbZ;
run;
data contrast;
set contrast;
keep ProbChiSq;
run;
data myGEE;

merge myGEE contrast;
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D ERZEUGUNG SIMULIERTER BINARER DATEN

run;
data schaetzer;
set schaetzer myGEE;
run;
%end;
data schaetzer;
set schaetzer(firstobs=2);
run;

/#mend wiederholen3;

121
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/*Das Makro auswertung ilibernimmt die Auswertung der mit den
Makros wiederholenl, wiederholen2 und wiederholen3 erhaltenen
betal-Daten des Behandlungseffektes. Dazu wird die SAS-Prozedur
proc univariate benutzt. Proc univariate berechnet unter
anderem den Mittelwert, Varianz, Standardabweichung und
Konfidenzintervalle von iUbergebenen Daten. Hier werden die

Ergebnisse in die Datei parameterbetal geschrieben.*/

Jmacro auswertung(schaetzer);
/*fiihre Auswertung filir den Parameter betal durchx*/
data Kennzahlen;
ods output BasicMeasures=Kennzahlen;
proc univariate data=&schaetzer;
var estimate;
run;
/*lese die Varianz abx*/
data varianz;
set Kennzahlen(firstobs=2 obs=2);
keep VarValue;
rename VarValue=Varianz;
run;
/*lese die Standardabweichung abx*/
data standardabweichung;
set Kennzahlen(firstobs=1 obs=1);
keep VarValue;
rename VarValue=Standardabweichung;

run;
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E AUSWERTUNG DER DATEN

/*lese den Mittelwert abx*/
data mean;
set Kennzahlen(firstobs=1 obs=1);
keep LocValue;
rename LocValue=mean;
run;
/*fiihre Auswertung fiir die untere Konfidenzintervall-
schranke durchx*/
data LCL;
ods output BasicMeasures=LCL;
proc univariate data=&schaetzer;
var LowerCL;
run;
data LCL;
set LCL(firstobs=1 obs=1);
keep LocValue;
rename LocValue=LowerCL;
run;
/*fiihre Auswertung fiir die obere Konfidenzintervall-
schranke durchx*/
data UCL;
ods output BasicMeasures=UCL;
proc univariate data=&schaetzer;
var UpperCL;
run;
data UCL;
set UCL(firstobs=1 obs=1);
keep LocValue;

rename LocValue=UpperCL;
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run;
/*stelle die Ergebnisse zusammenx/
data parameterbetal;

merge mean Varianz Standardabweichung LCL UCL;

run;

data parameterbetal;
set parameterbetal;
Weite=UpperCL-LowerCL;
run;
/*16sche nicht bendtigte Dateinx*/
proc datasets;
delete Kennzahlen varianz standardabweichung mean UCL LCL;
run;

Jmend auswertung;

/*Errechne die Power, indem in der Datei schaetzer die
p-Werte kleiner als 0.05 bzgl. der Z-Statistik gez&dhlt werden.x*/
data power;

set schaetzer;

keep ProbZzZ;

run;

data sign;
set power;
retain counter;
if _N_ = 1 then counter = 0;

if ProbZ < 0.05 then counter = counter + 1;
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E AUSWERTUNG DER DATEN

run;

/*Errechne die Power, indem in der Datei schaetzer die
p—Werte kleiner als 0.05 bzgl. der Chi-Quadrat-Statistik
gezdhlt werden.*/
data powerl;

set schaetzer;

keep ProbChiSq;

run;

data signil;
set powerl;
retain counter;
if _N_ = 1 then counter = 0;
if ProbChiSq < 0.05 then counter = counter + 1;

run;
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