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Einleitung

Der y2-Unabhiingigkeitstest ist ein hiufig angewandter Test. Da dieser jedoch eine be-
friedigende Approximation der y2-Verteilung lediglich fiir Kontingenztafeln mit grofien
Eintragen, d.h. mit den erwarteten Zellhdufigkeiten > 5, aufzeigt, ist es notwendig eine
Alternative fiir Kontingenztafeln mit kleinen Eintrédgen zu finden.

Ziel dieser Diplomarbeit ist es aufbauend auf den Artikel von P. Diaconis und B. Sturmfels
[7] einen Unabhingigkeitstest fiir K x L-Kontingenztafeln mit Hilfe der Markov Ketten
Monte Carlo Methode durchzufiihren! und auf diese Weise die nicht zufriedenstellende
Approximation der y2-Verteilung zu umgehen.

Im ersten Kapitel findet man dafiir zunédchst eine Einfithrung von Markov Ketten, die
u.a. durch die Biicher von O. Haggstrom, P. Brémaud und J.R. Norris ([12] ,[3] und [20])
zusatzlich vertieft werden kann. Nach grundlegenden Definitionen und Eigenschaften wird
in Abschnitt 1.4 die Existenz und Eindeutigkeit einer invarianten Wahrscheinlichkeitsver-
teilung fiir jede aperiodische und irreduzible Markov Kette gezeigt und ergénzend dazu
das Grenzwerttheorem fiir Markov Ketten bewiesen, in dem das Langzeitverhalten der
Verteilung der Zustdnde charakterisiert wird. Am Ende des ersten Kapitels in Abschnitt
1.6 findet man schliefilich den Ergodensatz, der eine Art Gesetz der groflen Zahlen dar-
stellt und in Simulationen dazu dienen kann Grofen vom Typ E.(f(Xy)) zu schétzen,
wenn die invariante Verteilung m unbekannt ist.

Die Markov Ketten Monte Carlo Methode (MCMC) wird anschlieBend in Kapitel 2 vor-
gestellt. Die Grundlage hierfiir bilden vor allem die Artikel von W.K. Hastings [13] und
S. Chib und E. Greenberg [6]. Wichtig fiir das weitere Vorgehen ist dabei vor allem der
in Abschnitt 2.2 beschriebene Metropolis(-Hastings) Algorithmus, mit dem sich basierend
auf dem Grenzwerttheorem eine Markov Kette mit einer gewiinschten invarianten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung simulieren lésst.

Der Bezug zu Kontingenztafeln und der Unabhéngigkeit wird in Kapitel 3 hergestellt.
Orientiert an P. Diaconis und B. Sturmfels [7], sowie F. Rapallo [22] wird nach einer
kurzen Einfithrung in Abschnitt 3.4 gezeigt, dass bei Zufallsvariablen aus der Exponen-
tialfamilie die gemeinsame Verteilung unabhéngig vom unbekannten Parameter(vektor)
6 ist, wenn man sie mit der gemeinsamen suffizienten Statistik bedingt. Auf der Menge
F; der Haufigkeitsverteilungen, die man durch die Stichproben mit festem Wert dieser
suffizienten Statistik erhélt, ergibt sich damit eine von # unabhéngige Verteilung H;. Um
einen Unabhéngigkeitstest mit Hilfe dieser bedingten Verteilung durchfiihren zu kénnen,
wird in Abschnitt 3.5 der u.a. von S. Sullivant [24] definierte bedingte p-Wert eingefiihrt.
Er ist ein Wert der Form Eg,(g(f(Y))), der allerdings nicht exakt berechnet werden
kann, wenn JF; sehr grof§ ist. In diesem Fall kann er aber aufgrund des Ergodensatzes
mit Hilfe der Markov Ketten Monte Carlo Methode approximiert werden, indem man
eine Markov Kette von H&ufigkeitsverteilungen mit festem Wert der suffizienten Statis-
tik simuliert und den entsprechenden Schétzwert berechnet. In Abschnitt 3.6 werden zu
diesem Zweck die Ergebnisse aus Abschnitt 3.4 auf Haufigkeitstabellen mit festen Zeilen-
und Spaltensummen iibertragen. Es wird gezeigt, dass die Zeilen- und Spaltensummen ei-
ne suffiziente Statistik fiir 6 darstellen, dass unter der Nullhypothese der Unabhéngigkeit

'Eine entsprechende Ubertragung auf den mehrdimensionalen Fall ist z.B. in [7] zu finden.



die erforderlichen Voraussetzungen erfiillt und somit die bereits gewonnenen Erkenntnisse
auf diesen Fall iibertragbar sind. Am Ende von Kapitel 3 wird schliellich in Abschnitt 3.7
der Metropolis(-Hastings) Algorithmus so modifiziert, dass mit diesem Markov Ketten
simuliert werden konnen, die als Zustandsraum die Menge der Héaufigkeitstabellen mit
festen Zeilen- und Spaltensummen besitzen. D.h. mit diesem , modifizierten Metropolis
Algorithmus* lassen sich Markov Ketten mit einer von 6 unabhéngigen invarianten Vertei-
lung simulieren, mit denen man schlieflich den bedingten p-Wert approximativ berechnen
kann.

Im vierten und letzten Kapitel findet dieser theoretisch erarbeitete Algorithmus anhand
von aus der Literatur (vgl. u.a. Bishop et al. [5]) ausgewéhlten Beispielen eine praktische
Anwendung. U.a. wird hier fiir relativ groe Matrizen mit kleinen Eintrégen (erwartete
Zellhaufigkeiten < 5) der bedingte p-Wert approximativ berechnet und mit dem p-Wert
des x?-Unabhingigkeitstest verglichen. Um sich ein Bild davon zu machen wie sich der
Unterschied zwischen diesen beiden Werten in den verschiedenen Wertebereichen verhilt,
werden die jeweiligen Matrizen anschliefend so abgewandelt, dass pro Beispiel je eine An-
nahme und eine Ablehnung der Unabhéngigkeitshypothese auf dem Niveau 0, 05 vorliegt.
Zusétzlich wird untersucht, ob der Unterschied zwischen bedingten p-Wert und p-Wert
des y2-Unabhingigkeitstests im Bereich des Signifikanzniveaus so grof ist, dass er in be-
stimmten Fiéllen einen Unterschied in Annahme und Ablehnung der Nullhypothese auf
dem Niveau 0,05 bewirken konnte.



Kapitel 1

Markov Ketten

1.1 Definition und Eigenschaften

Definition 1.1.

Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I eine beliebige nichtleere Indexmenge und
(S,S) ein messbarer Raum.

Eine Familie {X;;¢t € I} von Zufallsvariablen mit Werten in S heift stochastischer
Prozess mit Parameterbereich I und Zustandsraum S.

Definition 1.2.

Eine Markov Kette ist ein stochastischer Prozess {X;;t € Z*} mit abzidhlbarem Zu-
standsraum S, der die folgende Markov Eigenschaft besitzt:

Fiir alle n € Z7, alle sy, Siy, .., 8, , €S und fur alle s;, s; € S mit

P(X() = Sile = Si17-~'7Xn—1 = Sin_an = Si) >0
ist

P(Xn—H = Sj | XQ = Sioa Ce 7Xn—1 = Sin_17Xn = Si) = P(Xn+1 = Sj | Xn = Si)- (11)

Korollar 1.3.
Sei {Xy;t € ZT} eine Markov Kette mit Zustandsraum S.
Dann gilt fiir alle n und alle s;,,...,s;, €5

P(XO = si07~--7Xn = Sin)
= P(XO = SiO)P(Xl = S | X() = Sio) .- P(Xn = Si, | Xn—l = Sinfl)'



Beweis. Es gilt:

P(XOZSio;---an:Sin>
= P(XO = SiQ)P(Xl = Siy ‘ XO = S,L'O)P(XQ = Siy ‘ XO = Sile = 51'1) s
o P(Xn = Sin | XO = Sio? cet ;Xn—l = Sin_l)

1.1
(:) P(XO = SiO)P(Xl = Si | XO = SiO)P(XQ = Siy | X1 = 87;1) cet
P(Xy =i, | X = 8i,,)

Lemma 1.4.
Es seien Cy, Cs, . .. disjunkte Ereignisse mit | J;°, C; = C' und die bedingten Wahrschein-
lichkeiten P(A | B N C,) seien unabhéngig von r.
Dann gilt:
P(A|BNnC,)=PA|BNC).

Beweis. Es gilt:

P(A|BNC,)P(BNC) = P(A| BﬂC’T)iP(BﬂCi)

=1
= Y P(A|BNC)P(BNC))
=1
= Y P(ANBNG)
=1
= P(ANBNCQC)

= P(A|BNC)P(BNC).
Dividiert man dies durch P(B N C) ergibt sich schlielich
P(A|BNC,)=PA|BNC).

[15] u

Satz 1.5.
Es seien 0 < n < N und {Xy;t € Z"} eine Markov Kette.
Dann gilt fiir alle s;, € S und alle Teilmengen £ C S*, F c SN—"

P((Xnt1,-., XN) € F | Xy, =54, (Xo,..., Xn1) € E)
= P((Xn+1,...7XN) eF | Xn = Sin)- (12)



Beweis. Wegen der o-Additivitdt von P reicht es aus anzunehmen, dass F' aus nur einem
Element (s;,,,,...,Siy) € SV besteht.
Nach Korollar 1.3 gilt fiir beliebige s;,,...,s;, , € S:

P(Xus1, o s Xn) € F | X = 81 (Xor oo Xo1) = (850,250, 1)
P(Xo = Sigy---, XN = Siy)

P(Xo = sigy - Xn = 51,

P(Xo = i) P(Xo = si, | X1 =s3,) - - P(Xnv = iy | Xvo1 = sy )
P(Xo=5i)P(Xo=s5i, | X1 =54) - P(Xp, =54, | Xo—1 =5, ,)

P(Xni1 = si0 | Xn = 5i,) - P(Xy = siy | Xvoa = siy_,)

—

Da p unabhéngig von (s, . .., S;, ) ist, kann man Lemma 1.4 anwenden. Sei hierfiir C' eine
beliebige disjunkte Vereinigung von Mengen der Form {(Xo, ..., Xn-1) = (Sigs -+ -, 5i, 1) }-

Dann gilt:
P((Xns1,.-, Xy) € F | {X,=s;,}NC)=p.

Setzt man zundchst C' = {(Xo, ..., X,_1) € E}, ergibt sich

p = P((Xn+1,...,XN)EF|{Xn:sin}ﬂC)
P((Xn+1,...,XN) €F|Xn:8in,(X0,...,Xn,1) GE)

Fiir C = Q andererseits erhalt man:

p = P(Xns1,-.,Xn) € F|{X,=s;,}NC)
= P((Xn+17...,XN)EFan:Sin),

womit also die rechte sowie die linke Seite von (1.2) gleich p sind. [15] O

Satz 1.6 (Chapman-Kolmogorow-Gleichung).
Es seien {X;;t € ZT} eine Markov Kette und k£ <[ < m.
Dann gilt fiir alle sp,,s; € S

P(Xp=s; | Xp =) = > P(X;=s8; | Xp = ,)P(X,, = 55 | X = 5,) (1.3)

;€S

Beweis. Es gilt:

P(Xp=s1,Xm=s5;)) = Y P(Xp=s,,X =5,X,=s5))
S; €S
= Y P(Xp= s, Xi = 5:)P(Xom = 55 | Xp = 50, X; = 5)
S;ES
N P(XG = sn, Xo = 50)P(X = 55 | X1 = s1).
S; €S



Die Division beider Seiten durch P(X} = sp,) ergibt

P(Xk = Sh,Xm = Sj)

:P(Xm:Sj‘Xk:Sh)

P(Xk = Sh)
und
P(Xk = Sh,Xl = Si)
Z P(X;, = sp) P(Xim =s; | Xi = s)
S; €S
=Y P(X;=s;| X = sp)P(Xo = 5; | X; = 5y).
$; €S
[15] O

Definition 1.7.

Eine Markov Kette mit abzdhlbarem Zustandsraum S heifit homogen oder Kette mit
stationiren Ubergangswahrscheinlichkeiten, wenn fiir alle s;, s; €8

P(X,+1 = s;j | X, = s;) unabhéngig von n ist.

Fiir homogene Markov Ketten gilt fiir alle s;,s; € S und alle n € Z*
P(Xn+1 = Sj | Xn = Si) = P(Xl = Sj | Xg = Si) ::pij'

Man bezeichnet p;; als Ubergangswahrscheinlichkeit und die (stochastische) Matrix
P := (p;;) als Ubergangsmatrix.
Entsprechend bezeichnet

pl(-;n) = P(Xpym =55 | Xn = s4)

die m-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit von s; nach sj. Dass diese nicht von n
abhéngt, ist fiir m = 1 Definition der Homogenitédt und ergibt sich fiir m > 2 induktiv
mittels der Chapman-Kolmogorow-Gleichung (1.3), die sich ausdriicken ldsst in der Form:

(n+m) (n),_ _(m)
Pi; = Zpil p; -
s1€8

Setzt man pg-)) = 0,5, so ist diese Gleichung auch fiir n = 0 und m = 0 erfiillt.

(vgl. [15, S. 200])



Markov Ketten werden oft durch Diagramme dargestellt, die das Verhalten der Ketten
anschaulicher machen. Wie in [12] z.B. sei zunéchst ein allgemeines Beispiel gegeben:

p22 D33
m p34 Pk—

p11C@ - @ @ E @Dpkk

Im Folgenden beziehe ich mich ausschliellich auf homogene Markov Ketten,
was der Einfachheit halber nicht mehr explizit angegeben werden wird.

Lemma 1.8. )
Sei eine Markov Kette mit Zustandsraum S und Ubergangsmatrix P gegeben.
Dann gilt: o

(pij )= P".

Beweis. Sei zundchst m = 1. Dann gilt: (pl(]l)) = (pi;) = P.

Sei nun (p@) = P" erfiillt fiir n € N beliebig aber fest.

ij
Dann ergibt sich:

n+1 (n) (1 n
= Z pzl 'pl) = (P"P)y; = (P")y
le{1,...,
wobei (P"1);; den Eintrag (i, j) der Matrix P"*! bezeichnet. O

Definition 1.9.
Sei {Xy;t € Z"} eine Markov Kette mit Zustandsraum S = {s1,..., s}
Der Zeilenvektor (9 mit

N(O) (Mg ),uéo), e 7M;(go)) = (P(Xo = s1), P(Xo = 82), ..., P(Xo = st))

heifit Startverteilung der Markov Kette.

Entsprechend dieser Definition bezeichnen pM, 4, . .. die Verteilungen der Markov Kette
zum Zeitpunkt n =1,2,..., so dass

i = (@ 6 ) = (P(X = 51), P(X = 82), ., P(Xy = 51))-



Satz 1.10.
Sei {Xi;t € ZT} eine Markov Kette mit Zustandsraum S = {sq,..., sk},
Startverteilung 1(®) und Ubergangsmatrix P.
Dann gilt fiir jedes n € Z*
() = 0 pn.

Beweis. Sei zunéchst n = 1.
Fir 7 =1,...,k gilt mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

u = P(Xi=s)

k
= Y P(Xo=s)P(X1=5;| Xo=5,)
=1

k
0
= ZME )pij
=1
= (OP);

wobei (9 P); das j-te Element des Zeilenvektors (u(®) P) bezeichnet.
Somit gilt: pM = p@OP

Per Induktion wird nun der allgemeine Fall von (1.4) bewiesen:
Seien dafiir m € N beliebig aber fest und (1.4) erfiillt fiir n = m.

Fiir n = m + 1 erhélt man so:

M§‘m+1) = P(Xpi1=sy)

k
= Y P(Xp=5)P(Xpi1 =55 | Xpu = 5)
=1

k

= Z,Uim)pij
i=1

= (:u(m)P)j )

d.h. pmt) = ymp

Nach Induktionsvoraussetzung gilt aber u(™ = 1 P™ womit sich ergibt:

M(m-i—l) — Iu(m)P _ M(O)PmP _ M(O)Pm—i-l

[12]

(1.4)



Definition 1.11.
Sei {X,;t € Z*} eine Markov Kette mit Zustandsraum S = {s1,...,s;} und Ubergangs-
matrix P.
Man sagt, dass Zustand s; in n Schritten zu Zustand s; fithrt und schreibt s; — s;[n],
wenn

P(Xpin =35 Xm=1si)>0
ist. Existiert ein n > 1 mit s; — s;[n], so sagt man s; fithre zu s; und schreibt s; — ;.
Gilt s; — s; und s; — s;, so sagt man s; kommuniziere mit s; (s; < ;).

Definition 1.12.
Eine Markov Kette mit Zustandsraum S = {s1,..., sz} heifit irreduzibel,
wenn fiir alle s;, s; gilt s; <> s;, d.h. die Kette ist irreduzibel, falls fiir alle s;, s; € S ein n

existiert, so dass pZ(;L) > 0.
Ist dies nicht der Fall, heifit die Kette reduzibel.

Beispiel 1.13.

a) Irreduzibel:
1
2 i
Opm=mIORT
5

1 1 2 1
2 4 5 2

HC(O——@®

Dieses Diagramm beschreibt eine irreduzible Markov Kette. Hier kommunizieren
alle Zustdnde miteinander, so dass man von jedem beliebigen Zustand zu jedem
anderen gelangen kann.



b) Reduzibel:

(S]]
Wl

CO——=@0

NI
[

CO——®D

Startet man bei der durch dieses Diagramm beschriebenen Markov Kette dagegen in
Zustand e oder f, ist die Kette auf die Zustdnde e und f beschriankt. Startet man in
Zustand g oder h, gilt dies entsprechend fiir die Zustédnde g und h. Eine Eigenschaft
von reduziblen Markov Ketten ist es, dass sie sich auf lange Zeit gesehen wie eine
Kette mit kleinerem Zustandsraum verhalten. (vgl. [12, S. 25])

Fiir dieses Beispiel ergibt sich die Ubergangsmatrix

2300

2 1
p_| 3300
00 &1L
2 2
4 1
00 %1

Startet man in Zustand e oder f, verhélt sich die Kette so, als ldge eine Markov
Kette mit Zustandsraum {e, f} und Ubergangsmatrix

(1)

vor. Bei Start in Zustand g oder h verhilt sie sich entsprechend wie eine Kette mit
Zustandsraum {g, h} und Ubergangsmatrix

P (
Definition 1.14.
Die Periode d(s;) eines Zustands s; € S ist definiert als

LN TN
W= Gl

G D=
= N

d(s;)) = ggT'{n>1 :pz(-f) > 0}
= ggT{n>1:s — s;n]}

Gilt nicht s; — s;, so sei d(s;) = oc.

10



Definition 1.15.

Gilt d(s;) = 1, dann heifit der Zustand s; aperiodisch. Eine Markov Kette heifit ape-
riodisch, wenn alle ihre Zusténde aperiodisch sind. Sie heifit periodisch mit Periode d,
wenn alle d(s;) = d > 2 sind.

Beispiel 1.16.

a) Periodische Markov Kette der Periode 3:
YN
OO

Diese Diagramm beschreibt eine Markov Kette mit Zustandsraum S = {a, b, ¢} und
Ubergangsmatrix

_ O O

10
pPp=1]01
0 0

Beim Start in einem beliebigen Zustand aus S werden bei dieser Kette drei Schritte
bendtigt, um zu eben diesen Zustand zuriickzukehren und man erreicht ihn wieder
in jedem dritten Schritt. Es gilt somit

d(s;) =ggT{n >1 :pgl) >0} =g9gT{n>1:s — sin|]} =3 firi=1,2,3,

d.h. diese Markov Kette besitzt die Periode d = 3.

11



b) Aperiodische Markov Kette:

2 0
R
H——0O

Die hier beschriebene Kette ist eine aperiodische Markov Kette mit Zustandsraum
S ={d,e, f} und Ubergangsmatrix

1 2
0 3 3
P = 1 0 0
010

Startet man bei dieser Kette in einem Zustand aus S, gibt es mehrere Moglichkeiten
wieder zu diesem Zustand zuriickzukehren.

Betrachte man z.B. den Zustand d. Von diesem Zustand aus ist es zum Einen moglich
iiber e zu d zuriickzukehren. Eine andere Moglichkeit wire es jedoch von d erst nach f,
anschliefend nach e und von dort dann schliefllich wieder zu d zu gelangen. Es ergibt sich

9 1 2
pgl):§'1 bzw. p11:§~1~1

und hiermit
d(d) = ggT{n >1:p{? > 0} = 1.
Der Zustand d ist also ein aperiodischer Zustand.

Analoge Uberlegungen ergeben fiir e

) 1 P
pgg)zl-g bzw. p22:1-§-1

und fiir f z.B.
)2

p§3: 1.1 oder pg,?=1~1-

Zusammengefasst gilt
d(d) = d(e) = d(f) = 1,
d.h. alle drei Zustédnde (und damit die gesamte Markov Kette) sind aperiodisch.

12



Satz 1.17.

Gegeben sei eine aperiodische Markov Kette { Xy; ¢ € ZT} mit Zustandsraum S = {s1, ..., s}

und Ubergangsmatrix P.
Dann existiert ein N < oo so, dass

>0 fiir alle i € {1,...,k} und alle n > N.

Zum Beweis dieses Satzes soll ein Lemma aus der Zahlentheorie helfen:

Lemma 1.18.
Sei A = {ay,as,...} eine Menge natiirlicher Zahlen, fiir die gilt:

(1) ggT{ala ag, . . } = ]-a

(ii) A ist abgeschlossen beziiglich der Addition,
dh.ista€ Aund o' € A, so gilt a +a' € A.

Dann existiert eine ganze Zahl N < oo so, dass n € A fiir alle n > N.

Beweis. siehe [12, S.25] O

Beweis von Satz 1.17. Fur s; € S sei A; ={n>1: pz(»f) > 0} die Menge der moglichen
Rickkehrzeiten zum Zustand s; bei Start in s;.

Da die Markov Kette nach Voraussetzung aperiodisch ist, ist auch der Zustand s; aperi-
odisch. Somit gilt: gg7{n > 1 :pl(-?) >0} =1

Weiter ist A; abgeschlossen beziiglich der Addition, denn:

Sind a,a’ € A;, so gilt P(X, =s; | Xo=39;) >0und P(Xo1o = 5; | Xo =5;) > 0.

Damit ergibt sich:

P(Xorw = 5i | Xo=5i) > P(Xq=s5i, Xaya = 5i | Xo=5;)
P(Xa = SiaXa—i-a’ = Si, Xo = Si)

P(X():Si)
P(Xo=s;)
= 0 P(X, =8 | Xo=8)P(Xosw = i | Xo = s
BT — oy P =50 Xo = 5)P(Xorw = 50| X = 5)

> 0

und somit gilt a + a’ € A;.
Mit Lemma 1.18 existiert ein /N; < oo so, dass pgf’ > 0 fir alle n > N;.
Setzt man schlieBlich N = max{Ny,..., Ni}, so erhilt man die gewiinschte Aussage.

12] O

13



Korollar 1.19.

Sei {Xy;t € ZT} eine aperiodische und irreduzible Markov Kette mit Zustandsraum
S ={s1,...,s,+ und Ubergangsmatrix P.

Dann existiert ein M < 0o, so dass

pE;L)>O fiir alle 7,7 € {1,...,k} und alle n > M.

Beweis. Aus der vorausgesetzten Aperiodizitat und mit Satz 1.17 folgt, dass es eine ganze
Zahl N < oo gibt, so dass

P >0 fiir alle i € {1,...,k} und alle n. > N.

Seien nun s;, s; € S fest. Da die Markov Kette nach Voraussetzung irreduzibel ist, findet
man ein n;j, so dass pg”) > 0.

Sei M;; = N + n;;. Dann gilt fiir jedes m > M;;:

P(Xm:$j|X():Si)

P(Xm—nij = 54, Xon = 55 | Xo = 54)
P(Xm—nij = Si,Xm = S5j, XO = Si)

v

P(Xo=s)
P(Xo = 8i) P(Xm—ny; = 5i | Xo = 5:)P(Xpn = 55 | Xonn,;)
B P(Xo = s;)
= P(Xpn, =5 | Xo=15;) P(Xp, = 8 | Xpneny; = 5i) >0

-

>0, da m—n;; >N

—~
(n45)

>0, da Dyj >0

Somit ist pz(-;n) > 0 fiir alle m > M;;.
Setzt man schlieSlich

M = max { M1, Mo, ..., Mg, Mo, ..., My},

folgt die Behauptung. [12] O
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1.2 Computer Simulation von Markov Ketten

In diesem Abschnitt soll eine Methode beschrieben werden, mit der man eine Markov Kette
{X;;t € Z"} mit bekanntem Zustandsraum S = {si,...,sx}, gegebener Startverteilung
p© und Ubergangsmatrix P simulieren kann. (vgl. [12, Kapitel 3])

Fiir die gewiinschte Simulation wird im Wesentlichen folgendes benotigt:

o eine Folge {Uy;t € Z*} von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen,
die auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilt sind,

o eine Einfithrungsfunktion ¢ und

o eine Update-Funktion ¢.

Definition 1.20.
Eine Einfiihrungsfunktion ist eine Funktion ¢ : [0,1] — S, die wir benutzen um den
Anfangswert X, zu erzeugen. Sie soll folgende Eigenschaften erfiillen:

(i) 9 ist stiickweise konstant,
d.h. man kann das Intervall [0, 1] in endlich viele Teilintervalle aufteilen so,
dass 1 auf jedem dieser Intervalle konstant ist.

(ii) fiir jedes s € S ist u¥(s) die Linge des Intervalls, auf dem v (z) = s gilt.
Das entspricht:

1
/ L ((@))de = @ (s)  fiir jedes s € . (1.5)
0

Liegt eine solche Einfithrungsfunktion vor, kann man mit der ersten Zufallsvariablen U,
den Wert Xy erzeugen, indem man Xy = ¢(Up) setzt. Auf diese Weise ist die korrekte
Verteilung von X, gegeben, denn fiir alle s € S gilt:

P(Xy = 5) = P(b(Up) = 5) = / 1o ($(2))dz & pO(s).

Definition 1.21.
Eine Einfithrungsfunktion ¢ heifit giiltig fiir die Markov Kette {X;;¢t € Z'}, wenn sie
(1.5) erfiillt fiir alle s € S.
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Konstruktion einer giiltigen Einfiihrungsfunktion:
Seien S = {s1,...,s;} der Zustandsraum und (¥ die Startverteilung der zu simulieren-
den Markov Kette. Dann kann man definieren:

(5 fiir z € [0, u(0(s57))
sy fiir z € [pl9(s1), 0 (s1) + pl(s2))

V=95 firae [Zj;ll nO(s7), X5 F‘(O)(Sj)> "

s i e [ Y30 p0(s),1]

Lemma 1.22.
Die Funktion 1, definiert in (1.6), ist eine giiltige Einfithrungsfunktion fiir die
Markov Kette {X;;t € ZT}.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass 1 die Eigenschaften (i) und (ii) aus Definition 1.20 erfiillt.
Eigenschaft (i) ist mit (1.6) offensichtlich.
Zusétzlich gilt:

1 g i—1
| el = Y n0s) - S u0(s) =ns)  firi= 1k
0 j=1 j=1

was bedeutet, dass auch (ii) erfiillt ist und ¢ somit eine giiltige Einfiihrungsfunktion
darstellt. [

Mit Hilfe der Einfiihrungsfunktion und der ersten Zufallsvariablen Uy erhélt man also den
Anfangswert X,. Findet man nun einen Weg den Wert X, mit Hilfe des Wertes X,, fiir
jedes n zu erzeugen, kann man diese Vorgehensweise iterativ anwenden um die gesamte
Markov Kette {X;;t € Z*} zu erhalten.

Definition 1.23.

Eine Update-Funktion ist eine Funktion ¢ : S x [0,1] — S, mit der wir fiir jedes
n aus dem Wert X,, und der Zufallsvariablen U,,.; den Wert X, ; erzeugen. Folgende
Eigenschaften muss eine solche Funktion erfiillen:

(i) fiir festes s; ist die Funktion ¢(s;, ) stiickweise konstant (, fasst man sie als Funktion
von z auf,) und
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(ii) fiir alle feste s;,s; € S ist p;; die Lénge des Intervalls, auf dem ¢(s;,z) = s; gilt.
Dies entspricht folgender Gleichung;:

1
/ Lis;3(0(8i, ) dr = pij fir alle s;,s; € S. (1.7)
0

Erfiillt ¢ die Gleichung (1.7), so gilt:

P(Xps1=s; [ Xn=s5i) = P(d(s;,Unt1) =55 | Xoy = sy) (1.8)
= P(¢(si,Uns1) = s5)

_ /0 Loy (650, 7))

(1.7)

= Py
In (1.8) gilt P(¢p(si, Unt1) = s | X = i) = P(P(si, Upt1) = s5), da U, 41 unabhéingig von
(Ui, ...,U,) und somit auch unabhéngig von X, ist. Mit dem gleichen Argument bleibt
die Wahrscheinlichkeit auch gleich, wenn man sie mit den Werten (X, ..., X,,_1) bedingt.
Aus diesem Grund stellt die beschriebene Vorgehensweise eine korrekte Simulation der
Markov Kette dar.

Definition 1.24.
Eine Update-Funktion ¢ heifit giiltig fiir die Markov Kette {X;;¢t € Z"}, wenn sie fiir
alle s;,s; € S die Gleichung (1.7) erfiillt.

Konstruktion einer giiltigen Update-Funktion:

Die Konstruktion einer giiltigen Update-Funktion lduft analog zu der einer giiltigen
Einfiihrungsfunktion. Fiir jedes s; € S setzt man:

S1 fir z € [O,pil)
S2 fir © € [pi, pir + pi2)

I - H i~ ‘ 1.
P(s4, ) s; fir z € [Zlelpiz,Zqu) (1.9)

Sg fiir x € [Z;:ll Dils 1]
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Lemma 1.25.
Die Funktion ¢, definiert in (1.9), ist eine giiltige Update-Funktion fiir die Markov Kette

Beweis. Eigenschaft (i) aus Definition 1.23 ist mit (1.9) offensichtlich.
Es gilt zusatzlich:

1 J Jj—1
/ Ly (@(s6, 7)) dr = Zpﬂ — Zp” = pij fir alle s;,s; € S,
0 =1 1=1

weswegen auch Eigenschaft (ii) aus Definition 1.23 erfiillt ist. ¢ ist somit eine giiltige
Update-Funktion fiir die Markov Kette {X;;t € Z*}. O

Zusammenfassung:

Zur Simulation einer homogenen Markov Kette {X;;¢ € Z*} mit Zustandsraum S, Start-
verteilung ;(%) und Ubergangsmatrix P konstruiert man zunschst eine giiltige Einfithrungs-
funktion ¢ (siehe z.B. (1.6)) und eine giiltige Update-Funktion ¢ (siehe z.B. (1.9)). Mit
Hilfe von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen {U;t € Z*}, die auf
dem Intervall [0, 1] gleichverteilt sind, setzt man schlieBlich:

Xo = ¢(Up)

(Xo, Uh)

(X1,Us) (1.10)
(X2, Us)

lalialia
o
S S S

1.2.1 Beispiele
Beispiel: Wetter

Man nehme wie in [12, S. 12ff] an, eine sicherere Methode das Wetter vorauszusagen als
dem Wetterbericht im Fernsehen zu glauben, wire es zu raten, dass das morgige Wetter
dem von heute entsprechen wird. Dann kénnte man das Wetter durch eine Markov Kette
simulieren.

Um dies zu vereinfachen seien lediglich zwei Arten von Wetter gegeben, nédmlich ,,Son-
ne* und ,,Regen®. Liegt man beim Raten zu 75 % richtig, egal, ob es gerade regnet oder die
Sonne scheint, ergibt sich eine Markov Kette mit dem Zustandsraum S = {Sonne, Regen}

und der Ubergangsmatrix
p_ < 0.75 0.25 )

0.25 0.75
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Geht man von einem Regentag aus, gilt fiir die Anfangsverteilung (%) = (0, 1). Mittels
der in Anhang A.1 gegebenen Funktion mk(n,s,mu,p,d) mit den Parametern s = 5,
p=Pund mu = x4 (d = s € S beliebig) lisst sich somit Folgendes in R simulieren:

> s<-c("Sonne","Regen")
> p<-matrix(c(0.75,0.25,0.25,0.75) ,nrow=2)
> mu<-c(0,1)

> set.seed(12345)
> mk(50,s,mu,p,"Sonne")

[1] "Regen" "Regen" "Regen" "Regen" "Regen" "Sonne" "Sonne" "Sonne" "Sonne"
[10] "Regen" "Sonne" "Sonne" "Sonne" "Sonne" "Sonne" "Sonne" "Sonne" "Sonne"
[19] "Sonne" "Regen" "Regen" "Regen" "Regen" "Regen" "Regen" "Regen" "Regen"
[28] "Regen" "Sonne" "Sonne" "Regen" "Sonne" "Sonne" "Sonne" "Sonne" "Sonne"
[37] "Regen" "Regen" "Regen" "Sonne" "Regen" "Regen" "Regen" "Regen" "Regen"
[46] "Regen" "Sonne" "Sonne" "Sonne" "Sonne" "Regen"

Fiir den Winter ist zusétzlich der mogliche Schneefall zu beachten. Fiir diese Jahreszeit
konnte man also den Zustandsraum Sy, = {Sonne, Regen, Schnee} mit der Ubergangs-
matrix

0.5 03 0.2
Py =1 015 0.7 0.15
02 03 0.5

annehmen'. Geht man auch hier von einem Regentag aus, ergibt sich entsprechend die
Anfangsverteilung ,ug,?,) = (0,1,0). Mit den Parametern sw = Sy, pw = Py und muw = ,u%,?,)

(d = s € Sy beliebig) lésst sich fiir dieses Modell die folgende Markov Kette simulieren:

> sw<-c("Regen","Sonne","Schnee")
> pw<-matrix(c(0.5,0.15,0.2,0.3,0.7,0.3,0.2,0.15,0.5) ,nrow=3)
> muw<-c(0,1,0)

> set.seed(12345)
> mk (50, sw,muw,pw, "Sonne")

[1] "Sonne" "Schnee" "Schnee" "Schnee" "Sonne" "Sonne" "Sonne" "Sonne"
[9] "Sonne" "Schnee" "Regen" "Regen" "Sonne" "Regen" "Regen" "Regen"
[17] "Regen" "Regen" "Regen" "Schnee" "Sonne" "Sonne" "Schnee" "Schnee"
[25] "Schnee" "Sonne" "Sonne" "Sonne" "Sonne" "Sonne" "Sonne" "Regen"
[33] "Regen" "Sonne" "Sonne" "Sonne" "Schnee" "Schnee" "Schnee" "Regen"
[41] "Sonne" "Sonne" "Schnee" "Schnee" "Sonne" "Sonne" "Regen" "Regen"

[49] "Regen" "Sonne" "Schnee"

0.75 025 0
IFiir den Sommer ergiibe sich entsprechend die Ubergangsmatrix Ps = | 0.25 0.75 0
05 05 0

Dieses Modell wiirde sich exakt wie das obige Beispiel mit S = {Sonne, Regen} verhalten.
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Beispiel: Anteil eines Zustandes an der Gesamtlinge

Angenommen, zu dem Zustandsraum S = {1,...,10} sei folgende Ubergangsmatrix P
> P
(,11 [,21 [[,3] [,4] [,81 [,6]1 [,7] [,8] [,9] [,10]
[1,] 0.000 0.000 0.300 0.300 0.100 0.100 0.000 0.100 0.050 0.050
[2,] 0.310 0.030 0.046 0.090 0.170 0.150 0.050 0.050 0.020 0.084
[3,] 0.080 0.030 0.120 0.000 0.210 0.190 0.150 0.130 0.054 0.036
[4,] 0.090 0.010 0.000 0.050 0.190 0.210 0.270 0.140 0.036 0.004
[5,] 0.064 0.026 0.090 0.050 0.190 0.210 0.170 0.140 0.036 0.024
[6,] 0.080 0.010 0.150 0.004 0.080 0.260 0.170 0.160 0.066 0.020
[7,] 0.030 0.130 0.080 0.000 0.004 0.130 0.230 0.320 0.050 0.026
[8,] 0.060 0.031 0.009 0.050 0.105 0.045 0.036 0.342 0.268 0.054
[9,]1 0.090 0.080 0.040 0.017 0.003 0.000 0.000 0.330 0.280 0.160
[10,] 0.230 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.570 0.200

sowie die Anfangsverteilung () = (0.1,...,0.1) gegeben. Dann lisst sich mit Hilfe der
Funktion mk(n,s,mu,P,d) (Anhang A.1) mit den Parametern s = S, P = P und
mu = p¥ (d = s € S beliebig) folgende Markov Kette simulieren:

>P<-matrix(c(0,0,0.3,0.3,0.1,0.1,0,0.1,0.05,0.05,0.31,0.03,0.046,0.09,0.17,0.15,
+0.05,0.05,0.02,0.084,0.08,0.03,0.12,0,0.21,0.19,0.15,0.13,0.054,0.036,0.09,0.01,
+0,0.05,0.19,0.21,0.27,0.14,0.036,0.004,0.064,0.026,0.09,0.05,0.19,0.21,0.17,
+0.14,0.036,0.024,0.08,0.01,0.15,0.004,0.08,0.26,0.17,0.16,0.066,0.02,0.03,0.13,
+0.08,0,0.004,0.13,0.23,0.32,0.05,0.026,0.06,0.031,0.009,0.05,0.105,0.045,0.036,
+0.342,0.268,0.054,0.09,0.08,0.04,0.017,0.003,0,0,0.33,0.28,0.16,0.23,0,0,0,0,0,
+0,0,0.57,0.2) ,nrow=10,byrow=TRUE)

> s<-c(1:10)

> mu<-rep(0.1,10)

> set.seed(12345)
> mk(50,s,mu,P,1)

(11 8 9 9 10
[26] 8 9 8 5
(511 9

9 2 25 710 1 3 7 1 4 6 6 6 3 9 8 7 9 9 9
6 8 1 3 7 6 6 8 9 9 2 6 6 9 9 8 7 2 1 3 6

Interessant ware es nun, zu wissen, welchen Anteil die einzelnen Zustiande der Kette an
der Gesamtlange n haben.

Fiir n > 0 sel

1 n
Y(n) = > 1 (X) fiir ein s € S.
=0

n+1

Mit Hilfe der Funktion mk(n,s,mu,P,d) wird neben der simulierten Markov Kette auch
der Verlauf von Y (n) fiir den gewéhlten Zustand d = s € S gezeigt. Fiir die Zustéinde
1,2,4 und 9 z.B. ergeben sich fiir n = 10000 die auf Seite 21 gezeigten Bilder. Hier scheinen
sich die Werte von Y (n) jeweils mit steigendem n mehr und mehr an einen festen Wert
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anzunédhern. Dass dies unter bestimmten Voraussetzungen bei Markov Ketten wirklich
der Fall ist und um welchen Wert es sich handelt, wird am Ende dieses Kapitels mit Hilfe
des sogenannten Ergodensatzes gezeigt.

= |
=
- = -
5 =N
= L T T T T T T = L T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 5000 10000
Zeitpunkt n Zeitpunktn
Abbildung 1.1: Verlauf von Y (n) fiir n = 10000, links fiir d=1 ; rechts fiir d=4
g -
> 5] =

T T T T T T T T T T T T
0 2000 4000 6000 3000 10000 0 2000 4000 6000 5000 10000

Zeitpunkt n Zeitpunktn

Abbildung 1.2: Verlauf von Y (n) fiir n = 10000, links fir d=2 ; rechts fiir d=9
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1.3 Starke Markov Eigenschaft

Definition 1.26.
Eine Zufallsvariable T' :  — NN {400} heifit Stoppzeit, wenn fiir alle n > 0 das
Ereignis {w : T(w) = n} nur von Xy, ..., X, abhingt.

Satz 1.27 (Starke Markov Eigenschaft).

Sei {X,;t € Z*} eine Markov Kette mit Zustandsraum S und Ubergangsmatrix P. T sei
eine Stoppzeit dieser Markov Kette.

Dann gilt fiir alle 0 < k < T', alle m € N und jeden Zustand s; € S, gegeben, dass X7 = s;
ist, und P(X7 = s;, Xr—1 = Siys ..., Xr—r = 8, ) > 0 vorausgesetzt:

P(XT+1 :Sjla---,XT+m = Sjm | XT :SinT—l :Si17"'7XT—k :Sik)
:P(Xlzsjla---me:Sjm |X0:SZ').

Beweis. Nach Multiplikation mit P(Xr = s;, Xr—1 = Siy, ..., X7 = s;,) bleibt folgende
Gleichung zu zeigen:

P(XT+1 :Sj17...,XT+m :SjmaXT :SinT—l :Sila"'7XT—k :Sik)
IP(Xl :5j17-~-;Xm:3jm | XOZSi)P(XTISi,XT,I :Sh;---;XTfk:Sik)-

Spaltet man die linke Seite dieser Gleichung nach allen (endlichen) Werten auf, die T
annehmen kann, ergibt sich:

P<XT+1 = Sj1y- - 7XT+m = SjmaXT = Si7XT—1 = Si1y- - ;XT—k = Sik)
= E P(T = n,Xn+1 = S5y 7Xn+m = SjmaXn = Sinnfl = Siyy .- ,Xn,k = Sik)'
n€ENg

Da das Ereignis {X,_1 = si,,..., Xp—t = 85, } N {T = n} ausschlieBlich von Xy,..., X,
abhéngt, ldsst sich Satz 1.5 anwenden:

P(T:n>Xn+1 :Sjp'"aXn—i-m :SjmaXn :SiaXn—l :Sila---aXn—k :Sik)
= PXpai=55, 0 Xpgm =55, | T=n,X, =5, X1 =54, ..., Xnp = 53)
P(T:n,Xn = Sianfl = Sila--anfk = Sik)

Satz

Lo P(Xn+1:Sj17--~7Xn+m:5jm|T:n7Xn:8i)
P(T=n,X,, =5, Xpn-1=5iy,--, Xpk = 8i,)

P(T = n,Xn = SiaXn—l—l = Sjla---an+m = Sjm)
P(T =n,X, = s;)
P(T:TL,Xn = Si;Xn—l = Sila"'aXn—kJ = Sik>

22



Ko';ollar P(T — ,n/’ Xn — 87,)
- P(T=n,X, = Si)P(XnJrl =iy | Xn =80, T = 0)P(Xpio = 85 | Xpor = 85) -+

T P(Xn+m = Sjim | Xn+m—1 = Sjmfl)P(T =n, Xn = Si7XTL—1 = Siyy- - 7Xn—k = Sik)

= Pij1Pjigo ** 'pjmfu'mP(T =n, Xn = Sinn—l = Sipy - ;Xn—k; = Sik)

P(XO = 5i>

- P(XO _ Si>pij1pj1j2 o 'pjm—1ij(T =n, X, = 51'7Xn_1 = Sjyy--- 7Xn—k = Sik)

Koglar P(XO :8i7X1 :Sj17"'7Xm :Sjm)
P(XO = 32‘)

P(T: n,Xn = Si7anl = Sil,...,Xn,k = Sik)

= P(Xl = Sjl,...,Xm = Sjim ‘ XO = SZ)P(T:TL,Xn = Si7Xn_1 = Silu---an—k = Sik)

Durch Summation iiber n € Ny erhélt man schlieSlich:

P(XT+1 = 8j17"'7XT+m = SjmaXT = Si,XT—l = Si17"'7XT—k = Sik)
= E P(T:nanZSinn+1:Sjlaw'an—l-m:Sjm’Xn—l:Silaw'an—k:Sik)

n€ENg

= Z P(T:n,Xn:si,Xn_l :8i17"'7XTL—k:Sik)P(X1 :Sjl,...,XmZSjm |X0:SZ‘)

n€eNg

= P(XTZSi;XT—l :Sil,...,XT_k:Sik)P<X1 :Sjp"-me:Sjm |X0:Si)

1.4 Invariante Wahrscheinlichkeitsverteilung und das
Grenzwerttheorem

Definition 1.28. )

Sei {Xy;t € Z*} eine Markov Kette mit Zustandsraum S = {sy, ..., s;} und Ubergangs-

matrix P.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung m = (7, ..., m;) heifit invariante Wahrscheinlich-
keitsverteilung der homogenen Markov Kette, falls gilt:

T ="7P, (1.11)

d.h.
k
Z TiPij = Tj firj=1,... k. (,,general balance*)
i=1
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Definition 1.29.

Sei {Xy;t € Z"} eine Markov Kette wie in Definition 1.10.

Startet die Kette im Zustand s; (d.h. Xy = s;), so ist der Zeitpunkt des ersten Ein-
treffens (hitting time) definiert durch

Ti; =min{n >1: X, =s,}.
Wird der Zustand s; nie besucht, so sei T;; = oo.
Die erwartete Zeit, die man bendtigt um zu Zustand s; zu gelangen, nennt man er-
warteter Eintreffszeitpunkt (mean hitting time) und definiert sie durch
iy = E(T3).

Gilt ¢ = j, so nennt man 7; dic erwartete Riickkehrzeit (mean return time).

Beispiel 1.30.
Der Zeitpunkt des ersten Eintreffens T;; ist eine Stoppzeit, da

{TZLJ :TL}:{XOZSZ‘7X1 %Sja"'aXn—l 7é5j7Xn:Sj}

gilt.

Lemma 1.31.

Sei {X;;t € ZT} eine aperiodische und irreduzible Markov Kette mit Zustandsraum
S = {s1,...,5,}+ und Ubergangsmatrix P.

Fiir jedes Paar s;,s; € S gilt, falls die Kette in s; startet:

P(T}; < 00) = 1. (1.12)

Ferner gilt:
E(T};) < oc. (1.13)

(M
ij

Beweis. Nach Korollar 1.19 existiert ein M < oo so, dass p ) > 0 fiir alle i,je{l,... k}.

Sei ein solches M fest gegeben und sei
a=min{p{)" 1 i,j € {1,....k}}.

Dann gilt a > 0.
Seien ebenfalls s;,s; € S fest und es starte die Kette in s;. Dann gilt:

P(EJ>M) = P(Xl%Sj,XQ%Sj,...,XM%Sj)

< P(Xy # s))

= P(Xu # 55| Xo=si)

= 1-PXy=s;]Xo=s5)
< 11—«
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Ferner gilt:
P(EJ >2M)
= P(XQM%Sj,.‘.,XM#Sj,...,Xl7&8]')
= ZP(XQM%Sj,...,XM:Si,...,Xl#S]‘)

= > P(Xom #sjy o Xarr # 85 | Xor = 81, Xa # 8)P(Xay = 55, X1 # 55)
= P(Xom #8jr- s Xnus # 55 | X # 55 X1 #55) Y P(Xy =55, X1 # 55)
P(Xoy # sy, Xyra1 #8i, Xog £ Siye o, X1 # S5
- Tz jp(XMQ;..J.,lesﬁ 7o D P = s X1 5)
e
< P(Xom # 85, Xa #55) Y P(Xar = si,..., X1 # 55)
< P(Xy#sj,. . X1 #5) Y P(Xy=si,..., X1 #5))
= P(Ty; > M) > P(Xy=si....X1#s))
< (1-a) Z P(Xy = si, Xy—1 # s, .., X1 # 5j)
= (I1-a)P(Xy #siy..., X1 #55)
= (1-a)P(T}; > M)
< (1—a)?
Nimmt man nun an, dass
P(Ty > (1 —-1)M) < (1—a)! (1.14)

gilt, so ergibt sich fiir jedes I:

P(T; > IM)
= P<XIM7é5j7"'7X(l—1)M#Sja"le#Sj)
= ZP(XlM#Sja---,X(l—nM:Si,---7X17é5’j)

s; €8
s,ﬁésj-

= Z P(Xin # 845 Xg-ym 7 85 | Xa—ym = 86, -, X1 # 55) -

s5; €8
Si7£‘5j

'P(X(l—l)M =54, X1 # Sj)
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= P(Xiy # 85, Xg—ymsr 7 85 | Xa—oym # 855, X1 # 85) -
: Z P(Xq-iym = si,..., X1 # 55)

;€S
si#sj
< PXuw # 85, Xag-yms1 7 85, Xa-vym 7 S5y -+ X1 # 85) -
: Z P(Xq-vym = si,..., X1 # 55)
s, €S
S;#Sj
< P(T;j>M)ZP(X(lfl)MZSia-'-aXl%Sj)
e
S (1_a)ZP(X(Zfl)MZSiy---aXl#Sj)
s;if
= (=-a)P(Xgnym # 85, X1 7 55)
= (1-a)P(T; > (1 —-1)M)
(1.14)
< (l-a)l-a)!
- ( a)la

was mit [ — oo gegen 0 strebt. Hieraus folgt P(7;; = oco) = 0, womit (1.12) gezeigt ist.
Zum Beweis von (1.13) sei darauf hingewiesen, dass gilt:

E(X)=Y kP(X=k) =Y P(X >k)
k=1 k=1
Man erhélt:
E(Ty;) = Y P(Tyy=n)=Y_ P(T;>n) (1.15)
n=1 n=0
oo (+1)M-1
= Z P(T;; > n)
=0 n=IM
0o (I4+1)M—1
< Y P(Ty; > IM)
=0 n=IM
= M) P(T; >1M)
=0
- 1 M
< M 1) =M —
= ;( e s R
[12] O
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Satz 1.32 (Existenz invarianter Wahrscheinlichkeitsverteilungen).
Fiir jede aperiodische, irreduzible Markov Kette {X;;t € Z*1} existiert eine invariante
Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beweis. Bezeichne S = {sy,...,s;} wie gewohnlich den Zustandsraum und P die Uber-
gangsmatrix der Markov Kette. Diese starte in s; und es sei

pi =Y P(X,=s;,Tn>n) fiir i=1,... k,

n=0

d.h. p; bezeichne die erwartete Anzahl an Besuchen im Zustand s; bis zum Zeitpunkt
T1; — 1. Da nach Lemma 1.31 71 = E(T};) < oo gilt und

[e's) [e's) k 00
pi:ZP(X":S“TH>n)<ZZP(Xn:3jaTll>n):ZP(T11>n)=E(T11)
n=0 n=0

n=0 j=1

ist, ergibt sich, dass auch p; < oo ist.
Fiir eine invariante Wahrscheinlichkeitsverteilung kommt also in Frage:

P1 Pk
(2R,

= (T,..., ) = - o

Zu zeigen ist also, dass m zum einen eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist und zum an-
deren die Eigenschaft (1.11) erfiillt (7; = Zle TiDij)-

Offensichtlich gilt m; > 0 firt=1,... k.

Zudem gilt:

115)  ~—
1 = E(Th) (1.19) ZP(T11>n)

n=0
ook

= ZZP(XnZSi,T11>n)
n=0 =1
koo

= ZZP(Xn:Si,T11>n)
i=1 n=0

k
= 2
i=1
womit sich ergibt:

T
ZWiIT—H;PiIL

i=1
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7 erfiillt somit die Eigenschaften einer Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Zum Beweis der Eigenschaft (1.11) sei zundchst j # 1. Dann gilt:

T

Pi
T11

1 o0

= — P(X,=s;T1>n
7_112 ( Jjo 411 )
1 [o.¢]

= T—ZP(Xn:Sj,THZn)
11

1 (o]
= =S PX,=5;,Ty>n-1)
- E:

= —ZZP Xono1 =51, X, =5;,T1n >n—1)

nlz2

= —ZZP n—1= Si,T11>TL—1)P(Xn:Sj|Xn_1:Si,T11>TL—1)

n112

= —ZZP n1—81,T11>7’L—1)P(Xn:5’j|Xn,1:Si,Xn,2#51,...7X17é51)

nlz2

1:2) —ZZP n—1 = Si,T11>7’L—1)P(Xn:Sj|Xn_1:Si)

nlz2

— —Zpr Xpno1=53,Ti >n—1)

nlz2

= _ZPUZP n—1 — 5@7T11>n_1)

1 ) k 00
= —w Y P(Xoa=s,Tn>n=1)+> p; Y P(Xo1=s,Tn>n—1)
=1 :6 =2 n=1

k 00
1
N = Zpij ZP(Xn—l =si,Ti >n—1)
=1 n=1
k 00
1
- ;ZpijZP(XmZSi,T11>m)

k

- Z Pzng Z TiPij (116)

1=1

nun auch den Fall 7 = 1 zu beweisen, sei bemerkt, dass aus der Definition von p;
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direkt folgt:

pPr =

f: P(X
>

fD(Xo = 1,111 > 0)1+P(X1 =51, X1 7&81)—#?()(2 =51, X0 # 51, X1 # 51

n = 51,111 > n)

ansl,Xn%Sl,Xn,1 7£81,...,X1 %81>+P(X0251,T11 >0)

)_|_...

~ —~

~~

+P(Xj =51, X;#51, X1 #s1,..., X1 £ s1)+- -

1

~~
=0

Damit erhalt man:

pr=1

(1.12)

ook

ZZP(Xn—IZSi7T11:n)

n=1 =1

k

ZP Xo—SZ,TH—l —|—ZZP n— 1—5“T11—7”L)

n=2 1=1

1=51,11 :nl

k
P(Xo=s1,Tn=1+Y [ Y P(Xy1=s;,Tu=n)+P(X,

~
=0 fiir n=2,...,00

00 k
P(Xy = 51,X1 = 51) +ZZP(X"*1 =5;,T11 =n)

ook
p11+ZZP(Xn_1:SZ7Xn:SI7Xn—1%Sl,,Xl#sl)

n=2 =2

o k
P11+ZZP(Xn—1=Sz’7T11 >n—1)P(Xy=s1| X1 =s5i,...

n=2 =2

oo k
pu +E:X:P(Xn—l =s;,T11 >n—1)P(X,=s1 | Xpn_1=5)

n=2 =2

00 k
P11+ Z ZpiIP(anl =s;, T >n—1)

n=2 =2
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= pn ZP(Xn—l = 51,111 >n— 1)—1-{3()(0 = 51,111 > 0)
=0 fiir :1,:2 ,,,,, [e9) ;rl

k [e%s)
+Zpi1 ZP(Xn—l =s;,T11 >n—1)
=2 n=2

n=2

= p11ZP(Xn—1 =51, 11 >n — 1)
n=1

k [e%s)
+ZP¢1 ZP(Xn—l =s;,T11 >n—1) +f(Xo = 54,111 > OZ
=2 n=2 ~

=0 fiir i=2,....k

o) k 0o
= pllZP(Xn—l =s1,T11 >n—1) +ZpilzP(Xn—1 =s;, 111 >n— 1)
n=1 =2 n=1
k 00
= Zpil ZP(Xn—l =5, T >n—1)
=1 n=1
k o)
= Zpil ZP(Xm = 5;, 111 > m)
i=1 m=0

k
= Z PiPi1
i=1

wobei man in (1.17) X,,_; # s; vernachlédssigen kann, da ausschliefllich iiber ¢ = 2,... k
summiert wird.
Mit (1.18) folgt schlieBlich:

P k 1 Kk
1
™ == E —Pibi1 = E TiPi1

und zusammen mit (1.16) ist somit (1.11) fiir 7 erfullt. [12] O

Definition 1.33.

Seien v1) = (V%l), ce V,El)) , v = (UF), ce V]£2)) und v = (vy,...,v,) Wahrscheinlich-
keitsverteilungen auf S = {sy,..., sk}

Der totale Variationsabstand zwischen v und v® ist definiert als

k
dry (v, ) = %Z ZRESZall
=1

Durch dpy wird eine Metrik auf Wahrscheinlichkeitsverteilungen beschrieben, weswegen
man folgendes definieren kann:

v™ konvergiert mit n — oo in totaler Variation gegen v (v(™ v, v), falls

lim dpy (™, v) = 0.
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Wegen der Konstanten % nimmt der totale Variationsabstand d;y auschliefllich Werte
aus dem Intervall [0, 1] an.

Gilt dry (v, v?) =0, so ist v = ).

Gilt dry (v, v?) = 1, so sind ¥V und v disjunkt in dem Sinne, dass man S in zwei
disjunkte Untermengen S’ und S” teilen kann, so dass (! sich vollsténdig in S und v(?)
sein gesamtes Wahrscheinlichkeitsmafl in S” erstreckt. (vgl. [12, S.34])

Satz 1.34 (Grenzwerttheorem fiir Markov Ketten).

Sei {X;;t € ZT} eine aperiodische und irreduzible Markov Kette mit Zustandsraum
S = {s1,..., s}, Ubergangsmatrix P und belicbiger Startverteilung p(® .

Dann gilt fiir jede invariante Wahrscheinlichkeitsverteilung 7 der Markov Kette:

) TV,

0

Beweis. {X;t € Z*} habe man durch Simulation erhalten (sieche Abschnitt 1.2).
Also:

Xo = Y0 ()
Xl - ¢(X07 Ul)
X2 = ¢<X17 UQ)

wobei ) eine giiltige Einfiihrungsfunktion fiir 19 und ¢ eine giiltige Update-Funktion
fiir P darstellt. {U,;t € Z*} ist dabei eine unabhéngige und identisch verteilte Folge von
Zufallsvariablen gleichverteilt auf [0, 1].

Sei eine zweite Markov Kette {X};t € Z"} erzeugt worden mit der giiltigen Einfiihrungs-
funktion ¢, fiir die Verteilung 7 und einer weiteren unabhéngigen und identisch ver-
teilten Folge {U/;t € Z*} von Zufallsvariablen gleichverteilt auf [0,1] (unabhéngig von

Uit € Z7}).

D.h.:
Xo = ¥a(Up)
Xi = o(Xp,Uy)
Xy = o(X1,U)

Es gilt:

X, ist fiir jedes n m-verteilt, da 7 nach Voraussetzung eine invariante Wahrscheinlich-
keitsverteilung ist. Und weil {U;;t € Z*} und {U};t € Z*} als voneinander unabhéngig
angenommen wurden, sind auch {X;;¢ € Z*} und {X];t € Z"} voneinander unabhéngig.
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Zu zeigen ist nun, dass es ein n gibt so, dass X, = X/ (, d.h. dass die beiden Ket-
ten mit der Wahrscheinlichkeit 1 aufeinander treffen).
Hierfiir sei der Zeitpunkt des ersten Treffens definiert durch:

T=min{n: X, =X}

Es gelte T' = oo, falls die beiden Ketten nie aufeinander treffen.
Da {X;;t € Z*} aperiodisch und irreduzibel ist, findet man mit Hilfe von Korollar 1.19
ein M < oo so, dass

(M)

pi; >0 fir alle 7,5 € {1,...,k}.

Sei
a=min{p\)" 1i e {1,....k}}.

Es gilt offensichtlich o > 0.

Man erhélt:
P(T<M) > P(Xy=X)y)
2 P(XM = Sl,X]/w = 51)
= P(XM = Sl)P(X]/W = 81)
k k
= (Z P(Xy = s;, Xy = sl)> (Z P(X} = s;, X}, = 31)>
i=1 =1
k
= (Z P(Xo=s)P(Xy =s1| Xo = s,)) (Z P(X} = s)P(X}, =51 | X}, = s))
i=1 =1
k k
> (aZP(XO = sl)> (aZP(X(’) = sl)> =a?
i=1 =1
und somit
P(T>M)<1-a?
Damit folgt:
P(T > 2M)
= P(Xon # Xbppo oo Xo # X))
P(X2M7£X5M7"'7X07éX(/)) / /
= CP(Xu £ X, Xo # X,
P(Xa # X4, ..., Xo # X)) (Xar 7 Xap, - Xo # Xo)
< P(Xon # Xbyyoo oo Xo # X)DP(Xpy # Xhyo o, Xo £ X))
< P(Xy# Xy Xo# X)P(Xyy # Xhyo o, Xo # X))
= P(T > M)P(Xy # Xy, -+, Xo # Xg)
< (1—-®)P(Xpr # Xby, o, Xo # X))
= (1-a*)P(T > M)
< (1-a?)?

32



Unter der Annahme, dass
P(T>(1-1)M)<(1-a*)t (1.19)
gilt, ergibt sich analog fiir jedes [:
P(T > IM)
= P(Xu # Xy, ... ,X(l_l)M#XE,_DM,...,XO;AX{))

P( X # X[ops - - Xo # X{)
P(Xq-1ym # X(lfl)M’ o Xo # X))
P(Xim # Xipgo - Xo # XO)P(X—nym # XE,_I)M, oo Xo # X))
P(T > M)P(Xq-1ym # X(’lfl)M, o Xo # X))

(1-a ) (Xl HM #X/zq)Ma--on 7£X(/])
(1—a?)P(Ty; > (1— 1)M)
(

: P(X(lfl)M 7& XEI—I)M: B aXO 7£ X(,))

INIAIA

< (1-a®)(1-a)
= (1-a.
was mit [ — oo gegen 0 strebt. Also:
nhjgo P(T >n)=0, (1.20)

was bedeutet, dass die beiden Markov Ketten mit der Wahrscheinlichkeit 1 aufeinander
treffen.
Als néchstes wird eine dritte Markov Kette {X/';t € Z*} konstruiert. Hierfiir soll gelten:

X =X
und fiir jedes n:

Xl/

{ (X!, Upyn) , falls X! # X,
n+1 — =

o(X), U ) , falls X = X7

D.h. die Kette {X/;t € Z*} verhilt sich exakt wie die Kette {X;;t € ZT}, bis sie
zum Zeitpunkt T auf die Kette {X};t € Z*} trifft. Ab diesem Zeitpunkt nimmt sie das
Verhalten der Kette {X];¢ € Z*} an. Diese dritte Kette ist tatséchlich eine Markov Kette
mit Ubergangsmatrix P, weil es sich bei den verwendeten Zufallsvariablen um ,neue* auf
[0, 1] gleichverteilte Variablen handelt. Sie sind somit unabhéngig von allen vorherigen
Zufallsvariablen. Ob die neue Kette sich auf U, oder U] bezieht, héngt zwar von den
vorherigen Zufallsvariablen ab, dies spielt jedoch keine Rolle, da U,,41 und U], ; zum einen
dieselbe Verteilung vorweisen und zum anderen unabhéngig von allen vorherigen Werten
bis zum Zeitpunkt n sind. (vgl.[12, S. 37]) Wegen X/ = X, ist X! p@-verteilt und somit
hat X” fiir jedes n die Verteilung u(™.

Hiermit erhélt man nun fiir jedes i € {1,...,k}:

W~ = P(X!=s)— P(X,=s)

< P(X!=s;)—P(X!=s;,X =)
— P(X! =5, X, £ 5)

< P(XG # X))

= P(T >n),
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was nach (1.20) mit n — oo gegen 0 strebt.
Auf dieselbe Weise ergibt sich:

m— " < P(T > ),

was ebenfalls mit n — oo gegen 0 strebt.
Hieraus folgt schliefSlich
lim ]ugn) —m| =0,

was wiederum bedeutet, dass
1
Jimy dpy () 7) = i 53 ? — ] =0

und somit p(™ R gilt. [12] O

Satz 1.35 (Eindeutigkeit der invarianten Wahrscheinlichkeitsverteilung).
Jede aperiodische, irreduzible Markov Kette {X;;t € Z"} besitzt genau eine invariante
Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beweis. Sei P die Ubergangsmatrix der Markov Kette. Nach Satz 1.32 existiert mindes-
tens eine invariante Wahrscheinlichkeitsverteilung der gegebenen Markov Kette.
Seien 7 und 7’ zwei (moglicherweise verschiedene) invariante Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen von {X;;t € Z*}. Angenommen, die Kette startet mit der Startverteilung pu(® = 7'.
Da 7/ invariant ist, gilt:

pV =pOp=n'P=r"

Durch Iteration erhélt man p™ = 7’ fiir alle n € Z*. Nach Satz 1.34 gilt auf der anderen
Seite jedoch:

0 IV, o

d.h.
lim dpy (™, 1) = 0.

n—oo

Da aber pu(™ = 7’ ist, ergibt sich:

lim dpy (7', 7) = 0.

n—oo

Und weil dry (7', 7) nicht von n abhéngt, gilt dry (7', ) = 0, was bedeutet, dass 7’ = 7
ist. [12] O
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Definition 1.36.

Sei {X,;t € Z*} eine Markov Kette mit Zustandsraum S = {s1,...,s;} und Ubergangs-
matrix P.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung 7 auf S heifit reversibel fiir die Markov Kette (oder
fiir die Ubergangsmatrix P), falls fiir alle 4,7 € {1,... k} gilt

TiDij = T;Dji (,,detailed balance®) (1.21)

Die Markov Kette heifit reversibel, falls eine reversible Verteilung fiir sie existiert.

Satz 1.37.

Sei {X,;t € Z*} eine Markov Kette mit Zustandsraum S = {s1,...,s;} und Ubergangs-
matrix P.

Ist 7 eine reversible Verteilung der Markov Kette, so ist 7w ebenfalls eine invariante Wahr-
scheinlichkeitsverteilung dieser Kette.

Bewers. Es gilt:

k k k
(1.21)
Ty =Ty E bji = E TiPji = E TiDij -
i=1 =1 1=1

[12] 0

1.5 Rekurrenz und Transienz

Definition 1.38.
Sei {Xy;t € ZT} eine Markov Kette mit Zustandsraum S = {sy,..., sy}
Ein Zustand s; € S heifit rekurrent, wenn

P(X,=s; firoo-vielen| Xy=s;)=1
gilt und er heifit transient, wenn
P(X,=s; firco-vielen | Xg=35;)=0

ist.
Ein rekurrenter Zustand heifit positiv rekurrent, wenn

E(Ty;) < oo
gilt. Anderenfalls nennt man s; null rekurrent.

Eine Markov Kette heifit (positiv) rekurrent bzw. (null rekurrent) transient, wenn jeder
ihrer Zustédnde (positiv) rekurrent bzw. (null rekurrent) transient ist.
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Beispiel 1.39.

Ein Zustand ist also rekurrent, wenn man unendlich oft zu ihm zuriickkehrt. Transient
bedeutet, dass man diesen Zustand eventuell fiir immer verlasst.

Folgendes Diagramm veranschaulicht dies:

3 ()
PPN
CO——0O——

Bei Zustand a handelt es sich hier z.B. um einen transienten Zustand, der nicht mehr
erreicht wird, wenn er ersteinmal verlassen wurde. Es gilt also

P(X,=a firoco-vielen| Xg=a)=0

Die Zustédnde b, c und d sind dagegen rekurrent, da man immer wieder zu ihnen zuriick-
kehrt, d.h. fiir s = a, b, d gilt

P(X, =s fiir co-viele n | Xg =s) = 1.

Definition 1.40.
Sei {Xy;t € Z"} eine Markov Kette mit Zustandsraum S = {s1, ..., s }. Die Kette starte
in s;.
Entsprechend des ersten Eintreffzeitpunkts (hitting time)
T;; =min{n >1: X, =s,}
ist der Zeitpunkt des r-ten Eintreffens (rth passage time) definiert durch:

7O =0, TV =T,

)

und, firr=0,1,2,...,

ﬂ(fﬂ) = min{n > Ti(f) +1:X,=s,}.

Entsprechend der letzten Definition betriagt die Lange des r-ten ,, Ausflugs®:

g _ § T =T falls T < oo
“ 0 sonst
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Lemma 1.41.

Sei {Xy;t € Z*} eine Markov Kette mit Zustandsraum S = {sy, ..., sx} und Ubergangs-
matrix P und es sei Xo = sl
Fiir r =2,3, ... ist SZ] : J Y < oo gegeben, unabhingig von {Xm :m < T 1) } und es
gilt:

P(SY =n | TS < 00) = P(Ty; = n).

Beweis. Es sei T' = Ti(ffl). Dann ist T eine Stoppzeit von {X;;t € Z*} und mit T < oo

gilt automatisch Xp = s;. Mit Hilfe der starken Markov Eigenschaft (Satz 1.27) ist

{ X7t € ZT) eine Markov Kette mit Ubergangsmatrix P und unabhingig von X, X1, ..., Xr.
Folgend aus der Definition gilt aber

Si(;) =inf{n >1: Xpy, =s;}

und somit ist SZ(; ) der Zeitpunkt des ersten Eintreffens der Kette {Xrit € ZT} im
Zustand s;. Damit ergibt sich:

n | T < o0) = P(Tj; = n).

ij

~
N
2
I

[20] 0

Definition 1.42.
Fiir die Markov Kette {X};¢ € Z*} mit Zustandsraum S bezeichne

Vii= ) 1 (X))
1=0

die Anzahl der Besuche im Zustand s; € S.

Lemma 1.43.

Sei {X,;t € Z*} eine Markov Kette mit Zustandsraum S = {s1,...,s;} und Ubergangs-
matrix P. Die Kette starte in s;.

Ist weiter f; := P(Tj; < o), dann gilt fiir r = 0,1,2,.. .:

P(Vii > 1) = P(T, < 00) = f}.

Beweis. Da Xy = s; gilt, ist auch {V;; > r} = {T(T < 00}
Fiir r = 0 ist somit
= P(Vyi > 0) = P(T}" < o0) = f/
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Man zeige nun die allgemeine Aussage mit Hilfe der Induktion:
Es gelte P(V;; > 1) = P(T(T) < 00) = fI fiir jedes r.

Dann gilt:
P(Vizr+1) = PI] <o)
P(TY < 00,591 < o)
= P(S; () < o | T; ) < oo)P(Ti(iT) < 00)
Lemma
2 P(Ty < oo>P<T5> < 0)
fifi
TS
[20] 0
Satz 1.44.

Sei {X;;t € Z*} eine Markov Kette mit Zustandsraum S = {s1,...,s;} und Ubergangs-
matrix P und die Kette starte in s;.
Dann gelten folgende Aussagen:

(n)

(i) ist P(T}; < oo) = 1, dann ist s; rekurrent und es gilt >~ p;”’ = oo;
(i) ist P(T;; < 0o) < 1, dann ist s; transient und es gilt >~ Op”") < 00.

Insbesondere ist jeder Zustand entweder rekurrent oder transient.

Bewers. Ist

P(Tis < 00) =1 (1.22)
so gilt mit Hilfe von Lemma 1.43
P(Vii = 00) = lim P(V;; > 1) = lim P(T{) < 00) = lim f7 = lim P(Ty < o0)” "2 1.

s; ist somit rekurrent und es gilt weiter:

ZPE?) = ZP(Xn =i | Xo=si) = ZE (Ls(Xn)) = B (Z 1{si}(Xn)) = E(Vii) =

Ist andererseits
P(T; < 0) < 1,
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dann gilt mit Lemma 1.43:

ipﬁ” = E(Vi)
n=0

und somit ist P(Vj; = c0) = 0 und der Zustand s; ist transient. [20] O

Satz 1.45.

Sei {X;;t € Z*} eine Markov Kette mit Zustandsraum S = {s1,...,s;} und Ubergangs-
matrix P.

Wenn s; € S und s; € S miteinander kommunizieren, dann sind sie entweder beide
rekurrent oder beide sind transient.

Beweis. Nach Definition 1.11 kommunizieren die beiden Zusténde s;, s; € S miteinander,

wenn es ein m > 0 und ein n > 0 gibt so, dass p\™ > 0 und pg.?) > 0 gilt.

ij
Geht man von s; nach s; in m Schritten, danach von s; nach s; in /N Schritten und
anschlielend von s; nach s; in n Schritten, so hat man einen Weg von s; zuriick nach
s; in m + N + n Schritten. Aus diesem Grund gilt mit Hilfe der Chapman-Kolmogorow-

Gleichung (1.3):

m+N+n (N+n) m N n .
P = R = 0 e e = e i alle N > 0.

s;€8 s;€8 s€8

Und daraus ergibt sich

oo

(m+N+n)
Z p]] — m) (n) Di;
ij ji N=0

Sei nun s; transient. Dann gllt mit Satz 1.44

(N) (m+N+n) _
D opy < ( Z
N=0 pij i N=
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Nach Satz 1.44 ist somit s; ebenfalls transient.
Ersetzt man ,,<“ durch ,,=%, ergibt sich mit Satz 1.44 entsprechendes fiir die Rekurrenz.
3], [20] O

Definition 1.46.
Sei {X;;t € Z1} eine Markov Kette. Fiir einen festen Zustand s, sei die erwartete Anzahl
der Zeitpunkte, die zwischen den Besuchen in s, in s; verbracht werden, bezeichnet durch:

Trr—1
’7: = F (Z 1{51-}(Xn)> .
n=0

D.h. 4] bezeichnet die erwartete Anzahl der Besuche in s; vor dem ersten Eintreffen in s,.

Lemma 1.47.

Sei {Xi;t € ZT} eine irreduzible und rekurrente Markov Kette mit Zustandsraum
S ={s1,...,5,+ und Ubergangsmatrix P. Und es sei s, € S beliebig aber fest.
Dann gilt:

(i) 7 =1;
(i) v = (7 1€ {l,...,k}) geniigt der Gleichung 7" P = 4";

(ili) 0 <~ < oo fur alle i € {1,...,k}.

Beweis. (i) Da {T,, =n} ={Xo =5, X1 # Sp,..., Xp_1 # S, X, = 8.} gilt, ist

Trr—1
n=E (Z 1{57.}<Xn>) =1
n=0

offensichtlich.

(ii) a) Sei zunéchst s, # s;.
Firn =2,... gilt dann:
P(Xn—l = Sian - Sj7T7‘7‘ Z n | XO — S’I‘)
P(Xn—l = Sz’7Xn - SjaXO = SraTrr Z n)

P(Xo=s,)
 PXy=s5 | Xy =5,X0=5,Tr >n—1)P(X, 1 = 8;, Xo = 8., T, >n— 1)
B P(X, = s,)
(12) P(Xp =55 | X1 = 8)P( X1 = 8i, Xo = 80, Ty > — 1)
B P(Xo = s,)
= p;P(Xn1=9,Tr>n—1|X,=35,) (1.23)
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Fiir n = 1 ergibt sich:

P(Xn—l = Sian = Sj7T'rr >n | XO = Sr)
P(XO :SiaXn :SjaTrr >n | XO :31")

= 0
= pz]P(XO =8, 1 >0 | Xo = ST‘)
= piyP(Xp-1=5,T, >n—1]Xg=5s,) (1.24)

b) Es sei nun s, = s;.
Dann gilt fiir allen = 2,3, ...

P(Xn—l = SraXn = Sj7TTT Zn | XO = ST) =0 :prjP(Xn—l = 3r7Tr'r >n—1 | XO = Sr>‘
Fiir n = 1 erhélt man:

P(anl :Si;Xn :Sj7Trr >n ’ XO :ST)
= PXo=s5,X1=5;,T,>1|Xo=s5,)
P(XO = 5r>X1 = Sj7XO = SraTrr > 1)

P(Xy=s,)
 P(Xy =85 | Xo =80, Top > 0)P(Xo = 8, Xo = 8, Ty > 0)
B P(Xo = s,)
12) P(X1=s;|Xo=s5,)P(Xo= 8., Xo=8,,Tr >0)
B P(Xy = s,)

= prjP(XO = SraTrr >0 | Xo = Sr)
= pijP(anl = Si,Tm« >n—1 | X() = ST)

Da {X;;t € Z"} nach Voraussetzung rekurrent ist, ist 7}, < oo und es gilt Xo = X7, = s,.
Deshalb erhélt man:

T’r"r'_l
vo- a3 )
n=0
Xo=X da
07: Trr E Z 1{8J}(Xn)>
n=1

- 2T tumen)
n=1

= Y P(Xa=sTw 20| Xo=5) P(Xo=5,)
n=1

= ZZP(anlZSi,XHISjjTTTZTL‘XO:ST).P(XO:ST)

$;i€S n=1

ZpijZP<Xn—l =s;,1.w>n | X = Sr)-P(XO _ Sr)

Si€S n=1
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- Z Dij Z E (L{s, 1 —12m} (Xm))

$;€S m=0

= > piE (2 1{si}(Xm)>

$; €S

= Z Vi Dij

$; €S

und somit ist v"P =~".

(iii) Wegen der vorausgesetzten Irreduzibilitét existieren fiir alle s; € S ein n > 0 und
cin m > 0 so, dass p{” > 0 und p7” > 0.

Mit (ii) gilt: " =~"P™ und somit 77 = > /P
Daraus ergibt sich fiir alle s; € S:

(m)
1)

T (“) T m r m (7’) m
7Nl >l 2 pl > 0

SjES
und @) @)
el <3 i Ear 2,
SjGS
woraus schliellich 0 < 7] < oo folgt. [20] O

Lemma 1.48.
Sei {X,;t € Z*} eine irreduzible Markov Kette mit Zustandsraum S und Ubergangsmatrix
P. s, € S sei beliebig aber fest und A = (A1, Ag,...) sei eine invariante Verteilung der
Kette mit A\, = 1.
Dann gilt:

A=,

d.h.
i >0 firallei =1,2,....

Ist {X;;t € Z"} zusétzlich rekurrent, dann gilt:

T

A=7".

Beweis. Fiir jedes s; € S gilt:
Siy €S
= Z )\ilpilj + )‘Tij

siy €s
Sil #sr
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Z Z AisPisiy Pirj + 1 Drj
541 €5 5i,€S

811 TS o, e’
=i

Z Z NigDigis Pirj + ANePrinDinj + Prj

i €S si2€S
silyés»,« .57;27557-

Z Z )\i2pz‘2i1pi1j + Drj + Z DriyDiyj

i €S siQES

siy #sp Sig #sp

S

i1 €S

Siq #sr

§ : ttt z : >\7;7L71pi’rLflianpianinfS o .pi27;1pilj

siIES sin71€S
sjy #sr 84,1 #sT
+ | Prj+ Z DriyPij + ...+ Z e Drin_y *** Digir Dirj
; €5 ;€5 si, €S
8jy #sr sy s Sipy_ 1 75T

Weiter ist fiir alle n > 1:

P(X,=s;,T. >n|

J

Korollar
1.3

siq es
Siq #sr

P(X():ST,Xl = Si1y- -

P(X() = 37‘)

P(Xy= T
Z MPQQ = s, | Xo :$r>"'P(Xn:5j | X1 = si,0)

P(XO = 87«)

€S
#sr

s
tn—1

ss
n—1

Z Priy ** Pip_1j

Sipn_1 es

Sin_1 #sp

Und somit ergibt sich fiir s; # s,:

Aj = et Z PriPij + -+ Z
i, €S

siq €s
8iy 751 8y #Sr

Prip_1 " PisiyPirj
es

s
tn—1
s; s
i1 75T

= P(XlzsjaTr'rzl|XO:57")+"'+P<XTL:5j>TrrZn|XO:5T)7
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was mit n — 00 gegen 7; konvergiert, weswegen
A > AP
ist.

Ist die Markov Kette rekurrent, so ist v* nach Lemma 1.47 invariant. Setzt man p = A\—~*,
ist 4 > 0 und wegen

i = A=

ist u ebenfalls invariant.
Da {X;;t € Z'} nach Voraussetzung irreduzibel ist, gilt pgf ) > 0 fiir einige n, s; gegeben.
Zusétzlich ist

0= M — o == S
Wo=p Z Wiy > ip,
=1 -1 SJES
woraus g; = 0 und somit \; = ¥ folgt. [20] O

Satz 1.49.
Sei {X,;t € Z*} eine irreduzible Markov Kette mit Zustandsraum S und Ubergangsmatrix
P.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) jeder Zustand ist positiv rekurrent;
(ii) einige Zusténde s; sind positiv rekurrent;

(iii) {Xy;t € ZT} besitzt eine invariante Wahrscheinlichkeitsverteilung 7.

Ist ferner (iii) erfiillt, gilt 7;; = E(T};) = Wi fiir alle s; € S.

Beweis. (i)=-(ii) Das ist offensichtlich.
(ii)=-(iii) Ist der Zustand s; positiv rekurrent, d.h. E(T};) < oo, so gilt P(T}; < o0) =1
und laut Satz 1.44 ist s; somit auch rekurrent. Weil {X;;¢ € Z"} irreduzibel ist, sind mit
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Satz 1.45 alle Zusténde und damit die gesamte Markov Kette rekurrent.
Nach Satz 1.47 ist 4 dann invariant. Die Kette starte in s;. Dann gilt:

2. = ZE(Hil{sJ} )

SjES SJES

= Z E (Z Ly ( 1{n<T”-—1}>

s;€8 n>0

= Z ZE 1{5 1{n<T”-—1}>

s;€8 n>0

= ZZP n=25;,T; —1>n)

n>0 s; €8

= Y P(Ti>n+1)

n>0

= iP(TiiZn)

und somit definiert m; = % eine invariante Wahrscheinlichkeitsverteilung.
(iii)=(i) Sei s, € S beheblg aber fest. Weil die Kette {Xy;¢ € Z"} irreduzibel ist und
> s,es ™ = 1 gilt, ergibt sich

— Z " > 0 fiir einige n.

S; €S
Sei A; = ™. Dann ist A eine invariante Verteilung mit A\, = 1 und mit Lemma 1.48 gilt
A>A. Damlt ist
Z%<Z :—<oo (1.26)
s;i€S SZES

und s, somit rekurrent.
Mit dem Wissen, dass die gesamte Markov Kette also rekurrent ist und zusammen mit
Lemma 1.48 ist A =" und in (1.26) gilt schlieBlich 7., = ﬂir [20] O
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1.6 Der Ergodensatz

Satz 1.50 (Starkes Gesetz der groflen Zahlen).
Sei {Y;;t € N} eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten, nichtnegativen
Zufallsvaraiblen mit E(Y]) < oo.
Dann gilt
Yitoo+Y,

— E(Y]) mitn — oo fast sicher.
n

Beweis. siche z.B. [3, S.47-49] O

Lemma 1.51 (Regenerative Cycle Theorem).
Sei {X;;t € ZT} eine Markov Kette mit Anfangswert s, der fast sicher rekurrent ist,
d.h.

P(X, =s; fiir co-viele n) =1 fast sicher.
Ty = tq1,t9,... bezeichne die erfolgreichen Riickkehrzeiten zum Zustand s; und es sei
tl == 0
Dann sind

{tha th+1> e 7th+1—1; k> O}
unabhéngig und identisch verteilt. Vgl. [3, S. 87]

Lemma 1.52.
Sei {Xi;t € ZT} eine irreduzible und rekurrente Markov Kette mit Zustandsraum
S ={s1,...,s,} und Ubergangsmatrix P. Die Kette starte in s;.

v ={~i,...,7i} wird als das kanonische invariante Maf} assoziiert mit s; bezeichnet.
Es gilt
T
%1 =L (Z 1{81}(Xn)1{nST11}> =E (Z 1{Sj}<Xn)> (1.27)
n>1 n=1

Firn > 1 sei
U(”) = Z 1{51}(Xj) (128)
j=1

die Anzahl der Besuche im Zustand s; bis zum Zeitpunkt n.
Weiter sei f: .S — R so, dass

> £ (sl < 0. (1.29)

Sj es

Dann gilt fiir jede Startverteilung (%)

lim
Ntoo v(

N
i\f) Z f(Xh) = Z f(Sj)’Y]1 fast sicher. (1.30)
=1

Sj es
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Beweis. Es seien T} = ty,ts, 13, ... die erfolgreichen Riickkehrzeiten zum Zustand s; und

es sei
tp+1

Y orx

n=tp+1

Nach Lemma 1.51 ist {U,;p € N} eine unabhéngige und identisch verteilte Folge. Man
nehme weiter an, dass f > 0 gilt. Zusammen mit der starken Markov Eigenschaft erhalt
man:

BU) = E(iﬂxn))

= F Z Z f(sj)l{Sj}(Xn)

n=1s;€S

= Z f(s;)E (Z 1{5j}(Xn>>

Sj es

= Z f(si)z;

Sj es

Nach Voraussetzung ist ZSJ_ csf (sj)v} < 00. Zusammen mit dem Gesetz der grofien Zah-
len ergibt sich:

li U =
,ﬁn > Sl

s;€8
und somit
n+l
hm— Z f(X)) = Z f(sj)vjl». (1.31)
nToo N
I=T11+1 s;€8
Da

Loy <N < lym)+1

gilt, erhélt man )
S FX) c o (X)) XET (X))
on) T wn) T v(n)

Wegen der vorausgesetzten Rekurrenz gilt lim,1o, v(n) = co. Zusammen mit (1.31) streben

.....

bewiesen wére.

Fiir den Fall, dass nicht nur f > 0 gilt, erlangt man die gewiinschte Aussage, indem man
(1.30) getrennt aufschreibt fiir f+ = max(0, f) und f~ = max(0, —f) und anschliefend
die Differenz der beiden entstandenen Gleichungen bildet. Wegen (1.29) ist diese Differenz
nicht von der Form oo — oo. (vgl. [3, S. 113])

3] O
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Aus (1.25) geht

Z ’Y] E(Tw)

s;€8
hervor. Startet die Markov Kette in sy, so gilt fiir alle e = 2,... k:
v = Z E (145,3(X0) Ln<riny)

n>1

= ZP(XI%Slw"aanl %SlaXnZS'L)

n>1

= > P(Xy=s;,Tu>n)

n>1

= Y P(X,=5,Ti>n). (1.32)

n>0
Zum Beweis der Existenz einer invarianten Wahrscheinlichkeitsverteilung (Satz 1.32) wur-
de bereits gezeigt, dass fiir die invariante Wahrscheinlichkeitsverteilung 7 gilt:

_ P
E(Ty)

mit
= ZP(Xn = Si,TH > n)
n>0
Mit (1.32) ist x; = p; fiir alle t = 2,... k.
Dies gilt auch fiir ¢ = 1, denn

pr=1=> E(Ly(Xa)lmen,y) =7

n>1

Aus alldem folgt schliefllich mit

1 1

Pi Vi Vi
. _ _ 7 1.33
E(Tn) E(Tll) ZSJ'GS fyjl ( )

dass m durch Normierung von ~! hervorgeht.

Satz 1.53 (Ergodensatz fiir Markov Ketten).
Sei {X;;t € ZT} eine irreduzible und positiv rekurrente Markov Kette mit Zustandsraum S
und invarianter Wahrscheinlichkeitsverteilung m. Weiter sei f : S — R so, dass gilt:

> £ (si)|mi < oo (1.34)

s;€S

Dann gilt fiir jede Startverteilung (%

1 .
]{71%1010 N Z f(X Z f(si fast sicher.

j=1 $; €S
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Beweis. Man wende Lemma 1.52 auf f = 1 an. Bedingung (1.29) ist erfiillt, da im positiv
rekurrenten Fall Y7 ¢ = E(T11) < oo gilt. Aus diesem Grund gilt mit (1.30):

NToo v( Z %

s;€8

Weil f (1.34) erfiillt und = und 7m wegen (1.33) proportional zueinander sind, erfiillt f
auch (1.29). Aus diesem Grund ist

N
N'm DX =D f(si)

lim
]:1 s;€S

Durch Kombination der beiden obigen Gleichungen ergibt sich:

lim —Zf i —M (1.35)
Nooo N Naoo N v( ~ > L '

s;€5 1)

Mit (1.33) folgt schlielich die gewiinschte Aussage. [3] O

Diese Version des Ergodensatzes fiir Markov Ketten ist eine Art Gesetz der grofien Zahlen
und kann bei einer Simulation benutzt werden. Ist ndmlich 7 unbekannt, kann man mit

Hilfe dieses Satzes GroBen vom Typ E.(f(Xp)) schitzen. (vgl. [3, S. 113])
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Kapitel 2

Markov Ketten Monte Carlo
Methode

Mit Hilfe der Markov Ketten Monte Carlo (MCMC) Methode wird eine Markov Kette
mit Ubergangsmatrix P simuliert. Die Aufgabe besteht darin bei gegebener Wahrschein-
lichkeitsverteilung 7 auf einem sehr grofien endlichen Zustandsraum S = {1,..., k}! eine
Stichprobe aus S unter der Wahrscheinlichkeitsverteilung 7 zu ziehen. D.h. es wird eine
Markov Kette iiber dem Zustandsraum S konstruiert, die die invariante Wahrscheinlich-
keitsverteilung 7 besitzt. (vgl. [27])

Die Idee dabei ist folgende:

Angenommen, es gelingt eine aperiodische und irreduzible Markov Kette {X;;t € Z*}
mit invarianter Verteilung 7 zu konstruieren. Dann besagt Satz 1.34, dass bei beliebiger
Startverteilung p(® die Verteilung der Kette zum Zeitpunkt n mit n — oo gegen 7 kon-
vergiert. Das bedeutet, ldsst man die Markov Kette eine ausreichend lange Zeit n laufen,
so kommt die Verteilung von X, der invarianten Verteilung 7 sehr nahe.

2.1 Hastings Algorithmus

Eine allgemeine Konstruktion einer Markov Kette {X;;¢t € Z*} mit Zustandstandsraum
S, Ubergangsmatrix P und invarianter Wahrscheinlichkeitsverteilung 7 wurde 1970 durch
Hastings [13] geliefert. (vgl. auch [3])

Gesucht werden hierfiir Ergebnisse der Form

Dij = QijQij fir i # j

pi =1-— Z Dij
i#£]
wobei ) = (g;;) eine beliebige Ubergangsmatrix zum Zustandsraum S, die sogenannte
Kandidat-erzeugende Matrix mit den Vorschlags-Wahrscheinlichkeiten g;;, ist.

mit

Tm Folgenden We{den 0.B.d.A. die Zustandsriaume ausschliellich von der Form {1,2,... .k} sein. Fiir
die Bezeichnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten ergibt sich entsprechend p;; = P(X; = j | Xo = 7).
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Definition 2.1.
Die Akzeptanz-Wahrscheinlichkeit «;; des Hastings Algorithmus ist definiert durch

Sij
1 n Tiqij

7345

QG = fiir qji > 0

und
Q5 = 0 fiir qji = 0.

Y = (s;;) stellt hierbei eine symmetrische Matrix dar, die so gewahlt werden muss, dass
a;; € 10, 1] fir alle 4,7 € S

gegeben ist.

Der Hastings Algorithmus funktioniert wie folgt:

Angenommen, die Markov Kette befindet sich zum gegenwiértigen Zeitpunkt ¢ im Zustand
1, also X; = . Dann wird der Vorschlag j fiir den folgenden Zustand mit der Wahrschein-
lichkeit ¢;; gew&hlt. Ist i # j, so wird dieser neue Zustand mit der Wahrscheinlichkeit o;
angenommen, also gilt dann X, = j und p;; = ¢;;c;, oder andernfalls ist der néchste
Zustand X; 11 = X = 1.

Die aus diesem Algorithmus resultierende Markov Kette erfiillt folgenden Satz:

Satz 2.2.
Wird eine Markov Kette mit Hilfe des oben beschriebenen Hastings Algorithmus konstru-
iert, so ist m deren invariante Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beweis. Es seien wie oben beschrieben 7 eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, @ = (g;;)
eine Kandidat-erzeugende Matrix und ¥ = (s;;) eine symmetrische Matrix. Weiter gelte

Dij = qijQj fiir i # j
mit
L
Qij = 1 migij *
5454
Dann erhéilt man:
TiPij = TiQijCQij
_ o Sij
- 771%] 1 + Tidij
T59ji
_ o Sij
= Ty wgsimias
3451
_ 3 4ji
= TiqijSij

Tjqji + Tidij
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Tidij
= Q8 ——2—— (2.1)
34gi°gi
Tidij + Tjqji
750 Tiqij+T;5 455
Tiqij
L
= quﬂW
Tiqij
= T4

wobei in (2.1) benutzt wurde, dass die Matrix ¥ symmetrisch ist.

Mit (2.2) und Satz 1.37 folgt, dass m die invariante Wahrscheinlichkeitsverteilung der
konstruierten Markov Kette ist. O

Ist somit zusétzlich gegeben, dass die konstruierte Markov Kette aperiodisch und irredu-
zibel ist, so besagt Satz 1.34, dass die Verteilung der konstruierten Kette zum Zeitpunkt
n mit n — oo gegen 7 konvergiert. Ob diese Eigenschaften erfiillt sind, hingt von der
Wahl von ) ab und muss jeweils bei den spezifischen Anwendungen iiberpriift werden.

Zusammenfassung:
Angenommen, gegenwértig ist X; = 1.
Dann gilt fiir die Vorgehensweise des Hastings Algorithmus:

(i) wihle einen Zustand j mit Hilfe der Verteilung, die durch die i-te Zeile von @
gegeben ist

(i) nehme X;,; = j mit der Wahrscheinlichkeit «;; an oder andernfalls setze
Xipp =X =1

(iii) gehe zu (i)
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2.2 Metropolis Algorithmus

Eine speziellere Form des von Hastings verallgemeinerten Algorithmus wurde bereits 1953
von Metropolis et al [17] entwickelt und 1995 noch einmal von Chib und Greenberg [6]
beschrieben.

Es handelt sich hierbei um einen Hastings Algorithmus mit einer explizit angegebenen
Akzeptanz-Wahrscheinlichkeit o;;:

Definition 2.3.
Die Akzeptanz-Wahrscheinlichkeit o;; des Metropolis Algorithmus ist definiert durch

ﬂ'. ..
o = mm{ ]qﬂ, 1} fiir TiQij > 0
Tiqij
und
;=1 sonst.

Oft wird der Metropolis Algorithmus als Kombination des Hastings Algorithmus mit der
oben definierten Akzeptanz-Wahrscheinlichkeit auch als ,,Metropolis-Hastings Algo-
rithmus* bezeichnet.

Die Konstruktion von «;; (siehe [6, S. 329]) erfolgte mit dem Ziel, dass die konstruierte
Kette reversibel ist und somit folgender Satz gilt:

Satz 2.4.
Wird eine Markov Kette mit Hilfe des Metropolis Algorithmus konstruiert, so ist m deren
invariante Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beweis. Es seien 7 eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, () eine Kandidat-erzeugende Ma-
trix, a;; wie in Definition 2.3 und es gelte

Dij = qijQij fiir o # J.
Nach Satz 1.37 ist zu zeigen, dass
TiPij = MiQijCij = Tjq5iCj; = TjPji

erfiillt ist.
Fiir den Fall m;q;; = 0 ist diese Aussage trivial, da dann «j; = 0 gilt und sich somit auf
beiden Seiten 0 ergibt.
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Es sei also m;q;; > 0. Dann sind drei Félle zu unterscheiden:

1. Fall:
Es gilt oy; = min{ﬂj—qﬁ 1} — Ti%i

Tiqij’ miqij |

D.h. es ist ;¢ < mq;; und somit gilt o;; = min {M, 1} =1.

Tj454

Es ergibt sich also:

Tj9ji

TiPij = TiQijCQij = WiQijr = Tj5i - 1 = mq5005: = Tipji.
1Y)
2. Fall:
Es gilt o = min{w, 1} =1.
45

D.h. es ist entweder 7,q;; = m;q;; (siehe 3. Fall)
oder es gilt m;q;; > m;g;; und somit «j; = min {%, 1} = %
In diesem Fall erhélt man:
TiDij = TidijQj = Tigij - 1 = Wijiﬂ = Qi3 = T;Pgs-
5454

3. Fall:
Es gllt Tiq5; = TiQij-
Hieraus folgt a;; = a;j; = 1 und somit trivialerweise
TiPij = TiGij - 1 = miqji - 1 = m;pji.

]

Ist also gegeben, dass die konstruierte Markov Kette zusétzlich aperiodisch und irreduzibel
ist, kann auch hier Satz 1.34 angewandt werden. Somit sind von der Wahl von @) zwei
Dinge abhéngig:

(i) die Aperiodizitét und die Irreduzibilitdt der Kette, sowie

(ii) die Akzeptanzwahrscheinlichkeit ay;.

(i) muss auch hier jeweils bei den spezifischen Anwendungen iiberpriift werden.

(i) lasst sich jedoch wie folgt vermeiden:

Ein Spezialfall des Algorithmus entsteht nédmlich, wenn die Kandidat-erzeugende Matrix
@ symmetrisch gewéhlt wird. Fiir die Akzeptanz-Wahrscheinlichkeit ergibt sich in diesem

Fall
. Uy
a;; =minq 1, = >, (2.3)

75

was bedeutet, dass diese dann unabhéingig von (@ ist.
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Insbesondere gilt dies, wenn der Kandidat-erzeugende Vorgang rein zufillig geschieht, d.h.
wenn

Gij = fir alle s;,s; € S

gilt. (vgl. [29])

Zusammenfassung:

Die Konstruktion einer Markov Kette mit der invarianten Verteilung m wird mit dem
Metropolis(-Hastings) Algorithmus wie folgt durchgefiihrt:

Es seien ig,iq,...,ixy € S.
Wihle einen beliebigen Startwert ig.

- Wiederhole fiir [ =1,2,..., N:

- Wahle einen Zustand j mit Hilfe der Verteilung, die durch die 7;-te Zeile von @)
gegeben ist

- Generiere eine Zufallszahl u aus ¢ (0,1) (d.h. aus unabhéngigen, identisch gleich-
verteilten Zufallszahlen aus [0, 1])

- Gilt v < g, setze 441 = j
- Andernfalls setze 4,11 = 1;.

- Gib die Werte {i1,...,iy} aus.

2.2.1 Komponentenweiser
Metropolis-Hastings Algorithmus

Um den Metropolis-Hastings Algorithmus effizienter zu machen, wird der Zustand s € S
oft nicht aufeinmal aufdatiert, sondern die Zufallsvariable X in einzelne Komponenten
{X1,...,X,} von moglicherweise unterschiedlicher Dimension aufgeteilt. (Beschrieben
wird diese Methode in [6, S. 332], [13, S. | und [10, S. 10].) Die Updates werden hier kom-
ponentenweise nacheinander durchgefiihrt, so dass eine Iteration des Komponentweisen
Metropolis-Hastings Algorithmus aus n Update-Schritten besteht.

X._i = {X.l, .. 7X.i—17 X.i—l—l; C. ,Xn}

bezeichne dabei alle Komponenten von X ausschliefllich der i-ten Komponente X ;. X;;
sei der Stand von X ; am Ende der Iteration t. Es ergibt sich folgende Vorgehensweise:

Fiir den Schritt ¢ der Iteration ¢t + 1 wendet man den Metropolis-Hastings Algorithmus
auf die Komponente X ; an.
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Der Kandidat Y; wird erzeugt mit der Vorschlags-Wahrscheinlichkeit
ai(Yi | Xei, Xt.—a),

wobei
Xt.—i - {Xt—‘rl.la s 7Xt+1.i—17 Xt.i+17 oo 7Xt.n}

den Wert von X _; nach Beendigung des (i — 1)-ten Schritts der Iteration (¢ + 1) bezeich-
net, bei dem die Komponenten 1,2, ...,7— 1 bereits aufdatiert wurden. Somit erzeugt die
i-te Vorschlags-Verteilung ¢;(. | .,.) ausschlieflich Kandidaten fiir die

i-te Komponente von X und héngt von allen aktuellen Werten jeder einzelnen Komponen-
te von X ab. Entsprechend dem Metropolis-Hastings Algorithmus wird der vorgeschlagene
Kandidat Y; mit der Akzeptanz-Wahrscheinlichkeit

(2.4)

a(X__i,X_i,yi):min{l (Vi | X Z)ai( X | )}

77T(X.i ‘ X.—i)Qi(Yi | X.iaX.—i)

angenommen. 7(X,; | X _;) wird dabei als vollstindig bedingte Verteilung fiir X
unter m bezeichnet.

Wird der Kandidat Y; akzeptiert, so setzt man X;,;; = Y, andernfalls ist X;.1,;, = X;;.
Die restlichen Komponenten bleiben im i-ten Schritt unveréndert.

Dass mit diesem Algorithmus wirklich eine Markov Kette mit invarianter Wahrscheinlich-
keitsverteilung 7 konstruiert wird, liegt daran, dass m durch die Menge seiner vollstandig
bedingten Verteilungen eindeutig bestimmt ist. (Siehe hierzu [10, S. 11])

2.2.2 Gibbs Sampler

Der Gibbs Sampler ist eine spezielle Form des komponentenweisen Metropolis-Hastings Al-
gorithmus, wurde 1984 von Geman und Geman eingefiihrt und soll hier nur kurz erwahnt
sein.

Die Vorschlagswahrscheinlichkeit fiir die i-te Komponente ist bei diesem Algorithmus
gleich der vollstandig bedingten Verteilung, d.h. es gilt

Gi(Yi| Xy X ) =7(Yi | X o).
Fiir die Akzeptanz-Wahrscheinlichkeit ergibt sich zusammen mit (2.4):

7T(Y.i ’ X.fi)Tr(X.i ’ Yfi) } -1
(X | X_)m(Yi | X ) ’

a(X _;, X,;,Y,;) =min {17

was bedeutet, dass die vorgeschlagene Kandidaten Y,; immer angenommen werden.
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Kapitel 3

Unabhingigkeitstest fiir
2-dimensionale Kontingenztafeln

3.1 Bezeichnungen

Im Folgenden sei X = {(k,l);k =1,...,K,l =1,..., L} ein endlicher Stichprobenraum
und y = (y1,...,yn) € XN := Y ein Stichprobenvektor vom Umfang N.
f bezeichne entsprechend die zugehérige K x L-Kontingenztafel! mit den Eintriigen

N
Jri= fuly) = Z Ly (9i),
i1

jeweils in Zelle (k,1), und dem Stichprobenumfang

K L

N:Zkaz-

k=1 l=1

Die Randsummen seien bezeichnet mit

fiv = fra(y) = kal(y) und  fi = fa(y) = kal(y)'
1=1 k=1

Die Wahrscheinlichkeit, dass Y; = (V;,W;), i = 1,..., N, in Zelle (k,[) fallt, d.h. dass
das Merkmal V; die Auspragung k& und das Merkmal W; die Ausprdgung [ annimmt, sei
gegeben durch

Wkl:P(‘/z:k,m:l) izl,...,N,

womit {7y} die gemeinsame Verteilung von V; und W; darstellt.
Entsprechend seien die Randverteilungen bezeichnet mit {7y} bzw. {74}, wobei

L L
Tt = E T bzw.  my = E ki
=1

=1

'Kontingenztafeln werden im Folgenden in Form von Matrizen angegeben.
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dh. firi=1,...,N gilt

e = P(V;=k) bazw. 7wy =PW,=1).

Die entsprechenden Zufallsvariablen werden mit einem Y bezeichnet, so ist z.B.

ful¥) =3 Lgwan (V)

die Zufallsvariable fiir den Zelleneintrag fi; und

F) = () = (), Ac(Y), fa (V). for (V) fa (V) fren(Y)

der Zufallsvektor fiir die Kontingenztafel.

3.2 Stochastische Unabhingigkeit und der y?-Test

Oft ist es von Interesse zu testen, ob zwei Merkmale V' und W unabhéngig voneinander
auftreten.
Hierfiir sei zunéchst die folgende grundlegende Definition ins Gedéchtnis gerufen:

Definition 3.1.

(2, P) sei ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

Die Zufallsvariablen X, ..., X, mit X; : Q@ — X;, i = 1,...,n, heiBen (stochastisch)
unabhingig, wenn fiir beliebige (z1,...,z,) € X} X ... x &, gilt:

P(Xy =a1,..., X, =2,) = [[ P(X; = x:).

Bei einem Test auf Unabhéngigkeit zweier Zufallsvariablen ergibt sich also die Nullhy-
pothese:

Hy: 7y = mpymyy fiir alle £ und alle [. (3.1)
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3.2.1 y?-Unabhingigkeitstest

Ein geldufiger Unabhingigkeitstest fiir K x L-Kontingenztafeln ist der y2-Test mit der
(Pearson-) Teststatistik

K L et fri)\2
(fr — 25)
Te= Z Z ot Tt ’
k=1 1=1 N
wobei i 1= ! ’ﬁvf“ die Maximum-Likelihood-Schétzung fiir ug; = N7 unter Hy darstellt.

Fiir einen festen Stichprobenumfang N bewirkt eine groflere Differenz zwischen fi; und
fir grofere Werte fiir 7,2 und einen grofieren Hinweis gegen H.

Die Teststatistik T2 besitzt unter der Hypothese H, approximativ fiir N — oo eine
x%-Verteilung mit (K — 1)(L — 1) Freiheitsgraden.Will man jedoch eine befriedigende Ap-
proximation erreichen, muss der Stichprobenumfang ausreichend grof} sein. Dies ist erfiillt,
wenn die erwarteten Hiufigkeiten fi; mindestens 5 betragen. Wendet man den y2-Test
an, so sollten also nicht mehr als 20% der erwarteten Haufigkeiten fi; kleiner als 5 sein.

(Vgl. [1, S. 28], [4, S.167], [11, S. 103], [23, S. 520] und [26, S. 36])

Der y2-Test ist somit gut geeignet fiir Tabellen mit grofien Zelleneintrigen. Sind die
einzelnen Eintridge (und damit die erwarteten Zellhdufigkeiten) jedoch klein, so muss ein
alternatives Verfahren gefunden werden.

3.3 Die Exponentialfamilie

Definition 3.2.
Ein Zufallsvektor y bzw. seine Verteilung gehort zu einer Exponentialfamilie, wenn die
(stetige oder diskrete) Dichte von der Form

Py ({yi}) = Po(Yi = y;) = c(y) (3-2)
ist. Hierbei ist # ein Parametervektor, die Funktionen ¢; und ¢; sind reellwertig, a(f) > 0
und c¢(y;) > 0 fiir alle 4.

Definition 3.3.

Ist in (3.2) m minimal, so heiit die Exponentialfamilie m-parametrig.

In diesem Fall bezeichnet man 6, = ¢y(0),...,0,, = ¢,,(0) als natiirliche (oder kanoni-
sche) Parameter.

Mit 0 = (61,...,0,)" b(0) = In(a(f)) und T'(y;) = (t1(yi), .- - tm(y;))! mit T : X — R™,
y; — T(y;), ergibt sich die Dichte in natiirlicher, minimaler (oder kanonischer)
Form

P)i({y:}) = PolY; = ;) = c(ys)e” @740,
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Beispiele fiir Verteilungen aus der Exponentialfamilie (z.B. die Multinomialverteilung, die
Normalverteilung oder die Poisson-Verteilung) werden ausfiihrlich in [8, S. 44f] behandelt.

Satz 3.4.
Sind Y7, ..., Yy unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit den Realisierun-
gen vy, ...,yny und den Dichten

p@(Y; = yz) = C(yi)eetT(yi)ib(e) fiir ¢ = 17 R Na

dann ist die gemeinsame Dichte von Y = (Y3, ..., Yxn) gegeben durch
N N
P@(Yl =Y,... 7YN = yN) - eet > iz T(yi)—Nb(6) H C(:%)
i=1
Beweis. Da Yy, ..., Yy unabhéngig voneinander sind, gilt:

P9<}/1:y17'”7YN:yN) - P&(yz)

—

@
I
—

(i) Tw)=b(0)

Il
.:2

=1

— LT~ 000 H c(yi)
i=1
N
0T T(yi) - Nb(O) H c(y;).

=1

Da viele der fiir Anwendungen interessanten Verteilungen zur Exponential-
familie gehoren, werde ich mich im Weiteren ausschliefllich auf Verteilungen
dieser Famile beziehen.
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3.4 Die Hypergeometrische Verteilung

Ziel dieses Abschnitts ist es einen Weg zu finden, durch den die gemeinsame Verteilung
von Pjy-verteilten Zufallsvariablen Yi,..., Yy unabhéngig von dem unbekannten Para-
meter(vektor) € ist. Hierfiir wird zunéchst gezeigt, dass T (Y1,...,Yy) = Zf\il T(Y;)
eine suffiziente Statistik fiir 6 darstellt. Es stellt sich heraus, dass die Verteilung von
Y = (Y,...,Yy) gerade dann unabhéngig von 6 ist, wenn man sie mit 7 bedingt. Die
Bezeichnungen sind orientiert an [22] und [7].

Definition 3.5.

Essei Y = (Yi,...,Yy) ein Stichprobenvektor mit dem Stichprobenraum [RY, BY].

(BY bezeichne die o-Algebra der Borel-Mengen des RY.) Die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung von Y gehore einer parametrisierten Familie (Py)pce von Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen auf [RY, BN] an. D.h. die Verteilung von Y sei bis auf einen unbekannten Para-
meter(vektor) 6 € © bekannt.

Eine Statistik T = T(Y7, ..., Yy) heifit suffizient fiir §, wenn die bedingte Verteilung

Pg(YEA’TN:t>
fiir alle A € BY unabhingig von 6 € © ist.

Satz 3.6.
Es sei P} eine diskrete Verteilung aus der Exponentialfamilie.
Sind Y7, ..., Yy unabhédngige und identisch verteilte X-wertige Zufallsvariablen, so ist

Tn(Yh,...,Yn) = 2N, T(Y;) eine suffiziente Statistik fiir 6.

Beweis. Es seien y = (y1,...,yn),2 = (21,...,2n) € Y und B(Tn(Y) =1) > 0.
Fiir alle y mit Ty (y) = t ist dann

Py(Y =y, Tn(Y) =1t)
Fy(Ty(Y) =1t)
Z HZN:1 c(y;) el t=NoO)
N p—
Z{Z|TN(2)=t} Hizl C(Zi)ea Tn(2)
Hﬁ\; c(yi)elt
t. N
e Z{Z|TN(Z):t} Hizl C(ZZ)
N
[Tizi c(y:)
N
Z{Z|TN(Z):t} Hz‘:1 c(z)

P(Y=yl|TnY)=t) =

Sa
3.

NS

und fiir alle y mit Ty (y) # t gilt
PyY =y |Tn(Y)=1t)=0.

Py(Y =y | Ty(Y) = t) ist also unabhéngig von 6 und Tx(Y) somit eine suffiziente
Statistik fiir 6.
[7], [22] -
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Definition 3.7.
Die Menge der Stichproben mit festem Wert ¢ der suffizienten Statistik 7 wird bezeichnet
mit

V= {y: (Wi, yn) €Y ZT(%) =Tn(y) :t}-

i=1

Satz 3.8.
Es sei P} eine diskrete Verteilung aus der Exponentialfamilie.
Weiter seien Y7, ..., Yy unabhéngige und identisch verteilte X-wertige Zufallsvariablen.

Gilt ¢(x) = 1 fiir alle 2 € X, so ist die Verteilung von Y = {Yi,..., Yy} gegeben
{Tn(Y) =t} die Gleichverteilung auf ).

Beweis. Es sei z = (z1,...,2n) € V.
Fir alle y = (y1,...,yn) € Y gilt:

BV =yTx(Y)=1)
Ssifiz Hz]\il (i)
= N
Z{z|TN(z):t} [Tz e(z)
e(z)=1 1

#1{2|TN(Z) =1}

Py(Y =y | Tn(Y) = 1)

#V

[22] 0

Wie sich herausgestellt hat, ist die Verteilung von Y = (Y7, ...,Yy) unabhingig
von #, wenn man sie mit der suffizienten Statistik 7y (Y) bedingt. Da diese
Tatsache im Folgenden weiter ausgenutzt wird, wird F, zukiinftig der Einfach-
heit halber nur noch mit P bezeichnet.

Definition 3.9.
Die Menge der Haufigkeitsverteilungen, die man durch die Stichproben mit festem Wert
t der suffizienten Statistik T erhélt, wird mit

reX

Fi= {f = (F@eer €N | T() 1= 3 F@T() = t}
bezeichnet.
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Definition 3.10.
Die Abbildung F': Y — Ng)q mit

yr— F(yi,...,yn) = (Z 1{x}<yi)>

verbindet jede Stichprobe mit der dazugehorigen Haufigkeitsverteilung.

TEX

Durch die oben definierten Abbildungen ergibt sich folgendes Bild:

N

N

Rm

Satz 3.11.
Gilt ¢(z) = 1 fiir alle z € X, dann ist das Bildma$l von PFY)( . | Ty = t) unter F' gegeben
durch die hypergeometrische Verteilung

Hi(f) = { willexfN7 - fix 7€ 7

0 sonst

Beweis. Fiir y = (y1,...,yn) € Y sei das Bild unter F' gegeben durch

F(y)=F(y,...,yn) = (Z 1{:1;}(yi)> = fe N

TEX

Dann gilt fiir f € F, 2

PYFN ) TnY)=t) = PEY)=[|TnY)=1)
= ) PY=y|InY)=1)
{ylF(Y)=r}

T #HylFly) =1}

- ) 3.3
#I (33)

2Im Falle f(y) ¢ F; gilt Ty (y) # t. Hieraus folgt P(Y =y | Tn(Y) =t) = 0, weswegen gilt:
PY(F )| TnY)=t)= > P =y|Tn(Y)=1t)=0.
{wIF(Y)=f}
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wobei sich #{y|F(y) = f} auf folgende Weise bestimmen lésst:

Aufgrund der Definition von F fithrt das Bild jeder der N! Umordnungen von y zum
selben Vektor f.

Es gibt allerdings ], . f(z)! Permutationen, unter denen y sich nicht &ndert. Ist ¢ da-
gegen die Anzahl der Permutationen, unter denen y nicht unverédndert bleibt, ergibt sich
fiir die Gesamtzahl der Permutationen:

Nt = (] f(@)) - e

zeX

Es gibt also genau
N!

[Loex f(2)!

unterschiedliche Stichproben y, die unter F' das gleiche Bild f besitzen, d.h.

CcC =

N!
[Locx f(2)"

Setzt man dies in (3.3) ein, erhélt man schlieBlich die gewiinschte Aussage.
[22] O

#ylFy)=fr=c=

3.5 Bedingter p-Wert

Zur Entscheidung iiber Annahme oder Ablehnung der Nullhypothese bei einem statis-
tischen Test wird meist der p-Wert herangezogen. In diesem Abschnitt soll ein entspre-
chender Wert fiir einen Test mit Hilfe der oben benutzten bedingten Wahrscheinlichkeit
eingefiithrt werden. (Vgl. hierzu [24].)

Definition 3.12.
Es sei g eine Funktion auf F;, und H; die hypergeometrische Verteilung auf F;.
Der bedingte p-Wert zur Teststatistik G ist definiert als ein Erwartungswert der Form

En (9(F(Y))  fir F(y) € i

mit 9(F(y)) = Laru)=cro))-

Bei einem statistischen Test zum Niveau o wird die Nullhypothese abgelehnt, wenn fiir
die Entscheidungsfunktion g gilt:
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Dass dies analog auch fiir den bedingten p-Wert der Fall ist, zeigt der folgende Satz:

Satz 3.13.
Gilt fiir den bedingten p-Wert

Eu,(g(F(Y))) <a fir alle t,
so ist auch P(g(F(Y)) =1) < .

Beweis. Es sei Ep, (g(F(Y))) < a.
Dann gilt mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(g(F(Y))=1) = > P(Ix=t)P(g(F(Y))=1|Ty=1)

Definition 3.14.
Fiir den y?-Unabhingigkeitstest mit der Teststatistik

fk+f+l)

K
- Z Z fk+f+l

k=1 =1
sel g(f) = Lz (pyzm 00y (F)-
Der Wert
1= En Lz, (5> 570 (F(Y)))

wird als der bedingter p-Wert des y2-Tests bezeichnet.

Da F; in den meisten Féllen sehr grofl ist und deshalb nicht alle Elemente f € F; auf-
gezahlt werden konnen, ist es oft nicht moglich den Wert Ey, (g(f(Y))) exakt zu berech-
nen.

Mit Hilfe des Ergodensatzes 1.53 kann man stattdessen Eg,(g(f(Y)) approximieren, in-
dem man Zufallselemente f&, ... f™) aus der hypergeometrischen Verteilung H, gene-
riert und die Schitzung

fir p = Ey,(9(F(Y))) benutzt.
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3.6 Kontingenztafeln mit gegebenen Zeilen- und Spal-
tensummen

In Abschnitt 3.4 wurde gezeigt, dass die gemeinsame Verteilung von Y7, ..., Yy, die suffi-
ziente Statistik T gegeben, unabhéngig von 6 ist. Weiter erhielt man als Verteilung auf
F; die von # unabhéngige hypergeometrische Verteilung H;.

In diesem Abschnitt wird all dies auf die, aus einer Stichprobe der Groie N resultierende,
K x L-Kontingenztafel {ibertragen. Es wird gezeigt, dass unter der Nullhypothese der
Unabhéngigkeit (3.1) zum Einen die Zeilen- und Spaltensummen eine suffiziente Statistik
fiir 0 darstellen (Satz 3.16) und zum Anderen auf der Menge F, ) der Haufigkeitstabellen
mit vorgegebenen Zeilen- und Spaltensummen eine von 6 unabhéngige Verteilung H ..
vorliegt (Satz 3.20).

Satz 3.15.

Es seien Y), ..., Yy voneinander unabhéngige Zufallsvariablen mit Y; = (V;, W;) fiir
i=1,...,N. Weiter seien v; € {1,..., K} und w; € {1,..., L} die Realisierungen von V;
bzw. W;.

Unter der Nullhypothese (3.1) ist die gemeinsame Dichte von Y = (Yi,...,Yn) gegeben

durch
Py(Yi=uy,....Yn=yn) = eZszl Frln(me )+, Fraln(m )

Speziell ist sie also eine Dichte aus der Exponentialfamilie mit ¢(y;) =1 fir¢ =1,..., N.

Beweis. Es gilt:

P(Yi:yi) = P(Vi:UuWizwi)

K L
— H H Ty L0 (0 0y (i)

k=11=1

3.1) K L
1 . )
= | | | | ﬂk+1{k}(7}2)ﬂ+ll{l}(wz)

K L
k=1 =1

K L

_ H eln(ﬂk+)1{k}(vi) H eln(7r+l)1{l}(wi)
k=1 =1

_ eZIIc(:ll”(ﬂ'kJr)l{k}(Ui)"'ZLL:ll”(WJrl)l{l}(wi)

Man setze
0= (In(miy), ..., In(mry), In(mi), ..o dn(mir))
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und

T(y;) = (0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0)
= (611)7;7 e’%lq)’
wobei die 1 jeweils an der Stelle v; und der Stelle K +w; steht und e), € R¥ und €2, € R*

den jeweiligen kanonischen Basisvektor darstellen.
D.h. es sei

L L K K
T(y:) = (Z Loy (9i), - - ,Z Ly (yi), Z Liwy (%i), - - Z 1{(k,L)}(yi)>
=1 =1 k=1

k=1
Mit e(y;) =1 fiiri = 1,..., N und b(f) = 0 ergibt sich somit:
Py(Yi=y;) = 1-"T0070,
Weiter gilt:

ZT(%) - <f1+7"‘7fK+7f+17-”7f+L)

Mit Hilfe von Satz 3.4 erhalt man schliefllich

N
PB(Yi=y,....Yn=yy) = e ZLiTw)-Ne) I (v:)
i=1
— O T
— eUn(mig)ytn(m ) n(ma)dn(my L)) (Fis o fK 4o f 4100 L)

eZ’I::l SrgIn(me )+ 1y faln(mi)

Satz 3.16.

Es seien Y = (Y1,...,Yy) ein Beobachtungsvektor und F(Y') = (fi(Y)) die zugehorige
K x L-Kontingenztafel.

Unter der Nullhypothese (3.1) ist

In(Y) = (fi+(Y), o [ (V) f1a (V) fon(Y))

eine suffiziente Statistik fiir 6.

Beweis. ¢(y;) und 6 seien wie in Satz 3.15 definiert.
Weiter seien
r=(r,...,rK) ENé( und ¢ = (¢q,...,c1) EN{}
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gegeben. Dann gilt:

PF(Y)=f|Tn(Y)=(rc) = Y Py =y|InY)=(r0)
WIF)=r}
PY =y, Tx(Y) = (r,c))
2 P(Tn(Y) = (r,c))

WIF(y)=£}

Satz ety TRln(m )+ 1 aln(mi)

=2
T} T ()=} eX ket Srt (Dn(mis )+ Xy Fra(2)in(m i)

625:1 riln(mi )+ 12 aln(r)

K in(r L clin(r
iFGresy Xt I R Al ) B ey 1
= > :
i FEINGE) = (r.0)}
F —
_ #HylFly) =/} (3.4)

#{2[Tn(2) = (r, )}

P(F(Y) = f|Tn(Y) = (r,c)) ist also unabhéngig von ¢ und Ty somit eine suffiziente
Statistik fiir 6. N

Entsprechend der Definitionen von ), und F; (Abschnitt 3.4) werden nun folgende Be-
zeichnungen eingefiihrt:

Definition 3.17.
Yre) bezeichne die Menge der Stichproben mit festen Werten (7, c¢) der suffizienten Sta-
tistik Ty, d.h.

ZT(%‘) =Tn(y) = (r.c) } :

=1

Vire) = {y =, ..,yn) €Y

Definition 3.18.
Es sei

T(f) =D ful((k1) = (r, c)}

k=1 l=1

Flra) = {f = (fu) €Ny

die Menge der K x L-Héaufigkeitstabellen mit nichtnegativen Eintrédgen, gegebenen Zei-
lensummen 7 = (rq,...,7rx) und gegebenen Spaltensummen ¢ = (cq,...,cp).
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Analog zu Definition 3.10 erhélt man:

Definition 3.19.
Die Abbildung F': Y — leq mit

N
Yyr— F(ylu S >CUN) = (Z 1{(k:,l)}(yi)) = (fkl(y))'g ----- K

i=1 1,...,.K
1,...,L

verbindet jede Stichprobe y = (y1,. .., yy) mit der dazugehorigen K x L-Kontingenztafel.

Satz 3.20.
Unter der Nullhypothese (3.1) ist die Verteilung auf F, . gegeben durch

M Gyl gy [ € Fue
H(r,c)<f) - (Tl TK)

0 sonst

Beweis. Mit (3.4) gilt analog zum Beweis von Satz 3.11:

L K

PIEY) = (Fa)ico | TN = (€)= #%« ) H

< N )
a/_—
rn...Tg

unterschiedliche Stichproben y, die unter F' eine Haufigkeitstabelle mit den Zeilensummen

,...,T'Kg €rzeugen.
N
b=
Ci1...Cy,

Entsprechend ergeben sich
verschiedene Stichproben y, fiir die die Tabellen F(y) = f die Spaltensummen ¢y, ..., cr,

aufweisen.
N N
#y(r,c):a'b:( )( )
r...Tg C1...Cy,

Somit gibt es genau
verschiedene Stichproben y = (yi,...,yn), die als Bild unter F' eine Haufigkeitstabelle
mit den Zeilensummen r und den Spaltensummen c besitzen.

(fu!) ™. (3.5)

k=
#Y(r.) ergibt sich hierfiir wie folgt:

Es existieren
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Setzt man dies in (3.5) ein, erhélt man

I N! o
(r,c)(f) - #y(r,c)gk:ffkl')
N‘ L K
- (fu) ™
-y Hv
B N! 'Hlelcl!
T OO fe - N
L

H Cl! ) 1
=1 HkKil fkl‘ (7"1.].\./;“}()
HlL:1 (flllekl)

(o)

3.7 Modifizierter Metropolis Algorithmus

Um einen bedingten p-Wert des x2-Tests (sieche Abschnitt 3.5) approximativ mit Hilfe
des Ergodensatzes (Satz 1.53) zu berechnen, muss eine irreduzible, aperiodische Markov
Kette { f@. e Z*} mit der invarianten Wahrscheinlichkeitsverteilung H; simuliert und
der Wert o= 23" | g(f) berechnet werden.

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass unter der Annahme der Unabhéngigkeit auf der
Menge F(,. die hypergeometrische Verteilung H, .y vorliegt (Satz 3.20). Entsprechend
muss fiir einen Test auf Unabhéngigkeit also eine irreduzible, aperiodische Markov Kette
mit Zustandsraum F, ) simuliert werden.

Definition 3.21.

Eine K x L-Matrix des i_ _T_ -Typs ist eine Matrix der Form
Iy lo
0 0 0
ur - 0 —|—1 | 0 . kl kka c {17“"[(}7
kikolily “= 0 ... 0 e 0 li,lo € {1,...,L}.
S | +1 0 ko
0 0 0
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D.h. es ist eine K x L-Matrix My, 1,1, = (mg), bei der alle Eintriage 0 sind, ausgenommen
der Eintrége (ki,l1) und (ko,l3), die jeweils 1 betragen, und der Eintrége (ki,l2) und
(ka,11), die beide gleich —1 sind.

Angenommen, es sind f € F{, . und eine Matrix My, 1,1, des j_L :_ -Typs,

ki,ke € {1,..., K} und ly,ly € {1,..., L} beliebig aber fest, gegeben.
Addiert oder subtrahiert man My, k1,1, zu bzw. von f, so bleiben die Zeilen- und Spalten-
summen unverdndert. D.h. sind alle Eintrage der Matrix

f = f + Mk1k2lllz
bzw.

]F = f - Mk1k2l112

nichtnegativ, gilt wieder f € Fire) bzw. fe Fre)-
Um also ausgehend von einem f(© ¢ Fire) eine Markov Kette auf F, . zu simulieren,
geht man wie folgt vor:

Waihle zufillig zwei Zeilen k; und ke und zwei Spalten [, und [l aus

Wiihle € = £1 jeweils mit der Wahrscheinlichkeit £

Berechne f = f(i) + € My kotyis

Gilt fiy > 0fiirallek=1,..., K und allel = 1,...,L,
setze f0TD = f mit der Akzeptanzwahrscheinlichkeit agf

Setze fO+1) = £ sonst.

Wendet man den Metropolis Algorithmus an, ergibt sich fiir die Akzeptanzwahrschein-
lichkeit:

Satz 3.22.
Es seien € € {—1,1}, f € F(ro) und My ky1,, = (mp) eine Matrix vom

-Typ.
+ yp

Weiter sei f = f +e- M, kp1y1, Mit fu > 0.
Dann ergibt sich fiir die Akzeptanz-Wahrscheinlichkeit
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Beweis. Es sei r = (rq1,...,rx) der Vektor mit den vorgegebenen Zeilensummen, d.h. es
seien fx. =rg firallek=1,... K.

¢ = (c¢1,...,cr) bezeichne entsprechend den Vektor mit den vorgegebenen Spaltensum-
men, d.h. fy, =¢ firallel=1,...,L.
Es gilt

H(r,c)(f) H(r,c)(f +e- M’ﬂk‘ghlg)
H(Tvc)(f) H(T,C)(f)

L c
Hl:l ((fu+6-m11)~l~(fkl+€-mkz)) . (7'1-J~\-77"K)

(rl.].\.er) HZL:1 (fll.c.l.fkl)
- ﬁ ! ) Hszl fri!

1 [Ty (fur + € mga)! !

- Srt!
- HH fkl+6'mkl)!

L
_ H Jut!
ot (futemp)!

), ﬁ ﬁ fu!
o, =minq 1, —_—
" b (fu e omp)!

1 1
mp 70 mp#0

[22] 0

Da die Matrix My, k,1,1, lediglich vier Eintrage # 0 besitzt, flieBen auch in die Berechnung
der Akzeptanz-Wahrscheinlichkeit nur vier Eintrdge von f ein, nédmlich fx 1, friss fron

und fk:2 ly-

Es muss nun nur noch gegeben sein, dass die mit den oben beschriebenen Algorithmus
simulierte Markov Kette irreduzibel und aperiodisch ist. Hierfiir wurde in [7] folgende
Definition eingefiihrt:

Definition 3.23.
Eine Markov Basis von F, ) ist eine Menge von Funktionen my, ma,...,my : X — 7Z
so, dass fiir jedes 1 <1 < M

> mi(x)T(x) =0

reX
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gilt, wobei T' = (r, ¢) die suffiziente Statistik ist.
Fiir alle m, m’ € F,.¢) gibt es weiter (e1,m;,), ..., (€4, m;,) mit ¢; = £1 so, dass

A

m/ =m—+ E ejmij
J=1

und

m—l—ZejmijZO firl <a<A.
=1

In [7] und [22] wird gezeigt, dass die mit dem Metropolis Algorithmus simulierte Markov
Kette irreduzibel und aperiodisch ist, wenn man die Vorschlige y gleichméflig aus der
Markov Basis zieht. Betrachtet man zusétzlich folgenden Satz aus [22, S.13], ist damit
auch gewahrleistet, dass durch den oben beschriebenen Algorithmus eine irreduzible und
aperiodische Kette entsteht.

Satz 3.24.
Im Falle der Unabhéngigkeit besteht die Markov Basis aus allen Matrizen des

-Typs.
+ yps

Zusammenfassend ergibt sich also Folgendes:

Algorithmus:
Es sei f cine K x L-Tabelle mit £ > 0 fiir alle k = 1,...,K und alle [ = 1,...,L,
sowie mit fl(?i:rK firk=1,..., K und inL):cl firl=1,...,L.

Méchte man eine Markov Kette mit Zustandsraum F(; ) und invarianter Wahrscheinlich-
keitsverteilung H, ) simulieren, geht man wie folgt vor:

- Wiederhole fiir i = 1,...,n:

- (*) Wahle zufillig zwei Zeilen k; und ks und zwei Spalten [; und [y aus
- Wahle € = £1 jeweils mit der Wahrscheinlichkeit %

- Berechne f = fO + ¢ My, i,

- Existiert ein f; < 0, setze f0t) = £ und gehe zu (*)

- Generiere ein u aus U (0, 1)

- Gilt fy > 0fiirallek=1,...,K undallel =1,...,L
und ist u < a;f, setze fUD = f

- Setze fU*D = £ sonst.
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Kapitel 4

Anwendungsbeispiele

Der in den vorherigen Kapiteln theoretisch erarbeitete Algorithmus zum Testen stochasti-
scher Unabhéngigkeit mit Hilfe der Markov Ketten Monte Carlo Methode soll nun anhand
von Beispielen praktisch angewandt werden. Hierfiir dient im Folgenden die Funktion
unab(x0,n,d,schritt), die in Anhang A.2 ndher beschrieben wird. Der Schéitzwert fiir
den bedingten p-Wert des y?-Tests sei auch hier mit

. 1 O ;
o= ZO Lz a2ty (F)

bezeichnet.
Zum Vergleich soll zusitzlich der y?-Unabhingigkeitstest durchgefiihrt werden, der bei
der freien Software R Version 2.6.2 mit dem Befehl chisq.test () aufrufbar ist.

4.1 Automarkt

Fiir einen Autohéndler soll getestet werden, ob es beim Kauf eines Autos einer bestimm-
ten Marke darauf ankommt, aus welchem Viertel der Stadt der Kunde kommt. Durch
Umfragen sei Tabelle 4.1 entstanden, die die Beziehung zwischen dem Wohnviertel einer
befragten Person und der bevorzugten Automarke fiir den in Kiirze geplanten Autokauf
angibt.

Testet man nun mit Hilfe des xy2-Unabhiingigkeitstests, ob die beiden Variablen (Wohn-
viertel und bevorzugte Automarke) unabhéngig voneinander sind, ergibt sich mit R ein
p-Wert von 0,01375:

Pearson’s Chi-squared test

data: y
X-squared = 16, df = 6, p-value = 0.01375

Da bei dieser Tabelle alle erwarteten Haufigkeiten > 5 sind, wird mit der y?-Teststatistik
eine zufriedenstellende Approximation der y2-Verteilung erreicht.
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Wohn-

viertel Automarke

A B C | Summe
Il 60 50 40 150
II] 40 50 60 150
IIT | 60 50 40 150
IV | 40 50 60 150
Summe | 200 200 200 600

Tabelle 4.1: Beziehung zwischen Wohnviertel und bevorzugter Automarke

Wendet man zum Vergleich die Funktion unab(x0,n,d,schritt) an, ergibt sich der be-
dingte p-Wert:

> set.seed(000)
> unab(y1,50000,0,1)

[,11 [,2]1 [,3]
[1,] 60 50 40
[2,] 40 50 60
[3,] 60 50 40
[4,] 40 50 60

approximierter p-Wert= 0.01343973

In Abbildung 4.1' wird der Verlauf von ji aufgezeigt. Offensichtlich ist bei 50000 Iteratio-
nen ein stabiler Wert fiir fi erreicht, so dass man den zu diesem Zeitpunkt berechneten
Wert als approximierten p-Wert ansehen kann.

Insgesamt ist also zu erkennen, dass bei dieser Tabelle mit grofien Eintriagen (d.h. erwarte-
te Haufigkeiten > 5) ein vernachlidssigharen Unterschied (Differenz 0,00031027) zwischen
dem mit dem y2-Test berechneten p-Wert und dem mit Hilfe der Markov Ketten Monte
Carlo Methode berechneten approximierten bedingten p-Wert vorliegt. Die Nullhypothese
der Unabhéngigkeit von Wohnviertel und bevorzugter Automarke der befragten Personen
wiirde man mit Hilfe beider Verfahren auf dem Niveau 0,05 ablehnen.

Der Verlauf von fi wurde hier und wird im Folgenden ohne Einschwingphase (d = 0) und unter
Einbeziehung jedes einzelnen Schrittes (schritt = 1) erzeugt.
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Abbildung 4.1: Verlauf des approximierten bedingten p-Werts i (n = 50000, Tabelle 4.1)

4.2 Scheidungssrecht

Mit Hilfe von Tabelle 4.2 soll getestet werden, ob die Wahl einer Partei mit der Einstel-
lung des Wihlers zu einem neuen Scheidungsrecht zusammenhéngt. (Beispiel orientiert

an [21, S.78])

Einstellung zum

Scheidungsrecht Partei
A B C Sonstige | Summe
negativ 60 40 20 10 130
positiv 20 15 10 ) 20
Summe 80 55 30 15 180

Tabelle 4.2: Beziehung zwischen gewéhlter Partei und Einstellung zum neuen Scheidungs-

recht
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Man teste hierfiir die beiden Variablen (Partei und Einstellung) auf Unabhéngigkeit.
Der y2-Unabhingigkeitstest ergibt hier einen p-Wert von 0, 7996:

> chisq.test(y)
Pearson’s Chi-squared test

data: y
X-squared = 1.007, df = 3, p-value = 0.7996

Warning message:
In chisq.test(y) : Chi-squared approximation may be incorrect

Da .

fi2g = / 2;\{*“ = 5%05 = 4,166667 < 5

gilt (vgl. Abschnitt 3.2.1), wird in R eine Warnung angezeigt, die auf eine moglicherweise
nicht zufriedenstellende Approximation der y2-Verteilung durch die y2-Teststatistik hin-
weist.

Um dieses Problem zu umgehen kann der modifizierte Metropolis Algorithmus angewandt
werden. Abbildung 4.2 zeigt, dass bei 40000 — 50000 Iterationen ein stabiler Wert fiir [
erreicht wird und zudem die ersten ca. 9000 Iterationen wegen der groflien Ausschlége ver-
nachlassigt werden konnen. Bei 50000 Iterationen, mit einer Einschwingphase von 9000
und unter Einbeziehung jedes 10. Schrittes werden somit insgesamt 4101 Iterationen fiir
die Berechnung des bedingten p-Werts benutzt:

> set.seed(123456)
> unab(y,50000,9000,10)

(,11 [,2] [,3] [,4]
[1,] 60 40 20 10
[2,] 20 15 10 5

approximierter p-Wert= 0.7983419

Mit beiden Verfahren wird also die Nullhypothese der Unabhéngigkeit auf dem Niveau
0,05 angenommen, so dass die Wahl der Partei und die Einstellung des Wéahlers zu dem
neuen Scheidungsrecht hier unabhéngig voneinander sind.

Auch in diesem Fall ist die Differenz zwischen dem approximierten bedingten p-Wert
und dem p-Wert des x2-Tests gering (0,0012581). Da in Tabelle 4.2 weniger als 20% der
erwarteten Zellhdufigkeiten < 5 sind, erhilt man durch die y2-Teststatistik eine noch be-
friedigende Approximation der y2-Verteilung, weswegen das Ergebnis des x?-Unabhéingig-
keitstests akzeptabel ist.

Was aber geschieht, wenn eine Kontingenztafel ausschliellich geringe Eintrdge vorweist?
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Abbildung 4.2: Verlauf von i (n = 50000, Tabelle 4.2)

4.3 Tod durch Pferdetritte

Tabelle 4.4 auf Seite 90 berichtet iiber die Anzahl der Tode durch Pferdetritte in der Preu-
Bischen Armee (vgl. [5, S.326]). Von Interesse sei zu testen, ob es einen Zusammenhang
zwischen Todesjahr und Regiment der Toten gab.

Wendet man dafiir den y2-Unabhingigkeitstests an, so ergibt sich fiir diese Tabelle ein
p-Wert von 0,6173:

> chisq.test(yl)
Pearson’s Chi-squared test

data: yi
X-squared = 239.7686, df = 247, p-value = 0.6173

Warning message:
In chisq.test(yl) : Chi-squared approximation may be incorrect

Da hier jedoch alle erwarteten Zellhdufigkeiten < 5 sind, wird mit der y2-Teststatistik nur
eine unbefriedigende Approximation der x2-Verteilung erreicht, was in R einen Warnhin-
weis verursacht. Wendet man deshalb stattdessen den modifizierten Metropolis Algorith-
mus an, ergibt sich fiir & der in Abbildung 4.3 gezeigte Verlauf.
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Abbildung 4.3: Verlauf von i (n = 350000, Tabelle 4.4)

Hier ist zu erkennen, dass bei etwa 350000 Iterationen ein relativ stabiler Wert von [
erreicht ist und die ersten 20000 Schritte fiir die Berechnung des bedingten p-Werts ver-
nachléssigt werden konnen. Bezieht man nun nur jeden 100. Schritt in die Rechnung mit
ein, so erhélt man mit Hilfe der verbleibenden 3301 Iterationen einen approximierten
bedingten p-Wert von 0, 6422296:

> set.seed(1234)
> unab(y,350000,20000,100)
(,11 [,21 (,31 [,4] (,5]1 [,6] C(,71 [,8] [,9] [,10] [,11] [,12] [,13]

[1,] 0 2 2 1 0 0 1 1 0 3 0 2 1
, 0 0 0 2 0 3 0 2 0 0 0 1 1
, 0 0 0 2 0 2 0 0 1 1 0 0 2
, 0 0 0 1 1 1 2 0 2 0 0 0 1
, 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0
, 0 0 0 0 2 1 0 0 1 0 0 1 0

approximierter p-Wert= 0.6422296

Die Unabhéngigkeitshypothese wird also mit Hilfe beider Verfahren auf dem Niveau 0,05
angenommen, was bedeutet, dass es keinen Zusammenhang zwischen dem Jahr und dem
Wohnort der durch Pferdetritte verstorbenen Bauern gab. Obwohl beide Verfahren zur
Annahme der Nullhypothese fiihren, ist die Differenz von bedingtem p-Wert und p-Wert
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des x2-Tests (0,0349327) doch relativ grof.

Die Frage ist nun, wie grofl die Differenz ausfillt, wenn man die Nullhypothese ablehnen
miisste.

4.3.1 Beispiel ,,Tod durch Pferdetritte* mit Ablehnung der Null-
hypothese

Tabelle 4.4 soll nun so abgewandelt werden, dass man die Nullhypothese der Unabhéngig-
keit ablehnen muss. Ein Beispiel hierfiir ist Tabelle 4.5 auf Seite 91. Wie schon bei Tabelle
4.4 sind auch hier alle erwarteten Zellh&dufigkeiten kleiner als fiinf. Wendet man trotzdem
den y2-Unabhiingigkeitstest an, erhiilt man einen p-Wert von 0,01771:

> chisq.test(y2)
Pearson’s Chi-squared test

data: y2
X-squared = 296.0065, df = 247, p-value = 0.01771

Warning message:
In chisq.test(y2) : Chi-squared approximation may be incorrect

Um auch hier die nicht zufriedenstellende Approximation der x2-Verteilung zu umgehen,
soll der modifizierte Metropolis Algorithmus angewandt werden. Abbildung 4.4 zeigt,
dass auch hier bei 350000 Iterationen ein stabiler Wert fiir ji erreicht wird. Geht man
entsprechend wie oben vor, ergibt sich mit der Markov Ketten Monte Carlo Methode ein
approximierter bedingter p-Wert von 0,01242048:

> set.seed(1234)
> unab (y2,350000,20000, 100)

(.11 [,21 [,3] [,4] (,8] L,e] [,71 [,8] [,9] [,10] [,11] [,12] [,13]

[1,] 0 1 1 0 0 0 1 1 0 3 0 2 0
s 0 0 0 2 0 3 0 2 0 0 0 1 1
s 0 0 0 2 0 2 0 0 1 1 0 0 2
, 0 0 0 1 1 1 2 0 2 0 0 0 1
, 0 1 0 1 0 2 1 0 0 0 0 1 0
(6,] 0 0 0 0 2 0 0 0 1 0 3 1 0

approximierter p-Wert= 0.01242048

80



0.6 08 10
| 1

approximierter p-Vyert
04

0z
1

b

T T T T T T
0 50000 100000 200000 200000

0o
1

Zeitpunkd i

Abbildung 4.4: Verlauf von i, (n = 350000, Tabelle 4.5)

In diesem Beispiel miisste man mit Hilfe beider Methoden die Unabhéingigkeitshypothese
auf dem Niveau 0,05 ablehnen. Die Differenz der beiden Werte (0,00528952) ist hier im
Gegensatz zu obigem Beispiel relativ klein.

Aufgrund dieses Unterschiedes stellt sich die Frage, wie grof3 die Differenz zwischen p-Wert
und bedingtem p-Wert des y?-Tests ausfillt, wenn diese im Bereich des Signifikanzniveaus
0,05 liegen.
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4.3.2 Beispiel ,,Tod durch Pferdetritte* mit p-Wert im Bereich
des Signifikanzniveaus

Zu obigem Zweck soll wieder Tabelle 4.4 abgewandelt werden. Dieses Mal mit dem Ziel,
einen (bedingten) p-Wert im Bereich des Signifikanzniveaus 0, 05 zu erreichen. Tabelle 4.6
auf Seite 92 ist ein Beispiel dafiir.

Der y2-Unabhingigkeitstests ergibt einen p-Wert von 0, 04719:
> chisq.test(y3)

Pearson’s Chi-squared test

data: y3
X-squared = 285.3412, df = 247, p-value = 0.04719

Warning message:
In chisq.test(y3) : Chi-squared approximation may be incorrect

Aufgrund der kleinen Eintrdge wird wie bei den obigen Beispielen auch hier durch die
x2-Teststatistik nur eine unbefriedigende Approximation der x2-Verteilung erreicht. Es
bietet sich also wieder an, den modifizierten Metropolis Algorithmus zu verwenden:

Der Verlauf von f fiir Tabelle 4.6 wird in Abbildung 4.5 gezeigt. Offensichtlich kommt
man bei diesem Beispiel ebenfalls zu den oben bereits beschriebenen Erkenntnissen, so
dass sich der bedingten p-Wert auf folgende Weise approximativ bestimmen lésst:

> set.seed(1234)
> unab(y3,350000,20000,100)
(,11 [,21 (,31 (,4] (,5] [,6] C(,71 [,8] [,9] [,10] [,11] [,12] [,13]

[1,] 0 3 0 0 2 0 1 1 0 3 0 2 1
, 0 0 0 2 0 3 0 2 0 0 0 1 1
, 0 0 0 2 0 2 0 0 1 1 0 0 2
, 0 0 0 3 0 0 1 0 2 0 0 0 1
, 0 1 0 1 0 2 1 0 0 0 0 1 0
[6,] 0 0 0 0 2 1 0 2 0 0 0 1 0

approximierter p-Wert= 0.03423205

Beide Verfahren fithren also zu der Ablehnung der Nullhypothese auf dem Niveau 0, 05.
Wihrend jedoch der p-Wert des y2-Unabhingigkeitstests sehr nahe bei 0, 05 liegt, ist der
Abstand des bedingten p-Werts zu 0,05 schon deutlicher. Die Differenz zwischen p-Wert
und bedingtem p-Wert betrédgt hier 0,01295795. D.h. auch im Bereich des Signifikanz-
niveaus 0,05 weist sie einen relativ hohen Wert auf, der hier moglicherweise in einigen

Fillen sogar zwischen Ablehnung und Annahme der Unabhéngigkeitshypothese entschei-
den kann.
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Abbildung 4.5: Verlauf von i, (n = 350000, Tabelle 4.6)

4.4 Ahnlichkeit zweier Gedichte

In diesem Beispiel (vgl. hierzu [5, S.340 ff]) soll die Ahnlichkeit zweier Gedichte, beide
namens ,, Winter Retrospect®, von J.A. Lindon und H.W. Bergerson untersucht werden.
Hierfiir schrieb zunéchst Bergerson sein Gedicht und schickte eine alphabetisch geordnete
Liste der Worter, die er fiir dieses Gedicht verwendete, zusammen mit einer Aufstellung
der benutzten Strophengréfie und Zeilenlédnge an Lindon. Dieser schrieb anschlieBend ohne
Kenntnis des Originals ein Gedicht mit eben diesen Wortern, wobei er die gleiche Stro-
phengréfie und Zeilenléinge benutzte. Beide Gedichte bestehen aus 24 Zeilen mit insgesamt
478 Wortern, unter denen 162 Worter jeweils nur einmal auftauchen.

Es soll nun untersucht werden, ob sich die beiden Gedichte im Hinblick auf die Positio-
nierung dieser 162 Worter in den entsprechenden Zeilen dhneln. In Tabelle 4.7 auf Seite
93 wird die Platzierung der entsprechenden Woérter in dem jeweiligen Gedicht angegeben.
Zu testen ist, ob die Platzierung der 162 Worter in den beiden gedichten unabhéngig
voneinander sind. Da hier alle Zellhiufigkeiten kleiner als 5 sind, ist der y2-Unabhingig-
keitstest fiir diesen Fall ungeeignet, was die in R angezeigte Warnung bestétigt:
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> chisq.test(x1)
Pearson’s Chi-squared test

data: x1
X-squared = 589.1646, df = 529, p-value = 0.0356

Warning message:
In chisq.test(xl) : Chi-squared approximation may be incorrect

Stattdessen soll wiederum der modifizierte Metropolis Algorithmus angewandt werden.
Abbildung 4.6 zeigt, dass bei ca. 700000 Iterationen ein relativ stabiler Wert fiir i er-
reicht ist und man die ersten 100000 Berechnungen vernachléssigen kann. Auf diese Weise
erhélt man einen approximierten bedingten p-Wert von:

> set.seed(12345)
> unab(x1,700000, 100000, 100)

(.11 [,21 [,3] [,4] (,8) L,e] [,71 [,8] [,9] [,10] [,11] [,12] [,13]

[1,] 2 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0
[2,] 1 1 1 2 0 0 0 0 0 0 0 1 0
, 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
(4,] 1 1 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
, 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
(6,] 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

approximierter p-Wert= 0.03582736

Die Hypothese der Unabhéngigkeit der Wortplatzierungen in den beiden Gedichten muss
also auf dem Niveau 0,05 verworfen werden, was bedeutet, dass die Platzierungen der
Worter in beiden Gedichten nicht unabhéngig voneinander sind und beide somit eine
Ahnlichkeit zueinander aufweisen.

Die Differenz zwischen bedingten p-Wert und p-Wert des y?-Tests ist bei diesem Beispiel

sehr gering (0,00022736). Was aber passiert, wenn die Nullhypothese angenommen werden
wiirde?
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Abbildung 4.6: Verlauf von [, (n = 700000, Tabelle 4.7)

4.4.1 Beispiel ,,Ahnlichkeit zweier Gedichte® mit Annahme der
Nullhypothese

Nach dem letzten Beispiel besteht auch hier die Frage, was beziiglich des Unterschieds
zwischen dem p-Wert und dem bedingten p-Wert des x2-Unabhingigkeitstests passiert,
wenn Tabelle 4.7 so abgewandelt wird, dass man die Unabhéngigkeitshypothese anneh-
men miisste. Hierfiir sei Tabelle 4.8 auf Seite 94 gegeben.

Da auch hier alle erwarteten Zellhiiufigkeiten < 5 sind, wird mit Hilfe des x2-Tests nur
eine unbefriedigende Approximation der y2-Verteilung erreicht. Mit diesem Test ergiibe
sich ein p-Wert von 0, 8092:

> chisq.test(x2)
Pearson’s Chi-squared test

data: x2
X-squared = 500.4074, df = 529, p-value = 0.8092

Warning message:
In chisq.test(x2) : Chi-squared approximation may be incorrect

Der Verlauf von i fiir Tabelle 4.8 (Abbildung 4.7) zeigt, dass auch hier 600000-700000
Iterationen ausreichen um einen relativ stabilen Wert fiir i zu erreichen. Bei 700000
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Abbildung 4.7: Verlauf von [, (n = 700000, Tabelle 4.8)

[terationen mit einer Einschwingphase von 100000 und unter Einbeziehung jedes 100.
Schrittes ergibt sich hier ein approximierter bedingter p-Wert von 0, 8693551:

> set.seed(12345)
> unab(x2,700000,100000,100)

(.11 [,21 [,3] [,4] [,8) L,e] [,71 [,8] [,9] [,10] [,11] [,12] [,13]

[1,] 2 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0
, 1 1 1 2 0 0 0 0 0 0 0 1 0
, 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
(4,] 1 1 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
, 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
, 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

approximierter p-Wert= 0.8693551

Als Differenz zwischen den beiden Werten erhélt man hier 0,0601551, was in besonderen
Fillen einen Unterschied zwischen Annahme und Ablehnung der Nullhypothese bedeuten

konnte. Es stellt sich nun also wieder die Frage, was im Bereich des Signifikanzniveaus
a = 0,05 geschieht.
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4.4.2 Beispiel ,,Ahnlichkeit zweier Gedichte* mit p-Wert im Be-
reich des Signifikanzniveaus

Um einen (bedingten) p-Wert im Bereich des Signifikanzniveaus o = 0,05 zu erreichen,
wurde wieder Tabelle 4.7 abgewandelt. (Siche Tabelle 4.9 auf Seite 95.) Wie schon oben
wird auch hier durch die y2-Teststatistik keine befriedigende Approximation der y2-
Verteilung erreicht. Mit dem y2-Unabhingigkeitstest erhilt man bei Tabelle 4.9 einen
p-Wert von 0,05107:

> chisq.test(x3)
Pearson’s Chi-squared test

data: x3
X-squared = 583.2569, df = 529, p-value = 0.05107

Warning message:
In chisq.test(x3) : Chi-squared approximation may be incorrect

Man wiirde also mit diesem Test die Unabhéngigkeitshypothese annehmen.

06 08 1.0

approximierter p-Wert
a4

< |
o

T T T T T T T T
0e+00 1e+05 2e+05 3e+05 de+05 5e+05 Ge+05 Te+05

Zeitpunkti

Abbildung 4.8: Verlauf von fi, (n = 700000, Tabelle 4.9)
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Es soll nun getestet werden, ob dies auch mit Hilfe des modifizierten Metropolis Algo-
rithmus der Fall ist. Abbildung 4.8 zeigt den Verlauf von f fiir Tabelle 4.9. Wie oben ist
auch hier zu erkennen, dass es ausreicht 600000 - 700000 Iterationen durchzufiihren um
einen stabilen Wert fiir i zu erhalten. Fiir den bedingten p-Wert des x2-Tests erhiilt man
analog zu den obigen beiden Beispielen dieses Abschnitts:

> set.seed(12345)
> unab(x3,700000, 100000, 100)

(,11 [,21 (,3] [,4] (,8] L,e] [,71 [,8] [,9] [,10] [,11] [,12] [,13]

[1,] 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
, 1 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 1 0
, 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
(4,] 1 1 0 3 1 0 0 0 0 0 0 0 0
, 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
, 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0

approximierter p-Wert= 0.03799367

Die Nullhypothese der Unabhéngigkeit muss auf diese Weise also, im Gegensatz zu dem
Ergebnis des y?-Unabhingigkeitstests, abgelehnt werden. Die Differenz zwischen p-Wert
und bedingten p-Wert betragt hier 0,01307633 und ist somit ebenfalls relativ grof3. In
diesem Fall hat dieser grofie Unterschied sogar zwischen Annahme und Ablehnung der
Nullhypothese entschieden.

4.5 Zusammenfassung der Ergebnisse

Tabelle 4.3 zeigt noch einmal zusammenfassend alle Ergebnisse der obigen Beispiele. Hier
ist zu erkennen, dass bei den Beispielen (4.1 und 4.2), bei denen keine oder nur eine der
erwarteten Zellhdufigkeiten < 5 sind, es nur einen sehr geringen Unterschied zwischen
dem p-Wert und dem approximativ berechneten bedingten p-Wert des y?-Tests gibt.
Egal, ob man schliellich die Nullhypothese auf dem Niveau 0,05 annehmen oder ableh-
nen muss, beide Werte gleichen sich jeweils mindestens bis zur zweiten Nachkommastelle.
Der Grund dafiir ist die zufriedenstellende Approximation der y2-Verteilung, die beim
x2-Unabhéngigkeitstest erreicht wird.

Sind jedoch alle erwarteten Zellhdufigkeiten < 5, kommt man zu unterschiedlichen Ergeb-
nissen:

Bei den Beispielen 4.3.1 und 4.4, bei denen die Nullhypothese auf dem Niveau 0,05 abge-
lehnt werden musste, stimmen die beiden berechneten p-Werte ebenfalls mindestens bis
zur zweiten Nachkommastelle {iberein.

Bei Annahme der Nullhypothese (Beispiele 4.3 und 4.4.1) ergibt sich jedoch ein grofler
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Ergebnisse der obigen Beispiele

Beisniel p-Wert bedingter | Betrag der
CISPIEL | des y2-Tests p-Wert Differenz
4.1 0,01375 0,01343973 | 0,00031027
4.2 0,7996 0,7983419 | 0,0012581
4.3 0,6173 0,6422296 | 0,0249296
4.3.1 0,01771 0,01242048 | 0,00528952
4.3.2 0,04719 0,03423205 | 0,01295795
4.4 0,0356 0,03582736 | 0,00022736
4.4.1 0,8092 0,8693551 | 0,0601551
4.4.2 0,05107 0,03799367 | 0,01307633

Tabelle 4.3: Zusammenfassung der obigen Ergebnisse

Unterschied zwischen p-Wert und bedingten p-Wert. Als Differenzen erhélt man hier
0,0249296 und sogar 0,0601551.

Es stellt sich somit die Frage, ob ein solcher groler Unterschied auch auftritt, wenn der
(bedingte) p-Wert im Bereich des Signifikanzniveaus von 0,05 liegt, da er in diesem Be-
reich in manchen Féllen moglicherweise einen Unterschied in Annahme und Ablehnung
der Nullhypothese bewirken kann. Nach entsprechenden Umwandlungen der Ausgangsta-
bellen (Beispiele 4.3.2 und 4.4.2) ergab sich auch in diesem Bereich noch ein relativ grofier
Unterschied zwischen dem p-Wert und dem approximativ berechneten bedingten p-Wert.
Die Differenzen liegen hier betragsméfig bei rund 0,01, also in einer GréoBenordnung, die
in bestimmten Féllen tatséchlich zu einem Unterschied in Annahme und Ablehnung der
Nullhypothese fiihren kénnen, wie es bei Beispiel 4.4.2 tatsdchlich der Fall ist.

Es ist zu beachten, dass hier nur einige wenige Beispiele untersucht wurden, weswegen
sich aufgrund der Beobachtungen keine allgemeine Aussage iiber den Unterschied von -
Unabhéngigkeitstest und modifiziertem Metropolis Algorithmus machen ldsst. Es zeigt
sich jedoch allein bei diesen wenigen Beispielen, dass es bei Kontingenztafeln mit kleinen
Eintriagen (bzw. erwarteten Zellhdufigkeiten < 5) doch auffallende Unterschiede zwischen
den beiden Verfahren gibt.
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Tabelle 4.4: Anzahl der Toten durch Pferdetritte (vgl. [5, S.326])
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Tabelle 4.5: Abwandlung von Tabelle 4.4, durch die eine Ablehnung der Nullhypothese erreicht wird
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Tabelle 4.6: Abwandlung von Tabelle 4.4, durch die ein (bedingter) p-Wert im Bereich von 0, 05 erreicht wird
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Tabelle 4.7: Platzierung der 162 einzeln auftauchenden Worter in den Gedichten ,, Winter Retrospect” von J.A. Lindon und H.W.

Bergerson (vgl.[5, S.341])
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Tabelle 4.8: Abwandlung von Tabelle 4.7, durch die eine Annahme der Nullhypothese erreicht wird
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Tabelle 4.9: Abwandlung von Tabelle 4.7, durch die ein (bedingter) p-Wert im Bereich von 0,05 erreicht wird



Anhang A

Programme

Im Folgenden werden die Quellcodes fiir die in dieser Arbeit aufgerufenen Funktionen
aufgefithrt und erlautert. Fiir das Programmieren und Aufrufen dieser Funktionen wurde
die freie Software R Version 2.6.2 vom 08.02.2008 benutzt.

A.1 Computer Simulation von Markov Ketten

Mit dem folgenden Programm wird eine Markov Kette simuliert, sowie der Verlauf von

1 n
Y(n) = Z L (X5) , s € S beliebig aber fest,
i=0

n-+1

ausgegeben. Theoretisch wurde die Simulation bereits in Abschnitt 1.2 beschrieben und
in 1.2.1 angewandt.

Man ruft die Funktion durch den Befehl mk(n,s,mu,p,d) auf, wobei als Eingabe folgende
Parameter notwendig sind:

(i) n : gewiinschte Anzahl der zu simulierenden Kettenglieder,
(ii)
(iii)
)
)

: Zustandsraum S5,

)]

Anfangsverteilung p(©),

mu :
(iv) p : Ubergangsmatrix P und
d

(v

Dem Programm werden zunéchst die Einfithrungsfunktion psi geméf (1.5), sowie die
Update-Funktion phi gemé&$ (1.7) ibergeben. Anschliefend werden, wie in (1.10) be-
schrieben, die einzelnen X; fiir ¢ = 1,...,n erzeugt , sowie die entsprechenden Werte fiir
Y berechnet und ausgegeben.

: gewlinschter Zustand s;, fiir den die Kurve von Y ausgegeben werden soll.
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> mk<-function(n,s,mu,p,d){
+ #Einfuehrungsfunktion:
+ psi<-function(x,s,mu){
+ y<-cumsum (mu)
i<-2
if (x>=0 & x<mu[1]){i<-1}
else{
repeat{
if (x>=y[i-1] & x< y[i]){i&break}
else{i<-i+1}
}
}
return(i)
}
#Update-Funktion:
phi<-function(x,t,p){
z<-cumsum(p[t, 1)

j<-2
if (x>=0 & x<plt,11){j<-1}
else{
repeat{
if(x>=z[j-1] & x< z[j]){j&break}
else{j<-j+1}
}

}
return(j)
}

#Erzeugen der X[i]
u<-runif (n+1,min=0,max=1)
X<-rep(3,n+1)
Y<-rep(0,n+1)
j<-rep(0,n+1)
j[11<-psi(ull],s,mu)
X[1]<-s[j[1]]
z<-0
if (X[1)==d){Y[1]<-1}
if (X[1]==d){z<-1}
i<-1
repeat{
i<-i+1
jlil<-phi(u(lil,jli-1],p)
X[il<-s[j[i]]
if (X[i]==d) {z<-z+1} #Summe 1_[Xi=z]
Y[i]<-(1/1)*=z #Berechnung von Y
if (i==n+1)break

+ 4+ + + + F A+ F o+ F o+ o+ o+ o+ o+ A+ o+ A+ + + o+
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}
print (X)
plot(Y,type="1",xlab="Zeitpunkt n")
}

+ 4+ + o+

A.2 DModifizierter Metropolis Algorithmus

Ausgehend von einer K x L-Tabelle f(®) mit nichtnegativen Eintréigen, den Zeilensummen
r = (ry,...,r7) und den Spaltensummen ¢ = (cy,...,c;), dient die folgende Funktion
dazu, K x L-Tabellen f® ¢ Fre) mit den gleichen Zeilensummen r und den gleichen
Spaltensummen ¢ zu simulieren.! Die Grundlage bildet der modifizierte Metropolis Algo-
rithmus, der in Abschnitt 3.7 beschrieben wurde.

Zusétzlich wird der Wert

. 1 u .
F= Z_; 1{TX2(f<“)ZTX2(f(0>)}(f( )

berechnet, der sich fiir n — oo dem bedingten p-Wert des y*-Tests annihert. (vgl.
Abschnitt 3.5)

Aufgerufen wird diese Funktion mit dem Befehl unab(x0,n,d,schritt), wobei folgende
Parameter gegeben sein miissen:

(i) %0 :
die Startmatrix () mit nichtnegativen Eintrigen, den Zeilensummen r = (ry,...,77)
mit r; # 0 fiir ¢ = 1,...,1 und den Spaltensummen ¢ = (cy,...,cy) mit ¢; # 0 fiir
G=1,....J,

(i) n : mitn > 0,
die gewiinschte Anzahl der zu simulierenden Tabellen,

(iii) d : mit 0 <d < n,
die Lange der Einschwingphasephase (burn-in), d.h. die gewiinschte Anzahl der
anfangs simulierten Tabellen, die nicht in die Rechnung von ji einbezogen werden
sollen,

(iv) schritt : mit 1 < schritt <n,
die Schrittlinge nach der Einschwingphase, d.h. nach der Einschwingphase wird
zunéichst @) und anschlieBend jede schritt-te Tabelle (also f(d+1+schritt)
flariszschritt) .) in die Rechnung von /i einbezogen.

Als Ausgabe erhiilt man hier die vorgegebene Tabelle (), den zuletzt berechneten Wert

fiir i (approximierter p-Wert), sowie den Verlauf von fi in einer Grafik.

!Diese Funktion steht lediglich fiir Matrizen zur Verfiigung, bei der alle Randsummen # 0 sind.
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unab<-function(x0,n,d,schritt){
x<-x0

print(x)

1<-0

m<-0

f<-0

s<-seq(1, (n+1)*schritt,by=schritt)
mu<-s+1

k<-1

#p-—Wert:
#Funktion fuer die Teststatistik:
Tchi<-function(x0){

#ML-Schaetzer:
ML<-function(x0,1i,j){rowSums (x0) [i]*colSums(x0) [j]/sum(colSums(x0))}

#T(Chi“2)-Wert, i und j gegeben:
Chi<-function(x0,1i,3){(x0[i,j]1-ML(x0,1,3j)) 2/ML(x0,1,3)}

a<-rep(0,nrow(x0))

#Summen der T(Chi~2)-Werte:

for(i in 1:nrow(x0)){al[i]<-sum(Chi(x0,i,1:ncol(x0)))}
chiwert<-sum(a)

return(chiwert)

}

TCHI<-Tchi (x0)

repeat{

1<-1+1

if (1==d+s[k]){ #mu erst ab (einschl.) 1=d+1 berechnen,
#in "schritt"-Schritten

f<-f+1

if (Tchi(x) >= TCHI){m<-m+1} #Summe 1_{Tchi(x) >= Tchi(x0)}

mul[f]<- m/f

k<-k+1
}

if (1==n+1)break
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j<-c(sample(l:ncol(x),2)) #zufaellig zwei Spalten aussuchen
if(j[11>j[2]){j<-c(j[2],j[1]1)} #richtige Reihenfolge der
#ausgewaehlten Spalten

i<-c(sample(1l:nrow(x),2)) #zufaellig zwei Zeilen aussuchen
if(i[1]>i[2]){i<-c(i[2],i[1])} #richtige Reihenfolge der
#ausgewaehlten Zeilen

e<-runif (1,min=0,max=1)
if (e<=0.5){epsilon<-1}else{epsilon<-(-1)} #epsilon berechnen

#Matrix M addieren

y<—X

y[i[1],j011]1<- x[i[1],j[1]]+epsilon
y[i[2],j[2]1]1<- x[i[2],j[2]]1+epsilon
y[il1],j[211<- x[i[1],j[2]]-epsilon
y[i[2],j[111<- x[i[2],j[1]]-epsilon

if(y[i[1],j[1]1]1<0){x & next} #y verwerfen, wenn ein Eintrag <O
if(y[il1],3[2]11<0){x & next}
if(y[i[2],j[1]1]1<0){x & next}
if(y[i[2],j[2]1]1<0){x & next}

#alpha berechnen

A<-(factorial(x[i[1],j[1]])*factorial (x[i[2],j[2]])*factorial(x[i[1],;j[2]1])
xfactorial (x[i[2],j[1]1]1))/(factorial(y[i[1],j[1]])*factorial(y[i[2],j[2]])
xfactorial(y[i[1],j[2]])*factorial(y[i[2],j[1]1]))

alpha<-min(A,1)

u<-runif (1,min=0,max=1)

if (u<=alpha) {x<-y} #y mit Wahrscheinlichkeit alpha annehmen

X

}

cat("approximierter p-Wert=",mu[f],"\n")
plot(mu,type="1",xlab="Zeitpunkt i",ylab="approximierter p-Wert")
}
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