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Kapitel 1
Einleitung

Die statistische Analyse von ,Lebensdauern® spielt in medizinischen und biologi-
schen Studien eine wichtige Rolle. Sie dient beispielsweise der Beurteilung von The-
rapien bei bestimmten Krankheiten oder kann Auskunft dariiber geben, wie stark
die toxische Wirkung von Schadstoffen auf Organismen ist. Zu weiteren Anwen-
dungsgebieten zdhlen unter anderem das Ingenieurwesen, die Okonomie oder die
Sozialwissenschaften. Beispiele von ,Lebensdaten in diesen Fachgebieten sind die
Funktionsdauer von elektronischen oder mechanischen Komponenten und Systemen,
die Dauer von Streiks, die Periode der Arbeitslosigkeit bis zur Neueinstellung, die
Lange eines Zeitschriftenabonnements oder die Dauer einer Ehe. Da es sich nicht
immer um eine Lebensdauer im biologischen oder funktionstechnischen Sinn han-
delt, ist der Ausdruck ,Lebensdauer lediglich als Fachbegriff zu verstehen, mit dem
die Zeitspanne zwischen einem wohldefinierten Startzeitpunkt ¢y und dem Eintritt
des interessierenden Ereignisses, dem Endzeitpunkt ¢y + ¢, gemeint ist. In der medi-
zinischen Forschung entspricht der Startpunkt oft der Rekrutierung eines Patienten
in eine klinische Studie und geht mit dem Beginn einer bestimmten Therapie ein-
her. Das interessierende Ereignis konnte dann — je nach Krankheitsstadium und
Behandlungsmethode — die Genesung des Patienten, sein Tod oder eine Linderung

der Symptome sein.

Lebenszeitdaten zeichnen sich dadurch aus, dass sie haufig einer Zensur unterliegen.
Die Lebensdauer eines Individuums nennt man zensiert, wenn der interessierende
Endzeitpunkt to + t fiir dieses Individuum nicht beobachtet werden kann. Ursache
hierfiir kann beispielsweise ein Beenden der Studie sein, obwohl das interessierende

Ereignis noch nicht bei allen Individuen eingetreten ist. Ist in einem solchen Fall



to + ¢ der Zeitpunkt, in dem ein Individuum zum letzten Mal beobachtet worden
ist, so ist ¢ die zensierte Lebenszeit. Man weif nur, dass die eigentliche Lebensdauer
grofer ist als ¢ und spricht in diesem Zusammenhang von Rechtszensierung. Zu
weiteren Zensurmechanismen zdhlen die Linkszensur, bei der lediglich bekannt ist,
dass ein Individuum das interessierende Ereignis vor dem Beginn der Studie erlebt
hat, und die Intervallzensur, bei der die Information darin besteht, dass das Ereignis
innerhalb eines bestimmten Zeitintervalls stattgefunden hat. Die Charakteristika

dieser Zensursysteme werden in Kapitel 3, Abschnitt 3.1 sorgfaltiger definiert.

Aufgrund der unvollstéindigen Beobachtungen konnen Lebenszeitdaten nicht mit sta-
tistischen Standardverfahren analysiert werden, sondern erfordern besondere Aus-
wertungsmethoden. Das Ziel dieser Arbeit besteht daher in der Darstellung von
statistischen Modellen und Methoden der Lebenszeitanalyse, welche in der Litera-
tur auch als ,Survival Analysis“ bekannt ist. Fundamentale Fragestellungen sind
dabei die nicht-parametrische Schétzung der Verteilungsfunktion, die Modellierung
des Finflusses von erkldrenden Variablen auf die Lebensdauern beobachteter Indivi-
duen, der Vergleich von Uberlebenswahrscheinlichkeiten fiir verschiedene Gruppen

von Probanden und schliefslich die Bewertung der Giite einer Modellanpassung.

Kapitel 2 beginnt mit grundlegenden Definitionen der ,Survival Analysis* und bein-
haltet die Charakterisierung einer Lebensdauer 7'. Die Verteilung der nicht-negativen
Zufallsvariable T kann neben der Dichtefunktion durch die Survival-Funktion, die
Hazard-Funktion und die erwartete Restlebensdauer eindeutig beschrieben werden.
Nach Einfiihrung dieser Funktionen wird in Abschnitt 2.4 die Beziehung zwischen

ihnen zusammenfassend dargestellt.

Im ersten Abschnitt des Kapitels 3 erfolgt eine ausfiihrliche Beschreibung der bereits
erwahnten Zensierungsmechanismen. Da die Rechtszensur fiir die Praxis die grofste
Relevanz hat, wird der Schwerpunkt dieser Arbeit auf die Beschreibung und Ana-
lyse von Datensdtzen unter dieser Zensurform gelegt. Weil zensierte Stichproben
mit Hilfe klassischer Maximum-Likelihood-Methoden ausgewertet werden konnen,
wird in Abschnitt 3.2 die Likelihood-Funktion fiir rechtszensierte Daten konstru-
iert. Abschnitt 3.3 fasst Aspekte der asymptotischen Statistik zusammen, die fiir
die Thematik nachfolgender Kapitel bedeutsam sind.

Als grundlegendes Werkzeug der Lebenszeitanalyse wird in Kapitel 4 der von Kaplan

und Meier [Kap-58| eingefithrte nicht-parametrische Schétzer fiir die Survival-
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Funktion diskutiert. Nach seiner Herleitung aus der in Abschnitt 3.2 konstruierten
Likelihood-Funktion, wird im zweiten Teil des Kapitels die Varianz dieses Schit-
zers approximiert und in Abschnitt 4.3 lokale Konfidenzintervalle fiir die Survival-

Funktion angegeben.

Obwohl theoretisch jede nicht-negative Zufallsvariable die Lebensdauern von Indi-
viduen einer Population reprisentieren kann, nehmen in der parametrischen Le-
bensdauerstatistik bestimmte Verteilungen eine zentrale Position ein. Sie werden in
Kapitel 5 vorgestellt. Ferner wird in diesem Kapitel eine Methode eingefiihrt, mit
der graphisch beurteilt werden kann, inwieweit sich ein parametrisches Modell fiir

die Beschreibung einer zensierten Stichprobe eignet.

In bestimmten Situationen besteht zwar das Interesse an der Lebenszeitverteilung ei-
ner einzelnen Gruppe, doch kommt es weitaus haufiger vor, dass die Ausfallzeiten von
Individuen mehrerer Gruppen miteinander verglichen werden sollen, so zum Beispiel
in einer klinischen Studie zur Bewertung der Wirksamkeit verschiedener Therapien.
Auch koénnen in einem Experiment Kovariablen beobachtet werden, um zu tiber-
priifen welche von ihnen Auswirkungen auf die Lebenszeit haben. Beides fiihrt zu
Regressionsmodellen. Sowohl parametrische als auch nicht-parametrische Methoden
sind dabei gebrduchlich. In den Kapiteln 6 und 7 werden mit dem parametrischen
Accelerated-Failure-Time-Modell (AFT-Modell) und dem semi-parametrischen Cox-

Hazard-Modell die beiden wichtigsten unter ihnen vorgestellt.

Likelihood-Methoden fiir AFT-Modelle basieren auf der in Kapitel 3 hergeleiteten
Likelihood-Funktion. Sie werden in Abschnitt 6.1 allgemein behandelt. Abschnitt
6.2 enthilt dann die Anpassung eines Weibull-, Log-Logistik und Log-Normal-AFT-

Modells an einen konkreten Datensatz.

Das von Cox [Cox-72| vorgeschlagene Cox-Hazard-Modell ist beziiglich der Lebens-
zeit T' an keine spezielle Verteilung gebunden. Parametrisch modelliert werden nur
die Auswirkungen der erkldrenden Variablen. Fiir die Schitzung der Regressionspa-
rameter hat Cox [Cox-72| [Cox-75] eine partielle Likelihood-Funktion vorgeschlagen.
Diese wird in den Abschnitten 7.1 und 7.2 sowohl fiir bindungsfreie Datensétze als
auch fiir solche mit mehrfachen Messwerten hergeleitet. Die Identifikation relevan-
ter Kovariablen wird in Abschnitt 7.3 nur fiir das Cox-Hazard-Modell erértert. Die

dort beschriebene Vorgehensweise kann aber ganz entsprechend auf das AFT-Modell

3



iibertragen werden. Die Interpretation geschitzter Regressionsparameter im Cox-
Hazard-Modell wird in Abschnitt 7.4 beschrieben und an einem konkreten Beispiel
durchgefiihrt. Sowohl das Kapitel zum AFT-Modell als auch das zum Cox-Hazard-
Modell schliefen mit einem graphischen Verfahren zur Uberpriifung des jeweiligen
Modells.



Kapitel 2
Grundbegriffe der Lebenszeitanalyse

Die grundlegende Aufgabe bei der Modellierung von Lebensdaten besteht darin,
Aussagen iiber die Zeit T' zu machen, zu der das interessierende Ereignis eintritt. T
sei demnach stets eine nicht-negative Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion £, die

die Ausfallzeit von Individuen einer zunéchst homogenen Population beschreibt.

Im Folgenden werden Funktionen vorgestellt, mit deren Hilfe die Verteilung von T’
charakterisiert werden kann. Neben der Dichtefunktion handelt es sich dabei um die
Survival-Funktion, die Hazard-Funktion und die erwartete Restlebensdauer. FEinge-
fiihrt werden diese Funktionen fiir stetig, diskret und gemischt verteilte Zufallsva-
riablen. Diskutiert wird auferdem der Zusammenhang zwischen ihnen, denn ist eine
der Funktionen bekannt, so kénnen die anderen drei eindeutig bestimmt werden. Die
Ausfithrungen des Kapitels folgen im Wesentlichen denen von Klein und Moesch-

berger [Kle-97, Kapitel 2|. Weitere Quellen werden an gegebener Stelle benannt.

2.1 Die Survival-Funktion

Die Survival-Funktion ist eine wesentliche Grofe bei der Beschreibung von Lebens-
zeiten. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass ein aus der Population beliebig
ausgewahltes Individuum den Zeitpunkt ¢ iiberlebt. Synonym verwendete Bezeich-
nungen sind Survivor-Funktion, Uberlebensfunktion und — besonders im technischen

Kontext — Zuverlassigkeitsfunktion (reliability function).



2.1. Die Survival-Funktion

Definition 2.1 (Survival-Funktion). ' Die Survival Funktion St zur Ausfallzeit
T ist definiert als

Sr(t) = P(T > 1), t>0. (2.1)

Im Folgenden wird der Index T' weggelassen, wenn klar ist, welche Zufallsvariable

der Survival-Funktion zugrunde liegt.

Satz 2.1 (Eigenschaften der Survival-Funktion). Fir die Survival-Funktion

gilt:
1. St)=1—-F(@), t>0.
2. S ist eine monoton fallende Funktion mit S(0) = 1 und lim;_, S(t) = 0.

3. Ist T stetig verteilt mit positiver Dichte f auf (0,00), so ist S streng monoton
fallend und es g¢ilt

S(t) = /too f(u) du. (2.2)

In diesem Fall ldsst sich f schreiben als

sy = -5 2.3)
. Pt<T<t+A)
- A11—>I{)l+ A ' (24)

4. Ist T diskret verteilt mit Werten in 0 < t; <ty < ... , d.h. diskreter Dichte
p(t)) =PI =t;), j=1,2,..., so ist S eine monoton fallende rechts-stetige
Treppenfunktion:

S = S plty). (2.5)

ti>t

Beweis: Alle Gleichungen folgen direkt aus der Definition bzw. den Eigenschaften

der Verteilungsfunktion: Es gilt

SH)=P(T>t)=1-P(T<t)=1-F(t),

! Andere Autoren, so zum Beispiel Cox & Oakes [Cox-84, S. 13] oder Lawless [Law-03, S. 9],
definieren Sp(t) als die Wahrscheinlichkeit dafiir, mindestens bis zum Zeitpunkt ¢ am Leben zu
bleiben, d.h. Sp(t) = P(T > t), t > 0.




2.2. Die Hazard-Funktion

daraus folgt im stetigen Fall %Et) = —f(t) und damit die Gleichung (2.3). Weiter
gilt S(0) =1— F(0) = 1 und lim;_, S(t) = lim;_, 1 — F(t) = 0. Ebenso schnell
sieht man (2.2): Da supp (7) = (0, 00), ist

S(t):l—F(t)zl—/Otf(u)du:/toof(u)du.

Die Gleichheit in (2.4) ergibt sich mit der Stetigkeit von T

Pt<T<t+A)  PT<t+A)-PT<t)
A B A

_ 1-P(T>t+A)-(1—-P(T >1t))

B A
1-PT>t+A)-(1-P(T >1))

B A

_ =S+ A)+5() _}_GS(t)7 fir A — 0%

A ot
Und (2.5) gilt aufgrund der Definition von S. O

Nach Satz 2.1 ist f(t)A die approximative Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das inter-

essierende Ereignis zum Zeitpunkt ¢ eintritt.

2.2 Die Hazard-Funktion

Die Hazard-Funktion? ist fiir die Charakterisierung von Lebensverteilungen von
grundlegender Bedeutung. Sie gibt an, wie sich das Ausfallrisiko in Abhangigkeit
vom Alter im Verlauf der Zeit verdndert. Diese Beziehung ist in vielen Anwendungen
von grofsem Interesse. Informationen iiber den Verlauf der Hazard-Funktion helfen
iiberdies bei der Auswahl geeigneter parametrischer Modelle. Im ersten Teil die-
ses Abschnitts wird die Hazard-Funktion und ihre Beziehung zur Survival-Funktion
sowohl fiir stetige als auch diskrete Verteilungen vorgestellt. Im zweiten Teil wird
ein allgemeiner Rahmen entwickelt, innerhalb dessen stetige, diskrete und gemisch-

te Lebensverteilungen gemeinsam behandelt werden kénnen. Der letzte Teil liefert

2 Abhiingig vom wissenschaftlichen Anwendungsgebiet ist die Hazard-Funktion auch unter an-
deren Namen bekannt. Wahrend man in der Zuverlassigkeits-Theorie zum Beispiel den Begriff
bedingte Ausfallrate (conditional failure rate) benutzt, ist in der Demographie der Begriff Sterb-
lichkeitskraft (force of mortality) gebrduchlicher. In der Epidemiologie ist die Hazard-Funktion als
altersspezifische Ausfallrate (age-specific failure rate) bekannt und im Zusammenhang mit stochas-
tischen Prozessen wird der Begriff Intensitatsfunktion (intensity function) verwendet.
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2.2. Die Hazard-Funktion

schlieklich allgemeine Informationen zur Hazard-Funktion im Zusammenhang mit

parametrischer Modellbildung.

2.2.1 Definition und Eigenschaften

Definition 2.2 (Hazard-Funktion). Fiir stetige Uberlebenszeiten T definiert man
die Hazard-Funktion \ als

Pt<T<t+A|T>t¢
Mt) = lim DUST<t+A[T2Y)

t>0. 2.6
A—0+ A ’ o ( )

Ist T diskret verteilt mit Trager {ti, ta, ...}, 0 <t; <ty < ..., so ist die Hazard-
Funktion gegeben durch

Die Hazard-Funktion (auch Hazard-Rate) ist nicht-negativ und gibt im stetigen Fall
Auskunft dariiber, wie schnell Individuen eines bestimmten Alters das interessieren-
de Ereignis erleben. Handelt es sich dabei um Ausfall oder Tod, so ist die Grofe
A(t)A ein approximatives Maf fiir das Risiko im infinitesimalen Intervall (¢,¢ + A)
zu sterben, falls man bis zur Zeit ¢ iiberlebt hat. Im diskreten Fall ist A(¢;) die be-
dingte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Individuum, welches das Alter ¢; erreicht

hat, zum Zeitpunkt ¢; stirbt.

Satz 2.2. Ist die Ausfallzeit T stetig verteilt, so qilt fiir die Hazard-Funktion

Y 89
At) = S sm - a In S(¢). (2.8)

Beweis: Es gilt

pef . PA<T<t+A|T>t) . Pt<T<t+A)
M= i, A - A T AT A

— im P(T<t+A)—P(T <t) steti 1 1 F(t+ A)— F(t)

A0+ P(T >t)A a—ot P(T > t) A
S en S 0
= 50 - S~ o In S(t).

Eine verwandte Grofke ist die kumulierte Hazard-Funktion.



2.2. Die Hazard-Funktion

Definition 2.3 (Kumulierte Hazard-Funktion I). Fir eine stetig verteilte Le-

benszeit T wird die kumulierte Hazard-Funktion A definiert als

A(t) = /O Au) du. (2.9)

Ist die Zufallsvariable T diskret, so definiert man die kumulierte Hazard-Funktion A

entsprechend als

A(t) =) A(ty). (2.10)

t; <t

Satz 2.3 (Darstellung von S durch A I). 1. Ist T eine stetig verteilte Zu-
fallsvariable, so lassen sich Survival- und Hazard-Funktion in folgende Bezie-

hung bringen:

S(t) = exp ( - /Ot A(u) du> =exp (— A(1)). (2.11)

2. Ist die Zufallsvariable T hingegen diskret mit Wahrscheinlichkeiten p(t;), 0 <

th <ty <..., soist der Zusammenhang gegeben durch:

Sty =[]I1- )] (2.12)

t;<t

Beweis: Mit (2.8) hat man fot Au) du = —1In S(t) und somit den stetigen Fall
(2.11). Ist T diskret verteilt auf dem Zeitraster 0 < t; < t5 < ..., so gilt fiir die
Hazard-Funktion

j=1,2..., (2.13)

wobei S(tg) := 1. Da p(t;) = S(t;—1) — S(t;), gilt weiter

S(t)
S(tj-1)’
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2.2. Die Hazard-Funktion

Die Gleichheit (2.12) erhélt man schlieflich durch

M-l = I-(-5.5)] - t S0

t;<t t;<t <t
S(t1) S(ta) - .. S(te—1) S(tw)

_S0)S
S(to) S(t1) S(ta) ... S(tey)’
t)

).

tr = max {t; | t; <t}

I
%)

(
(

Dei tr

n

O

Bemerkung 2.1. Zu beachten ist, dass die Beziehung S(¢) = exp ( — A(t)) fiir die
diskrete Definition von A nicht gilt. Ein Analogon zu (2.11) wére nach (2.12) durch

A(t) ;== —In (H[1 - A(@)]) ==Y In[1-A(t))] (2.14)

t;<t t;<t

gegeben. Im néchsten Abschnitt werden zwei neue Integral-Begriffe eingefiihrt, das
Riemann-Stieltjes-Integral und das Produkt-Integral. Durch sie kann die Unterschei-
dung zwischen stetigem und diskretem Fall formal umgangen werden und man wird
sehen, dass dabei gerade die in (2.9) gegebe Definition von A der in (2.14) vorzuzie-

hen ist.

2.2.2 Eine allgemeine Formulierung

Mo6chte man den stetigen und diskreten Fall nicht getrennt voneinander untersuchen
oder betrachtet man eine Zufallsvariable T', die sowohl diskrete als auch stetige
Komponenten besitzt, so bietet es sich an, die kumulierte Hazard-Funktion mittels
des Riemann-Stieltjes-Integrals zu definieren. Die diskrete und stetige Definition von
A konnen dadurch zusammengefasst und folglich auch gemeinsam behandelt werden.
Ein zweites niitzliches Werkzeug ist das sogenannte Produkt-Integral. Mit seiner
Hilfe kann die Darstellung der Survival-Funktion durch die Hazard-Rate ebenfalls fiir
beliebige Uberlebensverteilungen in einem Ausdruck vereint werden. Der Begriff des
Produkt-Integrals geht auf den italienischen Mathematiker Vito Volterra [Vol-1887]
zuriick und die Idee des Kalkiils besteht darin, die wohlbekannte Verwandtschaft
von Summation und Integration auf Produkte zu iibertragen. Da die Definition des

Produkt-Integrals in Analogie zu der des Riemann-Stieltjes-Integrals erfolgt, soll

10



2.2. Die Hazard-Funktion

dieses im Folgenden zuerst eingefiihrt werden. Der Inhalt des Abschnitts basiert
dabei auf den Ausfithrungen von Lawless [Law-03, S. 11-13].

Definition 2.4 (Riemann-Stieltjes-Integral). 3 Sei G eine schwach monoton
wachsende Funktion auf R, die rechtsstetig ist, linksseitige Grenzwerte besitzt und
in jedem endlichen Intervall héchstens endlich viele Diskontinuititen hat. Sei h eine
Funktion, die in jedem Intervall (a,b] ebenfalls hochstens endlich viele Unstetigkeits-
stellen hat. Diese seien jedoch verschieden von denen von G. Unter der Annahme,
dass g(u) = G'(u) fir alle u ezistiert, in denen G stetig ist, und dass in den Un-
stetigkeitsstellen a; von G gilt G(a;) — lima_o G(a; — A) = g;, ist das Riemann-
Stieltjes-Integral von h beziglich G tber dem Intervall (a,b] durch

b
/( MGG = / Mgl dut 3 ha)g 015

j:a<a; <b

gegeben. Bei dem ersten Integral auf der rechten Seite der Gleichung (2.15) handelt

es sich um das wohlbekannte Riemann-Integral.

Bemerkung 2.2. Die Verteilungsfunktion F'(t) = P(T < t) einer Zufallsvariable T
ist eine rechtsstetige und monoton wachsende Funktion mit Spriingen in Punkten
a;, fiir die P(T = a;) = p; > 0 gilt, und mit Wahrscheinlichkeitsdichte f(u) = F'(u)
fiir alle u, in denen F' stetig ist. Nach (2.15) ist P(a < T < b) demnach mit dem
Integranden h = 1 gegeben durch

Fb) - Fla) — /( JAF() (2.16)
= /f(u)dufz ;. (2.17)

Ist die Zufallsvariable 7" stetig, so hat die Verteilungsfunktion F' keine Sprungstel-
len und die Summe im letzten Teil der Gleichungskette fallt weg. Ist T hingegen
diskret verteilt, so ist F' eine Treppenfunktion mit f(u) = 0 fiir alle u, in denen F
stetig ist, so dass das Riemann-Integral im letzten Ausdruck dann gleich 0 ist. Das

Riemann-Stieltjes-Integral liefert folglich ein Werkzeug, mit dem der diskrete Fall

3Diese Definition liefert lediglich eine Spezialform des Riemann-Stieltjes-Integrals, die fiir Vertei-
lungsfunktionen geeignet ist. Allgemein wird das Riemann-Stieltjes-Integral fiir schwach monoton
wachsende Integratoren G erklért und iiber untere und obere Darboux-Summen eingefiihrt. Ei-
ne sinnvolle Definition ist auch fiir Integratoren von beschrinkter Variation moglich. Siehe dazu
[Pfe-05, S. 791f].
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2.2. Die Hazard-Funktion

und der stetige Fall gemeinsam abgehandelt werden konnen. Mit seiner Hilfe kann

eine allgemeine Definition der kumulierten Hazard-Funktion angegeben werden.

Definition 2.5 (Kumulierte Hazard-Funktion II). Sei T eine nicht-negative
Zufallsvariable und X\ die Hazard-Funktion von T. Nach den Uberlegungen aus
Abschnitt 2.2.1 sei die Hazard-Funktion fir alle u, in denen F stetig ist, durch
Au) = f(u)/S(u) gegeben und N\; = P(T = a; | T > a;) seien die diskreten
Hazard-Werte in den Sprungstellen a; von F. Die kumulierte Hazard-Funktion kann

dann mat Hilfe des Riemann-Stieltjes-Integrals definiert werden als

A = /OtdA(u) _ /t)\(u) dut 3N (2.18)

0 Jia;i<t

In Satz 2.3 wurde der wichtige Zusammenhang zwischen Survival- und Hazard-
Funktion fiir stetige und diskrete Verteilungen getrennt angegeben. Um den Sach-

verhalt allgemeingiiltig formulieren zu kénnen, benétigt man das Produkt-Integral.

Definition 2.6 (Produkt-Integral). Sei Z(™) = ({ug, v, ..., u"}),, mit a =
uft < ul' < ... < ul =0b eine Folge von Zerlegungen des Intervalls (a,b], fir die

mit Au” = ult — "y gill:
max(Awu") — 0 fir m — oo.

Sei G wie in Definition 2.4 gegeben. Das Produkt-Integral von G iber (a,b] ist dann
fiir jede solcher Zerlequngsfolgen Z™ definiert als*

Pl1+dG(u)] = lim JJ{1+G") - Gu,)}. (2.19)
i=1
Die Eigenschaften von G, wie sie in Definition 2.4 gegeben sind, garantieren dabei

die Existenz des Grenzwertes.

Zu Gunsten der Ubersichtlichkeit wird im Folgenden bei den Folgengliedern der
Zerlegungsfolge Z™) = ({uf, u, ..., u™}),, in den meisten Fillen auf den Index

m verzichtet.

4Entsprechend der allgemeinen Definition des Riemann-Stieltjes-Integrals fiir Integratoren von
beschrénkter Variation, ist die obige Definition des Produkt-Integrals auch fiir Funktionen G sinn-
voll, die von beschrénkter Variation sind, vgl. z.B. [Gil-01].
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2.2. Die Hazard-Funktion

Satz 2.4 (Multiplikativitit des Produkt-Integrals). FEuzistiert das Produkt-
Integral von G idber dem Intervall (a,b] und ist ¢ beliebig mit a < ¢ < b, so gilt

Pl1+dGu)] = P[1+dGu)]|P[1+dG(u)]. (2.20)

Beweis: Nach Definition 2.6 ist P2 [14+d G (u)] = limyn—00 [ [ {1+ G (u;) — G (ui—1)}
fiir eine beliebige Zerlegungsfolge Z(™ = {a = uy < u; < ... < U, = b} mit
max(u; — u;—1) — 0 fiir m — oo. Es sei nun a = 4y < 4 < ... < Uy, = b eine

gemeinsame Verfeinerung von Z™ und a < ¢ < b. Dann gilt mit ¢ = uy
[T +G@) - Ga1)}
i=1

k m
= [[{1+G@) - Gu_)} T {1+ Glw) - Gla1)}-
i=1 i=k+1
Da G auf den Teilintervallen (a,c] und (c,b] die gleichen Eigenschaften besitzt wie
auf (a,b], existieren fiir m — oo die Limiten der beiden Produkte auf der rechten
Seite der Gleichung und entsprechen gerade den Produkt-Integralen von G iiber

(a,c] und (c,b]. Es gilt also

P 1+dGu)] = P[1+dGu)]P[1+dG(u)].
[
Lemma 2.1. 1. Fir z € R mit x nahe 0 (insbesondere |x| < 1) gilt:
In(l+z) = x+r(x), (2.21)

wobei fiir den Fehlerterm r(x) = o(|z|) fir x — 0 gilt. In der Lagrange-Form

st er gegeben durch

1’2

W= e =

mit £ € (0, z), falls x > 0 bzw. £ € (x,0), falls v < 0. Insbesondere erhdlt

man die Abschdtzung
In(1+2z) < = (2.22)
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2.2. Die Hazard-Funktion

2. Fir x >0, x nahe 0, gilt
In(l—2) > —2z. (2.23)

Beweis: 1. Nach dem Satz von Taylor, siehe zum Beispiel [Kab-96, S. 263|, kann
f(x) =In(x + 1) in einer Umgebung von 0 durch ein Polynom 1. Ordnung approxi-

miert werden:

f(x) = f(0) + f'(0)(x) + r(x).

Der Fehler r(z) erfiillt dabei lim,_o7(z)/ || = 0, bzw. r(z) = o(|z|) fir x — 0. In

der Lagrange’schen Form kann r(z) angegeben werden als r(z) = %xQ mit £ €
(0, x) bzw. £ € (z, 0), je nachdem ob x positiv oder negativ ist. Mit f(z) = In(1+z),
f'(z) =1 +2)tund f’(x) = —(1 + x)~2 erhélt man demnach die Behauptung.

2. Die Abschitzung (2.23) ist klar, da In(1 — z) in 0 die Steigung —1 hat. O

Satz 2.5 (Weitere Eigenschaften des Produkt-Integrals). Sei G wie in De-

finition 2.4 festgelegt. Dariiberhinaus sei im stetigen Fall G' = g beschrinkt auf
(a,b].

1. Ist G in allen u € (a,b] stetig, so gilt:

P 1+dG(u)] = J@mﬁ[wg(ui)mg (2.24)

~ exp ( / " o) du> | (2.25)

2. Ist G eine Treppenfunktion mit Springen der Hohe g; in den Punkten a;, j =
1,2,..., dann ist das Produkt-Integral gegeben durch

Pr1+dGu)] = J] (1+g) (2.26)

j:a<a;<b

3. Allgemeiner gilt: Hat G Diskontinuititen in a; mit Sprunghdhen g;, j =

1,2,..., so st

b
P I1+dG(u)] = exp (/ g(u) du) H (1+g;). (2.27)

Jj:a<a;<b
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2.2. Die Hazard-Funktion

Beweis: 1. Ist die Funktion G auf dem gegebenen Intervall stetig, so ist sie nach

der Festlegung in Definition 2.4 auch differenzierbar mit G'(u) = g(u) > 0. Fiir

jede Partition @ = up < u; < ... < u, = b des Intervalls (a,b] gilt mit Awu; =
u; —u;—1, © =1,...,m, also die folgende Approximation
Taylor G(u;) — [G(w;) — G'(w;) Au; + r(Auy)]
= g(u)Au; + r(Au;). (2.28)

Fir den Fehlerterm gilt dabei: r(Aw;) = r(Au™) = o(|Aul"|) fiir Au® — 0. Das
bedeutet

Ve>0 30>0: [Au*| < = |[r(Au])| < e|Au|. (2.29)

Da hier Au* > 0 und Au™ — 0 fiir m — oo, gibt es nach (2.29) insbesondere zu

jedem £ > 0 ein myg, so dass fiir alle m > my
Ir(Au™)| < e Au™. (2.30)
Fiir das Produkt-Integral erhdlt man damit zunéchst (2.24):

P 14+dGw)] % lim ﬁ{1+G(ui) ~ Glui)}

m—00 -}

=7 lim [ {1+ g(us) Aug + r(Au;)}

m—00 -}

i=1

= lim JJ{1+ g(u)Au;}
=1

Die Giiltigkeit der letzten Gleichheit soll mit Hilfe der Abschitzung (2.30) explizit
nachgerechnet werden:
(i) Im Fall r(Aw;) > 0 ist ,, >* klar. Es bleibt zu zeigen

lim H{l + g(u)Au; +r(Awy)} < lim H{l + g(u;) Au; }. (2.31)

m—o0 - m—o0 -
=1 =1
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2.2. Die Hazard-Funktion

Sei dazu € > 0 beliebig und my so gewéhlt, dass (2.30) gilt. Sei m > mg. Dann folgt

H{1 + g(u) Ay + r(Ay;)} < H{1 + g(u;) Au; + eAu;}.

=1

Setze a; := 1+ g(u;)Au; und zeige

. . 1< . i =
3C.: H{al—i—eAuz} < C’El_[aZ und llir(l)Cg 1. (2.32)

i=1 i=1
Mit einem solchen C. gilt dann

lim H{l + g(ui) Aug + r(Au;) }

m—00
=1

< lim C. H{l + g(u;) Au; } =9 hm H{l + g(u;)Au; }
1=1 =1
und damit (2.31). Zum Beweis von (2.32) wihle C. := exp[e(b — a)]. Wegen der
Stetigkeit von exp(-) gilt lim._q C. = 1. Weiter ist

m

InC. = e(b—a) = ZsAui

i=1

a§1 Zeiuz (222 il < 5Auz> I [ﬁ <1+€iuz‘>

=1

<

Es gilt also

i »sAuz I {ai + eAug}
C. > H( ) = 11_[;11%

und damit (2.32).
(i) Ist r(Au,;) <0, so ist die Abschétzung ,, <* klar und lediglich

lim H{l + g(u;)Au; + r(Auy)} > lim H{l + g(u;)Au; } (2.33)

m—00 m—00

zu zeigen. Sei wieder € > 0 beliebig und mg so, dass (2.30) gilt. Fiir m > my hat
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2.2. Die Hazard-Funktion

man zundchst r(Aw;) > —eAwu,; und damit

[T+ g(ud) A + r(Aw)} > H{1 + g(u;) Au; — eAug}.

=1

Ist a; := 1+ g(u;)Au;, so ist zum Beweis von (2.33) zu zeigen:

JC. : H{ai —eAu;} > CEH(M und lir% C.=1. (2.34)
i=1 i=1

Wihle dazu C. := exp{—2¢(b —a)}. Es ist lim._oC. = 1 und

InC, = —2¢(b—a) = i —2eAu;
i=1
azgzl zi: B 2€2u (2.23) Zi:ln <1 B 5?}4,) L [11 <1 B eiuz>

Damit ist

¢ < [[(-2m) - [L2 o - <),
=1 "

Es gilt also (2.34). Daraus folgt

lim H{l + g(us) Aug + r(Au;) }

m—00

> lim e [J{1 + g(u) A} == lim {1+ g(u;) Aug}

m—00
=1 =1

und damit (2.33). Die Giiltigkeit von (2.25) zeigt die folgende Gleichungskette.

=1

) exp {Til i [g(uz-)Au,» + r(g(ui)Aui)] }
{T}LLIHOO ' g(ui)Aul} = exp {/abg(u) du} :
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Fiir grofses m ist Au; klein, ebenso g(u;)Au;. (%) gilt also nach Lemma 2.1. Bei dem
Beweis von (#*) ist zu beachten, dass der Fehlerterm r(g(u;)Au;) nach Lemma 2.1
durch

[g(ui) Au,]?
r(g(u)Au;) = BEETE < 0, £€(0,9(w)Au),
gegeben ist und damit lediglich
lim Zr(g(ui)Aui) > 0. (2.35)
i=1

zu zeigen bleibt. Es gilt r(g(w)Aw;) = r(gu™)Aul) = o(g(u™)Aul) fiir

g(u")Au™ — 0, mit anderen Worten

(2

Ve>0 Imo Ym >mo: |r(g(u)Au")| < eg(ul)Aul. (2.36)

Sei € > 0 beliebig und mg so gewihlt, dass (2.36) gilt. Wegen der Beschrénktheit

von g folgt dann mit m > my

m m

ZT(Q(W)AU@') > Z—ag(ui)Aui

i=1 i=1
> —esup{g(u)|ué€ (a,b]} Z Au;
i=1

— —csup{g(w) | ue (a.8]} (b a).

Da e > 0 in (2.36) beliebig klein gewihlt werden kann, gilt also

m

Jim > r(g(u)du) > —e sup{g(u) | u € (a0} (0= a) =20

=1

und damit (2.35) bzw. (xx).

2. Als Treppenfunktion ist G zwischen ihren Sprungstellen konstant. Es tra-
gen folglich nur die Intervalle (w;_;,u;] zum Produkt-Integral bei, die mindes-
tens eine der Unstetigkeitsstellen enthalten. Fiir hinreichend grofses m ist maxi-

mal eine Sprungstelle a; Element des Intervalls (u;_1, w;]. Ist dies der Fall, so ist
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2.2. Die Hazard-Funktion

14+ G(u;) — G(uj—1) = 1+ g;. Es gilt also

Pol1+dGw)] = lim [J{1+Gw)-Gu)} = [] @+

m—o0 -
i=1 j:a<a;<b

3. Sind aj, j = 1,2,..., die Sprungstellen von G, so setze man 0.B.d.A. a; =
min{a; | a; > a} und a, = max{q; | a; < b}. Ist b = a,, und setzt man a = ao, so

kann nach Satz 2.4 das Produkt-Integral P? [1 + d G(u)] zerlegt werden in

Py [l +dG(u)] = Plagar-a)[1 +dG(w)] Pay—a,a [l +dG(u)]
,P(al,ag—A} {1 + dG(U)] P(G,Q—A7d2] [1 + dG(u)] -
e Play_r,an-a] [1 +dG(w)] Pa, A, a,) [1 + d G(u)].

Da G auf den Intervallen (a;_1,a; — A, j = 1,...,n, stetig ist, ist mit Teil 1 des

Satzes zunichst die folgende Darstellung moglich

Py [l +dCG) = exp ( / A o(u) du) Prar—san [L + dC(w)]
exp ( / TQ_A g(w) du) Plassts.an [L +dG(W)]....
L exp < / " W du) Prosn.a 1+ dC(w)].

an—1
Fiir A — 0ist P(g;—n,q;) [1 +dG(u)] = 14g;, j=1,...,n. Wegen der Kommuta-
tivitdt der Multipikation vereinfacht sich der obige Ausdruck des Produkt-Integrals

damit schliefilich zu

(1+9;),
1

J

b n
Py [1 +dG(u)] = exp (/ g(u) du)
was mit der Definition von a; und a,, gerade der Behauptung entspricht. Fiir b > a,,
zerlegt man das Intervall (a,b] in @ = ap < a1 — A < a3 < a3 — A < ay <
. < ap, — A < a, < bund erhilt mit entsprechenden Uberlegungen das gleiche
Ergebnis. [l
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2.2. Die Hazard-Funktion

Satz 2.6 (Darstellung von S durch A II). Fir eine beliebige Lebenszeit T
kann die Survival-Funktion S mittels der kumulierten Hazard-Funktion A und des

Produkt-Integrals P wie folgt dargestellt werden

S(t) = PL1—dA)]. (2.37)

Beweis: Sei die kumulierte Hazard-Funktion A wie in Definition 2.5 gegeben. Die
allgemeine Darstellung (2.37) erhélt man aufgrund der Tatsache, dass fiir jede be-

liebige Zerlegung 0 = ug < uy < ... < u,, =t von (0, ] gilt

m

St) = P(T>t) = [[P(T>u|T>uy),
i=1
insbesondere also auch
St) = lim [[P(T>w|T>u). (2.38)
i=1

Der folgende Beweis zeigt, dass der Limes im rechten Teil der Gleichung (2.38) gerade
dem Produkt-Integral in (2.37) entspricht. Man hat zunéchst

P(T>UZ’|T>UZ'_1) = 1—P<T§U1|T>UZ_1)
Puiy < T <w) (216) 1 /"2
P(T > Ui—1 S(Ui_l) i1 (U)

)
@10 {Sml“) /uu_l f(u) du+5(%“) > p(%’)}-

ui_1<aj S’U,l

Fiir den diskreten Teil des letzten Ausdrucks ist im Beweis zu Satz 2.3 gezeigt

worden, dass A(a;) = p(a;)/S(aj—1). Es ist also zunéchst

1 1
S(ui-1) Z ple;) = S(u;_q) Z Aaj) S(aj-1). (2.39)

u;—1<a; <u; u;—1<a; <u;

Da bei einem hinreichend kleinen Awu; = u; — u;—1 das Intervall (u;_1, u;] hochstens

nur eine Sprungstelle a; von F' enthélt, ist

Sajr) = > pla)= > plax) = S(ui)

ap>a;—1 Ap>Ui—1
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2.2. Die Hazard-Funktion

und (2.39) kann weiter umgeformt werden zu

1
S(uiy) Y. pla) = D May). (2.40)

u;—1<a;<u; u;—1<a;<u;

Fiir den stetigen Teil gilt mit Au; = u; — u;_q

1w .
S(ui-1) /ul flu)du = S(ui1) [F(u;) — F(ui-1)]

= S(ui_l) [F(ui,1 + Auz) - F(uifl)]

[F(ui1) + fuioy) Au; + 7(Au;) — F(ui-q)]

r(Auy,)

S(u;_q)
flui—1) U
S(Ui_l) ! S(ui_1)7

mit r(Au;) = o(Aw;) fiir Au; — 0. Da S beschrénkt ist, gilt folglich auch 1 (Au;) ==
r(Au;)/S(ui—1) = o(Auw;) fiir Au; — 0. Wegen A(t) = f(t)/S(t) erhélt man ferner

S(ulil) /7:_11 flu)du = Xui—1)Au; + 11 (Au,)

= / Z Au) du + 1 (Au;) + ro(Auy),
wobei fiir den Fehler ro(Aw;) gilt

ro(Au;) < Auwy Sup{ IA(z) — A(y)| ‘ T,y € (ui_1, uy }

Au;
RO < sup {IN@) AW |y € nr ]} 0 i A0

<
Aui -

Setzt man r3(Au;) = ri(Aw;) + r2(Auw;), so ergibt sich

P(T>u |T>u_) = 1-— [/UI Au) du + Z Aay) + r3(Aw;)

u;—1<a; <u;

= 11— [A(w) = Alwiy) + 75(Au;)]

bzw.

m—00
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2.2. Die Hazard-Funktion

Da fiir fiir den Fehler r3(Au;) = r(Aw;) + r2(Aw;) ebenfalls r5(Au;) = o(Aw;) fiir
Au; — 0 gilt, folgt mit der Definition des Produkt-Integrals insgesamt

s = lim T [Aw) = M) +r(Aw)]}

9 tim TT0 - M) — Al )}

= PH1—dA(u)].

Die Gleichheit bei (%) zeigt man dabei mit a; := 1 — [A(w;) — A(u;—1)] ganz analog
zu dem Beweis von Gleichung (2.24) in Satz 2.5, siche dazu S. 15ff. O

Bemerkung 2.3. Die Beziehung (2.37) gilt fiir alle Typen von Verteilungen. Fiir
stetige Zufallsvariablen erhdlt man die aus Abschnitt 2.2.1 bekannte Darstellung
S(t) =exp (- fg A(u) du) durch Anwenden des ersten Teils von Satz 2.5. Im dis-
kreten Fall folgt der Ausdruck S(t) =[], ,[1— A(¢;)] direkt aus Gleichung (2.26).

Bemerkung 2.4. Alternativ kann P analog zum Riemann-Integral definiert wer-

den. In diesem Fall ergibt sich die folgende Darstellung fiir die Survival-Funktion:
Poll—Au)du] = lim JJ[L— M&)(uw —uiy)]}. (2.41)
i=1

Auch hier wird eine immer feinere Zerlegung des Intervalls (0,¢] betrachtet, d.h.
0=wuy <u <u <...< Uy, ="1mit Au; = u; — u;—; und max(Aw;) — 0 fiir
m — 00, sowie & € (u;—1, u;]. Zu finden ist der Ausdruck (2.41) zum Beispiel in
[Cox-84, S. 15].

2.2.3 Bemerkungen

Die Bedeutung der Hazard-Funktion liegt in erster Linie darin, das unmittelbare
Sterberisiko eines Individuums zu bestimmen, von welchem bekannt ist, dass es zu
einem bestimmten Zeitpunkt ¢ noch am Leben ist. Der Verlauf der Hazard-Funktion
beschreibt dabei, wie sich das augenblickliche Ausfallrisiko in Abh&ngigkeit von der

bereits verlebten Zeit verandert.

In der parametrischen Uberlebenszeitanalyse verwendet man die Hazard-Funktion
zum Bestimmen der Ausfallverteilung. Solche auf der Hazard-Rate basierenden Mo-

delle verwenden qualitative Informationen iiber den Ausfallmechanismus. Es gibt
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2.3. Die erwartete Restlebensdauer

mehrere allgemeine Formen der Hazard-Funktion. So zeigen einige einen (streng)
monoton wachsenden Verlauf, andere sind (streng) monoton fallend, Badewannen-
oder Hiigel-fomig. Modelle mit wachsender Hazard-Rate ergeben sich im Zusam-
menhang mit natiirlicher Alterung oder Abnutzung. Fallende Hazard-Funktionen
sind weitaus weniger iiblich, finden jedoch gelegentlich Gebrauch bei sehr friihen
Sterbewahrscheinlichkeiten, wie sie sich zum Beispiel nach Organtransplantationen
ergeben. Badewannen-formige Hazard-Funktionen eignen sich fiir von Geburt an
beobachtete Populationen. So folgen die meisten Sterblichkeitstafeln dieser Hazard-
Form: Die vielen Todesfélle der ersten Lebensphase erkliren sich priméar durch typi-
sche Kinderkrankheiten. Es folgt eine Phase mit niedriger Sterbewahrscheinlichkeit
und anschliefsend — basierend auf natiirlichen Alterungsprozessen — eine wachsende
Hazard-Rate. Hiigel-formige Hazard-Funktionen werden verwendet, um das Uberle-
ben nach chirurgischen Behandlungen zu modellieren. Dem operativen Eingriff folgt
aufgrund von Infektionen, Blutungen oder anderen Komplikationen ein anfinglicher

Zuwachs des Sterberisikos. Erholt sich der Patient, so sinkt dieses Risiko wieder ab.

Das Erwégen der Hazard-Funktion ist schlieflich auch dann niitzlich, wenn Indivi-

duen mehrerer Gruppen miteinander verglichen werden sollen (siehe dazu Kapitel
7, insbesondere Abschnitt 7.3.2 und 7.4.4).

2.3 Die erwartete Restlebensdauer

Die erwartete Restlebensdauer (mean residual life function) ist der vierte grundle-
gende Parameter in der Analyse von Lebenszeiten. Fiir Individuen des Alters t gibt

sie an, welche restliche Lebensdauer diesen im Mittel noch verbleibt.

Definition 2.7. Die erwartete Restlebensdauer ist definiert als
mrl(t)=E(T —t|T >t), t>0. (2.42)
Satz 2.7. Es gelten folgende Beziehungen:

1. Ist die Zufallsvariable T stetig verteilt, so gilt:

mrl(t) = % /too S(u) du, t>0. (2.43)
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2.3. Die erwartete Restlebensdauer

Die Grifle mri(t) entspricht also der Fliche unterhalb des Graphen der
Survival-Funktion rechts von t geteilt durch S(t).
Fiir diskrete Zufallsvariablen auf dem Zeitraster 0 < t1 < ty < ... gilt daher

entsprechend:
tiv1 — 1) S(t) + D i (ti1 — t5) S(¢;
mrl(t) _ ( +1 ) ( ) ijerl( J+1 ]) (J)7 (2'44)
S(t)
f’le’ tl S t < tiJrl.
2. Ist T stetig verteilt, so hat man:
E(T) = mri(0), (2.45)
00 0o 2
Var(T) = 2 / tS(t) dt — (/ S(t) dt) . (2.46)
0 0

Beweis: 1. Hat T eine stetige Dichte f, so gilt

[ —1t) f(u) du

part.Int, f()=—5'(t) % (—(u _ t)s(u)’:o + /too S(u) du)

1Mt — 00 = 1 o0
limi oo S(1)=0 _/ S(u) du.
t

E(T—-t|T>t)

Fiir eine diskrete Zufallsvariable erhilt man die Formel (2.44) mittels partieller Sum-

mation: Es gilt

BT =T >1) = g (5= 0p(t)

Dabei ist fiir t; <t < ;41

Z(tj —1)p(t;) =

t;>t

= (tig1— 1) Z p(t;) + (tive — tiv1) Z p(t;) + (tivs — tiy2) Z p(tj) + ...
= (tip1 — 1) i9_(tz‘) + (tiv2 — tiy1) S (tz‘:l_) + (tirs — tiva) S(tita) i_ e
= (tiy1 —1)S(t:) + Z (tjr1 — t5)S(t5)-

j>i+1
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2.3. Die erwartete Restlebensdauer

Die folgende Abbildung 2.1 veranschaulicht diese Summation fiir eine diskrete Zu-

fallsvariable 7' mit p(t1) = 1, p(t2) = 5, p(ts) = 2, p(ts) = 1 und &1 <t < t,.

o (t2 = ) p(t2)

b, Par T

............... (t3 — t) p(t3)

T ] T

RSy (ty — t) p(ts)
tl t t2 t?’ t4

Abbildung 2.1: Hilfsskizze zum Beweis von Satz 2.7.

2. Der Ausdruck (2.45) folgt direkt aus der Definition des Erwartungswertes und
(2.46) ergibt sich dann wegen Var(T) = E(T?) — [E(T)]?: Es ist

E(T?) = Amﬁﬂﬂﬁ:—ﬁﬂﬂj+lm%5@ﬁ

— / 2t 5(t) dt, da S(t) == 0
0

und damit

Var(T) = Q/OOOtS(t)dt—</OOOS(t)dt)2.
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2.4. Zusammenfassung

2.4 Zusammenfassung
Wie zu Beginn des Kapitels erwahnt, lassen sich — falls eine der eingefiihrten Grofen
bekannt ist — die anderen drei eindeutig bestimmen. Der Zusammenhang zwischen

erwarteter Restlebensdauer, Survival-, Hazard- und Dichte-Funktion lasst sich fol-

gendermafen zusammenfassen:
Satz 2.8. Ist die Lebenszeit T stetig verteilt, so gilt

1. fir die Survival-Funktion:

Sty = P(T>t)
@2 f(u) du
(1D exp <—/0 A(u) du)
LY e (A()

(2.3) 0
O 10
EIRORI0

Def Pt<T<t+A|T>t
Al = AlD ( A | )
(2.8) 0
= ——1InS(t
5 S ()
@8 [(t)
S(t)
c) d 1
= — 1
[dtmrl(t) * } mrl(t)’



2.4. Zusammenfassung

4. fir die erwartete Restlebensdauer:

mrl(t) = E(T—t|T>t)

(2.43) 1
= 50 / S(u) du

Beu 249 Sét) /t (u —t) f(u) du.

Ist die Lebenszeit T diskret verteilt, so gilt

1. fiir die Survival-Funktion:

Zp(t])

t;>t

S | (EE Y

tjgt
2. fur die diskrete Dichte:

p(t;) = S(tj—1) = S(t;) "="A(t;)S(tj—1), j=12,...,

4. fir die erwartete Restlebensdauer:

(tis1 — 1) S(ti) + 251t — £5) S(E5)

mrl(t) = 0 :

ty <t <t

Beweis: Zu zeigen bleibt lediglich die Gleichheit bei a), b) und c): Mit mri(t) =
ft u) du folgt c):

! gmr = ! — ﬂ
mrl(t) {Gt i)+ 1] mrl(t) u) du S(t) " 1]
1
- mrl(t) du}
1 _ @




2.4. Zusammenfassun

Damit lisst sich a) nachrechnen

3 o, _ _ ~— 3
i < e L e
) & =
\w/ o o, e 4 “
S X & 3 v g
-x S = ° s
S == = S
== = 3 el R O
TR T s EE T
- = T = 7= —— £
.H /.W\ —_— _ -~ AN _ / Hr\ mi(b\
S S g - a, = %%
N— —
SIS O 5 ol BIE
— RS R[E T = — =n =
+ + m X \Ol/:Tu_|_ \A
y D SR> EIE sz Z0 =l
o, o, o, o, =)= L—— ~
< % % ] m m —

und schlieflich b):
m
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Kapitel 3

Zensierte Daten und Konstruktion
der Likelihood-Funktion

Es kann vorkommen, dass das interessierende Ereignis — wie zum Beispiel der Tod
eines Krebspatienten oder der Ausfall eines bestimmten Maschinenbauteils — nicht
beobachtet werden kann. Bei einer Krebsstudie kann ein solcher Fall zum Beispiel
dann eintreten, wenn ein Patient wegen eines Wohnortwechsels aus der Studie aus-
scheidet oder aufgrund anderer Ursachen als der untersuchten Krebsart verstirbt.
Auch das vorzeitige Beenden der Studie selbst kann dazu fiihren, dass Lebensdauern

nicht vollstindig beobachtet werden. Man spricht von zensierten Daten.

Um zensierte Daten geeignet auswerten zu konnen, ist es wichtig zu wissen, durch
welchen Mechanismus sie hervorgerufen werden. Bei den verschiedenen Arten der
Zensur unterscheidet man zwischen rechts-, links- und intervallweise zensierten Aus-
fallzeiten. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden diese drei Typen der Zen-
sur vorgestellt. Da die Rechtszensierung jedoch den fiir die Praxis wichtigsten Fall
darstellt, soll der Schwerpunkt in der Analyse rechtszensierter Lebensdaten lie-
gen. Die Auswertung der unvollstdndigen Datensétze wird dabei hauptséichlich auf
der Maximum-Likelihood-Theorie basieren. In Abschnitt 3.2 wird die Likelihood-
Funktion fiir rechtszensierte Daten konstruiert und in Abschnitt 3.3 die fiir die fol-

genden Kapitel relevanten Aspekte der Large-Sample-Theorie zusammengefasst.
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3.1. Zensierungsformen

3.1 Zensierungsformen

In diesem Abschnitt werden die drei Grundtypen der Zensur vorgestellt: die Rechts-,
Links- und Intervall-Zensierung. Rechtszensierten Datensatzen soll dabei die grof-
te Aufmerksamkeit gewidmet werden. Die Beschreibung der verschiedenen Zensie-
rungsformen folgt dabei im Wesentlichen den Darstellungen von Klein und Moesch-
berger |[Kle-97, S. 55-65|, Collet [Col-03, S. 1-4]| und Lawless |Law-03, S. 52-57|.
Beziiglich der Charakterisierung weiterer Zensurarten, wie der progressiven Typ-II-
Zensur oder der Stutzung (truncation) wird an dieser Stelle auf die Ausfithrungen

in [Law-03] und |Kle-97| verwiesen.

3.1.1 Typ-I-Rechtszensur

Wird aus Zeit- oder Kostengriinden eine Studie beendet, bevor das interessierende
Ereignis bei allen Teilnehmern oder Einheiten eingetreten ist, so spricht man von
der Typ-I-Rechtszensierung. In derartigen Experimenten beobachtet man ein Kol-
lektiv von n Individuen vom Zeitpunkt ¢ = 0 des Studienbeginns bis zu einem vorher
festgelegten Zeitpunkt ¢t = ¢, zu dem das Experiment abgebrochen wird. Ein Ausfall
wird demnach nur dann beobachtet, wenn er sich vor dem festgesetzten Zeitpunkt ¢
ereignet. Andernfalls hat man lediglich die Information, dass die Lebensdauer des In-
dividuums grofer ist als c. Die Typ-I-Rechtszensierung ergibt sich typischerweise bei
ingenieurwissenschaftlichen Untersuchungen zur Funktionsdauer von elektronischen
oder mechanischen Maschinenbauteilen. Abbildung 3.1 veranschaulicht den mogli-
chen Verlauf einer solchen Studie mit fiinf Einheiten. Bei der Auswertung von Daten
aus medizinischen Untersuchungen muss beachtet werden, dass Patienten in der Re-
gel nicht gleichzeitig in die Studie eintreten, sondern wihrend einer Anfangsphase zu
verschiedenen Zeitpunkten rekrutiert werden. In diesem Zusammenhang unterschei-
det man die Studien-Zeit (auch Kalender-Zeit oder study time) von der Patienten-
Zeit (patient time). Beide Begriffe geben die Zeitperiode an, in der ein Individuum
unter Beobachtung steht. Wéhrend die Studien-Zeit dabei die relative Beobach-
tungsdauer angibt, handelt es sich bei der Patienten-Zeit um die zeitliche Differenz
zwischen Beobachtungsbeginn und Todeszeitpunkt. Als absolute Beobachtungsdau-
er ist sie damit die eigentlich interessierende Lebenszeit. Abbildung 3.2 stellt die
Studien-Zeit fiir sechs Patienten bei Typ-1-Rechtszensur dar. Die entsprechende
Patienten-Zeit wird in Abbildung 3.3 veranschaulicht. Beide Graphiken sind, wie die
restlichen Abbildungen des Kapitels, an [Lee-03, Figure 1.1 — Figure 1.3] angelehnt.

30



3.1. Zensierungsformen

ID-Nr. der
Einheit

5

4

t=20 to
Studienbeginn

t=c
Studienende

Zeit t

Abbildung 3.1: Typ-I-Rechtszensur unter Laborbedingungen. A: Einheit ausge-

fallen; Z: Lebensdauer der Einheit zensiert; ¢, to, ..

Versuchseinheiten.
ID-Nr. des
Patienten
6 T
5 T 1 « T
41 | Z
31 zZ_
2 4o T
1+ 1 T
Studienbeginn  Ende derRekrutierung Studienende

. beobachtete Ausfallzeiten der

Zeit t

Abbildung 3.2: Studien-Zeit bei Typ-I-Rechtszensur. Die Individuen treten zu
unterschiedlichen Zeitpunkten in die Studie ein. | : Rekrutierung des Patienten; T:
Interessierendes Ereignis (hier T fiir Tod) ist beobachtet worden; Z: Zensierung.
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3.1. Zensierungsformen

ID-Nr. des

Patienten

t t t t t t Zeit t
to te ts 131 Cq 3

Beobachtete Patienten-Zeit

Abbildung 3.3: Patienten-Zeit bei Typ-I-Rechtszensur. Der individuelle Beobach-
tungsbeginn ist bei allen Patienten auf Null gesetzt worden. Bei T bzw. t;, i =
1, 2, 5, 6, ist der Tod des Patienten beobachtet worden. Bei Z bzw. c3 und ¢4 konnte
die tatsdchliche Lebensdauer aufgrund des Studienabbruchs nicht gemessen werden.

3.1.2 Typ-11I-Rechtszensur

Bei der Typ-II-Rechtszensur werden n Einheiten so lange beobachtet, bis die ersten
k von ihnen ausfallen. Die Zahl k£ < n wird dabei vor Beginn der Untersuchung fest-
gesetzt. Experimente zur Lebensdauer von Industrieprodukten beinhalten oft diese
Art der Zensur. Da das Priifen der Einheiten abgebrochen wird, sobald eine be-
stimmte Anzahl von ihnen versagt, erfordern solche Verfahren — ebenso wie die mit
Typ-I-Rechtszensur — weitaus weniger Geld und Zeit als diejenigen, die den Ausfall
aller Priifgegenstinde abwarten. Obwohl die Typ-II-Zensur bei einigen Lebenszeit-
Experimenten Anwendung findet, hat sie den Nachteil, dass die gesamte Dauer des
Versuchs von der Ausfallzeit ¢ abhdngt und diese zu Beginn des Tests unbekannt
ist. In geplanten Experimenten ist die Typ-I-Rechtszensur daher viel weiter verbrei-
tet. Abbildung 3.4 stellt die Typ-II-Zensur am Beispiel von sechs Einheiten dar.
Dabei ist k£ = 4 gesetzt, d.h. der Abbruchzeitpunkt des Experiments ist derjenige,

zu dem die vierte Versuchseinheit ausfillt.
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3.1. Zensierungsformen

ID-Nr. der

Einheit
. z
) * A
A z
3 A
2 o A
1 * A

: : : Zeit t

t= O tQ tl t5 t= t3
Studienbeginn Studienende

Abbildung 3.4: Typ-l1I-Rechtszensur unter Laborbedingungen. A: Einheit ausge-
fallen; Z: Lebensdauer der Einheit zensiert; tq, t,... beobachtete Ausfallzeiten der
Versuchseinheiten.

3.1.3 Zufallige Rechtszensur

Versuchseinheiten oder Patienten konnen aus zahlreichen Griinden noch vor dem
Beenden der Studie der Beobachtung entzogen werden. Studienteilnehmer kénnen
den Wohnort wechseln, an anderen als der untersuchten Krankheit sterben oder
sich aus Desinteresse nicht mehr an der Studie beteiligen. In ingenieurwissenschaft-
lichen Untersuchungen ist es moglich, dass Maschinen und Gerate aufgrund des
Versagens anderer als der zu priifenden Bauteile ausfallen. Der Eintritt des interes-
sierenden Ereignisses ist dann nicht beobachtbar. Man spricht von zufélliger Rechts-
zensierung. Bei klinischen Tests ist die Art der Zensierung haufig eine Mischung aus
Zufalls- und Typ-I-Zensur. Diese Kombination wird im Folgenden als zufallige Typ-
[-Rechtszensur bezeichnet. Die beiden Abbildungen 3.5 und 3.6 stellen sie graphisch

dar.
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3.1. Zensierungsformen

ID-Nr. des

Patienten
6 .V
5+ 1 T
44 | z
34 Z_
2 t———— T
1+ 1 oV

Zeit t

t=20 t=c
Studienbeginn  Ende derRekrutierung Studienende

Abbildung 3.5: Studien-Zeit bei zufilliger Typ-I-Rechtszensur. Die Individuen tre-
ten zu unterschiedlichen Zeitpunkten in die Studie ein. Z: Zensur — Patient iiberlebt
das Ende der Studie; T: Tod — Patient verstirbt aufgrund der untersuchten Krank-
heit; V: Verlust — Patient scheidet aufgrund anderer Ursachen aus der Studie aus.

ID-Nr. des
Patienten

=0 lo Ce ls 1 Cq 3
Beobachtete Patienten-Zeit

Zeit t

Abbildung 3.6: Patienten-Zeit bei zufilliger Typ-I-Rechtszensur. Der individuelle
Beobachtungsbeginn ist bei allen Patienten auf Null gesetzt worden. Bei T bzw. ¢,
und %5 ist der Tod des Patienten tatsdchlich beobachtet worden. Bei Z bzw. ¢;, 1 =
1, 3, 4, 6, konnte die tatséchliche Lebensdauer aufgrund der zufélligen Rechtszensur
bzw. des Studienabbruchs nicht gemessen werden.
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3.2. Konstruktion der Likelihood-Funktion fiir rechtszensierte Daten

3.1.4 Links- und Intervallzensur

Von linksseitig zensierten Ausfalldaten spricht man, wenn das interessierende Er-
eignis bereits vor Beginn der Studie eingetreten ist. Der genaue Zeitpunkt ist dann
unbekannt, man weift nur, dass das Ereignis irgendwann vor dem Startpunkt der
Beobachtung stattgefunden hat. Dieser Typ zensierter Daten kommt gelegentlich in
empirischen Untersuchungen vor. Soll mit Hilfe einer Umfrage ermittelt werden, wie
die Verteilung der Zeit ist, zu der Jugendliche das erste Mal nach einer Zigarette
greifen, so kann sich als mogliche Antwort ergeben, dass die befragte Person zwar
Raucher ist, aber nicht mehr wisse seit wann. Die Information ist folglich, dass der

Jugendliche zum interessierenden Zeitpunkt jlinger gewesen ist als beim Interview.

Ein allgemeinerer Typ der Zensur, die sogenannte Intervallzensur, ergibt sich, wenn
Ereignisse in bestimmte Zeitintervalle (L, R] fallen. Wird bei einer drztlichen Unter-
suchung eine Krankheit diagnostiziert, so ist lediglich bekannt, dass der Zeitpunkt
ihres Ausbruchs zwischen den beiden letzten Arztbesuchen liegt. Bei industriellen
Experimenten kommt es zur Intervallzensierung, wenn Maschinenbauteile nur peri-

odisch auf ordnungsgeméfes Funktionieren iiberpriift werden.

3.2 Konstruktion der Likelihood-Funktion fur

rechtszensierte Daten

Lebenszeiten unterliegen haufig den in Abschnitt 3.1 beschriebenen Mechanismen
der Rechtszensur. Ein Ziel ist demnach die Entwicklung von Methoden, mit denen
solche unvollstindigen Datensétze adidquat ausgewertet werden koénnen. Die sta-
tistische Inferenz kann dabei auf der wohlbekannten Maximum-Likelihood-Theorie
beruhen. Als Basis fiir die Thematik nachstehender Kapitel wird im Folgenden die
Likelihood-Funktion entwickelt. Dabei wird sich {iberraschenderweise Weise heraus-
stellen, dass sie bei den verschiedenen Typen der Rechtszensur dieselbe Form an-
nimmt. Die Ausfiihrungen dieses Abschnitts beruhen auf den Darstellungen von
Klein und Moeschberger [Kle-97, S. 65-70|, sowie denen von Lawless |Law-03, S.
52-57|. Entsprechend der dortigen Vorgehensweise werden zunéchst einige Bezeich-

nungen eingefiihrt.
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3.2. Konstruktion der Likelihood-Funktion fiir rechtszensierte Daten

3.2.1 Notation fiir die mathematische Modellierung der

Rechtszensur

Fiir das mathematische Modell der Rechtszensur betrachte man eine endliche Folge
Ti,..., T, von unabhingigen identisch verteilten nicht-negativen Zufallsvariablen,
die die wahren Lebensdauern einer n-elementigen Population beschreiben und durch
T reprasentiert werden. Die Zeiten T}, i = 1,...,n, seien dem Risiko ausgesetzt von
rechts zensiert zu werden. Beobachtungen sind folglich Werte y;, die entweder den
wahren Lebenszeiten entsprechen (y; = t;), oder aber zensiert sind. Die explizite
Definition der, einer Beobachtung y; zugrundeliegenden Zufallsvariable Y; soll bei
der Betrachtung der einzelnen Zensurmechanismen in den folgenden Abschnitten
formuliert werden. Zur Prézision des Sachverhalts definiere man an dieser Stelle

jedoch den Zensurindikator:

1, falls T;=vy; (wahre Lebensdauer beobachtet)
0, falls T; >y; (Zensur-Zeit beobachtet)

A = WTi=y) = {

Zu beachten ist, dass der Zensurindikator eine Zufallsvariable ist. Um im Folgenden
allgemein zwischen der Zufallsvariable A; und ihrer Realisierung zu unterscheiden,
wird fiir die letztgenannte die Bezeichnung d; verwendet.Das Ergebnis eines Expe-

riments mit n Individuen wéare also der Datensatz

((3/17 0)s -y (Yn, (5n))

Im Fall §; = 0 kann die tatsichliche Lebensdauer zwar nicht gemessen werden, aber
es ist bekannt, dass Patient ¢ mindestens bis zum Zeitpunkt 7; = y; am Leben
gewesen ist. Das ginzliche Ignorieren dieser Beobachtung wiirde damit zu einem

Informationsverlust fithren.

3.2.2 Typ-I-Rechtszensur

Unterliegen die Lebenszeiten der betrachteten n-elementigen Population einer
Rechtszensur vom Typ I, so hat jedes Individuum eine feste potentielle Zensur-
Zeit ¢;. Treten die Individuen zu unterschiedlichen Zeitpunkten in die Studie ein, so
gilt im Allgemeinen ¢; # ¢; fiir ¢ # j. Bei Experimenten unter Laborbedingungen
ist dagegen ¢; = ¢ fiir alle ¢ = 1,...,n. Man vergleiche hierzu die Abbildungen 3.1,
3.2 und 3.3. Die Lebenszeit T; wird in beiden Fallen nur beobachtet, wenn T; < ¢;
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3.2. Konstruktion der Likelihood-Funktion fiir rechtszensierte Daten

gilt. Andernfalls lautet die Information 7; > ¢;. Die Stichprobe besteht aus Reali-
sierungen der Zufallsvariablen (Y;, A;), i = 1,...,n, die mit den oben festgelegten
Bezeichnungen und den soeben gemachten Uberlegungen wie folgt dargestellt wer-
den kénnen:
Y; = min(7;, ¢) und A, = { L falls 7o <
0, falls T; > c;.
Die Likelihood-Funktion fiir eine Typ-I-zensierte Stichprobe basiert auf der gemein-

samen Verteilung von (Y;, A;), ¢ = 1,...,n. Diese wird im folgenen Satz angegeben.

Satz 3.1 (Dichte von (Y;,A;) bei Typ-I-Zensur). Im Modell der Typ-I-
Rechtszensur ist die Dichte der gemeinsamen Verteilung von (Y;, A;), i =1, ... n,

gegeben durch

foao Wi 6) = fr,(y:)" St,(c) 7. (3.1)

Dabei gibt c; die potentielle Zensurzeit des Indiwviduums i an. St, ist die Survival-
Funktion zu T; und mit fr, wird hier sowohl eine Dichtefunktion als auch eine Zdhl-

dichte bezeichnet, je nachdem ob die Verteilung von T; stetig oder diskret ist.

Beweis: Die Zensurzeiten ¢; sind feste Konstanten und fiir die Beobachtungen gilt
yi < ¢;. Ist die Lebenszeit T; diskret mit Zahldichte pr,(t;) = fr,(¢;), so ist

Ist T; eine absolut stetige Zufallsvariable, so betrachte man mit ¢ > 0 die Approxi-

mation P[Y; € [yi,yi +¢), A; =6;]. Esist

lim P[Y; € [y, yi +¢), Ai=1] = lim P[T; € [y, i +¢)]
Yi+e

= lim fr,(u) du = fr,(y;),

e—0 i

liI%P[Yi € lyiyit+e), Ai=0] = P[T,>¢| =57,(q).
Fiir die gemeinsame Verteilung ergibt sich in beiden Féllen also wie behauptet
fovan (Wi, 0:) = fr,(y:)% S, (er) =% O

Die Likelihood-Funktion kann nun im Fall der Typ-I-Rechtszensierung formuliert

werden.
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3.2. Konstruktion der Likelihood-Funktion fiir rechtszensierte Daten

Satz 3.2 (Likelihood-Funktion fiir (y, d) bei Typ-I-Zensur). Die Likelihood-
Funktion fiir die Stichprobe (y,§) = ((yl, 01)s vy (Yns 5n)) ist bei Typ-I-Rechtszensur
gegeben durch

L(Pr; (y,8) = [ /rw)"Snm)' ™, (3.2)

Beweis: Wegen der Unabhéngigkeit von (Y;, A;), ¢ = 1,...,n, gilt fir die
Likelihood-Funktion

L(PT; (y75)> - f((Y17A1) (Yn,An)) ((ylyél)v“'ﬂ(ym&%))

.....

= 11 /oia00)
=1
1) T | _s,
= H Fr, ()’ Sry(e)' 0.
=1

Die Darstellung (3.2) ist also eine direkte Folgerung aus Satz 3.1. O

3.2.3 Zufallige Rechtszensur

Im Modell der zufilligen Rechtszensur wird angenommen, dass jedes Individuum
i eine Lebenszeit T; und eine Zensurzeit C; besitzt. Neben den nicht-negativen
Zufallsvariablen Ti,...,T,, die nach Voraussetzung unabhingig identisch verteilt
sind, betrachtet man nun eine endliche Folge von identisch verteilten Zensurzeiten,
Ci,...,C,. Man nehme an, dass sowohl die Zenssurzeiten C, ..., C, untereinander
als auch T; und C; stochastisch unabhingig sind fiir ¢ = 1,...,n. Als weitere Vor-
aussetzung lege man fest, dass die Verteilungsfunktion Fi; in keinem Parameter mit
Fr, iibereinstimmt. In diesem Zusammenhang spricht man gelegentlich auch von un-
abhéngiger rechtsseitiger Zufallszensur. Wie im Fall der Typ-I-Rechtszensur erhilt

man im Experiment die Realisierungen der Zufallsvariablen

1, falls Y;=17;,, dh T,<C;,

Y, = min(7;, ) und A; =
0, falls ¥;=0C;, dh T;>C,.

Die Zufallsvariablen (Y3,A1),...,(Y,,A,) sind identisch und unabhéngig verteilt.

Die gemeinsame Verteilung von (Y;, A;) erhilt man analog zur Typ-I-Zensur.
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3.2. Konstruktion der Likelihood-Funktion fiir rechtszensierte Daten

Satz 3.3 (Dichte von (Y;, A;) bei Zufallszensur). Im Modell der zufilligen

Rechtszensur ist die Dichte der Verteilung von (Y;, A;), i =1, ..., n, gegeben durch
fornanWi. 6) = [fw) Sy )] [£677 (W) PH(Ci = wi)] - (3.3)

St,, fr, und fe, bezeichenen dabei in iblicher Weise die Survival-Funktion und —
abhdngtg davon, ob T; und C; stetig oder diskret sind — die Dichtefunktionen oder
Zihldichten der entsprechenden Randverteilungen. Sind die Zensurzeiten stetig ver-
teilt, so gilt natirlich P(C; > y;) = Sc, (yi).

Beweis: Da T; und C} stochastisch unabhéngig sind, gilt im diskreten Zeitmodell

P[(Y;>Ai) = (v, 1)} = P[Ti =y, C; > yi] = fr,(y;) P(C; > y3),
P[(Y;,A) = (:,0)] = P[T; >y, Ci=wi] = St.(vi) fe, (i),

mit diskreten Zahldichten fr,(¢;) und fe,(c;). Bei stetigen Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen betrachte man fiir € > 0 erneut die Approximation P[Y; € [y;,y; +¢), A; =
(52:| .

hI%PD/i €lyiyite), Ai=1] = hﬂ%P[Ti € i, yi +¢), C; > T}
Y;t+e e’}
= lir% / for, e (u,v) dvdu
0y u
Yyi+e o]
—tim [ [ ) fo ) doda
eV Jy; u
Yyi+e
& Yi
= Jr.(yi) S, (i)
und analog

hH(l]P[Y% € lyiyite), Ai=0] = liHéP[Ti > Ci, C; € [ys, yi +€)]

Yyite o]
i [ [ () fe ) dude
yiyi-i-a :
= hH(l] St,(v) fe,(v) dv
& Yi



3.2. Konstruktion der Likelihood-Funktion fiir rechtszensierte Daten

mit stetigen Dichten fr.(¢) und fe,(c). Damit hat man also wie behauptet:

foan W 8) = [frlu)P(Cs > v)]” [ST.<yi>fcv<yi>F‘5"
= [F2 () S5 W] [fE7 (i) PP (Ci = )] -

]

Die Darstellung der Likelihood-Funktion ergibt sich wieder direkt aus der Verteilung
von (Y;, A;):

Satz 3.4 (Likelihood-Funktion fiir (y,d) bei Zufallszensur). Die Likelihood-
Funktion fir die Stichprobe (y,8) = ((y1,01), ..., (Yn, 0,)) ist bei zufilliger Rechts-

zensur gegeben durch
L(Pr,Po; (y,6)) = Hf vi) St (i) H () P (Ci = ). (3.4)

Korollar 3.1. Da die Verteilungsfunktionen Fr, und F¢, keine gemeinsamen Para-
meter besitzen, konnen die beiden Faktoren der Likelihood-Funktion in (3.4) einzeln
mazimiert werden, Pr, also insbesondere unabhdingig von Pe, geschatzt werden. Als
Likelihood-Funktion fir die interessierende Lebensverteilung erhdlt man demnach

wie im Fall der Typ-I-Zensur
) _ - 5i o \1=6;
L<PT7 <Y7 6)) - Hle(yl) STi(yi) : (35)
ey

Bemerkung 3.1. Fillt die Masse der Verteilung von C; jeweils auf einen einzigen
festen Punkt c¢;, so erhélt man als Spezialfall der Zufallszensur die Typ I-Zensur aus
Abschnitt 3.2.2.

3.2.4 Typ-11-Rechtszensur

Eine Rechtszensur vom Typ II ergibt sich, wenn n Einheiten mit Lebensdauern
Ty, ..., T, gleichzeitig in die Studie aufgenommen werden und die Studie abgebro-
chen wird, sobald eine bestimmte Anzahl von ihnen ausféllt. Die Zahl k der Ausfille
wird dabei vor Beginn des Experiments festgelegt und der Datensatz besteht aus den
k kleinsten Lebenszeiten, das heift aus den Ordnungsstatistiken T{;) < ... < T{y,.
Ist die Verteilung von T stetig, so folgt die Gestalt der Likelihood-Funktion direkt

aus einem Ergebnis fiir Ordnungsstatistiken.
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3.2. Konstruktion der Likelihood-Funktion fiir rechtszensierte Daten

Satz 3.5 (Ordnungsstatistiken). Seien X, ..., X, unabhdngig identisch verteilte
Zufallsvariablen mit stetiger Dichte f und Verteilungsfunktion F'. Werden diese n

Zufallsvariablen in aufsteigender Reihenfolge angeordnet und notiert als

s0 heift Xuy, 1 < k < n, die k-te Ordnungsstatistik. Fir die gemeinsame Dichte
von Xy, ..., Xu gill

f(X(l) ..... X(k>)($1, LX) = (H f(z > (fL’(kz))}n—k- (3.6)

Beweis: Siehe Arnold, Balakrishnan und Nagaraja [Arn-92, Kapitel 2|, insbeson-
dere Beweis zu Theorem 2.4.3. O

Satz 3.6. Im Modell der Typ-II-Rechtszensur sei fr die Dichtefunktion und St
die Survival-Funktion der Lebenszeiten T4,...,T,. Die gemeinsame Dichte der k

kleinsten Lebenszeiten Tiyy < ... <y ist dann gegeben durch

(H fr(t )ST (tay)™ " (3.7)

und die Likelihood-Funktion ldsst sich wie bei den anderen Typen der Rechtszensur

darstellen als
L(Pr; (y,6)) = HfTi(yi)(siSTi(yi)l_éi- (3.8)
i=1

Beweis: Die Darstellung (3.7) entspricht der Dichte aus Satz 3.5. Die Likelihood-
Funktion erhélt man daraus wie folgt. Ist (y(1),01) < ... < (Y@, 0n) der geordnete
Datensatz, so gilt (yu),d:) = (Yu),1) = (te,1) fir i = 1,...,k und (yq),0;) =
(Y(i),0) = (t@),0) fiir ¢ = kK +1,...,n. Die Likelihood-Funktion basiert also auf der
gemeinsamen Verteilung der £ kleinsten Ordnungsstatistiken Ty < ... < T{y,

n! d n—=k
L(Pr; (v,9) = fau.1w) Wy yw) = n—h) 1/ we) | Sz
" \i=1
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und der Faktor (n%'k), kann als Konstante aus der Likelihood-Funktion entfernt wer-

den. O

3.3 Aspekte der Large-Sample-Theorie

In diesem Abschnitt soll ein Uberblick iiber diejenigen Resultate der asymptotischen
Statistik gegeben werden, die fiir die Thematik der nachfolgenden Kapitel von Be-
deutung sind. Einleitend soll mit Definitionen und Sétzen der Likelihood-Theorie
begonnen werden. Dazu betrachte man n identisch und unabhéngig verteilte Zufalls-
variablen Y3,...,Y, ~ Y mit Dichtefunktion fy(y;0), wobei 8 = (6y,...,6,) € ©
ein p-dimensionaler Parameter-Vektor ist. Sei y = (yi,...,y,) der Datensatz eines
Experiments, dann ist die Likelihood-Funktion zu dieser Beobachtung bekannter-

weise gegeben durch

n

L(o) = HfY(yz‘;e)- (3.9)

=1

Sei 1(#) = logL(0) die Log-Likelihood-Funktion und 8 € © der Maximum-
Likelihood-Schétzer fiir .

Definition 3.1 (Informationsmatrix). Die p X p-Matriz 1(6) mit den Eintragen

—021(6)
90,00, '

1;(0) = i,i=1,...p, (3.10)

heifit Informationsmatrix.

Definition 3.2 (Erwartete Informationsmatrix (Fisher-Matrix)). |[Paw-01,
S. 216], |Lin-96, S. 98|, [Wit-95, S. 154f] Die p x p-Matriz Z(0) mit den Eintrigen

—021(0 o
7;;(0) = Eg ( 09i0(t9j)>’ i, j=1,...p, (3.11)

heifit erwartete Informationsmatriz oder Fisher-Matrix.

Definition 3.3 (Beobachtete Informationsmatrix). [Paw-01, S. 31f], [Lin-96,
S. 96] Ist 1(8) die Informationsmatriz und 6 der Mazimum-Likelihood-Schitzer fiir
0, so heifit 1(0) die beobachtete Informationsmatriz.
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Satz 3.7. Unter schwachen Regularititsbedingungen, die den angegeben Beweisen

zu entnehmen sind, gilt:
1. Der ML-Schitzer 0 ist ein konsistenter Schitzer fiir 6.
2. (6 — 6) 25 N, (0, 7(9))
9. nVI(0) ist ein konsistenter Schitzer fir n='Z(6).

Beweis: 1. [Sch-95, Theorem 7.49, S. 415f] oder [Wit-95, Satz 6.34, S. 201f]
2. [Sch-95, Theorem 7.63, S. 421ff] oder [Wit-95, Satz 6.35, S. 202ff]
3. [Sch-95, im Beweis zu Theorem 7.63, S. 421ff] O

Satz 3.8 (Delta-Methode). |[Rao-73, S. 385f] Sei (T,,)nen eine Folge von Zufalls-

variablen, die asymptotisch normal-verteilt ist mit
VT, — 1) = N(0, o2). (3.12)

Ist f eine differenzierbare Funktion mit f'(u) # 0, so ist auch f(T,) asymptotisch

normal-verteilt und es gilt:
Vi [F(T) = F(w)] == N (0, o [f(w)]). (3.13)

Beweis: Nach dem Satz von Taylor kann f in einer Umgebung von p linear appro-
ximiert werden. Fiir f(7;,) bedeutet das

@) = fw) + () (T = p) + (T = ), (3.14)
wobei g, 1= r(T,, — pn)/(T,, — p) fiir T,, — pu gegen 0 konvergiert. Es gilt also
Ve>0 36>0: |T,—pl<d = |e.|<e
und nach Voraussetzung folglich
P(len| <e)>P(|T, —pul<d) — 1 fiir n— oo.

Weil € > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, ist insbesondere ¢, 2, 0. Da weiter
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v/n(T,, — 1) nach Voraussetzung in Verteilung konvergiert, folgt zunéchst'

Vi [f(T) = ()] = Vi [f (T~ )] = V(T - pe, =0
und schlieklich mit dem Lemma von Slutzky?, dass die asymptotische Verteilung
von v/n [f(T,) — f(p)] mit der von /n [ f/(u)(T5, — p)] iibereinstimmt, also durch
N(0, o2 [f'(1)]?) gegeben ist. O

LFiir zwei Folgen (X, )nen und (Y,)nen von Zufallsvariablen mit X, 2,0 und Y, Dy gilt:

X, Y, 250, siche z.B. [Rao-73, S. 122f].
’Das Lemma von Slutzky besagt: Sind (X,,)nen und (Y, )nen zwei Folgen von Zufallsvariablen

mit X,, = X und | X — Vil x, 0, so gilt Y, 2, X, siehe z.B. [Mue-05, Satz 10.4, S. 133].
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Kapitel 4
Der Kaplan-Meier-Schatzer

In diesem Kapitel soll auf der Grundlage von zufallszensierten Daten der Maximum-
Likelihood-Schétzer (ML-Schétzer) fiir die Survival-Funktion S bestimmt werden.
Da in vielen Fillen nicht bekannt ist, zu welcher Klasse von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen die Ausfallzeit T gehort, sollte dieser dann nach Mdglichkeit nicht-
parametrisch sein. Werden die Zeiten T;, © = 1, ..., n, vollstindig beobachtet, so lie-
fert die empirische Uberlebensfunktion in natiirlicher Weise einen geeigneten Schiit-

zer:
. . 1 <
Sty = 1-Fu(t)=1-~ 21(_w,t](ti). (4.1)

Unterliegt der Datensatz jedoch einer Zensur, so kann Fn(t) gar nicht ermittelt wer-
den und (4.1) ist in einer solchen Situation offenbar nicht geeignet. Eine fiir zensierte
Lebensdaten modifizierte Form der empirischen Uberlebensfunktion ist der Kaplan-
Meier-Schétzer (KM-Schétzer). Erstmals angegeben und diskutiert von Kaplan und
Meier |[Kap-58], ist der KM-Schétzer ein fundamentales Instrument der Lebenszeit-
Analyse. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird er als nicht-parametrischer ML-
Schétzer hergeleitet. Die nicht-parametrische Schitzung der Survival-Funktion bil-
det ferner eine Basis fiir graphische Verfahren, mit deren Hilfe parametrische Modelle

iiberpriift werden kénnen. Sie werden in Kapitel 5 vorgestellt.

4.1 Der KM-Schatzer als ML-Schatzer

Die nachstehende Herleitung des Schétzers fiir S basiert auf den Darlegungen in
[Cox-84, S. 48-50] und [Haf-01, S. 103-107]. Es wird dabei eine nicht-negative
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Zufallsvariable T betrachtet, die die Lebenszeiten einer n-elementigen Populati-
on reprisentiert. Weiter werden den Uberlegungen die mathematischen Model-
le der Rechtszensur aus Abschnitt 3.2 zugrundegelegt. Unterliegt der Datensatz
(v,8) = ((y1,61),---, (Y. 6,)) einem der dort beschriebenen Zensur-Mechanismen,

so nimmt die auf (y, d) basierende Likelihood-Funktion die folgende Form an:
L(Pr; (v,8) = [] /o)’ Sn(w)' (4.2)
i=1

Will man (4.2) auf der Menge aller Verteilungen maximieren, so stellt man fest,
dass es innerhalb der stetigen Verteilungen keinen ML-Schéitzer geben kann, weil
L(Pr; (y,0)) =1, fr,(y:)%S7,(y:)' % — interpretiert als Wahrscheinlichkeitsdich-
te — dann beliebig grof werden kann. Da aber L(PT; (y,é)) fiir stetiges Pr als
Wahrscheinlichkeit null ist, fiir diskretes Pr, sofern die Zeitpunkte vy, ...y, posi-
tive Wahrscheinlichkeit tragen, eine ebenfalls positive Wahrscheinlichkeit darstellt,
reicht es zur Maximierung der Likelihood-Funktion (4.2) aus, Pr iiber die Menge
der diskreten Verteilungen laufen zu lassen. (Man bemerke, dass auch die empiri-
sche Verteilungsfunktion ein diskreter ML-Schétzer fiir eine Verteilungsfunktion F

ist, die sowohl stetig als auch diskret sein kann.)

Weil die Survival-Funktion S = Sz, nach Satz 2.3 durch die Hazard-Rate dargestellt
werden kann, besteht die Idee nun darin, die Likelihood-Funktion L(PT; (v, 5)) als

Funktion in A = Ap, darzustellen. Dazu werden einige Bezeichnungen vereinbart.

Annahmen und Bezeichnungen 4.1. Es wird 0.B.d.A. angenommen, dass der

Datensatz ((yl, )y s (Yns (5n)) nach steigenden Werten von y; geordnet ist:
Y1 S Yo <o S Yne

{zie{yl,...,yn}\zi#zjfﬁri#j; i,jzl,...,k} mit & < n sei die Menge der

paarweise verschiedenen Beobachtungszeiten, die ebenfalls steigend geordnet sind:
21 < 29 < -0 < Zg.

Weiter wird vereinbart, dass:

o d; = 4{(y;,9;) | yj = 2;, 0, = 1} die Anzahl der Individuen ist, die zum

Zeitpunkt z; ausfallen,
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o ¢; = t{(y;,0;) | y; = z;, §; = 0} die Anzahl der Individuen ist, die zum

Zeitpunkt z; zensiert werden und

e n; = {(y;,6;) | y; > z;} die Anzahl der Einheiten, die unmittelbar vor dem
Zeitpunkt z; noch unter Beobachtung stehen. Dabei gilt: ny = n und n;4; =

nj —dj —Cj.

Satz 4.1 (Darstellung von L(Pr; (y,d)) durch die Hazard-Funktion). Mit
Hilfe der Hazard-Rate N\ und der Bezeichnungen 4.1 kann die Likelihood-Funktion
(4.2) geschrieben werden als

L(Pr; (y.8) = [[Mz)"1 =), (4.3)

Beweis: Da die Zufallsvariablen 77, ..., T}, identisch verteilt sind, setze p = f = fr,
und S = St,. Mit den Bezeichnungen 4.1 kann die Likelihood-Funktion (4.2) dann

zunéchst wie folgt dargestellt werden:

k
L(Pr; (y.0)) = [[p(z)% S(z).
j=1
Da nach Satz 2.3 fiir die Survival- und Hazard-Funktion einer diskreten Zufallsva-

riable auf 0 < z; < ... < z; gilt, dass

S(z) = JJ1—A)) und
Az) = SZE(;’)) fir i=1,....k mit S(z)=1,

kénnen die Wahrscheinlichkeiten p; := p(z;) mit Hilfe der diskreten Hazards \; :=

A(z;) folgendermaken dargestellt werden

P11 = )\15(20) = )\1

P2 = )\25(2’1) = )\2[1 - )\1]
k—1

= AeS(z—1) = Mg H[l -\l
i=1
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Die Likelihood-Funktion ist also gegeben durch

j—1

L(Pr; (y,6 ﬁ (L IIn —M)dj(

7j=1 =1 =1

=

- Ai})cj

Um L(Pr; (y,d)) wie in (4.3) darzustellen, betrachte man die einzelnen Faktoren

des Produkts H L <)\ [T - ])dj< 71— Ai])c’i:

j=1: AP —=)N)=
F=20 AP = A)%E(1 = A)2(1— )

G=k: AFQ = A1 = M) (1= Ny B
(1= A)% (1 = Ag)% ... (1= Apeg) (1 — M)

Es ergibt sich

=nq—dy
A

L(PT; (y,é)) _ th (1_)\1)Cl+d2+02—|—...—|—dk—l—ck

=ng—dy
"

)\gz(1_)\2)02+d3+03+"'+dk+0k

=ng—dg

AP (1= Ny,)
k

- IIvo
j=1

was mit der Notation A\; = A(z;) gerade dem Ausdruck (4.3) entspricht. O

Logarithmieren und Differenzieren des Ausdrucks (4.3) fithrt zum Maximum-
Likelihood-Schétzer fiir A: Als Log-Likelihood-Funktion erhélt man mit \; = A(2;)

[(A) = logL(Pr; (v,9)) = Zlog (Ajf(1 _Aj)nrdj)

k

= 3 [d og s + (0 — ) log(1 - 2] (4.4)

j=1
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4.1. Der KM-Schitzer als ML-Schatzer

Differenzieren nach X liefert

ol ol d1 ny — d1 dk ne — dk
diA) = (—, ... ,—) =[2- LR .
grad [(A) (8/\1’ ’8/\k> <)\1 - N 1
d d
gradl(A) = 0 <« A, ... ,)\k):(—l, ,—’“).
n ng

Die Hesse-Matrix ist folglich

82 82 di—n _ d_
aonlN) o gl 1a)? — % 0
0> 02 dy—n d
aAkaAll()‘) axk,\k,l()‘) 0 (1k¥>\k§2 B )\_%
Da fiir alle j =1, ..., k gilt: d;, nj;, \; > 0 und d; < nj, ist diese Matrix negativ

definit und der gefundene stationdre Punkt von L

= (A ,xk):(%, Z_) (4.5)

ein Maximum-Likelihood-Schiitzer fiir A. Damit log(1 — );) in (4.4) fiir alle j =
1,...,k definiert ist, muss vorausgesetzt werden, dass zum letzten beobachteten
Zeitpunkt z; nicht sdmtliche Versuchseinheiten ausfallen, d.h. dass d; < n; gilt.
Weil klinische Studien jedoch in der Regel beendet werden, bevor das interessierende
Ereignis bei allen Patienten eingetreten ist, stellt diese Annahme fiir die Praxis keine

Einschrankung dar. Das Ergebnis ist der folgende Satz:

Satz 4.2 (Der Kaplan-Meier-Schiitzer fiir die Survival-Funktion). Der

Mazimum-Likelihood-Schdtzer fir die Survival-Funktion S — basterend auf dem Da-

tensatz (y,d) = ((yl, )y ooy (Yn, 5n)) — st fiir t < z, gegeben durch:
. . d;
sy = I] (1 - A(zj)) =TI (1-2). (4.6)
2;<t gizi<t J
Dabei werden mit z; < ... < zp die verschiedenen Zeitpunkte unter den yi,...,yn

bezeichnet. n; kennzeichnet die Anzahl der Finheiten, die unmittelbar vor z; noch
unter Beobachtung stehen und d; die Anzahl der Einheiten, die zum Zeitpunkt z;
ausfallen. S(-) heift Kaplan-Meier-Schitzer.
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4.2. Die Varianz des Kaplan-Meier-Schitzers

Bemerkung 4.1. Gilt mit den Bezeichnungen 4.1 ¢ = ni—d; > 0, d.h. werden zum
letzten Beobachtungszeitpunkt Individuen zensiert, so ist der KM-Schétzer (4.6) fiir
t > z, nicht definiert. Dann ist nimlich 1 — dj,/ny, > 0 und somit auch S(z,) > 0.
Da jedoch der Verlauf von F' rechts von z; keine Auswirkungen auf die Likelihood-
Funktion hat, konnen die Werte der Survival-Funktion S fiir t > z; nicht geschétzt

werden.

Korollar 4.1. Fiir unzensierte Datensdtze stimmt der KM-Schatzer (4.6) mit der

empirischen Uberlebensfunktion (4.1) dberein.

Beweis: Enthilt der gegebene Datensatz ((yl, 01)s -y (Yn, (5n)) nur unzensierte Be-
obachtungen, d.h. gilt (y;,d;) = (¢;,1) fiir alle j = 1,...,n, so gilt mit den Bezeich-

nungen 4.1: nj;1 = n; —d; — ¢; = n; — d; und damit

N B B d;\ Nj41 ni=n Mjt1
31 = H(l n.)—H it iz T

g zj<t J 7 z;<t J

yi=t; 1 - IR
=" ﬁz]l(t,oo)(tj) = 1_521(_“’t}(tj)'
i=1 =t

]

Bemerkung 4.2. Der Kaplan-Meier-Schatzer S() hat einige wiinschenswerte Ei-
genschaften, darunter Konsistenz und asymptotische Normal-Verteilung. Mit Hilfe
von Zahl-Prozessen und Martingalen kann dies allgemein fiir alle Typen von Lebens-
verteilungen gezeigt werden. Eine sehr ausfiihrliche Darstellung der Theorie geben
Fleming und Harrington [Fle-91] und Andersen et al. [And-93]. Die Konsistenz von
S(-) wird in [Fle-91, Theorem 3.4.2] bewiesen. Asymptotische Eigenschaften dieses
Schitzers werden dort in Kapitel 6 behandelt. Eine zusammenfassende Abhandlung

der wichtigsten Ergebnisse ist auch in [Law-03, Abschnitt 3.2.4] zu finden.

4.2 Die Varianz des Kaplan-Meier-Schatzers

Eine Schiitzung fiir die Varianz von S () erhélt man mittels der Large-Sample-
Theorie fiir Maximum-Likelihood-Verfahren. Sie wird im Folgenden geméifs der Dar-
stellung in |Cox-84, Abschnitt 4.3] hergeleitet. Nimmt man an, dass die moglichen
Ausfallzeiten 2y, 29, ..., z; fest sind und dass der Ausfallmechanismus dazu fiihrt,

dass die Anzahl der Ausfille in jedem z; mit derselben Rate steigt wie der Stich-
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4.2. Die Varianz des Kaplan-Meier-Schitzers

probenumfang n, so kénnen die in Abschnitt 3.3 vorgestellten Resultate verwendet

werden.

Ist A= (A,..., ) = (A(21),...,A(2k)) der interessierende Parameter, so konver-
giert \/n (5\n — A) in Verteilung gegen eine Zufallsvariable, die multivariat normal-

verteilt ist mit Erwartungswert 0 € R* und Kovarianz-Matrix Z—'(X):

~

Vi (A, = A) 2 N (0, T7H(N)). (4.7)

Der Index n in A, bringt dabei zum Ausdruck, dass die Schétzung fiir A auf einer n-
elementigen Stichprobe basiert. Z(X) bezeichnet die Fisher-Matrix und kann durch
die beobachtete Informationsmatrix

o 821(N)
IA) = <_8)\i8)\j

77777

geschitzt werden. Es ist

D*U(N) 92 k
= 1 , —d) log(1 — \s
ON;ON; A ONON (; |:d] og )\] + (n] d]) og( )\])] A
- A=A
_ 0 ﬂ _ni — d;
) YR UV TSV S N
_ i d; — A\in;

[Ai(1 = A))?

Ai(1—=N)’

Weil 9%1/0X\;0\; = 0 fiir i # 7, sind die Eintréige der geschitzten Varianz-Kovarianz-
Matrix gegeben durch

PN
INON,

_ {m"'m’ P=2 (4.8)

Es folgt Cov (\;, S\J) = 0 asymptotisch fiir i # j, was gleichbedeutend damit ist,

A=\

dass \; und 5\j asymptotisch unabhéngig sind fiir alle ¢ # j.
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4.2. Die Varianz des Kaplan-Meier-Schitzers

Satz 4.3 (Varianz des KM-Schitzers). Die Varianz des Kaplan-Meier-Schatzers

kann wie folgt approximiert werden:

Var(S(t)) ~ [S(1)]° 9 (4.9)
(50) 0] j;tna‘(na‘—dﬂ)
Beweis: (i) Es ist log S(t) = log (Hj: Ll — 5\])) = .t 0g(1l — ).
(i)  Mit der Delta-Methode aus Satz 3.8 und f(z) = log(1 — x) erhélt man
. 1 2 .
Var(log(1— ;) =~ < ) Var();).
1=\
(iii) Nach (4.8) hat man aukerdem
. . (1 —
Var();) = Cov(\;, \j) = A - Aj)
J
Insgesamt folgt mit (i) - (iii):
Var(log S(t)) © Var( Z log <1 — /\J> )
Jizi <t
;\j asympt.
NS Z Var (log (1 —);
2 varlox(1-4))
(1) 1 2 ~
Yy (1 E Aj) Var(3,)
g z;<t
(i) 3 L\ A0 -4)
- 1-— )‘j n;
Jizj <t
AjRA Z ( 1 )Qj\j(l—j\])
ji 2 <t L= nj
= Z J
j: 2;<t (1= Aj)n;
~ d.
Aj:nij- dj
=" _ (4.10)
t; n; (n; — d;)

Ein entsprechendes Anwenden der Delta-Methode auf Var(logS(t)) liefert mit
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4.3. Lokale Konfidenzintervalle fiir S(t)

f(x) = log(z): Var(log S(t)) = (S(t))~2 Var(S(t)). Man erhilt schlieRlich

A
nj(nj —d;)

Var(g(t)) ~ [S'(t)fz

t;<t

Bemerkung 4.3. Die Approximation (4.9) fiir die Varianz des Kaplan-Meier-
Schitzers ist als Greenwood-Formel bekannt. Greenwood [Gre-26] hat sie im Rahmen

seiner Untersuchungen zur natiirlichen Dauer von Krebs aufgestellt.

4.3 Lokale Konfidenzintervalle fiir S(t)

Konfidenzintervalle fiir die Survival-Funktion zu einem festen Zeitpunkt ¢ kon-
nen auf verschiedene Weise konstruiert werden. Zwei verwandte, auf der Normal-
Approximation basierende Verfahren werden in diesem Abschnitt vorgestellt. Ist

S(t) der MIL-Schétzer, so ist er unter schwachen Regularitéitsbedingungen asympto-

tisch normalverteilt:

S(t) - 5(1)

2 P N0, ). (4.11)
Var(S(t))

Var(g (t)) kann mit Hilfe der Formel (4.9) berechnet werden. Lokale Konfidenzin-
tervalle werden dann konstruiert iiber den Annahmebereich des zweiseitigen Tests

zum Niveau « fir:

H(] . S(to) = So VS. H1 . S(to) 7é So,

wobei ¢y ein beliebiger aber fest gewihlter Zeitpunkt ist. Sei (y,d) =
((y1, 01)y- -+, (Yn, 0,)) der Beobachtungsvektor. Dann ist der Test durch die fol-
gende Entscheidungsfunktion gegeben:

oy, 0) = 1{ |5(t0)—Sol (y,90).

Var(S(tg))

>¢—1(1g)}
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4.3. Lokale Konfidenzintervalle fiir S(t)

Der Annahmebereich ist

|S(t0)*50|

< o' (1-%
Var(S(to)) A( )
&1 _a) < S(to)—So < -1 o«
= 1 (1-9) < N 1 (1-9)
= O (1-92) /Var(S(ty)) > S(te) =S > —@1(1—2) y/Var(S(ty)).
Als Konfidenzintervall zum Niveau f = 1 — «a erhélt man mit Jg5(ty) =
[Var(g(to))} Y also
A P T Y S QN & —1 (1 _ @\ 4
[5@0) o (1 2)05(750), S(ty) + @ (1 2)03@0)]. (4.12)

Diese Bereichsschiatzung darf allerdings nicht als Konfidenzstreifen fiir den gesamten
Verlauf der Survival-Funktion verstanden werden. Sie stellt lediglich ein Konfidenz-

intervall an einer fest gewidhlten Stelle ¢, dar.

Ist innerhalb der Stichprobe die Anzahl der unzensierten Lebenszeiten klein, so
ist die Normal-Approximation von (S(t) — S(t)) (Var(S(t)))~/2 in der Regel nicht
besonders gut und das Konfidenzintervall (4.12) kann Werte auferhalb von (0, 1)
enthalten [Kal-80, S. 14]. Bessere Konfidenzintervalle ergeben sich mittels der log-

log-Transformation. Statt der Survival-Funktion betrachtet man
Y (0,00) — R, Y(t) = In(—InS())

mit dem ML-Schiitzer () = In (—In S'(t)) Die Delta-Methode liefert eine Appro-

ximation fiir die Varianz von ¢ (t):

Var(zﬂ(t)) ~ (ln é(t)) Var(In S(t))
(4.10) 1 2 L
N (ln S’(t)) ; nj(n; —d;)’ (4.13)
Der Ausdruck
M (4.14)
Var(1(t))

wird durch die Standard-Normal-Verteilung besser approximiert als die entspre-

chende Grofe in (4.11) und liefert demnach auch bessere Bereichsschétzungen.
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4.3. Lokale Konfidenzintervalle fiir S(t)

Ein lokales Konfidenzintervall fiir 1(to) erhélt man entsprechend der Konstrukti-
on von (4.12). Durch Riicktransformation ergibt sich dann ein Intervall fiir S(ty):
Ist 6y (to) == [Var(vfz(to))}l/z und

[0t) = @7 (1= 5) Gulto) , lto) + 07" (1= 5) dulto) | (4.15)

das Konfidenzintervall zum Niveau § = 1 — « fiir ¢(ty), so ist das fiir S(ty) zum

gleichen Niveau gegeben durch
[exp{ _ ei@(to)*‘@*l(l_%)&w(to)} , exp{ — ei<t0)_¢71(1_%)6¢(t(’)}} . (4.16)

Bemerkung 4.4. Borgan & Leistol [Bor-90| haben gezeigt, dass das Konfidenzin-
tervall (4.16) selbst fiir 25-elementige Stichproben mit bis zu 50% zensierten Lebens-

zeiten noch gute Ergebnisse liefert.

Im folgenden Beispiel wird in Anlehnung an die Beipiele 1.1, 2.3 und 2.5 in [Col-03]
der Kaplan-Meier-Schétzer fiir einen konkreten Datensatz berechnet. Fiir die beob-
achteten Ausfallzeiten werden auferdem die lokalen Konfidenzintervalle nach (4.12)

und (4.16) angegeben.

Beispiel 4.1 (Zeit bis zum Abbruch einer IUP-Anwendung). Die Weltge-
sundheitsorganisation (World Health Organisation, WHO) hat in [WHO-87| die
Daten klinischer Studien zu verschiedenen Methoden der Kontrazeption verdffent-
licht. Ein Teil dieses Datensatzes enthélt die Zeitspannen zwischen dem Anwen-
dungsbeginn bestimmter Verhiitungsmethoden und ihren Abbriichen. Die Daten in
Anhang A, Tabelle A.1 beziehen sich auf die Anzahl der Wochen vom Beginn einer
Intrauterinpessar (IUP)-Anwendung bis zur Einstellung dieser Kontrazeptionsform
aufgrund von Blutungsproblemen. Die Survival-Funktion beschreibt fiir diesen Da-
tensatz die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Frau die IUP-Anwendung nach einem
Zeitpunkt ¢ unterbricht. Den Kaplan-Meier-Schéitzer fiir die Survival-Funktion er-
halt man nach Satz 4.2 mit den in Tabelle 4.1 dargelegten Berechnungen. Tabelle
4.2 enthilt die Werte des geschétzten Standard-Fehlers, sowie die nach (4.12) und
(4.16) berechneten lokalen Konfidenzintervalle fiir S. Abbildung 4.1 stellt den Gra-
phen des KM-Schitzers sowie die Grenzen der geméif (4.16) berechneten lokalen
Konfidenzintervalle dar. Zu beachten ist, dass der letzte Abbruchzeitpunkt zensiert
ist und der KM-Schétzer somit fiir ¢ > 107 nicht definiert ist, vergleiche hierzu Be-

merkung 4.1. Der zur Berechnung des KM-Schétzers, seiner Standard-Fehler und
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4.3. Lokale Konfidenzintervalle fiir S(t)

der Konfidenzintervalle benotigte ,R“-Quellcode ist in Anhang B, Abschnitt B.1 zu
finden.

Tabelle 4.1: Berechnungen fiir den KM-Schéitzer zum
Datensatz A.1.

Ausfallzeitpunkt ¢,  n;  d; 1—n;/d;  S(t;)
10 18 1 0.944 0.944
19 15 1 0.933 0.881
30 13 1 0.923 0.814
36 12 1 0.917 0.746
29 8 1 0.875 0.653
75 7 1 0.857 0.559
93 6 1 0.833 0.466
97 5 1 0.800 0.373
107 3 1 0.667 0.249

Tabelle 4.2: Standard-Fehler (standard error, se) des KM-Schétzers zum Da-
tensatz A.1 und lokale Konfidenzintervalle (KI) zum Niveau 0.95.

Zeitintervall  S(t;)  se[S(t;)]  0.95KI nach (4.12)  0.95KI nach (4.16)

[0, 10) 1.000  0.0000 - -
[10, 19) 0.944  0.0540 [0.8386, 1.000] [0.844, 1.000]
[19, 30) 0.881  0.0790 [0.7267, 1.000] [0.739, 1.000]
30, 36) 0.814  0.0978 [0.6220, 1.000] [0.643, 1.000]
36, 59) 0.746  0.1107 [0.5290, 0.963] [0.558, 0.998]
59, 75) 0.653  0.1303 [0.3972, 0.908] [0.441, 0.965]
75, 93) 0.559  0.1412 [0.2827, 0.836] [0.341, 0.917]
93, 97) 0.466  0.1452 [0.1816, 0.751] [0.253, 0.858]
[97,107)  0.373  0.1430 [0.0927, 0.653] [0.176, 0.791]
107 0.249  0.1392 [0.0000, 0.522] [0.083, 0.745]
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Geschatzte Survival-Funktion

T T T T T
0 20 40 &0 8O 100

Zeit (in Wochen)

Abbildung 4.1: Geschitzte Survival-Funktion und Grenzen der lokalen 0.95-
Konfidenzintervalle zum Datensatz A.1. Die Zensurzeitpunkte sind mit einem senk-
rechten Strich kenntlich gemacht.
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Kapitel 5
Parametrische Modelle

In diesem Kapitel werden Wahrscheinlichkeitsverteilungen vorgestellt, die fiir die
Analyse von Lebensdaten besonders niitzlich sind. Obwohl jede nicht-negative Zu-
fallsvariable einen moglichen Kandidaten darstellt, nehmen innerhalb der univa-
riaten Modelle einige Verteilungen eine zentrale Position ein. Dazu gehdren die
Exponential-Verteilung, die Weibull-Verteilung, die Log-Normal-Verteilung und die
Log-Logistik-Verteilung. Informationen iiber den Ausfall-Mechanismus suggerieren
— insbesondere iiber die Hazard-Rate (vgl. Abschnitt 2.2.3) — in vielen Situationen
ein bestimmtes Modell. Ob eine bestimmte Verteilung sich zur Beschreibung eines
gegebenen Datensatzes eignet, kann mit Hilfe des KM-Schéitzers durch graphische

Verfahren iiberpriift werden. Diese werden in Abschnitt 5.2 vorgestellt.

5.1 Spezielle Verteilungen

5.1.1 Die Exponential-Verteilung

Die Exponential-Verteilung zdhlt zu den ersten umfassend diskutierten Lebenszeit-
Modellen. Grofse Verwendung fand sie insbesondere in Studien zur Funktionsdauer
industriell hergestellter Giiter, siehe z.B. Davis [Dav-52|, Epstein und Sobel [Eps-54|,
sowie Epstein [Eps-58|. Aufgrund ihrer Gedéchtnislosigkeit und der daraus resultie-
renden konstanten Hazard-Rate ist die Exponential-Verteilung in der modernen Le-
benszeitanalyse allerdings nur sehr begrenzt anwendbar. Die Dichte-, Survival- und
Hazard-Funktionen zu T" ~ Exp(\) werden nachstehend angegeben. Die einzelnen

Zuordnungsvorschriften resultieren aus den in Kapitel 2 eingefiihrten Definitionen
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5.1. Sperzielle Verteilungen

und ihren Zusammenhéngen. Fiir ¢ > 0 ist

f(t) = Xexp(—=At), (5.1)
S(t) = exp(—At), (5.2)
At) = A (5.3)

5.1.2 Die Weibull-Verteilung

Die Weibull-Verteiung liefert ein Lebenszeit-Modell, das in vielen verschiedenen Be-
reichen eingesetzt wird.! Obwohl erstmals von Rosen und Rammler [Ros-33] ver-
wendet, ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung nach Weibull [Wei-51| benannt. Ist T
Weibull-verteilt mit Skalenparameter « und Formparameter (3, d.h. T' ~ Weib (), (),
so sind Dichte-, Survival- und Hazard-Funktion fiir ¢ > 0 wie folgt gegeben

0 = 2G) e[- ()] o4

S(t) = exp[—(é)ﬂ], (5.5)
At) = §<§>51 (5.6)

Uber den Formparameter 3 > 0 liefert die Weibull-Verteilung je nach Bedarf wach-
sende (8 > 1), fallende (5 < 1) oder konstante (8 = 1) Hazard-Funktionen. Wegen
dieser Flexibilitdt und der relativ einfachen Form von Survival-, Hazard- und Dich-
tefunktion ist die Weibull-Verteilung ein weit verbreitetes parametrisches Modell.

Mit 8 =1 und o = A~! erhiilt man als Spezialfall die Exponential-Verteilung.

Satz 5.1 (Transformationssatz fiir Dichten). Sei X eine Zufallsvariable mit

stetiger Dichte fx und h : R — R eine stetig differenzierbare, streng monotone
Funktion mit h'(x) # 0 fir alle x € R. Ist Y = h(X), so hat auch Y eine Dichte

Ty, fiir die mit g(y) = h™'(y) gilt

) = fxw)lgdwl, yeR. (5.7)

ndustrielle Anwendbarkeit wird u.A. von Kao [Kao-59] und Berretoni [Ber-64| diskutiert. Doll
[Dol-71] betrachtet die Weibull-Verteilung im Zusammenhang mit Zeitdauern bis zur Tumorbildung
in menschlichen und tierischen Organismen.
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5.1. Sperzielle Verteilungen

Beweis: Ist h streng monoton wachsend, so hat man

9(y)
Fy(y) = P(Y <y)=P(MX) <y)=P(X <g(y) = / fx(z) dz.

Damit ist Fy differenzierbar und es gilt fy(y) = Fy(v) = fx(9(y)) ¢ (y). Ist h

streng monoton fallend, so folgt entsprechend
Fely) = PY €)= POHX) € 9) = PX 2 o) = [ pxt) o
und fy(y) = = fx(9(y)) 9'(y) = fx(9()) l9'(y)l. O

Die Extremwert-Verteilung

Die Extremwert-Verteilung, EV(u, b) (EV von extreme value), ist auch als Gumbel-

Verteilung bekannt und hat fiir y € (—o0, 00) die folgende Dichte- und Survival-

Funktion
fw) = e[t e (151, (59)
S(y) = exp [—exp <y;u>] (5.9)

Die Extremwert-Verteilung ist mit der Weibull-Verteilung eng verwandt. Ist ndmlich
T ~ Weib(«, (3), so ist mit Hilfe des Transformationssatzes 5.1 leicht nachzurechnen,
dass Y = InT eine Extremwert-Verteilung mit den Parametern b = S~ und v = In v

besitzt. Nach diesem ist ndmlich

) = frlen) lep)] = 2 (CP) ap [ (22)) expy)
aﬁ:j:i(?bu %exp(—u) exp (y ; u) exp(u — y) exp [ — exp (y ; u)] exp(y)
B 1 y—u Yy—u
e[t (552

5.1.3 Die Log-Normal-Verteilung

Eine Zufallsvariable T heifst log-normal-verteilt, falls Y = InT der Normal-
Verteilung folgt und damit durch die Dichte

o) = — eXp[—%<y_u)2} (5.10)
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gegeben ist. Auch in diesem Fall ist schnell nachzurechnen, dass die Dichte- und

Survival-Funktion zu T = exp Y ~ LogN (i, 02) fiir t > 0 wie folgt gegeben sind

10 = W%GXP{—%(WT_NY}’ (5.11)
St) = 1—¢<WT_“). (5.12)

Die Hazard-Funktion lasst sich geméf Kapitel 2 berechnen als A\(t) = f(t)/S(¢). Es
lasst sich zeigen, dass die Hazard-Funktion in 0 den Wert 0 annimmt, dann zu einem
Maximum anwéchst und fiir ¢ — oo gegen 0 konvergiert [Law-03, S. 22|. Durch
diese hiigelférmige Hazard-Rate eignet sich die Log-Normal-Verteilung besonders
gut zur Modellierung des Uberlebens von Patienten nach bestimmten medizinischen
Behandlungen oder operativen Eingriffen: Ist die Therapie erfolgreich gewesen und

hat sich der Patient erholt, so sinkt sein Sterberisiko.

5.1.4 Die Log-Logistik-Verteilung

Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Log-Logistik-Verteilung ist fiir ¢ > 0 definiert als

G0N
ft) = () }2 (5.13)

Dabei sind @ > 0 und 3 > 0 die Parameter der Verteilung. Die Survival- und

QI“

S

Hazard-Funktion einer Lebenszeit T' ~ LogLogist(a, ) lassen sich nach Kapitel 2

daraus berechnen als

S(t) = [1+(é)r, (5.14)
At) = % (5.15)

Die logarithmierte Zufallsvariable ¥ = In7T hat dann eine Logistik-Verteilung
Logist(u, b) mit Dichtefunktion

~—

Fexp (152
[1 —I—exp( “)}27

f(y) = y e (—OO, OO)? (516)

und den Parametern u = log und b = 37! (zu berechnen nach Satz 5.1).
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5.1. Sperzielle Verteilungen

5.1.5 Log-Lokation-Skalen-Modelle

Die in den Abschnitten 5.1.2, 5.1.3 und 5.1.4 vorgestellten Modelle geh&ren sdmtlich
zu den Log-Lokation-Skalen-Verteilungen. Diese werden in der Lebenszeitanalyse am
haufigsten verwendet und sollen daher nun in einem allgemeinen Rahmen behan-
delt werden. Die Ausfithrungen folgen dabei im Wesentlichen denen von Lawless in
[Law-03, S. 27ff]. Ein parametrisches Lokation-Skalen-Modell fiir eine Variable Y ist
durch folgende Dichtefunktion gegeben:

frly) = %fz (y - u) . —o0 <y < oo. (5.17)

Dabei ist u , —o0 < u < 00, der Lokations-Parameter, b > 0 der Skalen-Parameter
und f7 die Dichte der standardisierten Zufallsvariable Z = (Y — u)/b. Man nennt
(5.17) mit v = 0 und b = 1 den Standard-Typen der Lokation-Skalen-Familie. Die

Zufallsvariable Y lasst sich darstellen als
Y = bZ +u. (5.18)

Bezeichnet F; die Verteilungs- und Sz die Survival-Funktion zu Z, so gilt fiir die

entsprechenden Funktionen zu Y (geméf Satz 5.1)

— U
Pr(y) = Fz<yb ) oo <y < 00, (5.19)

Sy(y) = SZ<y;u)7 —00 < Y < 00. (5.20)

Ist T' eine Lebenszeit und gilt InT = Y mit fy wie in (5.17) gegeben, so sagt
man, dass 7' eine Log-Lokation-Skalen-Verteilung besitzt. Die Dichte- und Survival-

Funktion von 7' = exp Y lassen sich dann nach Satz 5.1 mit ¢ > 0 darstellen als

frt) = %fz <h”b‘“), (5.21)
Sr(t) = Sy (mtb_“) (5.22)

Weibull-, Log-Normal- und Log-Logistik-Verteilungen sind von dieser Form. Die

zugehorigen Lokation-Skalen-Verteilungen fiir Y sind durch Extremwert-, Normal-

62



5.2. Graphische Beurteilung eines parametrischen Modells

und Logistik-Verteilungen gegeben. Die Survival-Funktionen der entsprechenden

Standard-Typen sind

Sz(z) = exp[—exp(z)] (Extremwert-Verteilung),
Sz(z) =1—®(2) (Normal-Verteilung),
Sz(z) = [1+exp(z)]~! (Logistik-Verteilung),

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standard-Normal-Verteilung bezeichnet.

5.2 Graphische Beurteilung eines parametrischen
Modells

Plots von KM-Schétzern liefern nicht nur graphische Darstellungen univariater Da-
tensdtze, sondern lassen auch beurteilen, wie gut sich ein parametrisches Modell
zur Beschreibung bestimmter Lebenszeitdaten eignet. Fine graphische Beurteilung
ist in der Regel zwar sehr subjektiv, in vielen Situationen aber niitzlich. Es folgt
daher ein kurzer Uberblick iiber ein Verfahren, das sich besonders fiir die in der

Lebenszeitanalyse wichtigen Log-Lokation-Skalen-Verteilungen eignet.

Sei S(t; @) die Survival-Funktion in einem parametrischen Modell. Existieren Funk-
tionen g und h derart, dass die Transformation g[S(¢; )] linear in h(t) ist, so ist

— falls ein parametrisches Modell geeignet ist — der Plot von g¢[S(¢;0)] gegen h(t)

nahezu linear.

Unterstellt man einem Datensatz beispielsweise die Exponential-Verteilung, so er-

fiillt die zugehorige Survival-Funktion die folgende Gleichung
InS(t) = —At (5.23)

Sind t; < ... < t; die verschiedenen Beobachtungszeiten, zu denen sich Ausfille er-
eignen und S () der KM-Schitzer fiir die Survival-Funktion, so ist das Exponential-
Modell nach obiger Uberlegung geeignet, falls die Punkte (¢;, In g(tj)) nahe einer
Gerade liegen, die durch den Ursprung geht und negative Steigung hat. Eine graphi-
sche Schatzung fiir A ergibt sich dabei aus der Steigung einer Regressionsgerade. Die
Exponential-Verteilung kann mit 3 = 1 und o = A\~! auch als Spezialfall der Weibull-

Verteilung behandelt werden. Die Survival-Funktion einer Weibull-verteilten Zufalls-
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5.2. Graphische Beurteilung eines parametrischen Modells

variable geniigt
In(—InS(t)) = Plnt—pFlna. (5.24)

Eine Weibull-Verteilung erscheint also angemessen, wenn die Punkte (In(¢;), In (—
In S (t]))) nahezu auf einer Gerade liegen. Ist dies der Fall, so liefert die Regressi-
onsgerade Schétzer fiir o und (: Die Steigung der Geraden ist ein Schétzer fiir §
und ihr Schnittpunkt mit der In#-Achse der fiir In a.

Dieses Linearisierungsverfahren ist im Allgemeinen fiir alle Lebenszeit-Verteilungen
T geeignet, zu denen eine Transformation Y = ¢(7T') existiert, die eine Lokation-
Skalen-Verteilung besitzt. Das gilt nach Abschnitt 5.1.5 mit ¢g(¢) = Int insbesondere
fiir Log-Lokation-Skalen-Verteilungen. Unter der Annahme, dass Y = ¢(T) = InT
ist, gilt nach (5.20) und (5.22)

Sy(y) = sz(y"“) — Sp(t) (5.25)

Sz [Sr(t)] = %y—% (5.26)

eine lineare Funktion in y = ¢g(¢f) = Int. Sind t4,...,t, die beobachteten Ausfall-
und Zensurzeiten und ist ST() der auf ihnen basierende KM-Schétzer, so wer-
den die Daten durch das betrachtete Modell gut beschrieben, wenn der Plot von
S;Sr(t)] gegen g(t) annihernd linear ist. In der Regel werden lediglich die Punk-
te (g(t;), S?[S*T(tj)]) fiir die verschiedenen Ausfallzeiten unter den t,...,t,, gra-
phisch dargestellt werden.

Fiir eine Weibull-verteilte Lebenszeit 7" hat Y = InT Extremwert-Verteilung mit
Standard-Survival-Funktion Sz(z) = exp[—exp(z)], was mit (5.26) zu der an-
fangs vorgeschlagenen Linearisierung (5.24) fiihrt. Die graphische Uberpriifung von
Log-Normal- und Log-Logistik-Modellen fiir 7' erfolgt ebenfalls mit (5.26) und
g(t) = In(t), die Standard-Survival-Funktionen der zugehorigen Lokation-Skalen-
Verteilungen sind durch Sz(z) = 1 — ®(2) bzw. Sz(z) = [1 + exp(z)]~! gegeben.

Man beachte, dass S,'(p — 1) das p-te Quantil der Variable Z = (Y — u)/b ist. Die
beschriebenen Graphiken sind also Q-Q-Plots.
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5.2. Graphische Beurteilung eines parametrischen Modells

Beispiel 5.1 (Zeit bis zum Abbruch einer IUP-Anwendung — Fortsetzung).
In Beispiel 4.1 ist der KM-Schétzer fiir die Survival-Funktion zum Datensatz A.1,
den Zeiten bis zum Abbruch einer [UP-Anwendung, berechnet worden. Inwiefern an-
genommen werden kann, dass diesem Datensatz eine Weibull-verteilte Zufallsvaria-
ble zugrundeliegt, kann nach den obigen Ausfithrungen mit Hilfe des KM-Schéitzers
iiber die graphische Darstellung der Punkte (In(¢;), In[—In S(t])]) beurteilt wer-
den. Abbildung 5.1 stellt einen solchen Plot dar und bestarkt die Weibull-Verteilung
als geeignetes Modell. Mit Hilfe des ,R“-Codes in Anhang B.2 erhilt man die Re-
gressionsgerade gy (r) = 1.322x — 6.186, = = In(t). Die Steigung liefert einen
Schétzer fiir den Formparameter (3, ndmlich B* = 1.322. Da der Schnittpunkt der
Regressionsgeraden mit der In¢-Achse eine Schitzung fiir In « ist, ergibt sich ferner
&* = exp(4.679) = 107.662. Der geschiatzte Wert fiir [ liegt ziemlich nahe bei 1
und ldsst somit darauf schliefsen, dass die vorliegende Stichprobe der Abbruchzeiten
auch durch eine Exponential-Verteilung angemessen modelliert werden kann. Der
Plot von ¢; gegen In S (t;) wird zur Bestétigung ebenfalls in Abbildung 5.1 darge-
stellt. Die zugehorige Regressionsgerade, gg(x) = —0.0118 x + 0.14783, liefert den
graphischen Schétzer A* = 0.0118.

Weibull Exponential
[ ]
o o
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w !
T ¢
—~ o o
E T E ?
g 2 = $ i
— |
. -
g %7 i
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. : . 20 40 60 80 100
Int t

Abbildung 5.1: Plots zur Bewertung der Weibull- und Exponential-Verteilung als
Modell zum Datensatz A.1.

Nimmt man an, dass der gegebene Datensatz durch eine Exponential-Verteilung

adiquat beschrieben wird, so kann mit Hilfe der Likelihood-Funktion aus Kapitel 3,

n

L) = [ /fn(y)Sn(w)' " (5.27)

=1
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5.2. Graphische Beurteilung eines parametrischen Modells

ein ML-Schétzer fiir den Parameter A\ bestimmt werden. Da fiir eine Exp(\)-verteilte
Zufallsvariable T gilt fr(t) = Mexp(—At) und Sr(t) = exp(—At), ergibt sich
o 5 1-5; T
L(\) = H [)\ exp(—)\yi)} [exp(—)\yi)] = H)\ texp(—Ay;).

i=1 =1

Mit 7 = >"" | 0; erhélt man damit die logarithmierte Likelihood-Funktion

A = zn:(Siln)\—En:/\yi = Tln)\—/\zn:yi.
i=1 i=1 i=1

Weiter ist
Ol(N) e r
v =7 D YU =0 = A= —,
OA A ; 21:1 Yi
so dass man wegen 0%[(\)/ON?> = —r/A? < 0 fiir den gegebenen Datensatz mit

n =18, r =9 und Zilil y; = 1046 den ML-Schitzer A = 0.0086 erhilt.

Auf entsprechende Weise konnen die Parameter der Weibull-Verteilung und die der

anderen in diesem Kapitel vorgestellten Modelle geschitzt werden.
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Kapitel 6

Das Accelerated-Failure-Time-Modell

Bislang wurden ausschlieflich Uberlebenswahrscheinlichkeiten homogener Popula-
tionen betrachtet. In der Lebenszeitanalyse trifft man jedoch haufig auf das Pro-
blem, dass die beobachteten Daten Werte von Kovariablen enthalten, die Auswir-
kungen auf die Zufallsvariable T haben. In einer Krebsstudie konnen der allgemeine
Zustand des Patienten, sein Alter oder die Behandlungsart fiir die Lebensdau-
er entscheidend sein. Sind relevante Zusatzinformationen vorhanden, so betrach-
tet man neben der Lebenszeit T einen Vektor X = (Xj,...,X,)" von erkldrenden
Variablen, die quantitativ (Blutdruck, Alter, Gewicht), qualitativ (Geschlecht, Be-
handlungsart) und/oder zeitabhéngig sein konnen. Zu zeitabhéngigen Kovariablen
gehoren zum Beispiel wiederholende Messungen von Variaben oder die Informa-
tion, ob ein bestimmtes Zwischenereignis bis zum Zeitpunkt ¢ eingetreten ist oder
nicht. Erklirende Variablen, die sich im Verlauf der Zeit verdndern, notiert man als
X = (Xi(t),...,Xp(t)), t > 0. Sie werden innerhalb dieser Arbeit jedoch nicht
diskutiert.

In diesem Kapitel wird das Accelerated-Failure-Time-Modell (AFT-Modell) fiir zeit-
unabhéngige Kovariablen vorgestellt. Es handelt sich dabei um ein parametrisches
Regressionsmodell, in dem entsprechend seines Namens angenommen wird, dass sich
erklidrende Variablen auf das Vergehen der Lebenszeit eines Individuums auswirken,

sie entweder beschleunigen oder verlangsamen. Die folgenden Ausfiihrungen erfolgen
in Anlehnung an [Law-03, S. 292-295] und [Kle-97, S. 373-375].

Definition 6.1 (AFT-Modell). Sei T > 0 eine Lebensdauer und X =

(X4,...,X,) ein p-dimensionaler Vektor von erkldrenden Variablen. Dann ist das
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AFT-Modell durch folgenden Zusammenhang definiert:
St|X) = Solexp(y'X)t], t>0. (6.1)

Dabei ist v = (71,...,7) € RP ein Vektor von Regressionskoeffizienten und Sy
die Survival-Funktion eines Individuums mit Kovariablenvektor X = 0. Man nennt
So Basis-Survival-Funktion (baseline survival function) und exp(y’'X) Beschleuni-
gungsfaktor (acceleration factor). Entsprechend heiffen die Hazard-Funktion und das
p-Quantil der Lebenszeit eines Individuums mit X = 0 Basis-Hazard-Funktion (ba-

seline hazard function) und Basis-p-Quantil. Ihre Bezeichnungen sind Ao bzw. to,.

Die erkldrenden Variablen X # 0 eines Individuums veréndern seine Zeitskala ge-
geniiber der eines Individuums, dessen Kovariablen samtlich 0 sind, also um den
Faktor exp(y’X). In Abhéngigkeit von sign(y’X) wird die Zeit entweder beschleu-

nigt (accelerated) oder verlangsamt.

Satz 6.1. Mit Hilfe der Basis-Hazard-Funktion Ao und des Basis-p-Quantils to,
kénnen im AFT-Modell (6.1) die Hazard-Funktion und das p-Quantil zu einem be-
liebigen Kovariablen-Vektor X wie folgt dargestellt werden:

At X) = exp(y'X)Xo[exp(v'X) ], t>0, (6.2)
B(X) = exp(—vX) fop. (63)

Beweis: Nach Satz 2.2 gilt A\(t) = —9/0t (In.S(t)) und damit,
0
At X) = —=InS(t]|X)

ot

0
= -5 In Sy [ exp(v'X) ¢]

= T epyX), == esplyX)t

= Xo[exp(v'X) 1] exp(v'X).

Beachtet man, dass fiir das p-Quantil ¢,(X) = S71(1 — p | X) gilt, so ergibt
sich auch die zweite Aussage direkt aus (6.1): Aus S(£,(X) | X) = 1 — p folgt
So[exp(7'X) t,(X)] = 1 — p und schlieflich #,(X) = Sy (1 — p) exp(-v'X) =
top exp(-v'X). O

Fiir T > 0 kann das AFT-Modell alternativ als lineares Modell fiir die logarithmierte
Lebenszeit Y = InT' dargestellt werden.
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6.1. Likelihood-Methoden

Satz 6.2. Ist T > 0 eine Lebensdauer, Y = InT und X = (Xy,...,X,) ein p-
dimensionaler Vektor von erklirenden Variablen, so wird im AFT-Modell der Ein-

fluss der Kovariablen auf die Lebenszeit durch folgenden Zusammenhang beschrieben:
Y = In(T) = [o+BX+0Z, (6.4)
mit einem Regressionsvektor B = (01, ...,0,) € R? und einer Fehlerverteilung Z.

Beweis: Wird mit Sy die Survival-Funktion von 7" = exp(Y’) mit X = 0 bezeichnet,
so gilt fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit eines Individuums mit beliebigem Vektor
X:

St|X) = Plexp(fo+B'X +bZ) > t]
— P[exp(ﬁo +b7) > texp(—,B’X)}
= So[texp(—B'X)].

Das lineare Modell (6.4) entspricht also der Darstellung (6.1) mit v = —f3. O

Das AFT-Modell eignet sich insbesondere fiir die in Kapitel 5 vorgestellten Log-
Lokation-Skalen-Verteilungen. In der Lebenszeitanalyse nimmt man daher in der
Regel an, dass der Fehler Z in (6.4) eine standardverteilte Zufallsvariable aus der
Familie der Normal-, Extremwert- oder Logistik-Verteilungen ist. In den folgenden
Abschnitten sollen Maximum-Likelihood-Schiatzungen fiir b, 5, und 3 bestimmt
werden. Dazu werden zunéchst allgemeine Likelihood-Methoden fiir AFT-Modelle
behandelt, mit deren Hilfe dann die einzelnen Log-Lokation-Skalen-Modelle aus Ka-

pitel 5 untersucht werden kénnen.

6.1 Likelihood-Methoden

Dieser Abschnitt behandelt ML-Schétzungen fiir das lineare Regressionsmodell (6.4),
das mit v = w(X) = [y + X dem Log-Lokation-Skalen-Modell (5.18) ent-
spricht. Uber die in Abschnitt 5.1.5 dargestellten Eigenschaften von Lokation-Skalen-

Verteilungen konnen dann Aussagen iiber die Lebensdauer T gemacht werden.

Gegeben seien die Realisierungen der identisch und unabhingig verteilten Zufalls-
variablen (Y;, A;, X;), i =1,...,n. Mit ¥; = InT; wird hier entweder eine logarith-
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mierte Lebenszeit oder eine logarithmierte Zensur-Zeit bezeichnet, abhéngig davon,
ob fiir den beobachteten Wert des Zensurindikators §; = 1 oder §; = 0 gilt.!

Satz 6.3. Die Likelihood-Funktion fir die Stichprobe ((y1,51,xl), cee (yn,5n,xn))
ist im log-linearen Modell (6.4) mit u(x) = By + B'x durch

- [1 yi — u(x;)\ 1" yi —u(x;)\ "

L b) = fy (BT (Yo wx) ,
o0 = T1 [0 (") | 5o (" (6.5

7

gegeben. Dabei bezeichnet f, die Wahrscheinlichkeitsdichte und Sz, die Survival-
Funktion der Fehlerverteilung Z;.

Beweis: Ist die logarithmierte Lebenszeit des i-ten Individuums als InT; = Y, =
w(X;) + bZ; gegeben, so ist nach (5.17) bzw. (5.20)

fri(yi) = %fzi, (%_TU(XZ)) und Sy, () = Sz, (%_TU(X’)) .

Die Likelihood-Funktion (6.5) entspricht also der Likelihood-Funktion aus Abschnitt
3.2. [l

Setzt man

Yi — Uy
b

Z; = mit u; = u(x;) = Bo+ B'xi, xi = (i1, ..., T4p),

so erhdlt man aus (6.5) die Log-Likelihood-Funktion

n

(Bo, B,b) = Y [—dilnb+0ifz(z) + (1—6)InSz(z)]

=1

= b Y (e + (- 0) S ()] (66)

mit 7 = >° 6. Fir die ersten partiellen Ableitungen von z; (3, 3, b) gilt mit
ﬁj?éﬁ(bj:]-ﬂ"wpa

0z 1 0z; 1 0z; 1
i _ = L T d L .
A T e R (67

'In den Kapiteln 3 und 4 ist die Bezeichnung Y; = min(7;, C;) fiir die Beobachtungszeiten
benutzt worden. Dabei war T; die Lebenszeit und C; die Zensurzeit des i-ten Individuums. Um
Verwechslungen mit den logarithmierten Lebenszeiten zu vermeiden, wird hier auf diese Schreib-
weise verzichtet.
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Damit konnen die partiellen Ableitungen von (6.6) fir 5; # Bo, Bk # Do, j, k =

1,...,pund fz; =

ol

9B

ol
00,

ol
ob

D%l

a5}

0%l
03 Ob

fz,, sowie Sz = Sz, angegeben werden als

- laln fz(zi) 0z B 0InSyz(z) 0z
2 {5’ oz om0 T T o ag,
b2 [51 D, +(1—146;) 7, , (6.8)
0ln fz(z) 0z 0InSyz(z) 0z
‘ [5’ T M e P
=1
1 Oln f4 zz) 0In Sz (z)
_ bg{ 2 (1) S g, (6.9)
T = Oln fz(2) 0z o 9 Sz(z) 9%
b [52 o o T T G
rl g Oln fz(z) 0ln Sz(z)
b b {51 D=, (1—=146;) 2, i) (6.10)
1 0?1n fz(z) 0z 0?In Sz (2) 0z
_ 16
b [5’ 9z2  9b (18 022 0501
1 - In fZ(Zi) 82 In Sz(ZJ
2 2 [(51 822-2 (1— 51) 32’1-2 , (6.11)
1 - 62lnfz(z,~) azz OQIDSZ(Z’i) 82’2
T b [5" R TR G E)ﬁo} s
1 alnfz(zz) 0InSy(z)] 0z
b |:6z 822 <1 61) 822 860
1 <& 9%1In fz(2) 0?1n Sz (%)
= {‘5"T+<1_5i>71%
i=1 i i
1 — dln f7(2) 0ln Sz(z)
+ 5 ; {@ bt (1-46,) o , (6.12)
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0%l
9o 95,

0?1
03; b

9%l
00, 0B,

]
ob?

1 — 0?In fz(z) 0z 0?1n Sz(2) 0z
- : 1— 6 g
b [‘51 92 om0 T 860] i
1< 0*In f7(2) 9*In Sz(2)
1 “ 82 In fz(ZZ) 82’1 82 In Sz(ZZ) 82’@
b5 [52 027 0P t{1-4) 0z} aﬁj] .
1 < Oln fz(z) 0InSy(z)] 0z
_ , 16
= [51 0 T o | o

1 <& 9% In fz(2) 0%1n Sz (z)
i=1

K3 2

1 — Oln fz(z) 0ln Sz(z)
+ 73 ; {52 bt (1—46;) |5 (6.14)
1 “ 82 In fZ(Zz) (323 82 In Sz(ZZ) 821
Th [52' 92 op T T aﬁk] i
I & 0?1n f7(2) 9%1In Sz(z;)

I Oln fz(z) 0ln Sz(z)
ZRNEpS {5’ - e
1 & 0?In f7(z) 0z 0?In Sz (z;) 0z
Th { (5i 92 b T T %)Z"
Oln fz(z) 0InSz(z)\ 0z
+ <5Z B2 +(1—146;) 9z 5

r i li {51' alan(zi) i (1 —5i) 511152(27;)] 2

b2 b2 —1 821' 821'
1 — 0?In fz(z) *InSz(z)]
+ﬁi:1 |:518—212+(1_5Z)a—312:| 7
1 « Oln fz(z) 0In Sz(2)
tEL [5Za—zi+<1‘5z>a—zi i
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n

T 2 Z [5' Oln f7(z) L) alnSZ(zi)] .,

ERET

- ! (923 (923
=1
1 “ 82 In fZ(Zi) 82 In Sz(Zi)
+— §i 0 (1 = ) | 22, 6.16
bg ; |: 7 aZZQ ( Z) 8212 7 ( )
Als Informationsmatrix ergibt sich schlieflich
9% 9% 9% 9%
o2 91 9Bo T 98p 9o b 9B
9% 9% 0% 0%
9o 01 B3 T 9By 0B b 9B,
L L - L)
9B0 0By 9B1 0By e ap2 b 0p,
L L . 9%
9By b 9B b e 9B, 0b b2

Bei groken Stichproben kann die gemeinsame Verteilung von (Bo, 8, I;) durch die (p+
2)-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungsvektor (BO, B, IA))’ und Varianz-

Kovarianz-Matrix I’l(ﬁAO, 8, l;) approximiert werden (vgl. Abschnitt 3.3).

Bemerkung 6.1. Da die Ableitungen (6.8), (6.9) und (6.10) im MIL-Schétzer
(B0, B, b) den Wert 0 annehmen, vereinfachen sich die partiellen Ableitungen (6.12),
(6.14) und (6.16) in der geschitzten Varianz-Kovarianz-Matrix I(G,, 3, b): Fiir
(Bo, B, b) = (BO, B, l;) ist der zweite Term in (6.12) gleich 0, ebenso der zweite in

(6.14). Der zweite Term in (6.16) vereinfacht sich zu — 12)—;" Mit 2 = (y; — fo — B)/b
bedeutet das

Plfo, B ) _ 1§~ [g PInfalz) (1 gy PImSz(E)]

0300 & 02 ‘ 022 v
9%1(Bo, B, b) 1 & 9%1n f(%;) 9?1InS,(2)] .
M Uy - Rl LR =
PlBo, B, D) 1 921 fz(%) I Sz(2)] .,

Die géngigen Software-Pakete berechnen die ML-Schétzer fiir die unbekannten Pa-
rameter 5y, 31,...,3, und b mittels des sogenannten Newton-Raphson-Verfahrens,
welches unter anderem in |Lee-03, S. 428-432] beschrieben wird. In den beiden fol-
genden Abschnitten werden das Weibull-, das Log-Logistik- und das Log-Normal-

AFT-Modell an einen konkreten Datensatz angepasst und miteinander verglichen.
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6.2 Anpassung von AFT-Modellen — Prognose fiir

Brustkrebs-Patientinnen

Brustkrebs, auch Mammakarzinom genannt, ist die bei Frauen am haufigsten vor-
kommende Krebsform. Wéhrend gutartige Brusttumore lediglich aus einer Ansamm-
lung von inaktiven Zellen bestehen, breiten sich bosartige Tumorzellen im Kérper
aus und bilden sogenannte Metastasen.? Wird Brustkrebs vor Beginn der Metasti-
sierung diagnostiziert, so ist er in der Regel vollstindig heilbar. Das Ziel einer von
Leathem und Brooks [Lea-87] dokumentierten retrospektiven Studie bestand daher
in der Bewertung eines histochemischen Markers, mit dessen Hilfe zwischen metasti-
sierenden Tumorzellen und solchen ohne Metastasen differenziert werden kann. Der
Marker, das Lecithin Heliz Pomatia agglutinin (HPA), bindet an Brustkrebszellen
mit Metastasen in den regiondren Lymphknoten, wodurch diese dann mikroskopisch
identifiziert werden konnen. Tabelle A.2 in Anhang A enthélt die Lebensdauern von
45 Patientinnen, bei denen zur Behandlung eines Tumors im Stadium II, TIT oder
IV — d.h. insbesondere bei nachgewiesenen Lymphknotenmetastasen — zwischen Ja-
nuar 1969 und Dezember 1971 eine Mastektomie durchgefiihrt worden ist. Teile der
entfernten Tumore sind mit HPA behandelt und hinsichtlich der HPA-Markierung
als positiv oder negativ klassifiziert worden. In Anlehnung an das Beispiel 6.3 in
[Col-03, S. 217-220] werden im Folgenden AFT-Modelle an die Lebenszeitdaten die-
ser Bruskrebs-Patientinnen angepasst. Die Modellkonstruktion erfolgt dabei iiber
die log-lineare Darstellung (6.4) und die Likelihood-Funktion (6.5). Die hierfiir not-
wendigen Berechnungen werden mit der Statistik-Software R durchgefiihrt, die

zugehorigen Quellcodes sind in Anhang B, Abschnitt B.3 zu finden.

6.2.1 Das Weibull-AFT-Modell

Nimmt man an, dass die Lebensdauern der Brustkrebs-Patientinnen einer Weibull-
Verteilung folgen und dass X als dichotomer Faktor das Resultat der HPA-
Markierung beschreibt, so ist das log-lineare Modell geméifs Satz 6.2 durch

T = Bo+AX +bZ (6.17)

2Eine ausfiihrlichere Beschreibung des Krankheitsverlaufs ist in [Psc-04, S. 1109f] zu finden.
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gegeben, wobei der Fehler Z eine Standard-Extremwert-Verteilung besitzt und die
Parameter 3y, $; und b unbekannt sind. Die Kovariable X nehme bei positiver HPA-
Markierung den Wert 1 und bei negativer HPA-Markierung den Wert 0 an. Uber
die Likelihood-Funktion (6.5) erhélt man mit Hilfe von ,R“ die Schétzer

By = 5.8544, (B = —0.9967, b = 1.0668. (6.18)

Der Acceleration-Faktor fiir die i-te Patientin ist damit exp(—ﬁlXi). Die Lebenszeit
einer Frau mit positiver HPA-Markierung ist also gegeniiber der einer Patientin
mit negativer Markierung um den Faktor exp(—ﬁ]) ~ 2.7093 beschleunigt. Nach
Abschnitt 5.1.5 kann die Survival-Funktion zur Weibull-verteilten Lebensdauer T
mit Hilfe der Survival-Funktion zu Z, Sz(z) = exp[— exp(z)], wie folgt dargestellt

werden:

Sr(t] X) = exp{—exp(lnt_ﬁz_ﬁlX)l, t>0. (6.19)

Bei gegebenem Datensatz A.3 ist die geschitzte Survival-Funktion fiir die i-te Pa-

tientin damit durch

(6.20)

Sr(t| Xi) = eXp|:_eXp <lnt_ﬁ%_ﬁ1Xi>}

Int — 5.8544 + 0.9967 X,
= P | TP 1.0668

= exp | — t"P™ exp (—5.4878 + 0.9343 X;)], ¢ >0

gegeben. Die Graphen der geschitzten Survival-Funktionen fiir beide Gruppen von
Patientinnen werden in Abbildung 6.1 dargestellt. Da fiir das p-Quantil ¢, einer
Lebenszeit T gilt t, = S;'(1 — p), kann der Median einer Weibull-verteilten Uber-
lebenszeit 7' im AFT-Modell mit u(X) = By + $1 X berechnet werden als

tos(X) = S3N0.5] X)
(019 exp [In(—1n0.5) b+ u(X)]
= exp[In(In2) b+ u(X)].

Fiir die i-te Patientin erhalt man also den Schatzer
tAo.g,(Xi) = exp [ln(ln 2) 1.0668 + 5.8544 — O.9967XZ-}.
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Der geschitzte Median fiir die Lebenszeit einer Patientin mit negativer HPA-
Markierung ist mit #o5(0) ~ 236 Monaten also etwa 2.7-mal so hoch wie der fiir
die Lebenszeit einer Patientin mit positiver HPA-Markierung, o5(1) ~ 87. Mit dem
oben geschitzten Beschleunigungsfaktor exp(0.9967) ~ 2.7093 entspricht dieses Er-
gebnis der Aussage (6.3) in Satz 6.1. Fiir die Schitzung der Hazard-Rate Ar(- | X)

betrachte man zunéchst die folgende Gleichungskette

. 0
Ar(t] x) & — o nSr(t | X)
(6.19) iex Int — By — 51 X
BT R b
1 —Bo— /X
= —tlblbeXp<—ob ! ), t>0.

Bei gegebenem Datensatz ergibt sich daraus der Hazard-Schétzer

. B 1 —B — B X
At X)) = a1, exp (T)
(6.18) 1 oo (58544 + 0.9967 X,
= X
{1-106687 1 0668 P 1.0668

= 0.937417°990 exp(—5.4878 + 0.9343 X;), t > 0.

Abbildung 6.1 enthilt den Plot des Schiitzers Ar, (- | X;) fiir X; = 1 und X; = 0.
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Abbildung 6.1: Geschitzte Survival- und Hazard-Funktionen im Weibull-AFT-
Modell fiir Brustkrebs-Patientinnen mit positiver (rot) und negativer (schwarz)
HPA-Markierung.
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6.2.2 Das Log-Logistik-AFT-Modell

Berechnet man zum selben Datensatz die Parameter-Schitzer fiir die log-lineare
Form eines Log-Logistik-AFT-Modells,

InT = fBy+3X+bZ, (6.21)

mit Standard-Logistik-verteiltem Fehler Z, so erhélt man

~

Bo = 54611, B = —1.1491, b = 0.8047. (6.22)

Der geschéitzte Beschleunigungsfaktor exp(—BlXi) ist fiir X; = 1 gleich 3.1554
und damit etwas grofer als der unter dem Weibull-AFT-Modell in Abschnitt 6.2.1.
Nach Abschnitt 5.1.5 kann die Schitzung der Survival-Funktion zur Log-Logistik-
verteilten Lebensdauer T und Kovariable X; mit Hilfe der Survival-Funktion von Z,

Sz(z) = [1 + exp(z)]~!, berechnet werden:

. Int — By — By X;
Sn(t]| X) = Szi( n 506 B )
Int — By — G X;\ 7
= 1+ exp ( 1 ﬁol; b )} (6.23)
62 [, Int— 54611+ 1.1491 X;\ 17"
- P 0.8047

= 1+ exp (—6.7865 + 14280 X,)] T, £ > 0.

Abbildung 6.2 enthélt die Graphen der geschitzten Survival-Funktionen fiir X; = 1
und X; = 0. Der geschétzte Median von T; ist

tos(X;) = §51(0.5 | X;)

C2 exp (In(1) b+ Bo + /1 X,)

C22 " exp (54611 — 1.1491 X;). (6.24)

Fiir die Lebenszeit einer Patientin mit positiv markiertem Tumor betriagt der ge-
schiitzte Median damit fo5(1) = exp(5.4611 — 1.1491) ~ 75 Monate und fiir die Le-
benszeit einer Patientin mit negativ markiertem Tumor £, 5(0) = exp(5.4611) = 235
Monate. Beide Werte liegen relativ nahe bei den entsprechenden Schitzungen fiir ei-
ne Weibull-verteilte Lebensdauer T'. Als Schétzer fiir die Hazard-Funktion der i-ten
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Patientin erhalt man

] X) 2~ (] X)
Int — Gy — A X;
_ _QIHSZZ(M bo = ) Sz,(2) = [1 + exp(2)] "
ot b
_ 0 Int — Gy — 3 X\
= —atln[1+exp( ; )]
0 Int — By — 5 X;
= —1] =
5 n[l—i—exp( ; )]
[ <1nt_BO_BlXi):|l (hlt—ﬁo—ﬁlXi) 1
= 14 exp - exp . —
b b bt
5 5 -1
= i{l—l—exp(— lnt_ﬁOA_ﬁlXi)l
bt b

A A 5 v\ 1-1
= bpit [1+t""1 +exp <—ﬁ°+§1XZ>]

= 1.2427¢7" [1 4t exp (6.7865 — 1.4280 Xi)}*l, t > 0(6.25)

Der Graph dieser Funktion wird in Abbildung 6.2 fiir beide Gruppen von Patientin-

nen dargestellt.
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Abbildung 6.2: Geschitzte Survival- und Hazard-Funktionen im Log-Logistik-
AFT-Modell fiir Brustkrebs-Patientinnen mit positiver (rot) und negativer (schwarz)
HPA-Markierung.
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6.2.3 Das Log-Normal-AFT-Modell

Bei einer log-normal-verteilten Zufallsvariable T" erhélt man das log-lineare Modell
InT = po+ /X +0Z2, (6.26)

in dem der Fehler Z eine Standard-Normal-Verteilung besitzt. Die geschitzten Pa-

rameter hierfiir sind

Bo = 54917, B = —1.1512, b = 1.3595. (6.27)

Die Schitzung des Beschleunigungsfaktors fiir X; = 1 ist exp(—Bl) = 3.1619,
was ziemlich genau mit der entsprechenden Schitzung im Log-Logistik-AFT-Modell
iibereinstimmt. Da Z; eine Standard-Normal-Verteilung besitzt, ist die geschétzte
Survival-Funktion zu 7; nach Abschnitt 5.1.5 durch

Sr(t] X)) - SZi<lnt—ﬁ%—ﬁle‘)

- 1-@(1”_5%_51&) (6.28)

C20 1 $(0.7356 Int — 4.0395 + 0.8468 X;), >0

gegeben. Die Graphen dieser Funktion fiir X; = 0 und X; = 1 werden in Abbildung
6.3 dargestellt. Als Schitzung fiir den Median ergibt sich

tos(X;) = S*;j(o.5 | X;)

€28 xp (@71(0.5)b+ o + 51 X,)

C20 " exp (54917 — 1.1512 X;),

woraus sich bei positiver HPA-Markierung #,5(1) ~ 77 Monate und bei negativer
HPA-Markierung #5(0) =~ 243 Monate ergeben. Die Hazard-Rate fiir die i-te Pati-

entin kann schlieklich durch

N ) 0 N
An(t] X)) & — = InSn(t | X))
_ _an {1_(1)(11“—5{—51)(@')}
ot b
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_ |:1 . (I)(hlt — B(]A— Bl X,L>:| _lq)/(hlt — BOA_ Bl Xz) t_lb_l

b b
(6.27) 1 -1
=" 0.7356¢ 71 [1 — ©(0.7356 Int — 4.0395 + 0.8468 X;)]

Fr0,1)(0.7356 Int — 4.0395 + 0.8468 X;), t >0

geschitzt werden. Die Graphen dieser Funktion werden fiir beide Gruppen von Pa-

tientinnen in Abbildung 6.3 dargestellt.
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Abbildung 6.3: Geschitzte Survival- und Hazard-Funktionen im Log-Normal-
AFT-Modell fiir Brustkrebs-Patientinnen mit positiver (rot) und negativer (schwarz)
HPA-Markierung.

Sowohl bei positiver als auch negativer HPA-Markierung stimmen die geschétzten
Werte fiir den Lebensdauer-Median unter allen drei Modellen weitgehend iiberein.
Wiéhrend sich fiir Patientinnen mit negativ markierten Tumoren auch die Graphen
der Hazard-Funktionen dhneln, besteht bei positiver HPA-Markierung zwischen der
Hazard-Funktion des Weibull-Modells und den Hazard-Funktionen der beiden an-
deren Modelle ein grofser Unterschied. Mit Hilfe der im Folgenden diskutierten Cox-

Snell-Residuen wird in Beispiel 6.1 versucht, zwischen den Modellen auszuwéhlen.

6.3 Uberpriifung des AFT-Modells

Im vorangegangenen Abschnitt sind verschiedene AFT-Modelle an die Lebenszeit-
daten von Brustkrebs-Patientinnen angepasst worden. Unterschiede zwischen den
einzelnen Modellen bestanden dabei vor allem im Verlauf der Hazard-Rate bei posi-

tiv markierten Tumoren. Um zwischen den einzelnen Modellen auswéhlen zu kénnen,

80



6.3. Uberpriifung des AFT-Modells

soll im Folgenden ein Verfahren eingefiihrt werden, mit dessen Hilfe die Giite der
Modellanpassungen graphisch iiberpriift werden kann. Grundlegend sind dabei die
sogenannten Cox-Snell-Residuen, die in einer allgemeinen Form von Cox und Snell
[Cox-68| definiert worden sind. Die Ausfithrungen hier erfolgen in Anlehnung an
[Col-03, S. 122 und S. 232| und [Kle-97, S. 329].

Gegeben seien die Realisierungen der identisch und unabhéngig verteilten Zufalls-
variablen (71, Ay, X4),..., (T, A,, X)) ~ (T, A, X), wobei mit 7; entweder eine
Lebenszeit oder eine Zensur-Zeit bezeichnet wird, abhingig davon, ob fiir den be-
obachteten Wert des Zensurindikators §; = 1 oder ¢; = 0 gilt. Fiir das i-te Indivi-
duum seien x; = (2;1,...,2;,) die beobachteten Werte der p erklérenden Variablen
X = (Xy,...,X,). Wird fiir T ein AFT-Modell angenommen, so gilt nach Satz 6.2

InT = fBo+BX+0bZ (6.29)

mit unbekannten Parametern 5y, 8 = (01, ..., ;) und b. Die Wahrscheinlichkeits-
verteilung des Fehlers Z héngt von der fiir 7" angenommenen Verteilung ab. Fiir
die in Abschnitt 6.2 betrachteten Modelle ist Z eine standardverteilte Zufallsva-
riable aus der Familie der Extremwert-, Logistik- oder Normal-Verteilungen. Nach

Abschnitt 5.1.5 ist die geschétzte Survival-Funktion fiir das i-te Individuum dann
durch

Int — Gy — Bx;
nt = fo ﬂxl), t>0 (6.30)

»SA’T(t’XZ') = Sz( i

gegeben, wobei S die Survival-Funktion von Z ist und 5y, 8 = (Bl, . ,Bp)’, b die
ML-Schétzer der unbekannten Parameter.

Definition 6.2 (Cox-Snell-Residuen fiir das AFT-Modell). Fir das AFT-
Modell sind Cox-Snell-Residuen definiert als

. (2.11)

Dabei ist ST(t,- | x;) die geschdtzte, im Beobachtungszeitpunkt t; ausgewertete
Survival-Funktion (6.30) und Ar(t; | x;) der entsprechende Schitzer fir die ku-

mulierte Hazard-Funktion.

Inwiefern Cox-Snell-Residuen fiir die Uberpriifung eines Modells geeignet sind, be-

antwortet das folgende Lemma.

81



6.3. Uberpriifung des AFT-Modells

Lemma 6.1. Sei T eine beliebige Lebensdauer mit Dichte fr. Ist Ap die kumulierte
Hazard-Funktion zu T, so ist die Zufallsvariable Z = Ap(T) Ezp(1)-verteilt.

Beweis: Mit den Bezeichnungen aus dem Transformationssatz 5.1 gilt hier h(t) =
Ar(t) = —InSz(t) und g(z) = h™'(2) = S;'(exp(—=2)). Die entsprechenden Ablei-

tungen sind

oS0 1SS (en(-2)]
"= 5w T Sm T T RGE) T s en(—9)]
Es ist also
f2(2) = fr(9(2))1d'(2)]
Sy 1S+t (exp(—z
it
= Sr[S7'(exp(—2))]
= exp(—2),
und damit Z ~ Exp(1). O

Ist T; nun die Lebensdauer, X; der Kovariablenvektor und A(- | X;) die kumulierte
Hazard-Funktion des i-ten Individuums einer Beobachtungsgruppe, so folgt nach
Lemma 6.1 A(T; | X;) einer Exponential-Verteilung mit Parameter A = 1. Bei
einem korrekt angepassten Modell sollten die Residuen r; = AT(ti | x;) folglich einer

zensierten Stichprobe mit zugrundeliegender Exp(1)-Verteilung entsprechen.

Betrachtet man die nach (6.31) berechneten Residuen r;, ¢ = 1,...,n, als einen
zensierten Datensatz, in dem ein Residuum r; genau dann als zensiert angesehen
wird, wenn die ihm zugrundeliegende Beobachtung t; zensiert ist, und berechnet
man fiir sie die geschéitzte kumulierte Hazard-Funktion mit Hilfe des Kaplan-Meier-

Schétzers SKM() aus Kapitel 4 nach
AC) = —InSku(), (6.32)

so kann die graphische Bewertung iiber einen Plot von _/A\(rz) versus r; erfolgen.
Die Modellanpassung ist zufriedenstellend, falls der auf den Residuen r; basierende
Schitzer fiir A der kumulierten Hazard-Funktion Agy,(¢) = ¢ einer Exp(1)-Verteilung
gleicht und die Punkte (r;, A(r;)) damit nahe der ersten Winkelhalbierenden liegen.
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Bemerkung 6.2. 1. Cox-Snell-Residuen eignen sich am besten fiir die Priifung
der Gesamtanpassung eines Modells. Eine Exp(1)-Verteilung der Residuen
liegt vor, wenn fiir ihre Berechnung geméf (6.31) in (6.30) die tatséchlichen Pa-
rameterwerte benutzt werden. GGebraucht man lediglich die Schétzer fiir 3y, 3
und b, so kann die Ursache einer Abweichung von der Exponential-Verteilung
in den Ungenauigkeiten dieser Schéitzer liegen. Umgekehrt besteht die Mog-
lichkeit, dass der Plot der kumulierten Hazards fiir die Residuen auch dann
einer Geraden mit Steigung 1 &hnelt, wenn die Anpassung des Modells nicht

ausreichend ist.

2. Fiir die Beobachtungszeitpunkte t¢,...,t, und die ML-Schétzer Bo, B =
(61, - ,Bp)’, b heifen

Int;, — BO — BXz’

o, 6.33
; (6.33)

T’Si =

standardisierte Residuen. Bei einem zufriedenstellend angepassten AFT-
Modell folgen sie geméfs (6.29) derselben Verteilung wie Z und konnen in
ganz entprechender Weise zur Beurteilung der Giite einer Modellanpassung
dienen. Man vergleiche hierzu [Col-03, S.231].

Beispiel 6.1 (Uberpriifung der AFT-Modelle aus Abschnitt 6.2). In Ab-
schnitt 6.2 sind drei AF'T-Modelle an die Lebenszeitdaten von Krebspatientinnen

angepasst worden. Fiir die logarithmierte Lebensdauer InT" ergaben sich dabei die
folgenden Modelle:

Weibull: InT = 5.8544 — 0.9967 X +1.0668 2, Z ~ EV(0,1),
Log-Logistik: InT = 5.4611 —1.1491 X +0.8047Z,  Z ~ Logist(0,1),
Log-Normal: InT = 5.4917 — 1.1512X + 1.3595 2,  Z ~ N(0,1).

Berechnet man zunéchst geméf (6.33) die standardisierten Residuen rg,, so erhélt
man die Cox-Snell-Residuen r; nach (6.30) und (6.31) wie folgt:

Weibull: ri = exp(rs,),
Log-Logistik: r; = In [1 + exp(rgi)},
Log-Normal: ri = —In[l—®(rg,)].
Fiir die Residuen r;, ¢ = 1,...,45, wird der Schétzer fiir die kumulierte Hazard-

Funktion iiber den Kaplan-Meier-Schétzer nach (6.32) berechnet und in r; ausge-
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Abbildung 6.4: Uberpriifung der AFT-Modelle aus Abschnitt 6.2 mit Hilfe von
Cox-Snell-Residuen. Die erste Winkelhalbierende wird gestrichelt dargestellt.

wertet. Die Plots von A(rz) versus r; werden fiir die drei Modelle in Abbildung 6.4

dargestellt, vergleiche dazu den ,R“-Quellcode in Anhang B.4.

Vernachlassigt man die Residuen zu den letzten Beobachtungen, so liegen die Punk-

te (r;, A(r;)) bei allen betrachteten Modellen nahe einer Geraden, die durch den

Ursprung geht und die Steigung eins hat. Weil die Schétzer zu spiteren Zeitpunk-

ten ohnehin auf weniger Individuen basieren und dadurch ungenauer sind, spricht

nichts gegen die in Abschnitt 6.2 angepassten Modelle. Da zwischen den drei Plots

jedoch eine groRe Ahnlichkeit besteht, kann keins der Modelle den anderen beiden

klar vorgezogen werden.
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Kapitel 7

Das Cox-Hazard-Modell

Das Cox-Hazard-Modell ist ein semiparametrisches Regressionsmodell, das beziiglich
der Lebenszeit T' an keinen speziellen Verteilungstyp gebunden ist. Parametrisch
modelliert wird lediglich die Auswirkung der erkldrenden Variablen. Das Modell
ist von Cox [Cox-72] eingefiihrt worden und geht davon aus, dass sich Kovariablen

direkt auf die Hazard-Rate eines Individuums auswirken.

Definition 7.1 (Cox-Hazard-Modell). Sei T' > 0 eine Lebensdauer und X =
(Xy,...,X,) ein p-dimensionaler Vektor von erklirenden Variablen. Das Cox-
Hazard-Modell postuliert, dass die Form der Hazard-Funktion in Abhdngigkeit von
X durch

At | X) = N(t) exp(BX), t>0 (7.1)

gegeben ist, wobei \g(t) > 0 fiirt > 0. Die nicht niher spezifizierte Funktion Ao heifst
— entsprechend den Bezeichnungen im AFT-Modell — Basis-Hazard-Funktion (base-
line hazard function) und ist die Hazard-Rate eines Individuums mit Kovariablen-
vektor X = 0. B = (f1,...,0,) € RP ist ein Vektor von Regressionskoeffizienten.

Bemerkung 7.1. 1. Aufgrund der Beliebigkeit von \y enthélt die lineare Kom-
ponente des Modells keinen konstanten Term ;. Wére die Hazard-Funktion
durch (¢ | X) = A\o(¢) exp(Bo + B'X), t > 0 gegeben, so wiirde ein Teilen der
Basis-Hazard-Funktion durch exp(fy) zur Form (7.1) fithren.

2. Das Cox-Hazard-Modell ist auch unter dem Namen Proportionale-Hazards-
Modell (PH-Modell) bekannt. Diese Bezeichnung riihrt daher, dass bei zeitun-

abhéngigen Kovariablen die Hazard-Raten zweier Indidividuen stets proportio-
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nal zueinander sind. Betrachtet man im Cox-Hazard-Modell zwei Individuen
mit den erklirenden Variablen X und X, so ist das Verhéltnis ihrer Hazard-

Raten konstant: Fur ¢ > 0 ist

MEIX) o) exp(BX) o g
AE1X) () exp(BX) p(B'(X —X)). (7.2)

Das Risiko-Verhéltnis (hazard ratio) (7.2) ist im Cox-Hazard-Modell also un-
abhingig von der Zeit.

3. Der Faktor exp(3'X) im Modell (7.1) kann durch jede andere positive Funktion
r(X) > 0 ersetzt werden. Moglichkeiten fiir alternative Parametrisierungen
von 7(X) wiren r(X) = 1+ #'X und r(X) = log[1 + exp(8'X)], vergleiche
[Cox-84, S. 91]. Cox |Cox-72] hat die log-lineare-Form in (7.1) benutzt. Sie ist
bis heute am weitesten verbreitet und auch die folgenden Ausfithrungen sollen

sich auf diese Spezifizierung beschrénken.

Satz 7.1. Im Coz-Hazard-Modell lisst sich die Survival-Funktion bei stetiger Le-

benszeit darstellen als
SiHt|X) = Sot)*PPX) ¢ >0, (7.3)

Beweis: Fiir stetige Lebensdauern gilt die Beziehung S(t) = exp[—A(t)]. Daraus
folgt

S(E|X) = exp ( - /Ot Ao(u) exp(8'X) du) = [exp ( - /Ot Ao(u) du)rxp(ﬁlx)

— Sy(H)EX),

7.1 Die partielle Likelihood-Funktion fiir bindungs-

freie Datensatze

Die unbekannten Regressionsparameter 3 = (f1,...,3,)’ € RP im semiparame-
trischen PH-Modell (7.1) kénnen mit der iiblichen Maximum-Likelihood-Methode
geschitzt werden. Cox [Cox-72| hat hierfiir eine partielle Likelihood-Funktion vor-

geschlagen, die wie eine klassische Likelihood-Funktion genutzt werden kann. Ba-
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sierend auf seinen Ausfiihrungen in [Cox-72] und [Cox-75] soll diese im Folgenden

zunéchst definiert und anschliefend auf das PH-Modell (7.1) angewendet werden.

Definition 7.2 (Partielle Likelihood-Funktion). [Cox-75] [Kal-02, S. 99|
Ser 'y ein Beobachtungsvektor, der durch die Zufallsvariable Y mit Dichte
f(y;:0,8) reprisentiert wird. Sei B der Vektor von interessierenden Parame-
tern und @ ein ,Nuisance‘~Parameter. Kann Y in eine Folge von Zufallsvaria-

blen Ay, By, ..., A, By transformiert werden, so dass die gemeinsame Dichte von

A = (Ay, As, .., Ay) und B™ = (By, By, ..., By,) durch
L 75150-0.a0-0 (b5 18979,a97;8,0) [ fa150).40-0 (a5 [ 89,a97D5 8) (7.4)
j=1 =t

gegeben ist, dann heifit das zweite Produkt in (7.4) die partielle Likelihood-Funktion
(partial likelihood) von B, basierend auf {A;} in der Folge {A;, B;}. Die Anzahl m
der Terme kann dabei fest oder zufdllig sein und die Zufallsvariablen A;, B;, i =

1,...,m, kénnen sowohl Zufallsgrifien als auch Zufallsvektoren sein.

Bemerkung 7.2. Die auf der partiellen Likelihood-Funktion
L7(B) = HfAj|B(-7'),A(J—1)(aj | b(j)aa(j_l)éﬁ) (7.5)
j=1

basierende MI-Schitzung fiir 3 ist unter bestimmten Voraussetzungen an die erkl-

renden Variablen konsistent und asymptotisch normal-verteilt. Man vergleiche dazu
[Tsi-81], [And-82] und [Kal-02, S. 99-101].

Zur Herleitung der partiellen Likelihood-Funktion fiir das Modell (7.1) betrach-
te man einen n-elementigen Datensatz von Uberlebenszeitdaten als Realisierungen
von (Y;,A;,;X;), i = 1,...,n. Dabei beschreibe Y; = min(7;, C;) die Beobachtungs-
zeit, T; die wahre Lebensdauer und C; die Zensur-Zeit des i-ten Individuums. Die

erklarenden Variablen

seien zeitunabhéngig und ihre Werte x; = (z;1, ..., ;)" zu Beginn der Studie aufge-
zeichnet. Insbesondere erfolge z.B. im Falle einer Studie zur Wirksamkeit verschiede-
ner Therapien die Zuordnung eines Patienten zu einer Behandlungsgruppe zuféllig.

Weiter werde vorausgesetzt, dass bei gegebenem Kovariablenvektor die Ausfall- und
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Zensur-Zeiten fiir das i-te Individuum unabhéngig voneinander agieren. Ebenso seien
die Ausfille und Zensuren untereinander jeweils stochastisch unabhingig. Uberdies

werden weitere Bezeichnungen vereinbart:

Annahmen und Bezeichnungen 7.1. e Die Hazard-Funktion des i-ten Indi-

viduums sei

At | X5) = Mo(t) exp(B'X;), t>0.

e r sei die Anzahl der beobachteten Ausfiille (y;, 1,x;) = (¢;,1,x;), von denen in
diesem Abschnitt angenommen wird, dass sie keine gleichen Messwerte enthal-
ten, also frei von Bindungen (ties) sind. Liegt den Beobachtungen eine stetige
Verteilung zugrunde und sind sie zudem exakt gemessen worden, so sind Bin-
dungen theoretisch nicht mdéglich, insbesondere finden Ausfall und Zensur nicht

gleichzeitig statt. Die Ausfallzeiten seien aufsteigend angeordnet:

Ly < ... <tu).

e n — r ist dann die Anzahl der rechtszensierten Lebensdauern und

e R(ts), i =1,...,r, bezeichne die Risiko-Menge zum Zeitpunkt ¢(;), d.h. die
Menge aller Individuen, die unmittelbar vor ;) noch unter Beobachtung ste-

hen.

Das grundlegende Argument bei der Konstruktion der partiellen Likelihood-
Funktion fiir das Cox-Hazard-Modell (7.1) ist, dass die Zeitintervalle zwischen den
aufeinanderfolgenden Ausfallzeiten ¢(;) < ... < t(,y nur wenig iiber den Effekt aussa-
gen, den die erklarenden Variablen auf die Hazard-Rate haben. Da die Basis-Hazard-
Funktion Ag unbestimmt ist, ist es denkbar, dass sie auf den Intervallen, in denen
keine Ausfille stattfinden, nahe bei Null ist und dort folglich auch A(- | X) ~ 0
gilt. Das widerum bedeutet, dass diese Intervalle nur wenig Information iiber die
Regressionparameter 3 = (f,...,,)" enthalten. Bei bindungsfreien Daten reicht
es approximativ also aus, diejenigen Zeitpunkte ¢(;) zu betrachten, in denen Ausfille

tatséchlich beobachtet werden. Ist gemédfs Definition 7.2

e B, die Zufallsvariable, welche sowohl die Zensierung in dem Intervall [t;_1y, t(;))

spezifiziert als auch die Information, dass ein Individuum in £(; ausféllt und
e A; die Zufallsvariable, die bestimmt, welches Individuum in ;) ausfallt,
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so entspricht der i-te Term der partiellen Likelihood-Funktion,

Faspo ac-v(a; | 09,0 8), (7.6)

der bedingten Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei gegebener Risikomenge R(%(;)) der
Ausfall zum Zeitpunkt ¢y gerade bei dem beobachteten Individuum mit Kovaria-

blenvektor X(; erfolgt.

Satz 7.2. Die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Ausfall zum Zeitpunkt
tu) gerade bei dem beobachteten Individuum — d.h. dem mit Kovariablenvektor X

— stattfindet, ist bei gegebener Risikomenge R(t;)) gegeben durch

exp (B'X))

~ N 7.7
ZjeR(tm) exp (B8'X;) ()

Beweis: Sei A > 0, dann gilt zunéchst

Pli € R(t) mit X stirbt in [te), i) + A) | ein j € R(t) stirbt in [tq), to) + A)]
P[i € R(t(i)) mit X(;) stirbt in [t(i), te) + A)}
Plein j € R(t(;) stirbt in [te), te) + A)]

Da angenommen wird, dass die Ausfallzeiten stetig verteilt sind, ist der Nenner des
obigen Ausdrucks bei einem hinreichend klein gewdhlten A gerade die Summe iiber
die Ausfallwahrscheinlichkeiten in [¢(;), %) + A) aller Individuen, die dann noch der
Risikogruppe R(t(;) angehdren. Das fithrt zu

P[i € R(t) mit X, stirbt in [t4), te) + A)]
Plein j € R(t) stirbt in [t4), te) + A) ]
Pli € R(ty;) mit X stirbt in [t), to) + A)]
> jeRit) P[j stirbt in [t), te) + A) ]
P[i € R(t(i)) mit X(;) stirbt in [t(i),t(i) + A)} N P[Tx(i) > t(i)]
ZjeR(tm) {P[] stirbt in [t(i), t(i) + A)} N P[ij > t(i) }}

9

wobei hier mit Tx , die Lebensdauer des Individuums bezeichnet wird, das der Risi-
kogruppe R(t(;)) angehort und die erklarenden Variablen X(;y besitzt. Entsprechend
ist die Lebenszeit Tx definiert. Da P(Tx, > t(;)) = P(Tx; > t@) gilt, ist der letzte
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Quotient identisch mit

(P[i S R(t(i)) mit X(;) stirbt in [t(i), te) + A)] N P[TX(” ERT0) D/P[Tx(i) > t(i)}

Djerte) (P stitbt in [te), to) + A) [N P[Tx, >t ])/P[Tx, > to) ] }
P[i € R(t(i)) mit X(;) stirbt in [t(i),t(i) +A) | TX(“ > t(i)]
ZjeR(tm) P[] stirbt in [t(i), t(i) + A) | ij Z t(i)}

Erweitern mit 1/A liefert

P[Z S R(t(i)) mit X(i) stirbt in [t(i), t(i) + A) | TX(i) > t(i) ]/A
ZjeR(t(i)) P[] stirbt in [t(i),t(i) + A) ‘ TX]. > t(i)]/A

und beim Grenzwertiibergang A — 0 erhilt man

lima_g P[Z & R(t(i)) mit X(i) stirbt in [t(i), t(i) + A) ’ TX(i) > Zf(i) }/A
ZjeR(t(i)) hmA_@ P[j stirbt in [tw, t(i) + A) | TX]. Z t(i) ]/A ’

was nach Definition der Hazard-Rate gerade

Alte) | X)) B Ao(t)) exp(B'X)) B exp(8'X )

ZjeR(tm) Aty | X5) ZjeR(t(i)) Ao(t) exp(B'X;) B ZjeR(t(i)) exp(8'X;)

ist. O

Weil jeder Ausfall einen Faktor der Form (7.7) liefert, erhdlt man die partielle
Likelihood-Funktion als Produkt iiber alle » Ausfallzeiten £y < ... < t(:

Satz 7.3 (Partielle Likelihood-Funktion). Die Likelihood-Funktion fir das Cox-
Hazard-Modell (7.1) ist bei einem bindungsfreien Datensatz gegeben durch

exp(B'x())
i=1 Z]ER(t<Z)) eXp(B/XJ)

L"(B) = (7.8)
Dabei ist r die Anzahl der beobachteten Ausfille, R(ty) die in 7.1 definierte Risiko-
gruppe, Xy der Kovariablenvektor des Individuums, das zum Zeitpunkt t;y ausfdllt

und x; entsprechend der des j-ten Individuums in R(tg)).

Bei der Konstruktion der partiellen Likelihood-Funktion (7.8) werden die eigent-
lichen Zensur- und Ausfallzeiten nicht direkt benutzt. Von den Ausfallzeiten wird
nur die Information iiber die Reihenfolge des Ausfalls verwendet und die zensier-

ten Lebensdauern sind lediglich in der Summation iiber die Risikomengen zu den

90



7.2. Die partielle Likelihood-Funktion fiir Datensitze mit mehrfachen Messwerten

Ausfallzeiten enthalten, die sich vor dem Zeitpunkt ihrer Zensierung ereignen. Die
auf (7.8) basierende, partielle ML-Schétzung fiir 3 hat nach Bemerkung 7.2 die
asymptotischen Eigenschaften einer klassischen ML-Schatzung. Man erhalt sie in
der gewohnten Weise durch Logarithmieren und Differenzieren von L (3). Die lo-

garithmierte partielle Likelihood-Funktion ist

’(B) = mLP(B) = i[ﬂ’x@—m( > [exp(ﬁlxj)])}
jER(t(s)

i=1 R(i)

- Zﬁ X(i) = Zln ( [exp (8'%;)] )} (7.9)

€R(t(s))

und als erste partielle Ableitungen erhilt man

geR ty) exp(ﬁ X;j) Tjn

Tiph — . h=1,....p. (7.10
aﬂh Z " Z ZyeR (tay) eXp(ﬁ X;) ( )
. . . . . Y (c) :
Daraus ergibt sich die Informationsmatrix 1(3) = < 3,90 >g:1 , it
—92P (B Z geR eXP(IB Xj) Tjh Tjg
aﬁgaﬁh Z]eR (tey) exp(ﬁ X;)

<ZjER(t(i)) exp(8'%;) ffjh) (ZJGR(%)) p(A%5) wjg)f? 11)
2 A
P (ZjeR(t@)eXp(ﬁ /Xj)>

Die partiellen ML-Schitzungen fiir die Regressionskoeffizienten findet man durch
Losen des nicht-linearen Gleichungssytems 917 (3)/08, =0, h = 1,...,p. Die gin-
gigen Software-Pakete benutzen dazu das bereits in Abschnitt 6.1 erwihnte Newton-

Raphson-Verfahren.

7.2 Die partielle Likelihood-Funktion fiir Datensat-

ze mit mehrfachen Messwerten

Bei der Konstruktion der partiellen Likelihood-Funktion (7.8) ist angenommen wor-
den, dass die gegebenen Daten auf einer stetigen Verteilung basieren und hinreichend
genau gemessen worden sind, somit also keine Bindungen enthalten. In der Praxis

kénnen fiir die Ereignisse jedoch hiufig nur Zeitintervalle angegeben werden. Die Be-
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obachtungszeiten werden auf den Tag, den Monat oder das Jahr genau aufgezeichnet

und der Rundungsprozess fiihrt zu mehrfachen Messwerten.

Finden zu einem Zeitpunkt nicht nur mehrere Ausfille statt, sondern gleichzeitig
auch eine oder mehr Zensierungen, so wird angenommen, dass sich letztere erst
nach sdmtlichen Ausfillen ereignen. Eventuelle Unklarheiten dariiber, welche Indi-
viduen zu einem Ausfallzeitpunkt in die Risikomenge aufgenommen werden sollen,
werden dadurch beseitigt und es bleibt lediglich die Aufgabe, die partielle Likelihood-
Funktion (7.8) an mehrfache Ausfallzeiten anzupassen. Cox [Cox-72] selbst konstru-
ierte sie unter der Annahme einer echt diskreten Zeitskala. In der Diskussion zu seiner
Veroffentlichung fand diese Vorgehensweise jedoch leichte Kritik, da das Vorkommen
von Bindungen bei stetig verteilten Ereignissen lediglich eine schwache Gruppierung
darstellt. Eine exakte Likelihood-Funktion fiir den Fall mehrfach auftretender Mess-
werte ist in [Kal-02, S. 105] zu finden. Diese hat allerdings eine sehr komplizierte
Form und fiihrt zudem zu einer sehr zeitaufwendigen Berechnung von B In der
Literatur finden sich mehrere Vorschlige fiir Approximationen, die gegeniiber der
exakten Methode rechnerische Vorteile haben. Die Ausfiihrungen hier beschrinken
sich auf die Konstruktion von Peto [Pet-72]|, die bei nicht all zu vielen Bindungen

eine recht gute Approximation liefert.

Wie im vorhergehenden Abschnitt sei X; = (X7, ..., X,)" der Kovariablenvektor des
i-ten Individuums und 8 = (01, ..., 5,)" € R? der interessierende Vektor von Regres-

sionskoeffizienten. Entsprechend den Bezeichnungen in 7.1 wird weiter vereinbart:

Annahmen und Bezeichnungen 7.2. e Die Hazard-Funktion des i-ten Indi-
viduums sei

r sei die Anzahl der verschiedenen Ausfallzeiten ¢y < ... <%, und
e d; die Anzahl der Ausfille in t(;, i =1,...,7.

e Man nehme an, dass dem Datensatz das zeitstetige Modell zugrunde liegt und
Bindungen durch das Gruppieren von Messwerten entstehen. Die d; Ausfille
zum Zeitpunkt ¢(;) sind folglich als verschieden und aufeinanderfolgend anzu-

sehen. Wie zuvor sei weiter

e R(ts), ¢ =1,...,r, die Risiko-Menge zum Zeitpunkt ¢(;), d.h. die Menge aller

Individuen, die unmittelbar vor ¢(;y noch unter Beobachtung stehen.
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Satz 7.4. Die bedingte Wahrscheinichkeit dafiir, dass es sich bei den d; Ausfillen
zum Zeitpunkt t;) gerade um die beobachteten handelt, ist bei gegebener Ristkomenge

R(tw) approzimativ gegeben durch

di! exp (8'S))
d; *
ZjeR(t(i)) exp (8 Xj)]

(7.12)

Dabei ist S; die Summe der Kovariablenvektoren der d; Individuen, die zum Zeit-

punkt t ausfallen.

Beweis: In Satz 7.2 ist gezeigt worden, dass im Fall eines einzigen Ausfalls, die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass es gerade der Ausfall des beobachteten Individuums

mit Kovariablenvektor X ;) ist, durch

exp (B8'X»)
ZjeR(t(i)) exp (8'X;)

gegeben ist. Um (7.12) entsprechend herzuleiten, soll zunéchst der Fall zwei gleich-
zeitiger Ausfille betrachtet werden. Seien also Ind; und Ind, mit den erklérenden
Variablen X%Z.) und X%i) die beiden Individuen, deren Ausfall zum Zeitpunkt ¢ be-
obachtet wird. Im zeitstetigen Modell ist bei gegebener Risikomenge die bedingte
Wabhrscheinlichkeit dafiir, dass zum Zeitpunkt ¢;) gerade die Individuen Ind; und
Ind, ausfallen, die Summe aus der bedingten Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zuerst
Ind; ausfillt und dann Ind, und der bedingten Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Ind,

als erstes ausféllt und Ind; als zweites:

i) ()
/
ZjeR(tm) exp (B8'X}) zjeR(t(i)) exp (B'X;) — exp <B'X%i))
() o)
n (7.13)

/
ZjeR(t<i)) exp (B'X;) ZjeR(t@) exp (B'X;) — exp <5/X%Z.)>

Die beiden Summanden des Ausdrucks sind unter den gegebenen Voraussetzungen
eine direkte Folgerung aus Satz 7.2. Bei gegebener Risikomenge R(t(;) ist die be-
dingte Wahrscheinlichkeit fiir einen Ausfall von Ind; durch

exp (B’X%i))
ZjeR(t(i)) exp (B/Xj)
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gegeben und

exp (B’X%i))

ZjeR(tu)) exp (B'X;) — exp <6/X%i)>

ist dann die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei gegebener Risikomenge
R(t(;) der Ausfall von Ind, nach dem von Ind; erfolgt, das zuerst ausgefallene Indi-
viduum Ind; ist aus der Menge R(t(;)) zu entfernen. Der zweite Summand in (7.13)
erklért sich entsprechend. Der Ausdruck (7.13) kann ungliicklicherweise nicht weiter
vereinfacht werden und die partielle Log-Likelihood-Funktion wére als Summe aus
Logarithmen von Termen der Form (7.13) rechnerisch nur sehr schwer zu handha-
ben. Peto [Pet-72| schldgt daher eine Approximation vor, die im Wesentlichen darin
besteht, die Summen in den Nennern der Briiche iiber alle Individuen der entspre-
chenden Risikogruppe zu bilden. Das fiihrt im Fall von zwei gleichzeitigen Ausféllen

Al
2! exp (HX%@) exp (HX%z))
R
[ZjeR(tm) exp (B/Xj)}

Als Verallgemeinerung fiir d; Ausfille in ¢(;) ergibt sich

d;! exp (,BIX%Z)) ...exp (ﬁ’X[é?)) B d;! exp (B'S;)
d; - , d;
|2 e 5P (BX)] X et 5P (BX)]

mit S; als Summe der Kovariablenvektoren der d; Individuen, die zum Zeitpunkt ;)

ausfallen. [

Die partielle Likelihood-Funktion erhélt man erneut als Produkt der Faktoren (7.12)
fiir die verschiedenen Ausfallzeitpunkte ¢y < ... < ().

Satz 7.5 (Partielle Likelihood-Funktion). Bei mehrfachen Messwerten ist die
partielle Likelihood-Funktion gegeben durch

LP(B) — ﬁ d;! exp(B's;) - (7.14)
=1 [ZjeR(tm) eXP(IB/Xj)]

Dabei ist r die Anzahl der verschiedenen Ausfallzeitpunkte und d; die Anzahl der
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Individuen die in tg), ta) < ... < tq), ausfallen. R(ty)) bezeichnet die in 7.2 defi-
nierte Risikogruppe, x; den Kovariablenvektor des j-ten Individuums in R(t) und
s; ist die Summe der Kovariablenvektoren derjenigen Individuen, die zum Zeitpunkt

tu) ausfallen.
Bemerkung 7.3. Bis auf die Konstante [[;_, d;! entspricht (7.14) der von Breslow
|Bre-74| vorgeschlagenen Approximation

L@ = ] p(f's) - (7.15)

d;
=1 [ZjeR(tm) exp(ﬁlxj)]

Diese ist in den meisten statistischen Softwarepaketen implementiert. Sowohl (7.14)
als auch (7.15) stimmen im Fall eines bindungsfreien Datensatzes mit der partiellen
Likelihood-Funktion (7.8) iiberein.

7.3 Modellbildung

Die Strategie bei der Auswahl eines geeigneten PH-Modells ist wie bei gewohnlicher
Regression in gewisser Hinsicht vom Ziel der Studie abhéngig. In Anwendungen kann
es zum einen vorkommen, dass man iiber eine Vielzahl erklarender Variablen verfiigt
und die Aufgabe zunédchst darin besteht herauszufinden, welche von ihnen Einfluss
auf die Hazard-Rate und damit auf die Lebenszeit haben. Eine andere Situation
ergibt sich, wenn das Interesse auf die Auswirkungen ganz bestimmter Kovariablen
fokussiert ist, so zum Beispiel auf den Effekt einer neuen Therapie. Da das Ausmaf
eines Therapieeffekts in der Regel von anderen Faktoren und Kovariaten beeinflusst
wird, werden diese bei der Modellierung beriicksichtigt und bei signifikantem Ein-
fluss ins Modell integriert. Diese beiden grundlegenden Probleme der Modellbildung

werden im Folgenden an zwei einfachen Beispielen exemplarisch erértert.

Soll die Relevanz gegebener Kovariablen fiir das gesuchte Modell statistisch bewertet
werden, so bietet sich das Verwenden des Likelihood-Quotienten-Tests an. Mit seiner
Hilfe konnen Modelle, die einzelne Kovariablen oder Kombinationen von erkliarenden
Variablen enthalten, untereinander und mit dem Nullmodell, d.h. dem Modell ohne

erkldrende Variablen, verglichen werden.

Satz 7.6 (Likelihood-Quotienten-Test zum Priifen einer einfachen Null-

hypothese). Seien Y7, ...,Y, identisch und unabhdngig verteilte Zufallsgrifien mit
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unbekannter Dichte fy(y,0), 8 € R? und seiy = (y1,...,Yyn) der aus den Reali-
sierungen dieser Zufallsvariablen bestehende Datensatz. Ist Ly (-, y) die auf diesen
Daten basierende (partielle) Likelihood-Funktion und @ = (6:,...,6,) der (parti-
elle) Mazimum-Likelihood-Schitzer fir 6, so wird der Likelihood-Quotienten-Test

(LQ-Test) fiir
HOZ 0:00 US. Hli 0#90
durch die folgende Prifgrofie definiert

Tuly) Lny(6o, y)

(7.16)

Fs gilt (unter schwachen Regularititsvoraussetzungen):

N D
1. 2log T, (y) = —2[log Ln) (00, y) —log Ly (6, y)] — X

2. on(y) = 1(2log T,.(y) > X5.o) ist ein asymptotischer Test zum Niveau c.

Beweis: Siehe zum Beispiel [Wit-95, Satz 6.47, S. 2171]. O

Satz 7.7 (Likelihood-Quotienten-Test zum Priifen einer zusammengesetz-
ten Nullhypothese). Seien Yi,...,Y, identisch und unabhdingig verteilte Zufalls-
gréflen mit unbekannter Dichte fy(y,0), 8 € R? und seiy = (y1,...,yn) der aus
den Realisierungen dieser Zufallsvariablen bestehende Datensalz. Ist 6 = (67, 605)
mit 07 € R und 05 € RP™1, so ist der Likelihood-Quotienten-Test fiir

HO . 01 = 010 US. H1 : 01 # 010

durch die folgende Prifgrofie definiert

~

L(n)(92(910)> Y)

T.(y) = (7.17)

Dabei bezeichnet Liy(-, y) die auf y basierende (partielle) Likelihood-Funktion,
0= (6,... ,ép)’ den globalen (partiellen) Mazimum-Likelihood-Schitzer fir 6 und
92(010) den (partiellen) Mazimum-Likelihood-Schitzer fir @ unter der Restriktion
0, = 01. Es gilt (unter schwachen Regularititsvoraussetzungen):
A A D
1. 2log T,,(y) = —2[log L) (82(010), y) —log Ly(6, y) ] — X2
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2. on(y) = 1(2log T, (y) > X2.,) st ein asymptotischer Test zum Niveau o.

Beweis: Siehe zum Beispiel [Wit-95, Satz 6.50, S. 220ff]. ]

7.3.1 Identifikation von erklarenden Variablen mit Einfluss

auf die Lebenszeit von Patienten mit Plasmozytom

Das Plasmozytom, auch als Kahler-Krankheit bekannt, ist eine bosartige Erkran-
kung, bei der es zu einer geschwulstartigen Wucherung des Knochenmarks kommt.
Die Geschwulstzellen bilden abnorme Eiweifskorper, sogenannte Paraproteine, die im
Blut auftauchen (Paraproteinanidmie) und im Urin als Bence-Jones-Proteine aus-
geschieden werden. Die fortschreitende Ausbreitung abnormer Plasmazellen fiihrt
zu Knochendefekten. Durch Verdringung des blutbildenden Gewebes kommt es im

Krankheitsverlauf hiufig zur Andmie.!

Das im Folgenden behandelte Beispiel beruht auf den Daten in Anhang A, Tabelle
A.3. Sie entstammen einer vom medizinischen Zentrum der West Virginia Univer-
sitdt durchgefiihrten Studie zur Lebensdauer von Patienten mit Plasmozytom. Das
primére Ziel dieser Studie war die Untersuchung des Einflusses bestimmter Kovaria-
blen auf die Lebensdauer betroffener Patienten. Der vollstindige Datensatz enthilt
Messungen von insgesamt 16 Kovariablen und ist samt statistischer Auswertung in
[Kra-75] zu finden. Auf einem Teil des vollstindigen Datensatzes basieren auch zahl-
reiche Beispiele in [Col-03]. Wihrend die dort betrachteten Kovariablen mit denen in
Tabelle A.3 iibereinstimmen, werden in der Auswertung lediglich die Messungen von
nur 48 der insgesamt 65 Patienten beriicksichtigt. Da die Reduktion des Datensat-
zes weder begriindet noch in ihrer Art prézisiert wird, sind die Ausfiihrungen dieses
Abschnitts zwar an die Beispiele 1.3, 3.2 und 3.5 in [Col-03] angelehnt, konkreten
Berechnungen wird aber der Datensatz in Tabelle A.3 zugrundegelegt. Neben den
beobachteten Lebenszeiten der 65 Patienten enthélt dieser den Patienten-Status,
d.h. den zugehorigen Wert des Zensurindikators, und die bei der Diagnose aufge-

zeichneten Messungen folgender Kovariablen:

'Eine genauere Beschreibung des Krankheitsverlaufs ist in [Psc-04, S. 1431f] zu finden.
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X; (age) Alter des Patienten in Jahren,
Xy (sex) Geschlecht des Patienten (0 = ménnlich, 1 = weiblich),
X3 (bun) Blut-Urea-Stickstoff (blood urea nitrogen),
Xy (ca) Serum-Calcium,
X5 (hb) Hémoglobin,
Xs (pcells)  prozentualer Anteil von Plasmazellen im Knochenmark,
X7 (protein) Bence-Jones-Proteine im Urin (0 = nein, 1 = ja).
Aus den Kovariablen X7, ..., X7 werden nun diejenigen ausgewahlt, die fiir die Le-

bensdauer von Plasmozytom-Patienten signifikant sind. Mégliche Interaktionen zwi-
schen den Kovariablen werden dabei nicht beriicksichtigt. Es wird aufserdem ange-
nommen, dass kein medizinischer Grund dafiir besteht, bestimmte Kovariablen auf

jeden Fall ins Modell aufzunehmen.

Ist die Anzahl der in Betracht zu ziehenden erklarenden Variablen nicht allzu grof,
so konnen Modelle mit sdmtlichen Variablenkombinationen betrachtet werden und
mittels des Likelihood-Quotienten-Tests fiir einfache bzw. zusammengesetzte Hypo-
thesen ein geeignetes unter ihnen ausgewahlt werden. Da hier jedoch die Messwerte
von sieben Kovariablen vorliegen, erhilt man, selbst unter der Annahme, dass keine
Interaktionen stattfinden, 27 = 128 Kombinationsmoglichkeiten. Es wird daher ein
stufenweises Verfahren benutzt, das in [Col-03, S. 83| beschrieben ist. Die dazu not-
wendigen Berechnungen werden mit der Statistik-Software ,R* durchgefiihrt. Der
Quellcode ist an den entsprechenden Stellen Anhang B, Abschnitt B.5 zu entneh-

men.

1. Der erste Schritt bei der Auswahl eines geeigneten Modells besteht in der Be-
stimmung von Kovariablen, die sich einzeln signifikant auf die Lebenszeit auswirken.
Man betrachtet dazu die Modelle

At[Xi) = Xo(t) exp(BiX;), t>0, i=1,...,7 (7.18)
und vergleicht sie mit dem Nullmodell. Wird die Null-Hypothese des L.Q-Tests fiir
HO : ﬁz =0 VS. Hl : 61 7£ 0 (719)

signifikant verworfen, so kann davon ausgegangen werden, dass X; Auswirkun-
gen auf die Lebensdauer der Patienten hat. Tabelle 7.1 enthilt die Werte von
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—2log L(B;) (i = 0,...,7) mit §y = 0. Die geschitzten Regressionskoeffizienten
in den Modellen mit X3, X,, X5 und X; fithren zu den niedrigsten Werten von
—2log LP(B,-). Die Ergebnisse von Tests geméfs (7.19) mit ¢ = 3,4, 5,7 werden in Ta-
belle 7.2 dargestellt. Signifikant abgelehnt werden die Nullhypothesen Hy : (63 = 0
(zum Niveau 0.1%) und Hy : (5 = 0 (zum Niveau 5%). Obwohl der ermittelte P-
Wert zum Test von Hy : (7 = 0 mit 0.1522 relativ grof ist, soll die Kovariable X7 in
Schritt zwei weiterhin betrachtet werden. Nicht verworfen werden kann die Nullhy-
pothese Hy : (3, = 0, folglich also auch nicht die Hypothesen Hy : 3; =0, i =1,2,6.
Bei ihrer einzelnen Betrachtung zeigen also die Kovariablen X3 (bun), X5 (ca) und

X, (protein) Auswirkungen auf die Lebenszeit der Patienten.

Tabelle 7.1: Werte von —2 log LP(Bi) fiir Cox-Hazard-
Modelle mit jeweils einer Kovariable X;, basierend auf
den Daten in Tabelle A.3.

Kovariable X; im Modell —2log L(3;)
keine (Nullmodell) 309.9035
X; (age) 309.8883
Xy (sex) 309.5511
X3  (bun) 298.0386
Xy (ca) 308.9772
X5  (hb) 305.0127
X (pcells) 309.0668
X7  (protein) 307.8539

Tabelle 7.2: Ergebnisse der LQ-Tests zu den Modellen
)\(t) = )\0(t) eXp(ﬁle) fllI' HO . 61 = 07 Z = 3,4,577,
basierend auf den Daten in Tabelle A.3.

Nullhypothese — —2[log L”(3;) — log L¥(0)]  P-Wert

Hy: (35=0 11.8649 0.0006
Hy: (,=0 0.92634 0.3358
Hy: (5=0 4.89084 0.0270
Hy: (;=0 2.04957 0.1522

2. Im zweiten Schritt ist zu iiberpriifen, ob die Variablen, die geméfs vorangegan-
gener Tests einzeln Auswirkungen auf die Lebenszeit gezeigt haben, diese in Kom-

bination mit den anderen immer noch haben. Nach obigen Ergebnissen ist also das
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Modell
)\(f ‘ (Xg, X5, X7)) = )\0(15) exp(ﬁng + 65X5 + 67X7), t> 0 (720)

zu betrachten und fiir 8 = (03, 5, f7)" die folgenden Hypothesen zu testen:

HO : ﬁ - (/6376570)/7 (721)
HU : /6 = (ﬂ& 0757)/7 (722)
H[) . ,3 = (O,ﬂ5,ﬁ7)/. (723)

Im Modell einbehalten bleiben nur die Kovariablen X;, fiir die 5; = 0 signifi-
kant abgelehnt wird. Tabelle 7.3 zeigt die Ergebnisse der entsprechenden LQ-Tests.
Wihrend die Nullhypothesen (7.22) und (7.23) abgelehnt werden konnen, kann
Hy : B = (03, B5,0) nicht verworfen werden. Folglich wird die Kovariable X; (pro-

tein) aus dem Modell entfernt.

Tabelle 7.3: Ergebnisse von LQ-Tests zum Modell A(t) = Ao(t) exp(33 X3 + 85 X5 +
(7 X7), basierend auf den Daten in Tabelle A.3. Es ist dabei 8 = (33, 35, 57)" und (Bg
der Schitzer fiir 3 unter H,.

Nullhypothese —2[log L”(Bo) — log LP(B)] P-Wert
Ho: B = (0s050) 1.78470 0.1816
HO : B = (53, O,ﬁ'y)/ 3.41584 0.0646
Ho: B=0,0,0) 12.1422 0.0005

3. Zuletzt bleibt zu untersuchen, ob die Variablen X;, X,, X, und Xg in das
Modell mit X3 und X5 aufzunehmen sind, denn obwohl sie bei der separaten Be-
trachtung in Schritt 1 als unwichtig eingestuft worden sind, kann ihr Effekt auf die
Lebenszeit der Patienten in Gegenwart von X3 und X5 wesentlich sein. Fiir ¢ > 0

sind zu den Modellen
)\(t ‘ X3, X5, Xl) = /\g(t) exp(ﬂng + B5X5 + 61X1), 1= 1, 2,4, 6 (724)
die Hypothesen

Hy : (53,55,@) = (63,5570)7 i=1,2,4,6 (7-25)
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zu testen. Die Ergebnisse der entprechenden LQ)-Tests werden Tabelle 7.4 dargestellt.
Da keine der Nullhypothesen signifikant verworfen werden kann, ist zum Datensatz

A.3 ein geeignetes Modell durch
A(t) = No(t) exp(B3X3 + 35X5), t>0 (7.26)

gegeben. Die Schitzer fiir die Regressionskoeffizienten sind dabei B3 = 0.0192 und
Bs = —0.1273.

Tabelle 7.4: Ergebnisse der LQ-Tests zum Modell A() = Ao(t) exp(BsX3 + 5 X5 +
3:X;), i = 1,2,4,6, basierend auf den Daten in Tabelle A.3. Es ist dabei Bg der
Schatzer fiir B unter H,.

Nullhypothese —2[log LF (Bo) — log L”(B)] P-Wert
HO : (/63, 65, 61) = (/63, 65, O) 0.69085 0.40587
HO : (53, ﬁ5, 62) = (ﬁg, ﬁ5, 0) 1.05281 0.30486
Hy: (B3, B5,8s) = (Bs,05,0) 2.16098 0.14155
HO : (ﬁg,ﬂg,,ﬁ@) = (ﬁg,ﬂg,,[)) 1.24193 0.26510

Bemerkung 7.4. Die Basis-Hazard-Funktion Ay ist per Definition die Hazard-
Funktion eines Individuums, dessen Kovariablen simtlich den Wert Null haben.
In diesem Beispiel ist sie also die Hazard-Rate eines 0-jihrigen Mannes, bei dem
im Urin keine Bence-Jones-Proteine gefunden worden sind und dessen Messwer-
te fiir bun, ca, hb und pcells alle null sind. Eine derart unrealistische Interpreta-
tion der Basis-Hazard-Rate kann umgangen werden, wenn von den Variablen X;
(age), X3 (bun), X, (ca), X5 (hb) und Xg (pcells) jeweils die Werte eines Durch-
schnittspatienten subtrahiert werden. Die Basis-Hazard-Funktion entsprache dann
einem durchschnittlichen méannlichen Patienten. Weil die Interpretation von \q fiir
das statistische Auswerten des Kovariablen-Effekts jedoch nicht relevant ist, ist auf

eine derartige Transformation der erkldrenden Variablen verzichtet worden.

7.3.2 Vergleich zweier Therapien bei Prostata-Krebs

Ein weiteres Modellierungsproblem besteht in der Auswahl geeigneter Kovariablen,
wenn einige von ihnen von besonderem Interesse sind, man also bereits vor der
Konstruktion eines geeigneten Modells das Uberpriifen einer bestimmten Hypothese

im Auge hat. Die Vorgehensweise in einer solchen Situation wird nun exemplarisch
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fiir den Effekt einer Therapie bei Prostata Krebs dargestellt. Erforderliche Berech-
nungen werden auch hier mit R durchgefiihrt, der Quellcode ist in Anhang B,
Abschnitt B.6 zu finden.

Eine von der VACURG? durchgefiihrte und in [VAC-67] veréffentlichte Studie diente
dem Vergleich von vier verschiedenen Therapien bei Prostata-Krebs. Die Daten wur-
den randomisiert erfasst und sind vollsténdig in [AnH-85, S. 261-274] zu finden. Die-
ses Beispiel soll sich lediglich auf den Effekt einer Behandlung mit 1,0mg Diethyl-
stilbestrol (DES) beschrinken. Die DES-Therapie wird dabei mit einer Placebo-
Behandlung verglichen. Der betrachtete Datensatz wird weiter auf Patienten einge-
schrankt, deren Tumor sich im sogenannten Stadium III befindet. Zusétzliche Aus-
wahlkriterien sind ein normales EKG zu Studienbeginn, keine aktuellen oder ver-
gangenen Herz-Kreislauf-Erkrankungen und keine verordnete Bettldgerigkeit. Neben

der Therapie-Art werden hier die folgenden Kovariablen betrachtet:

X; (age) Alter,

X5 (shb)  Serum-Hémoglobin in gm /100 ml,
X3 (size)  Groke des Tumors in ¢cm?,

X, (index) Gleason-Index?.

Die Messwerte dieser vier erkldrenden Variablen sind bei Beobachtungsbeginn erfasst

worden. Thre Auflistung erfolgt neben den Lebensdauern der Patienten in Anhang
A, Tabelle A .4.

Bevor der eigentliche Therapie-Effekt beurteilt werden kann, muss entschieden wer-
den, welche der betrachteten Kovariablen Auswirkungen auf die Lebenszeit der Pa-
tienten haben. Dazu bleibt die Therapie-Art zunichst unberiicksichtigt und fiir die
Auswahl signifikanter Kovariablen verfihrt man analog zum vorangegangenen Ab-
schnitt. Da nun lediglich vier Variablen vorliegen, erhélt man — unter der Annahme,
dass zwischen ihnen keine Interaktionen bestehen — 2* = 16 Kombinationsmdglich-
keiten. Fiir jede dieser Méglichkeiten werden mit Hilfe der partiellen Likelihood-
Funktion die Regressionskoeffizienten geschiitzt und die Werte von —2 log L” (B)
berechnet, vergleiche dazu Tabelle 7.5. Die Ergebnisse der im Folgenden erlduterten

Tests sind Tabelle 7.6 zu entnehmen.

2Veteran’s Administration Cooperative Urological Research Group

3Der Gleason-Index ist nach dem amerikanischen Arzt Dr. Donald Gleason benannt. Er basiert
auf bestimmten Eigenschaften der Prostatakrebszellen und gibt Aufschluss iiber die Aggressivitét
des Tumors, je hoher sein Wert, desto schneller die Vermehrung der Krebszellen.
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Tabelle 7.5: Werte von —2 log L (8), basierend auf den Da-
ten in Tabelle A.4.

Kovariablen im Modell —2 log L”(B)
keine (Nullmodell) 36.34891
X (age) 36.26942
X, (shb) 36.19577
X3 (size) 29.04156
X, (index) 29.12706
X, (age) + X, (shb) 36.15064
X (age) + X3 (size) 28.85423
X (age) + X, (index) 28.75962
X, (shb) + X; (size) 29.01906
X (shb) + X (index) 27.98141
X3 (size) + X, (index) 23.53326
X (age) + X3 (shb) + X (size) 28.85219
X, (age) + X, (shb) + X, (index) 97.89329
X (age) + X3 (size) + X, (index) 23.26935
X5 (shb) + X3 (size) + X4 (index) 23.50802
X (age) + Xs (shb) + X (size) + X4 (index) 23.23089

Tabelle 7.6: Ergebnisse von LQ-Tests fiir Cox-Hazard-Modelle zum Datensatz aus
Tabelle A.4. Die Cox-Hazard-Modelle werden durch ihre lineare Komponente ange-
geben. Je nach Nullhypothese und Kovariablenanzahl entspricht die LQ-Teststatistik
T entweder —2[log LF(;) —log L (0)] oder —2[log L” (8o ) —log L* (B)]. Im letzteren
Fall ist Bo die Schitzung fiir 3 unter Hy.

Lineare Komponente Nullhypothese Hy, T P-Wert
B2 X5 By =0 0.15314 0.6956
B5X3 B3=0 7.30735 0.0069
BaXy By=0 7.22185 0.0072
Bs X5 + 84Xy By =0 5.50830 0.0189
B3 X3 + 54X,y B3=0 5.59380 0.0180
51X + B3 X3 + BaXa G =0 0.26391 0.6074
BoXo + B3 X35 + 04Xy By =0 0.02525 0.8738
Br X1+ (o Xo + B3 X5 + 14X,y (51, 32) = (0,0) 0.30238 0.8597
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Betrachtet man wie in Abschnitt 7.3.1 zunéchst die Modelle mit jeweils einer erkli-
renden Variable, so zeigen LQ-Tests fiir die Nullhypothesen Hy : 5, =0, ¢ = 2, 3, 4,
dass bei getrennter Betrachtung nur die Kovariablen X3 (size) und X4 (index) signi-

fikante Auswirkungen auf die Lebensdauer der Patienten haben. Da fiir das Modell
)\(t ‘ X3,X4) = )\0(t> exp(ﬂng + ﬁ4X4>, t 2 0 (727)
jede der Hypothesen

Hy : (53754) = (53,0) (7-28)
Hy : (53,54) = (0754) (7-29)

zum Niveau 5% signifikant verworfen werden kann, wirken sich die Kovariablen
X3 (size) und X, (index) auch in Kombination bedeutsam auf die Lebensdauer aus.
Tabelle 7.5 ist zu entnehmen, dass ein Hinzufiigen der Variablen X; (age) und
X, (shb) zum Modell (7.27) nur eine geringe Reduktion von —2 log L(8) bewirkt.
Mit entprechenden LQ-Tests werden in den Modellen

Mt | Xi, X5, Xy) = Ao(t) exp(8;X; + B35X3 + $uXy), t >0, i=1,2 (7.30)
und
At | X1, Xo, X3, Xy) = Ao(t) exp(61 X1 + BoXo + B3X5 + 04 Xy), t > ((7.31)
die Nullhypothesen

HO . (51’763754) = (0753754)7 1= 1a 2 bzw. (732)
HO . (ﬁhﬁ??ﬁfﬂ?ﬁél) = (070753754) (733)

nicht verworfen (vergleiche Tabelle 7.6). Zum gegebenen Datensatz ist also bei Nicht-

beriicksichtigung der Therapieart mit

ein geeignetes Modell gefunden.

Fiir die nun durchzufiihrende Beurteilung des Therapieeffekts sollen die Kovariablen

104



7.3. Modellbildung

X3 und X, umbenannt werden:

X3 =: X] (size)
Xy =: X5 (index).

Weiter sei X die Indikator-Variable, die die Therapieart beschreibt und den Wert
0 annimmt, falls dem Patienten ein Placebo verabreicht wird, und 1, falls dieser
DES erhélt. Erweitert man das obige Modell mit Grofe und Index um die Varia-
ble Xz, so erhilt man fiir —2log L¥((37, 53, 5%)) den Wert 22.5723. Das fiihrt zu
—2[log LP (5, 33,0)) —log LF (8%, 35, 83) ] = 0.96094 mit P-Wert 0.3270, womit die
Nullhypothese

HO : (ﬁﬂﬂ;ﬁ;) = (ﬁik?B;’O)

nicht verworfen werden kann. Um die Vermutung, dass eine Behandlung mit DES
ohne Effekt ist, zu untermauern, soll weiter liberpriift werden, ob Interaktionen
zwischen X7 und X3 bzw. zwischen XJ und X3 bestehen. Dazu werden die Produkte
Xi3 = X{ x X3 und XJ; := X3 x X3 dem linearen Teil des Cox-Hazard-Modells
hinzugefiigt

At) = Xo(t) exp(B1XT + 05 X5 + B5.X5 + (13 X73), 120
At) = Aolt) exp(B1 X7 + 52Xy + B3X5 + (33 X53), 120
AM) = Ao(t) exp(By X7 + B5.X5 + 3 X5 + i3 X153 + 033 X53), 20

und die Hypothesen

HO : (ﬁf)ﬁgvﬁgaﬁi‘é) = (ﬁf)ﬁ%?ﬁgao) (735)
HO : (ﬁf?ﬁ;7ﬁ§76;3) = (ﬁf?ﬁék?ﬁ;a(n (736)
HO : (ﬂiﬂ;?ﬁ;aﬁ){dvﬁgd) = (6T7ﬁ;7ﬁ§707 O) (737)

getestet. Die Ergebnisse der Tests sind in Tabelle 7.7 aufgelistet und zeigen, dass
keine der Nullhypothesen abgelehnt werden kann. Es besteht also kein Beweis dafiir,
dass der Effekt einer DES-Behandlung von der Tumorgrofe oder dem Gleason-Index
abhéingt. Basierend auf dem gegebenen Datensatz stellt sich insgesamt heraus, dass

die Verabreichung von 0,1mg DES keine signifikanten Auswirkungen auf die Lebens-
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dauer der Patienten hat. Eine quantitative Betimmung des Therapie-Effekts erfolgt
in Abschnitt 7.4.4.

Tabelle 7.7: Ergebnisse von LQ-Tests fiir Cox-Hazard-Modelle zum Datensatz aus
Tabelle A.4. Die Cox-Hazard-Modelle werden durch ihre lineare Komponente ange-
geben. Es ist T = —2[log L”(8%) — log LT (8*)], B¢ die Schiitzung fiir 8* unter H,
und X753 = X7 x X3, sowie XJ; = X5 x X3,

Lineare Komponente Nullhypothese H T P-Wert
Bi Xy + B5X5 + 85 X3 B5=0 0.96094  0.3270
Bi X7 + B35 X5 + B5X5 + Bis X Bis =0 1.74359  0.1867
BiXT + B85 X5 + B3 X5 + B33 X5 B35 =0 1.78059  0.1821

BiXT + 03X + B35 + 51y Xy + 05X35 (Bl 3) = (0,0) 286756 0.2384

7.4 Interpretation geschatzter Parameter

In der Einfiihrung zu diesem Kapitel ist in Bemerkung 7.1 die Zeitunabhingigkeit

des Risikoverhiltnisses (hazard ratio)

HR(t,x,%X) = ) exp(B(x—%), t>0 (7.38)

bei zwei (unterschiedlichen) Beobachtungen x und X bereits als charakteristische
Eigenschaft des Cox-Hazard-Modells angegeben worden. Die geschitzten Regressi-
onsparameter konnen direkt iiber dieses Risikoverhéltnis interpretiert werden. Im
Folgenden wird zunéchst auf den generellen Effekt von Kovariablen eingegangen,
um anschliefend auf das Beispiel aus Abschnitt 7.3.2 zuriickzugreifen und das Aus-
mal des dort beschriebenen Therapie-Effekts genauer zu analysieren. Hinweise zur
Interpretation von Regressionskoeffizienten im Cox-Hazard-Modell sind in [Sac-06,
S. 625-627| und [Col-03, Abschnitt 3.7| gegeben.

7.4.1 Stetige Kovariablen

Sind im Cox-Hazard-Modell stetige Kovariablen enthalten, so erfolgt die Interpre-
tation der entsprechenden Regressionsparameter iiber konstante Intervalle. Handelt

es sich bei der stetigen Variable X um die einzige erkldrende Variable des Modells
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und wird fiir ein Individuum der Wert X = z beobachtet, so ist seine Hazard-Rate
durch

Atl2) = No()exp(Bz), t20 (7.39)
gegeben. Fiir das Hazard-Verhiltnis HR (¢, z + ¢, x) ergibt sich nach (7.38) folglich
HR(t,x +c,x) = exp(ef), t>0. (7.40)

Verandert sich also der Wert der Kovariable X um c¢ Einheiten, so fiihrt das zu
einer Verinderung des Risikoverhéltnisses um exp(cf3). Die geschiitzte Anderung der
Hazard-Ratio ist exp(cﬁ) und die der logarithmierten Hazard-Ratio entsprechend cB .
Mit Hilfe des Standard-Fehlers (Var(c(3))'/2 von ¢f konnen iiber Konfidenzintervalle
fiir ¢f die fiir das Hazard-Verhéltnis HR(¢, x 4 ¢, ) = exp(c¢(3) konstruiert werden.

7.4.2 Faktoren

Faktoren sind Kovariablen, die nur eine endliche Menge an Werten annehmen kon-
nen. Die Funktionswerte heifsen dann Stufen, Stadien, Kategorien oder Levels des
Faktors. Die Beriicksichtigung von Faktoren ist iiber Linearkombinationen von Indi-
katorvariablen mdoglich. Betrachtet man beispielsweise einen Faktor A mit a Stufen,

so kénnen zur Modellierung a — 1 Indikatorvariablen in folgender Weise definiert

werden:
Stufe von A X2 X3 X4 . Xa
1 0 0 0
2 1 0 0 0
3 0 1 0 0
4 0 0 1 0
a 0 0 0o ... 1

Die Hazard-Funktion hat dann mit X = (Xy,..., X,), X; = 1(A =1), die Form
Mt | X) = M(t) exp(BoXo+ B3 X5+ ...+ B3.Xa), t>0 (7.41)

und die Basis-Hazard-Funktion )\ ist die Hazard-Rate von Individuen, fiir die der

Faktor A im ersten Level ist. Entsprechen die Stufen des Faktors bestimmten The-
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rapien, so ist das relative Verhiltnis der Hazard-Rate eines Patienten in Therapie

1, © > 2, und der eines Individuums in Therapie 1, fiir ¢ > 0 gegeben durch

Ao(t) exp(5;)

HR(t, €e;, 0) >\0<t)

= exp(f;), (7.42)
wobei e; € R*! hier den i-ten Einheitsvektor bezeichnet. Der geschiitzte Parame-
ter BZ entspricht damit der Schitzung fiir den Logarithmus des relativen Hazard-

Verhiltnisses zwischen den beiden Therapie-Gruppen.

7.4.3 Kombinationen von Kovariablen

Enthélt das an einen Datensatz angepasste Cox-Hazard-Modell mehrere erkliren-
de Variablen, so kdnnen die Regressionsparameter ebenfalls als Logarithmen von
Hazard-Verhiltnissen interpretiert werden. Bei der Betrachtung des geschéitzten Ef-
fekts BZ von Variable X;, miissen die iibrigen Kovariablen des Modells jedoch be-
riicksichtigt werden. Man spricht in diesem Zusammenhang von einem adjustierten,
d.h. an die anderen Variablen des Modells angepassten Effekt (adjusted effect). Die
Kovariablen konnen sich gegenseitig beeinflussen. Eine Interaktion besteht zum Bei-
spiel dann, wenn das relative Risiko fiir zwei Stufen eines Faktors davon abhingig

ist, in welchem Level sich ein anderer Faktor befindet.

Das Beipiel aus Abschnitt 7.3.2 (Vergleich zweier Therapien bei Prostata-Krebs)
enthélt sowohl Faktoren als auch stetige Kovariablen. In einer Fortsetzung soll die
Interpretation geschétzter Parameter exemplarisch dargestellt werden. Neben dem
Ausmals des Therapie-Effekts werden dabei die Auswirkungen von Gleason-Index

und Tumorgroke auf die Lebensdauer der Patienten bewertet.

7.4.4 Vergleich zweier Therapien bei Prostata-Krebs — Fort-

setzung

In Abschnitt 7.3 wurde — basierend auf den Daten in Tabelle A.4 — gezeigt, dass
die Grofhe des Tumors und der Wert des Gleason-Index’ Auswirkungen auf die Le-
bensdauer von Patienten mit Prostata-Krebs haben. Der Effekt einer Behandlung
mit 0,1mg DES schien dagegen unwesentlich zu sein. Da das Ziel der urspriingli-
chen Studie der Vergleich verschiedener Therapien war, soll die Variable, welche
eine DES-Behandlung indiziert, weiter im Modell bleiben und der Therapie-Effekt
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quantifiziert werden. Mit den erkldarenden Variablen

X1 (size) Grofe des Tumors in cm?,

X5 (index) Gleason-Index,
X3 (treatment) Therapie (1 = DEF, 0 = Placebo)

wird das Modell
At) = Aol(t) exp(Bi Xy + o Xo + B3X3), >0 (7.43)

betrachtet und die Regressionparameter 3, #, und (33 geschétzt. Die Schitzungen
und ihre Standard-Fehler sind Tabelle 7.8 zu entnehmen.

Tabelle 7.8: Geschitzte Regressionsparameter im Cox-Hazard-
Modell A(t) = Ao(t) exp(£1X1 + f2X2 + (3X3) zum Datensatz A.4.

Kovariable i exp(6;) se()
X;  (size) 0.0826 1.0861 0.0475
X, (index) 0.7102 2.0345 0.3379
X; (treatment) 1.1127 0.3287 1.2031

Bei gleicher Grofse des Tumors und identischem Gleason-Index betrigt das geschétz-
te relative Verhéltnis der Hazard-Rate eines Individuums der DES-Gruppe zu der
von Patienten mit Placebo-Behandlung exp(3s) = 0.329. Dieser an die Kovaria-
blen X (size) und X (index) adjustierte Wert besagt, dass die Hazard-Rate ei-
nes Placebo-Patienten zu einem Zeitpunkt ¢ etwa dreimal so hoch ist wie die ei-
nes DES-Patienten mit identischen Werten von Index und Tumor-Grofe. Dass der
Behandlungseffekt damit aber iiberschitzt wird, sieht man an einer entprechen-
den Schitzung fiir das Hazard-Verhiltnis in einem Modell, das nur die Kovariable
X3 (treatment) enthélt. In einem solchen Modell ist B3 = —1.9780 und die unadjus-
tierte Schitzung fiir das Hazard-Verhaltnis 0.1383.

Vergleicht man die Hazard-Raten von Individuen derselben Behandlungsgruppe und
mit dem gleichen Index-Wert beziiglich ihrer Tumor-Groéfsen miteinander, so ist
exp(f1) = 1.0861 das geschiitzte Verhiltnis der Hazard-Rate eines dieser Patien-
ten relativ zu der Hazard-Rate eines anderen, dessen Tumor um eine Einheit kleiner
ist. Nach Abschnitt 7.4.1 steigt die Hazard-Rate bei gleicher Therapie und gleichem

Gleason-Index also mit der Grofe des Tumors.
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Entsprechend ist exp(Bz) = 2.0344 das geschéatzte relative Verhéltnis der Hazard-
Rate eines Patienten zu der eines anderen, der identisch behandelt wird und die
gleiche Tumor-Grofe hat, dessen Index-Wert aber um eine Einheit kleiner ist. In
der Gruppe von Patienten mit gleicher Therapie und gleicher Tumor-Grofe, fiihrt

die Erhohung des Indizes um eine Einheit zur Verdoppelung der Hazard-Rate.

7.5 Schatzen der Survival-Funktion

Bislang sind in diesem Kapitel lediglich die Schitzungen fiir die Regressionspara-
meter des Cox-Hazard-Modells behandelt worden. Fiir die Beurteilung des Effekts
von erkldrenden Variablen sind diese zwar vollig ausreichend, es besteht jedoch hau-
fig auch das Interesse an der Uberlebenswahrscheinlichkeit eines neuen Individuums
mit Kovariablenvektor X = xq. Sind die Regressionskoeffizienten geschitzt worden,

so besteht die Konstruktion des Schétzers fiir
S(t|xo) SET Sy(t)eBx) ¢ >0 (7.44)

lediglich in einer Schatzung der Basis-Survival-Funktion Sy. Aufgrund der fiir stetige

Verteilungen giiltigen Beziehung
St|X) = exp(—A(t]X)) = exp(— Ao(t)exp(8'x)), t>0 (7.45)

soll diese liber einen Schétzer fiir die kumulierte Basis-Hazard-Funktion Ag entwi-
ckelt werden, der dariiberhinaus in Abschnitt 7.6 fiir die graphische Uberpriifung
eines Cox-Hazard-Modells benutzt werden wird. Die Herleitung von Ao basiert im
Folgenden auf den Ausfithrungen von Klein und Moeschberger [Kle-97, S.236f].

Satz 7.8 (Schitzer fiir die kumulierte Basis-Hazard-Funktion). Seien
X1,...,X, die erkldrenden Variablen in der linearen Komponente eines Coz-Hazard-
Modells, ty < ... < t( die verschiedenen Ausfallzeiten eines beobachteten Daten-
satzes und d; die Anzahl der Ausfille in t;. Sind B8 = (Bl, - ,Bp)’ die partiellen
ML-Schitzer fir die Regressionskoeffizenten des Modells, so kann die kumulierte

Basis-Hazard-Funktion durch

. n
bty = >, ———, 20 (7.46)
by <t ZJ'ER(tm) exp(8'X;)
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geschitzt werden, wobei X; den Kovariablenvektor des j-ten Individuums bezeichnet.

Beweis: Ist ((y1,01,%X1), -+ (Yn, On, X)) der auf (Y;, Ay, X;) mit Y; = min(7;, C;)
und X; = (Xy,...,X,), i = 1,...,n, basierende Datensatz, T; die Lebensdauer
und C; die Zensurzeit des i-ten Individuums, so ist nach Kapitel 3 die Likelihood-

Funktion durch

n

L(B, Xo()) = LT oty | %)™ Sr(y: | i)'
i=1
)\(y):fg)/S(y) H >\T(yz ’ Xi)éiST(yi ‘ Xi)
i=1

gegeben. Da fiir y > 0 im Cox-Hazard-Modell A(y | x) = \o(y) exp(3'x) (Definiti-
on 7.1) und S(y | x) = So(y)*®P®* (Satz 7.1) gilt, kann die Likelihood-Funktion

umformuliert werden zu
LB () = [ Dolw:) exp(B'x:)] " Solys)*2E). (7.47)
=1

Man betrachte 8 von nun an als konstant und die Likelihood-Funktion (7.47) le-
diglich als Funktion in Ao(-). Wegen der Beziehung (7.45) ist diese dann identisch

mit
H >\0 y’L exXp ﬁ Xz)] eXp [_ A0<yl) eXp(/B/Xiﬂ : (748)
=1

Will man (7.48) auf der Menge aller Hazard-Funktionen maximieren, so stellt man
fest, dass es innerhalb der stetigen Hazard-Funktionen keinen ML-Schitzer geben
kann, weil L(\g(-)) dann beliebig grof werden kann. (Man vergleiche dazu das
entsprechende Argument bei der Herleitung des Kaplan-Meier-Schitzers in Kapi-
tel 4.) Es reicht also aus, (7.48) auf der Menge der diskreten Hazard-Funktionen
zu maximieren, fiir die Ag(t) = 0 gilt, auer in Zeitpunkten zu denen Ausfille
(yi, 05, x;) = (t;,1,%;) beobachtet werden.

Seien t(y), ..., t( die verschiedenen unter den beobachteten Ausfallzeiten und d; die

Anzahl der Ausfille in ¢(;). Dann ist

> Noltw), t=0 (7.49)

o<t
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und (7.48) entspricht

T

L(Xo() = H [Ao(t)) exp(8'%;)] Hexp — Ao(y;) exp(8'%x;)].

=1

Der konstante Faktor [],_, exp(8'x;)% kann aus der Likelihood-Funktion entfernt

werden und mit (7.49) erhélt man

n

LOo()) = [ﬁAo@@)di] exp [ = 3 haly) exp('%,)]

= [E)\O(t(i))di} exp {— zn:( Z No(t i) )eXp ﬁxj)}

Wegen

( Z Ao(tey) )exp B'x;)
1

J=1 M@<y;
= Z Ao(t@)) exp(B'x1) Z (L) exp(8'x,)
OB t(5)<yn
= ¥ (M) expwx»)
i=1 JER(t(y)

ergibt sich

L(X(-) = { : /\O(t(i))di] exp{— r ()\ot

i=1 =1

S i)

JER(t(s))

{)\0 tiy)™ exp ( — Xo(t@)) exp(ﬂ'xj))} :

ER(t@))

Sei Ao; := Ao(t@)), @ = 1,...,r. Dann ist die logarithmierte Likelihood-Funktion
durch

(Mot - -5 Aor) Zdlnm Z(Am > exp(ﬂ’xj))

=1 ]ER(t(Z))

gegeben.
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Als partielle Ableitungen erhélt man fir ¢, h=1,...,7:

ol d; 9%l 0, h#1,

e D Rk BT

0o Aoi JERs) IAonOAoi bR h =1.
Das Losen der Gleichungen % =0,7=1,...,r, liefert

. . dy d,
ALy -5 Aor ] = ( ey ).(7.50)
( ) ZjeR(t(l)) exp(B8'x;) ZjeR(t<T)) exp(8'x;)

Und da die Hesse-Matrix wegen d; > 1 negativ definit ist, ist dieser stationdre Punkt
der Likelihood-Funktion ein ML-Schitzer fiir (A1, ..., Aor). Mit (7.49) ergibt sich
schlieklich

. d
Ao(t) = . :
to <t ZjeR(t(,.)) exp(0x;)

t>0,

was mit den nach Abschnitt 7.2 berechneten partiellen ML-Schétzern B, ... , Bp der
Behauptung (7.46) entspricht. O

Satz 7.9 (Schétzer der Survival-Funktion). Seien X = (X,...,X,)" die er-
kldrenden Variablen in der linearen Komponente eines Cox-Hazard-Modells, B =
(31, - ,Bp)' die partiellen ML-Schitzer fiir die Koeffizienten dieser Variablen und
Ao(+) der Schiitzer (7.46). Dann ist eine Schitzung der Survival-Funktion zum Ko-

variablenvektor X = xq gegeben durch
S(t|xo) = exp [ - Ao(t) exp(B’xo)], t>0. (7.51)

Beweis: Fiir ¢ > 0 gilt S(t | x) = Sp(t)*PP>) und Sy(t) = exp(—Ay(t)), damit also

A ~ ~

S(t | x0) = Solt)r@=) = (exp[ - Ao(tﬂ)exp(BIXO) = exp [ — Ao(t) exp(B'x0)].

]

Beispiel 7.1 (Schitzung der Survival-Funktion fiir Patienten mit Plas-
mozytom). Zu den Lebenszeitdaten aus Tabelle A.3 ist in Abschnitt 7.3.1 ein ge-
eignetes Cox-Hazard-Modell konstruiert worden. Einfluss auf die Hazard-Rate der
Patienten haben dabei die Kovariablen X3 (bun) und X5 (hb) gezeigt, so dass die

Hazard-Rate fiir ein Individuum mit Kovariablenvektor x = (x3, z5)" wie folgt ange-
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geben werden konnte
At | x) = Xo(t)exp(0.0192x3 — 0.1273x5), t > 0. (7.52)

Fiir festgelegte Werte von (3, 75) kann die Uberlebenszeit mit der Statistik-Software
R nach Satz 7.9 geschétzt und graphisch dargestellt werden. Abbildung 7.1
stellt die Graphen der geschitzten Survival-Funktionen zu den Kovariablen-Werten
(15,14), (8,14), (15,5) und (160,8) dar. Die geschitzte Basis-Survival-Funktion
So(-) wird zum Vergleich ebenfalls angegeben. Der verwendete ,R“Quellcode ist

Anhang B, Abschnitt B.8 zu entnehmen.

Geschiatzte Survival-Funktion

0 10 20 30 40 a0 60 70
Uberlebenszeit (in Monaten)

Abbildung 7.1: Geschétzte Survival-Funktionen von Patienten mit Plasmozytom
und den folgenden Werten der Kovariablen: (bun, hb) = (15, 14) (magenta), (8, 14)
( ), (15,5) (), (160,14) (blau). Die geschiitzte Basis-Survival-Funktion ist
gestrichelt dargestellt.
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7.6 Uberpriifung des Cox-Hazard-Modells

7.6.1 Giite der Modellanpassung — Cox-Snell-Residuen

In den Abschnitten 7.3 und 7.4 sind an zwei konkreten Beispielen Methoden zur Kon-
truktion und Auswertung eines geeigneten Cox-Hazard-Modells vorgestellt worden.
Unter der Annahme von proportionalen Hazards sollen im Folgenden die bereits
in Abschnitt 6.3 eingefithrten Cox-Snell-Residuen dazu benutzt werden, die Gii-
te der Modellanpassung zu bewerten. Auch fiir das Cox-Hazard-Modell sind diese
definiert als die geschiatzten Werte der kumulierten Hazard-Funktion in den Beob-
achtungszeiten y;, ¢ = 1,...,n. Der Unterschied zum AFT-Modell besteht darin,
dass fiir die Lebenszeitverteilung hier keine Annahmen gemacht werden und die
kumulierte Hazard-Funktion daher durch den nicht-parametrischen Schéitzer (7.46)
approximiert werden muss. Im Zusammenhang mit dem PH-Modell werden Cox-
Snell-Residuen in [Kle-97, S. 329] dargestellt.

Definition 7.3 (Cox-Snell-Residuen fiir das Cox-Hazard-Modell). Sei ei-
ne n-elementige Stichprobe als Realisierung der Zufallsvariablen (Y, Ay, X;), i =
1,...,n, gegeben. Sei dabei in gewohnter Weise X; der Kovariablenvektor und
Y; = min(T;, C;) die Beobachtungszeit des i-ten Individuums. Wird ein Coz-Hazard-
Modell postuliert, so ist das Coz-Snell-Residuum fir das i-te Individuum wie folgt
definiert

r, = exp (B/Xi>Ag(yi), i=1,...,n. (7.53)

Dabei sind B = (Bl, e ,Bp)/ die partiellen ML-Schdtzer fir die Regressionskoeffizi-
enten des Modells und Ao(-) der Schitzer aus Satz 7.8.

Bemerkung 7.5. Fiir die Cox-Snell-Residuen (7.53) gilt
ri = Ay |x) = —InS(y | x;), i=1,...,n.

Ist die Gesamtanpassung des Modells zufriedenstellend, so sollten die Residuen
(7.53) nach Lemma 6.1 einer zensierten Stichprobe entsprechen, der eine Exp(1)-
Verteilung zugrunde liegt. Wie im Zusammenhang mit AFT-Modellen, wird zur
Uberpriifung des Cox-Hazard-Modells die geschiitzte kumulierte Hazard-Funktion
basierend auf der Residuen-Menge {r; = exp (B,Xi)Ao(yi) | i =1,...,n} iiber den
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Kaplan-Meier-Schéitzer Sg () nach
AL) = —InSku() (7.54)

berechnet. Erhilt man bei einem Plot von A(r;) versus r; Punkte, die nahe der ersten
Winkelhalbierenden liegen, so kann die Anpassung des Modells als gut bewertet

werden. Man vergleiche hierzu die begriindenden Erlduterungen auf Seite 82.

Beispiel 7.2 (Uberpriifung des Modells aus Abschnitt 7.3.1). In Abschnitt
7.3.1 ist festgestellt worden, dass fiir den Datensatz A.3, die Uberlebenszeiten von

Patienten mit Plasmozytom, ein geeignetes Cox-Hazard-Modell durch
At | X) = Xo(f)exp(0.0192 X5 — 0.1273 X5), t>0 (7.55)

gegeben ist. Die erklarenden Variablen X3 und X5 beschreiben dabei den Gehalt an
Blut-Urea-Stickstoff (bun) bzw. Hamoglobin (hb). Ob diese Modellanpassung ange-
messen ist, soll nun mit Hilfe von Cox-Snell-Residuen beurteilt werden. Abbildung
7.2 enthélt den Plot der geschitzten kumulierten Hazards in den nach (7.53) be-
rechneten Cox-Snell-Residuen. Die Schitzung fiir die kumulierte Hazard-Funktion
ist geméf (7.54) iiber den Kaplan-Meier-Schitzer erfolgt. Der fiir die Berechnun-
gen verwendete ,R“-Quellcode ist in Anhang B.9 zu finden. Die durch die Punkte
(r;, A(r;)) angedeutete Line in Abbildung 7.2 geht durch den Ursprung und hat ziem-
lich genau die Steigung eins. Von diesem Plot ausgehend spricht also nichts gegen
das Modell (7.55).

Bemerkung 7.6. Wie bereits im Zusammenhang mit AFT-Modellen erwihnt, eig-
nen sich Cox-Snell-Residuen am besten fiir die Priifung der Gesamtanpassung eines
Modells. Die in Bemerkung 6.2 angesprochene Gefahr der Fehlinterpretation von
Plots der kumulierten Hazard-Rate in den Residuen ist hier durch das Benutzen

eines nicht-parametrischen Schéitzers fiir Ag sogar noch grofer.

7.6.2 Priifen der Proportional-Hazards-Annahme

Die grundlegende Voraussetzung fiir die Giiltigkeit des Cox’schen Regressionsmo-
dells ist, dass die Hazard-Raten zweier Individuen mit verschiedenen Kovariablen-
werten proportional zueinander sind. Abschliefsend soll daher eine Methode vorge-

stellt werden, mit der die Annahme der proportionalen Hazards graphisch iiberpriift
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Abbildung 7.2: Uberpriifung des Modells aus Abschnitt 7.3.1 mit Hilfe von Cox-
Snell-Residuen. Die erste Winkelhalbierende wird gestrichelt dargestellt.

werden kann. Im Cox-Hazard-Modell ist die Hazard-Funktion eines Individuums mit
Kovariablen-Vektor X = x durch

At |x) = Xo(t) exp(Bx), t>0 (7.56)

gegeben. Integrieren und anschlieffendes Logarithmieren der beiden Seiten dieser

Gleichung fiihrt zu

[Mu|x)du = exp(Bx) [; No(t), t>0
= Alt | x) = exp(B'%x)Ao(t), t>0
= InA(t|x) = B'x+1InAy(t), t>0.

Bei einem Plot der log-kumulierten Hazard-Funktionen In A(- | x) fiir Individuen
mit verschiedenen Werten ihrer erklarenden Variablen x gegen die Zeit, sollte — falls
die Annahme der proportionalen Hazards korrekt ist — der Abstand zwischen den

resultierenden Graphen folglich konstant sein.

Fiir die Priifung der Proportional-Hazards-Annahme bei einem konkreten Daten-
satz miissen die beobachteten Werte stetiger Kovariablen zunéchst klassifiziert wer-
den. Die Ausfall- und Zensurzeiten (y;, d;,x;) der Individuen werden dann beziig-
lich dieser Klassen und der Level von Faktoren gruppiert. Innerhalb jeder Gruppe

g=1,...,G wird iiber den Kaplan-Meier-Schétzer der Schétzer fiir die kumulierte
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Hazard-Funktion berechnet und in den Beobachtungszeiten y; ausgewertet:
Ay)) = —InS,(v;), g=1,...,G.

Uber die Plots von ./A\g(yi) versus y; kann dann nach obiger Argumentation bewertet
werden, inwiefern proportionale Hazard-Raten angenommen werden konnen. Ins-
besondere besteht die Moglichkeit, die Proportional-Hazards-Annahme fiir einzelne

Kovariablen zu iiberpriifen.

Beispiel 7.3 (Uberpriifung der PH-Annahme fiir den Datensatz A.3). Es
soll erneut auf den Datensatz A.3 zugegriffen und gepriift werden, ob die Hazard-
Raten von Patienten mit Plasmozytom beziiglich der Kovariable X5 (hb, Himoglo-
bin) proportional zueinander sind. Weil es sich hierbei um eine stetige Kovariable
handelt, sind die Patienten je nach beobachtetem Hamoglobin-Wert in vier Gruppen
zu unterteilen: (i) hb < 7, (ii) 7 < hb < 10, (iii) 10 < hb < 13 und (iv) hb > 13.
Mit Hilfe des ,,R*“Quellcodes aus Anhang B.10 kann fiir jede dieser Gruppen der
Kaplan-Meier-Schitzer S(-) berechnet werden. In Abbildung 7.3 wird der daraus re-
sultierende Schétzer fiir die log-kumulierte Hazard-Funktion graphisch dargestellt.
Neben dem Plot von In A(y;) gegen die tatsiichliche Beobachtungszeit y; (links), wird
zur besseren Beurteilung der Proportionalitat In A(yz) auch gegen Iny; aufgetragen

(rechts).

1.0

1.0
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1
]
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Log-kumulierte Hazard-Funktion
Log-kumulierte Hazard-Funktion

Uberlebenszeit (in Monaten) Logarithmierte Uberlebenszeit

Abbildung 7.3: Uberpriifung der Proportional-Hazards-Annahme fiir die Kova-
riable X5 (hb) aus Datensatz A.3. Die Darstellung der log-kumulierten Hazard-
Funktion erfolgt fiir die Gruppen hb < 7 (magenta), 7 < hb < 10 (blau),
10 < hb < 13 (schwarz) und hb > 13 ( ).
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Wihrend die log-kumulierten Hazard-Raten bei niedrigen Ausfall- und Zensur-
Zeiten noch einen anndhernd konstanten Abstand haben, schneiden sich die Graphen
bei hoheren Beobachtungszeiten sogar. Vor allem die log-kumulierte Hazard-Rate zu
10 < hb < 13 ist fiir hohe Zeiten auffallend steil. Da die dem Plot zugrundeliegenden
Schétzer bei spateren Zeitpunkten nur noch auf wenigen Beobachtungen basieren,
darf diesbeziiglich jedoch nicht {iberinterpretiert werden. Ferner werden die Werte
der erklarenden Variable X3 (bun, Blut-Urea-Stickstoff) nicht in Betracht gezogen.
Es ist aber denkbar, dass gerade die Lebenszeiten der Individuen in der dritten
Hamoglobin-Gruppe von ihren bun-Werten beeinflusst worden sind. Insgesamt soll-

te an der Proportionalitit der Hazard-Raten dennoch gezweifelt werden.
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Kapitel 8
Abschlielsende Bemerkungen

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es gewesen, grundlegende Fragestellungen und
Methoden der Lebenszeitanalyse darzustellen. Nach Einfiihrung der fundamentalen
Grofen und Funktionen dieses Gebietes, sowie der ausfiihrlichen Abhandlung der
verschiedenen Zensurmechanismen ist mit der Konstruktion der Likelihood-Funktion
fiir rechtszensierte Daten in Abschnitt 3.2 eine Basis fiir die statistische Auswertung
von Lebenszeitdaten geschaffen worden. Im Anschluss daran sind sowohl parame-
trische als auch nicht-parametrische Verfahren zur Beschreibung der Lebensdauer
von Individuen homogener Populationen vorgestellt worden. Um den Zusammen-
hang zwischen Uberlebenszeiten und méglicherweise prognostisch relevanten Fakto-
ren analysieren zu konnen, sind mit dem AFT-Modell in Kapitel 6 und dem Cox-
Hazard-Modell in Kapitel 7 zwei Regressionsansétze fiir die Auswertung zensierter
Daten diskutiert worden. Mit Hilfe von Cox-Snell-Residuen konnte fiir beide Metho-
den ein graphisches Verfahren zur Beurteilung der Gesamtanpassung eines Modells
beschrieben werden. Im Zusammenhang mit dem Cox-Hazard-Modell sind anhand
von konkreten Beispielen Aspekte der Konstruktion und Auswertung eines Modells

erortert worden.

Das Cox-Hazard-Modell hat gegeniiber dem AFT-Modell den Vorteil, dass es be-
ziiglich der Lebenszeit T an keine spezielle Verteilung gebunden ist und nur die
Auswirkungen erkldarender Variablen parametrisch modelliert. Andererseits liefern
parametrische Modelle, falls sie korrekt ausgewihlt werden, in der Regel bessere
Schitzer fiir die interessierenden Groken, wie zum Beispiel den Median einer Uber-

lebenszeit.

Aufgrund des sehr umfangreichen Themenbereichs konnte im Rahmen dieser Arbeit
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nur auf einzelne Aspekte der Lebenszeitanalyse eingegangen werden. So sind bei-
spielsweise im Zusammenhang mit Regressionsmodellen ausschliefslich Auswirkun-
gen zeitunabhéngiger Kovariablen behandelt worden. In Lebensdauerstudien werden
die Werte erkldarender Variablen, wie zum Beispiel die Grofe eines Tumors, jedoch
haufig nicht nur zu Studienbeginn aufgezeichnet, sondern in regelméfigen Abstin-
den mehrfach gemessen. Die Modellierung zeitabhingiger Kovariablen, insbesondere

unter AFT- und Cox-Hazard-Modellen, miisste demzufolge noch erortert werden.

Des Weiteren sind als Mittel zur graphischen Beurteilung eines Regressionsmodells
allein Cox-Snell-Residuen vorgestellt worden. Diese eignen sich jedoch lediglich zur
Bewertung der Gesamtanpassung eines Modells. Von grofsem Interesse waren folg-
lich weitere Verfahren, mit deren Hilfe zum Beispiel Ausreifser in einer zensierten
Stichprobe identifiziert werden konnten. Ferner wire es wichtig zu iiberpriifen, ob
fiir die Kovariablen eines Modells die richtige funktionelle Form angenommen wor-
den ist. In den konkreten Beispielen dieser Arbeit sind Einflussgréfsen zwar stets
linear modelliert worden, doch kann die Transformation von Kovariablen die Giite
der Modellanpassung unter Umstédnden erheblich verbessern. Diesbeziiglich wire die

Betrachtung weiterer diagnostischer Methoden sinnvoll.

Abschliefsend soll erwiihnt werden, dass fiir die theoretische Untersuchung von statis-
tischen Verfahren der ,Survival Analysis“ heute vor allem Punktprozesse und Mar-
tingalmethoden eingesetzt werden. Da die vorliegende Arbeit jedoch die Ambition
hatte, eine anwendungsorientierte Einfilhrung in die Thematik der Lebenszeitana-
lyse zu vermitteln, lag ihr Schwerpunkt nicht in der Entwicklung dieser Techniken,
sondern in der Herleitung und Anwendung klassischer Verfahren, die nicht auf der

Theorie der Zahlprozesse basieren.
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Anhang A

Datensatze

A.1 Zeit bis zum Abbruch einer IUP-Anwendung

patient time status patient time status
1 10 1 10 56 0
2 13 0 11 59 1
3 18 0 12 75 1
4 19 1 13 93 1
5 23 0 14 97 1
6 30 1 15 104 0
7 36 1 16 107 1
8 38 0 17 107 0
9 54 0 18 107 0

Variablen des Datensatzes:

patient: Nummer der Patientin (1-18)
time: beobachtete Zeit bis zum Abbruch der IUP-Anwendung in Wochen

status: Status der Patientin (0 = zensiert, 1 = beobachtet)

Quelle: [WHO-87] bzw. [Col-03, S. 5]
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A.2. Uberlebenszeiten von Brustkrebs-Patientinnen

A.2 Uberlebenszeiten von Brustkrebs-Patientinnen

patient HPA time status patient HPA time status

1 0 23 1 24 1 40 1
2 0 47 1 25 1 41 1
3 0 69 1 26 1 48 1
4 0 70 0 27 1 50 1
5 0 71 0 28 1 59 1
6 0 100 0 29 1 61 1
7 0 101 0 30 1 68 1
8 0 148 1 31 1 71 1
9 0 181 1 32 1 76 0
10 0 198 0 33 1 105 0
11 0 208 0 34 1 107 0
12 0 212 0 35 1 109 0
13 0 224 0 36 1 113 1
14 1 5 1 37 1 116 0
15 1 8 1 38 1 118 1
16 1 10 1 39 1 143 1
17 1 13 1 40 1 154 0
18 1 18 1 41 1 162 0
19 1 24 1 42 1 188 0
20 1 26 1 43 1 212 0
21 1 26 1 44 1 217 0
22 1 31 1 45 1 225 0
23 1 35 1

Variablen des Datensatzes:

patient: Nummer der Patientin (1-45)

HPA: HPA-Markierung (0 = negativ, 1 = positiv)

time: beobachtete Lebensdauer in Monaten

status: Status der Patientin (0 = zensiert, 1 = tot)

Quelle: [Lea-87] bzw. [Col-03, S. 7|
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A.3. Uberlebenszeiten von Patienten mit Plasmozytom

A.3 Uberlebenszeiten von Patienten mit Plasmozy-

tom

patient time status age sex bun ca hb pcells protein

1 1 1 67 1 165 10 94 90 0
2 1 1 o7 1 20 9 o1 100 1
3 1 1 1) 1 56 12 11.3 18 0
4 1 1 38 1 87 18 12.0 90 1
d 1 1 81 1 33 15 9.8 100 1
6 2 1 46 2 35 10 6.7 86 0
7 4 1 50 2 1729 101 46 1
8 4 1 74 1 48 9 6.5 54 0
9 3 1 60 1 13 10 9.7 25 0
10 d 1 67 2 26 8 104 49 0
11 5 1 70 2 130 8 10.2 23 0
12 5 1 77 1 23 8 9.0 29 0
13 6 1 53 2 15 13 114 33 1
14 6 1 61 2 11 10 5.1 100 0
15 6 1 48 1 95 10 9.5 37 0
16 8 1 55 1 53 12 8.2 595 0
17 10 1 65 1 20 10 13.2 66 0
18 10 1 70 1 371275 47 0
19 10 1 ol 2 12 9 96 80 0
20 10 1 61 1 1310 14.0 19 0
21 10 1 43 1 17 9 120 15 1
22 12 1 60 2 6 10 5.5 25 0
23 13 1 66 1 25 10 14.6 18 1
24 14 1 70 1 40 11 10.6 27 0
25 15 1 62 2 21 10 8.8 3 0
26 15 1 48 1 22 10 9.0 100 0
27 16 1 68 1 39 10 11.2 41 0
28 16 1 53 1 179 10.0 28 0
29 17 1 65 2 28 8 75 8 0
30 18 1 ol 1 12 15 144 100 0
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A.3. Uberlebenszeiten von Patienten mit Plasmozytom

patient time status age sex bun ca hb pcells protein

31 18 1 60 2 18 9 75 85 1
32 23 1 56 2 20 9 146 3 0
33 24 1 67 1 10 10 124 44 0
34 25 1 49 2 17 11 11.2 100 1
35 31 1 46 1 21 9 106 43 0
36 34 1 48 1 13 10 7.0 15 1
37 36 1 63 1 40 9 11.0 16 1
38 40 1 69 1 10 10 10.2 30 1
39 40 1 70 2 14 9 5.0 22 0
40 50 1 74 1 37 13 7T 11 1
41 ol 1 60 2 10 10 10.1 45 1
42 23 1 49 1 18 10 9.0 20 1
43 57 1 42 2 16 10 12.1 38 1
44 65 1 59 1 2809 6.6 66 0
45 66 1 52 1 21 10 12.8 11 1
46 87 1 47 2 15 9 106 o7 1
47 38 1 63 1 21 9 14.0 42 1
48 91 1 58 2 27 11 11.0 26 1
49 3 0 29 1 90 10 10.2 6 1
20 3 0 49 2 84 13 10.0 42 0
ol 6 0 48 2 13 10 124 72 0
52 6 0 81 1 34 11 10.2 76 0
93 7 0 o7 2 128 99 45 0
o4 10 0 60 1 41 9 14.0 70 1
25 11 0 66 2 25 9 88 23 0
56 11 0 46 2 14 7 11.6 14 0
o7 12 0 71 2 46 9 49 62 0
o8 15 0 %) 1 14 9 13.0 8 0
99 18 0 69 2 21 10 10.8 33 0
60 18 0 59 2 21 10 13.0 100 0
61 27 0 82 2 179 73 47 0
62 40 0 72 1 o7 9 128 28 1
63 52 0 66 1 13 11 12.0 100 0
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A.3. Uberlebenszeiten von Patienten mit Plasmozytom

patient time status age sex bun ca hb pcells protein

64 o6 0 66 1 18 11 12.5 90 0
65 76 0 60 1 1212 14.0 9

Variablen des Datensatzes:

patient: Nummer des Patienten (1-65)

time: beobachtete Lebensdauer ab Zeitpunkt der Diagnose in Monaten
status: Status des Patienten (0 = lebend, 1 = tot)

age: Alter des Patienten in Jahren

sex: Geschlecht des Patienten (1 = ménnlich, 2 = weiblich)

bun: Blut-Urea-Stickstoff-Wert (blood urea nitrogen)

ca: Serum-Calcium-Wert

hb: Hémoglobin-Wert

pcells: prozentualer Anteil von Plasma-Zellen im Knochenmark
protein: Bence-Jones-Proteine im Urin bei Diagnose (0 = nein, 1 = ja)

Die Werte der Variablen age, bun, ca, hb, pcells und protein entsprechen den Mes-
sungen zum Zeitpunkt der Diagnose. Die Daten entstammen einem umfangreicheren
Datensatz aus [Kra-75]. Dieser enthélt Werte von insgesamt 16 erkldrenden Varia-
blen, die in dem Beispiel des Abschnitts 7.3.1 jedoch nicht alle beriicksichtigt worden

sind. Die Messeinheiten von bun, ca und hb werden in [Kra-75| nicht angegeben.
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A.4. Vergleich zweier Therapien bei Prostata-Krebs

A.4 Vergleich zweier Therapien bei Prostata-Krebs

patient treatment time status age shb size index

1 0 65 0 67 134 34 8
2 1 61 0 60 146 4 10
3 1 60 0 77 156

4 0 o8 0 64 16.2

5 1 ol 0 65 141 21

6 0 ol 0 61 135 8

7 0 14 1 73 124 18 11
8 0 43 0 60 136 7

9 1 16 0 73 138 8

10 0 92 0 3 1175 9
11 0 29 0 o120 07 10
12 1 55 0 4 143 7 10
13 1 68 0 71 145 19 9
14 1 ol 0 65 144 10 9
15 0 2 0 % 107 8 9
16 0 67 0 70 147 9
17 1 66 0 70 16.0 9
18 1 66 0 70 145 15 11
19 1 28 0 w137 19 10
20 1 50 1 68 12.0 20 11
21 0 69 1 60 16.1 26 9
22 0 67 0 71 156 8 8
23 1 65 0 ol 11.8 2 6
24 0 24 0 71 137 10 9
25 1 45 0 72 11.0 8
26 1 64 0 74 142 6
27 0 61 0 7 137 10 12
28 0 26 1 72 153 37 11
29 0 42 1 o7 139 24 12
30 1 o7 0 72 146 8 10
31 1 70 0 72 138 3 9
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A.4. Vergleich zweier Therapien bei Prostata-Krebs

patient treatment time status age shb size index
32 1 5 0 7 151 3 9
33 1 54 0 51 158 7
34 0 36 1 72 164 4
35 1 70 0 71 136 2 10
36 1 67 0 73 138 7
37 0 23 0 68 125 2
38 0 62 0 63 132 3
Variablen des Datensatzes:
patient: Nummer des Patienten (1-65)
treatment: Therapie (0 = Placebo, 1 = DES)
time: beobachtete Lebensdauer in Monaten
status: Status des Patienten (0 = lebend, 1 = tot)
age: Alter des Patienten in Jahren
shb: Serum-Hé&moglobin in gm/100ml
size: Grofe des Tumors in cm?
index: Gleason-Index

Messungen der Kovariablen age, shb, size und index erfolgten zu Studienbeginn. Die
Daten der Tabelle sind Teil eines Datensatzes in [AnH-85, S. 261-274]. In dem hier
dargestellten Umfang sind sie auch in [Col-03, S. 10] zu finden.
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Anhang B

R-Quellcodes

B.1 Zeit bis zum Abbruch einer IUP-Anwendung

library(splines)
library(survival)

iud<- read.table("C:\\ ... \\iud.txt",header=T)

fit.1<- survfit(Surv(time, status), conf.type="plain", iud)

summary (fit.1)

# Konfidenzintervalle nach log-log-Transformation:
fit.2<- survfit(Surv(time, status), iud)

summary(fit.2)

# Plot des KM-Schitzers mit 0.95-Konfidenzintervallen:
plot (fit.2, xlab="Zeit (in Wochen)", ylab="Gesch&tzte Survival-Funktion")

B.2 Zeit bis zum Abbruch einer IUP-Anwendung —

Fortsetzung

library(splines)
library(survival)

iud<- read.table("C:\\ ... \\iud.txt",header=T)

## KM-Schitzer:
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B.3. Anpassung von AFT-Modellen — Prognose fiir Brustkrebs-Patientinnen

fit<- survfit(Surv(time, status), iud)

## Plot zum Priifen auf Weibull-Verteilung:
plot (log(fit$time), log(-log(fit$surv)), pch=19,
+ xlab= "1ln t", ylab="1ln(-1ln KM)", main="Weibull")

# Regressionsgerade:
rg_w<- 1lm(log(-log(fit$surv))~log(fit$time))
rg_w

abline(rg_w)

## Plot zum Priifen auf Exponential-Verteilung:
plot (fit$time, log(fit$surv), pch=19,

+ xlab="t", ylab="1n KM", main="Exponential')

# Regressionsgerade:
rg_e<- 1Im(log(fit$surv) " fit$time)
rg_e

abline(rg_e)

B.3 Anpassung von AFT-Modellen — Prognose fiir

Brustkrebs-Patientinnen

library(splines)
library(survival)

breast.cancer<- read.table("C:\\ ... \\breast.cancer.txt'",header=T)

## 1. WEIBULL-VERTEILUNG:

# Schitzen der Parameter im Lokation-Skalen-Modell:
fit.w<- survreg(Surv(time, status) ~ HPA, breast.cancer, dist="weibul")
fit.w$coef

fit.w$scale

# Plot Survival-Funktion:
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B.3. Anpassung von AFT-Modellen — Prognose fiir Brustkrebs-Patientinnen

surv.func.w.0<- function(x){exp(-exp((log(x)-5.8544)/1.0668))}
surv.func.w.1<- function(x){exp(-exp((log(x)-5.8544+0.9967)/1.0668))}

x<- seq(0,400,0.1)
plot(x, surv.func.w.1(x), type="1", col="red", xlab="Zeit (in Monaten)",
+ ylab="Geschdtzte Survival-Funktion", main="Survival-Funktion")

lines(x, surv.func.w.0(x))

# Plot Hazard-Rate:

hazard.rate.w.0<- function(x)

+ {1.066777{-1}*x~{1.066777~{-1}-1}*exp(-5.8543638/1.066777)}
hazard.rate.w.1<- function(x)

+ {1.066777"{-1}*x~{1.067"~{-1}-1}*exp((-5.8543638+0.9966647)/1.066777)}

x<- seq(0,400,0.1)

plot (x,hazard.rate.w.0(x), ylim=range(0,0.01), type="1",

+ xlab="Zeit (in Monaten)", ylab="Gesch&dtzte Hazard-Funktion",
+ main="Hazard-Funktion")

lines(x,hazard.rate.w.1(x), col="red", type="1")

## 2. LOG-LOGISTIK-VERTEILUNG:

# Schédtzen der Parameter im Lokation-Skalen-Modell:
fit.1<- survreg(Surv(time, status) ~ HPA,

+ breast.cancer, dist="loglogistic")

fit.l$coef

fit.1l$scale

# Plot Survival-Funktion:
surv.func.1.0<- function(x){(1+exp((log(x)-5.4611)/0.8047)){-1}}
surv.func.l.1<- function(x){(1l+exp((log(x)-5.4611+1.1491)/0.8047))~{-1}}

x<- seq(0,400,0.1)
plot(x, surv.func.l.1(x), col="red", type="1",
+ xlab="Zeit (in Monaten)", ylab="Geschétzte Survival-Funktion",

+ main="Survial-Funktion")
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B.3. Anpassung von AFT-Modellen — Prognose fiir Brustkrebs-Patientinnen

lines(x, surv.func.l.0(x), type="1")

# Plot Hazard-Rate:

hazard.rate.l.0<- function(x)

+ {1.2427*x~{-1}*(1+x~{-1.2427}*exp(6.7865) ) ~{-1}}
hazard.rate.l.1<- function(x)

+ {1.2427xx~{-1}* (1+x~{-1.2427}*exp(6.7865-1.4280) ) ~{-1}}

x<- seq(0,400,0.1)

plot (x,hazard.rate.1.0(x), ylim=range(0,0.01), type="1",

+ xlab="Zeit (in Monaten)", ylab="Gesch&dtzte Hazard-Funktion",
+ main="Hazard-Funktion")

lines(x,hazard.rate.l.1(x), col="red", type="1")

## 3. LOG-NORMAL-VERTEILUNG:

# Schitzen der Parameter im Lokation-Skalen-Modell:
fit.n<- survreg(Surv(time, status) ~ HPA, breast.cancer, dist="lognormal")
fit.n$coef

fit.n$scale

# Plot Survival-Funktion:

surv.func.n.0<- function(x)

+ {1-pnorm((log(x)- 5.491726)/1.359451, mean=0, sd=1)}
surv.func.n.1<- function(x)

+ {1-pnorm((log(x)- 5.491726 + 1.151172)/1.359451, mean=0, sd=1)}

x<- seq(0,400,0.1)

plot(x, surv.func.n.1(x), col="red", type="1",

+ xlab="Zeit (in Monaten)", ylab="Geschétzte Survival-Funktion"
+ main="Survival-Funktion")

lines(x, surv.func.n.0(x), type="1")
# Plot Hazard-Rate:

hazard.rate.n.0<- function(x)

+ {0.7356%x~{-1}*(1-pnorm(0.7356*1log(x)-4.0395, mean=0, sd=1))~{-1}*
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B.4. Uberpriifung der Modelle aus Abschnitt 6.2

+ dnorm(0.7356%1log(x)-4.0395)%

hazard.rate.n.1<- function(x)

+ {0.7356%x~{-1}*(1-pnorm(0.7356*log(x)-4.0395+0.8468, mean=0, sd=1))~{-1}*
+ dnorm(0.7356%1log(x)-4.0395+0.8468)}

x<- seq(0,400,0.1)

plot (x,hazard.rate.n.1(x), col="red", type="1",

+ xlab="Zeit (in Monaten)", ylab="Geschétzte Hazard-Funktion"
+ main="Hazard-Funktion'")

lines(x,hazard.rate.n.0(x), type="1")

B.4 TUberpriifung der Modelle aus Abschnitt 6.2

library(splines)
library(survival)

breast.cancer<- read.table("C:\\ ... \\breast.cancer.txt",header=T)

## 1. WEIBULL-VERTEILUNG:

# Standardisierte Residuen:
s.resid_w<- (log(breast.cancer$time)-5.8544
+ +0.9967*breast.cancer$HPA)/1.0668

# Cox-Snell-Residuen:

cs.resid_w<- exp(s.resid_w)

# Berechnung des Kaplan-Meier-Schétzers:

km.cs_w<- survfit(Surv(cs.resid_w, breast.cancer$status))

# Berechnung der Werte des Kaplan-Meier-Schétzers

# und des Schétzers fir die kumulierte Hazard-Rate in den Residuen:
cs.S_w<- km.cs_w$surv

cs.S5_w

cs.H_w<- -log(cs.S_w)

cs.H_w
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B.4. Uberpriifung der Modelle aus Abschnitt 6.2

# Plot zur graphischen Uberpriifung des Weibull-AFT-Modells:
cs.times_w<- km.cs_w$time

plot(cs.times_w, cs.H_w, type="b",lty=1, pch=20, col="red",

+ xlab="Cox-Snell-Residuum", ylab="Kumulierte Hazard", main="Weibull")

abline(0,1,1ty=2)

## 2. LOG-LOGISTIK-VERTEILUNG:

# Standardisierte Residuen:
s.resid_1<- (log(breast.cancer$time)-5.4611
+ +1.1491%breast.cancer$HPA) /0.8047

# Cox-Snell-Residuen:

cs.resid_1<- log(l+exp(s.resid_1))

# Berechnung des Kaplan-Meier-Schétzers:

km.cs_1<- survfit(Surv(cs.resid_1l, breast.cancer$status))

# Berechnung der Werte des Kaplan-Meier-Schétzers

# und des Schétzers fiir die kumulierte Hazard-Rate in den Residuen:
cs.S_1<- km.cs_l1$surv

cs.S_1

cs.H_1<- -log(cs.S_1)

cs.H_1

# Plot zur graphischen Uberpriifung des Log-Logistik-AFT-Modells:
cs.times_1<- km.cs_1$time

plot(cs.times_1, cs.H_1, type="b",lty=1, pch=20, col="red",

+ xlab="Cox-Snell-Residuum", ylab="Kumulierte Hazard", main="Log-Logistik")

abline(0,1,1ty=2)

## 3. LOG-NORMAL-VERTEILUNG:

# Standardisierte Residuen:

s.resid_n<- (log(breast.cancer$time)-5.4917
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B.5. Identifikation von erklarenden Variablen mit Einfluss auf die Lebenszeit

+ +1.1512*breast.cancer$HPA)/1.3595

# Cox-Snell-Residuen:

cs.resid_n<- -log(l-pnorm(s.resid_n, mean=0, sd=1))

# Berechnung des Kaplan-Meier-Schétzers:

km.cs_n<- survfit(Surv(cs.resid_n, breast.cancer$status))

# Berechnung der Werte des Kaplan-Meier-Schétzers

+ und des Schétzers fiir die kumulierte Hazard-Rate in den Residuen:
cs.S_n<- km.cs_n$surv

cs.S_n

cs.H_n<- -log(cs.S_n)

cs.H_n

# Plot zur graphischen Uberprﬁfung des Log-Normal-AFT-Modells:
cs.times_n<- km.cs_n$time

plot(cs.times_n, cs.H_n, type="b",lty=1, pch=20, col="red",

+ xlab="Cox-Snell-Residuum", ylab="Kumulierte Hazard", main="Log-Normal")

abline(0,1,1ty=2)

B.5 Identifikation von erklarenden Variablen mit

Einfluss auf die Lebenszeit

library(splines)
library(survival)

myeloma<- read.table("C:\\ ... \\sort.daten.myeloma.txt",header=T)
# Anpassung des vollen Modells mittels des Schitzers von Breslow:

fitm<-coxph(Surv(time,status)” age + sex + bun + ca +

+ hb + pcells + protein, myeloma, method="breslow")

# SCHRITT 1: Null-Modell und Modelle mit jeweils einer Kovariable,
# Bestimmung von Kovariablen,

# die einzeln Auswirkungen auf die Lebenszeit haben:

136



B.5. Identifikation von erklarenden Variablen mit Einfluss auf die Lebenszeit

Age<- update(fitm, . ~ . - sex - bun - ca - hb - pcells - protein)
Sex<- update(fitm, . ~ . - age - bun - ca - hb - pcells - protein)
Bun<- update(fitm, . ~ . - age - sex - ca - hb - pcells - protein)
Ca<- update(fitm, . ~ . -age - sex - bun - hb - pcells - protein)
Hb<- update(fitm, . ” . -age - sex - bun - ca - pcells - protein)
Pcells<- update(fitm, . ~ . -age - sex - bun - ca - hb - protein)
Protein<- update(fitm, . ~ . -age - sex - bun - ca - hb - pcells)

L.none<- -2xfitm$loglik[1]
L.Age<- -2%Age$loglik[2]
L.Sex<- -2*Sex$loglik[2]
L.Bun<- -2*Bun$loglik[2]
L.Ca<- -2xCa$loglik[2]

L.Hb<- -2*Hb$loglik[2]
L.Pcells<- -2xPcells$loglik[2]
L.Protein<- -2*Protein$loglik[2]
L.none

L.Age

L.Sex

L.Bun

L.Ca

L.Hb

L.Pcells

L.Protein

1g.Bun<- L.none - L.Bun
1g.Bun
pchisq(lq.Bun, 1, lower.tail=F)

lg.Ca<- L.none - L.Ca
lg.Ca<- L.none - L.Ca

pchisq(1lq.Ca, 1, lower.tail=F)

lg.Hb<- L.none - L.Hb
1q.Hb
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B.5. Identifikation von erklarenden Variablen mit Einfluss auf die Lebenszeit

pchisq(lq.Hb, 1, lower.tail=F)

1qg.Protein<- L.none - L.Protein
1g.Protein
pchisq(lq.Protein, 1, lower.tail=F)

Signifikant abgelehnt werden die Nullhypothesen
beta(bun)=0 [zum Niveau 0.1%] und

beta(hb)=0 [zum Niveau 5%].

Nicht verworfen werden kann die Hypothese beta(ca)=0.

Obwohl P-Wert zu protein relativ hoch (P=0.1522497),

H OH OH O H = O®

soll Protein zundchst im Modell bleiben.

# SCHRITT 2: Modell-Konstruktion mit Bun, Hb und Protein,

# testen, ob in Kombination einige von ihnen unwichtig werden.

Bun.Hb.Protein<- update(fitm, . ~ . - age - sex - ca - pcells)
Bun.Hb<- update(fitm, . ~ . - age - sex - ca - pcells -protein)
Bun.Protein<- update(fitm, . ~ . - age - sex - ca - pcells - hb)
Hb.Protein<- update(fitm, . ~ . - age - sex - ca - pcells - bun)
L.Bun.Hb.Protein<- -2%Bun.Hb.Protein$loglik[2]

L.Bun.Hb<- -2*Bun.Hb$loglik[2]

L.Bun.Protein<- -2*Bun.Protein$loglik[2]

L.Hb.Protein<- -2#Hb.Protein$loglik[2]

.Bun.Hb.Protein
.Bun.Hb

.Bun.Protein

[ s S

.Hb.Protein
1g.Bun.Hb<- L.Bun.Hb - L.Bun.Hb.Protein
lg.Bun.Hb

pchisq(1lq.Bun.Hb, 1, lower.tail=F)

lg.Bun.Protein<- L.Bun.Protein - L.Bun.Hb.Protein

1g.Bun.Protein
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B.5. Identifikation von erklarenden Variablen mit Einfluss auf die Lebenszeit

pchisq(lq.Bun.Protein, 1, lower.tail=F)

1g.Hb.Protein<- L.Hb.Protein - L.Bun.Hb.Protein
1g.Hb.Protein
pchisq(1lq.Hb.Protein, 1, lower.tail=F)

# Signifikant abgeleht werden die beiden Nullhypothesen

# [beta(bun), beta(hb), beta(protein)] = [0, beta(hb), beta(protein)]
# [zum Niveau 0.1%] und

# [beta(bun), beta(hb), beta(protein)] = [beta(bun), 0, beta(protein)]
# [zum Niveau 7%].

# Nicht verworfen werden kann

# [beta(bun), beta(hb), beta(protein)] = [beta(bun), beta(hb), 0],
# protein wird also aus dem Modell entfernt.

# SCHRITT 3: Soll das bun-hb-Modell durch die Kovariablen

# age, sex, ca, und Pcells ergénzt werden?

# Einzeln werden diese Kovariablen dem bestehenden Modell

# hinzugefiigt und Tests auf Null-Effekt durchgefiihrt.

Bun.Hb.Age<- update(fitm, . ~ . - sex - ca - pcells - protein)
Bun.Hb.Sex<- update(fitm, . ~ . - age - ca - pcells - protein)
Bun.Hb.Ca<- update(fitm, . ~ . - age - sex - pcells - protein)
Bun.Hb.Pcells<- update(fitm, . ~ . - age - sex - ca - protein)
L.Bun.Hb.Age<- -2xBun.Hb.Age$loglik[2]

L.Bun.Hb.Sex<- -2+Bun.Hb.Sex$loglik[2]

L.Bun.Hb.Ca<- -2#Bun.Hb.Ca$loglik[2]

L.Bun.Hb.Pcells<- -2*Bun.Hb.Pcells$loglik[2]

L.Bun.Hb.Age

L.Bun.Hb.Sex

L.Bun.Hb.Ca

L.Bun.Hb.Pcells

lg.Bun.Hb.Age<- L.Bun.Hb - L.Bun.Hb.Age
1g.Bun.Hb.Sex<- L.Bun.Hb - L.Bun.Hb.Sex
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B.6. Vergleich zweier Therapien bei Prostata-Krebs

1g.Bun.Hb.Ca<- L.Bun.Hb - L.Bun.Hb.Ca
1g.Bun.Hb.Pcells<- L.Bun.Hb - L.Bun.Hb.Pcells

1g.Bun.Hb.Age
lg.Bun.Hb.Sex
lg.Bun.Hb.Ca
1g.Bun.Hb.Pcells

pchisq(lq.Bun.Hb.Age, 1, lower.tail=F)
pchisq(1lq.Bun.Hb.Sex, 1, lower.tail=F)
pchisq(1lq.Bun.Hb.Ca, 1, lower.tail=F)
pchisq(lq.Bun.Hb.Pcells, 1, lower.tail=F)

# Keine der Nullhypothesen kann signifikant verworfen werden.
# Also: Das am besten geeignete Modell enth&lt die Kovariablen bun und hb.

# Schétzer der zugehdrigen Koeffizienten:

fit<-coxph(Surv(time,status)”~ bun + hb, myeloma, method="breslow")

fit

B.6 Vergleich zweier Therapien bei Prostata-Krebs

library(splines)
library(survival)

prostatic.cancer<-read.table("C:\\ ... \\prostatic.cancer.txt", header=T)

# TEIL 1: Auswahl relevanter Kovariablen.
# Welche der Kovariablen age, shb, size und index
# beeinflussen die Lebensdauer der Patienten?

# Hier: 274=16 Kombinationsmdglichkeiten. Alle Modelle werden konstruiert.

fitm<-coxph(Surv(time, status) ~ age + shb + size + index,

+ prostatic.cancer, method="breslow")

Age<- update(fitm, . ~ . - shb - size - index)
Shb<- update(fitm, . ~ . - age - size - index)
Size<- update(fitm, . ~ . - age - shb - index)
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B.6. Vergleich zweier Therapien bei Prostata-Krebs

Index<- update(fitm, . ~ . - age - shb - size)
Age .Shb<- update(fitm, . ~ . - size - index)
Age.Size<- update(fitm, . = . - shb - index)

Age.Index<- update(fitm, . - shb - size)

Shb.Size<- update(fitm, . ~ . - age - index)
Shb.Index<- update(fitm, . ~ . - age - size)
Size.Index<- update(fitm, . ~ . - age - shb)
Age.Shb.Size<- update(fitm, . ~ . - index)
Age.Shb.Index<- update(fitm, . ~ . - size)
Age.Size.Index<- update(fitm, . ~ . - shb)
Shb.Size.Index<- update(fitm, . ~ . - age)

# Werte von -2*log L(beta) fiir jedes dieser Modelle:

L.none<- -2xfitm$loglik[1]

.Age<- -2xAge$loglik[2]
.Shb<- -2+Shb$loglik[2]
.Size<- -2xSize$loglik[2]
.Index<- -2+Index$loglik[2]

[ N N

.Age.Shb<- -2kAge.Shb$loglik[2]
.Age.Size<- -2xAge.Size$loglik[2]
.Age.Index<- -2%Age.Index$loglik[2]
.Shb.Size<- -2*Shb.Size$loglik[2]
.Shb.Index<- -2xShb.Index$loglik[2]
.Size.Index<- -2*Size.Index$loglik[2]

[ e e o R

.Age.Shb.Size<- -2xAge.Shb.Size$loglik[2]
.Age.Shb.Index<- -2%Age.Shb.Index$loglik[2]
.Age.Size.Index<- -2xAge.Size.Index$loglik[2]
.Shb.Size.Index<- -2*Shb.Size.Index$loglik[2]

[ s S

L.full<- -2*fitm$loglik[2]
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.none
.Age
.Shb

.Size

[ s N e

.Index

.Age.Shb
.Age.Size
.Age.Index
.8hb.Size
.Shb.Index

[ N e A e

.Size.Index

.Age.Shb.Size
.Age.Shb.Index
.Age.Size.Index
.8hb.Size.Index

[ N e

L.full

# Betrachte Modelle mit jeweils einer Kovariable.

# Teste: H_O: beta(i)=0, i=age, shb, size, index.

# Die Kovariablen index, size und shb fiihren einzeln
# zu den drei kleinsten Werten von -2*logL(beta).

# -> Tests: H_O: beta(i)=0, i=index, size, shb.

1lg.Index<- L.none - L.Index
lg.Index
pchisq(lq.Index, 1, lower.tail=F)

1g.Size<- L.none - L.Size
1q.Size
pchisq(lq.Size, 1, lower.tail=F)

1q.Shb<- L.none - L.Shb

1qg.5hb
pchisq(1lq.Shb, 1, lower.tail=F)
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B.6. Vergleich zweier Therapien bei Prostata-Krebs

Bei einzelner Betrachtung: index und size

haben signifikanten Einfluss auf Lebenszeit.

-> Im Modell mit index und size ist zu testen,
ob sie in Kombination immernoch wichtig sind:
H_O: [beta(index), beta(size)] = [0, beta(size)]

H_0: [beta(index), beta(size)] [beta(index), 0]

1q.I<- L.Size - L.Size.Index
1q.1
pchisq(1q.I, 1, lower.tail=F)

19.5<- L.Index - L.Size.Index
1q.8
pchisq(1lq.S, 1, lower.tail=F)

Beide Hypothesen koénnen abgelehnt werden.

Zu priifen ist, ob dem Modell mit index und size die Variablen

age und shb hinzugefiigt werden sollen.

Dazu: Betrachte das Modell mit (index, size, age), (index, size, shb)
bzw. (index, size, age, shb) und teste

H_0: [beta(age), beta(index), beta(size)] = [0, beta(index), beta(size)]
H_O: [beta(shb), beta(index), beta(size)] = [0, beta(index), beta(size)]
H_0: [beta(age), beta(shb), beta(index), beta(size)]

H OH OH OH O O H O H OH O H

= [0, 0, beta(index), beta(size)]

1g.A<- L.Size.Index - L.Age.Size.Index
1q.A
pchisq(lq.A, 1, lower.tail=F)

1lg.Sh<- L.Size.Index - L.Shb.Size.Index
1g.Sh
pchisq(1lq.Sh, 1, lower.tail=F)

1g.A.Sh<- L.Size.Index - L.full

1q.A.Sh
pchisq(lq.A.Sh, 2, lower.tail=F)
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B.6. Vergleich zweier Therapien bei Prostata-Krebs

# Keine der Hypothesen kann abgelehnt werden.

# Also: Das geeignete Modell enth&lt size und index.

# TEIL 2: Hat eine Behandlung mit DES signifikante Auswirkungen?

fitm0<- coxph(Surv(time, status) ~ treatment + size + index,

+ prostatic.cancer, method="breslow")

L.Treat.Size.Index<- -2xfitm0$loglik[2]

L.Treat.Size.Index

# Teste:
# H_O: [beta(treatment), beta(size), beta(index)]
# = [0, beta(size), beta(index)]

1lg.T<- L.Size.Index - L.Treat.Size.Index
1q.T
pchisq(1q.T, 1, lower.tail=F)

Nullhypothese kann nicht abgelehnt werden.

Teste, ob Interaktionen treatment/size und treatment/index bestehen:
H_O: [beta(size), beta(index), beta(treat), beta(treat:size)]

= [beta(size), beta(index), beta(treat), O]

#
#
#
#
# H_O: [beta(size), beta(index), beta(treat), beta(treat:index)]
# = [beta(size), beta(index), beta(treat), 0]

# H_O: [beta(size), beta(index), beta(treat), beta(treat:size),
#

beta(treat:index)]= [beta(size), beta(index), beta(treat), 0, O]

fitmi<- coxph(Surv(time, status) ~ treatment + size +

+ index + treatment:size, prostatic.cancer, method="breslow")

fitm2<- coxph(Surv(time, status) ~ treatment + size +

+ index + treatment:index, prostatic.cancer, method="breslow")
fitm3<- coxph(Surv(time, status) ~ treatment + size + index +

+ treatment:size + treatment:index, prostatic.cancer, method="breslow")
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B.7. Vergleich zweier Therapien bei Prostata-Krebs — Fortsetzung

L.TrSize<- -2+fitml$loglik[2]
L.TrIndex<- -2*fitm2$loglik[2]
L.TrSize.TrIndex<- -2*fitm3$loglik[2]
L.no.int<- -2*fitm0$loglik[2]
L.TrSize

L.TrIndex

L.TrSize.TrIndex

L.no.int

1lg.TrSize<- L.no.int - L.TrSize
1q.TrSize
pchisq(1lq.TrSize, 1, lower.tail=F)

lg.TrIndex<- L.no.int - L.TrIndex
lg.TrIndex
pchisq(lq.TrIndex, 1, lower.tail=F)

1q.TrSize.TrIndex<- L.no.int - L.TrSize.TrIndex
1q.TrSize.TrIndex
pchisq(1lq.TrSize.TrIndex, 2, lower.tail=F)

# Keine der Nullhypothesen kann signifikant verworfen werden!
# Keine Interaktionen der Form treatment/size, treatment/index!

# Behandlung mit DES ohne Auswirkung auf Lebenszeit!

B.7 Vergleich zweier Therapien bei Prostata-Krebs

— Fortsetzung

library(splines)
library(survival)
prostatic.cancer<-read.table("C:\\ ... \\prostatic.cancer.txt",header=T)

prostatic.cancer

# Modell:
# lambda(t) =
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B.8. Schéitzung der Survival-Funktion fiir Patienten mit Plasmozytom

# lambda_O(t) expl[beta(size)size + beta(index)index + beta(treat)treat]

fitm<-coxph(Surv(time, status) ~ size + index + treatment,
+ prostatic.cancer, method="breslow")

fitm$coef

exp(fitm$coef)

# Vergleich:

# Modell, das nur die Kovariable treatment enthdlt:

fitt<- coxph(Surv(time, status) ~ size + index + treatment,
+ prostatic.cancer, method="breslow")

fitt$coeff

exp(fitt$coef)

B.8 Schatzung der Survival-Funktion fiir Patienten

mit Plasmozytom

library(splines)
library(survival)

myeloma<- read.table("C:\\ ... \\sort.daten.myeloma.txt",header=T)
fitm<-coxph(Surv(time,status)”™ bun + hb, myeloma, method="breslow")

plot( survfit(fitm), conf.int=FALSE, 1lty=3, lwd=1, x1im=c(0,75), xlab =
+ "Uberlebenszeit (in Monaten)", ylab = "Geschitzte Survival-Funktion")
lines( survfit(fitm, newdata=data.frame(bun=15, hb=14)), col="magenta",
+ 1ty=1, lwd=2)

lines( survfit(fitm, newdata=data.frame(bun=8, hb=14)), col="green",

+ 1ty=1, lwd=2)

lines( survfit(fitm, newdata=data.frame(bun=15, hb=5)), col="yellow",

+ 1ty=1, lwd=2)

lines( survfit(fitm, newdata=data.frame(bun=160, hb=14)), col="blue",

+ 1ty=1, lwd=2)
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B.9 Uberpriifung des Modells aus Abschnitt 7.3.1

library(splines)
library(survival)
myeloma<- read.table("C:\\ ... \\sort.daten.myeloma.txt",header=T)

fitm<-coxph(Surv(time,status)”™ bun + hb, myeloma, method="breslow")

# Berechnung der Cox-Snell-Residuen:
m.resid<- resid(fitm)
cs.resid<- myeloma$status - m.resid

cs.resid

# Berechnung des Kaplan-Meier-Schétzers:

km.cs<- survfit(Surv(cs.resid, myeloma$status))

# Berechnung der Werte des Kaplan-Meier-Schétzers

# und des Schétzers fiir die kumulierte Hazard-Rate in den Residuen:
cs.S<- km.cs$surv

cs.S

cs.H<- -log(cs.S)

cs.H

# Plot zur graphischen Uberpriifung des Cox-Hazard-Modells:

cs.times<- km.cs$time

plot(cs.times,cs.H, type="b",lty=1, pch=20, col="red" ,

+ xlab = "Cox-Snell-Residuum", ylab = "Kumulierte Hazard im Residuum")

abline(0,1,1ty=2)

Bemerkung B.1. Die Berechnung der Cox-Snell-Residuen (cs.resid) erfolgt hier
geméf [Sac-06, S. 629| iiber Martingal-Residuen (m.resid). Ist r; das Cox-Snell-
Residuum fiir die i-te Beobachtung und ¢; der entsprechende Zensurindikator, so
gilt bei einem rechtszensierten Datensatz und zeitunabhdngigen Kovariablen: m; =
d; — r;. Siehe dazu [Kle-97, Abschnitt 11.3].

B.10 Uberpriifung der PH-Annahme

library(splines)
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library(survival)

myeloma<- read.table("C:\\ ... \\sort.daten.myeloma.txt",header=T)

# Kategorisierung der Daten:

hb.leq7<- subset(myeloma, hb<=7)
hb.g7<- subset(myeloma, hb>7)
hb.g7.leql0<- subset(hb.g7, hb<=10)
hb.gl0<- subset(myeloma, hb>10)
hb.g10.leq13<- subset(hb.gl0, hb<=13)
hb.g13<- subset(myeloma, hb>13)

# Berechnung des KM-Schétzers fir jede Gruppe:

km.hb.leq7<- survfit(Surv(hb.leq7$time, hb.leq7$status))
km.hb.g7.1eql0<- survfit(Surv(hb.g7.leqlO$time,

+ hb.g7.leqlO$status))

km.hb.g10.1leq13<- survfit(Surv(hb.gl0.leql3$time,

+ hb.gl0.leql3$status))

km.hb.gl13<- survfit(Surv(hb.gl3$time, hb.gl3$status))

# Berechnung der Werte des KM-Schédtzers und des Schétzers

# fiir die log-kumulierte Haz-Fkt in den Beobachtungszeiten:

S.hb.leq7<- km.hb.leq7$surv
H.hb.leq7<- -log(S.hb.leq7)
log.H.hb.leq7<- log(H.hb.leq?)

S.hb.g7.1leql0<- km.hb.g7.leqlO$surv
H.hb.g7.1leqlO<- -log(S.hb.g7.1leql0)
log.H.hb.g7.1eq10<- log(H.hb.g7.1leql0)
S.hb.gl10.1eql13<- km.hb.g10.leql3$surv
H.hb.g10.leq13<- -log(S.hb.g10.leql3)

log.H.hb.g10.1leql13<- log(H.hb.g10.1leql3)

S.hb.gl13<- km.hb.gl3$surv
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H.hb.g13<- -log(S.hb.gl3)
log.H.hb.g13<- log(H.hb.g13)

# Plot zur graphischen Uberpriifung der PH-Annahme:

# kumulierte Hazard-Rate vs. Zeit:
times.hb.leq7<- km.hb.leq7$time
times.hb.g7.1leql0<- km.hb.g7.1leql0$time
times.hb.gl0.1leq13<- km.hb.gl0.leql3$time
times.hb.gl13<- km.hb.gl13$time

plot(times.hb.gl0.1leql3, log.H.hb.gl0.leql3, type="b", lty=2,

+ pch=20, col="black", xlab="Uberlebenszeit (in Monaten)",

+ ylab="Log-kumulierte Hazard-Funktion")
lines(times.hb.leq7,log.H.hb.leq7, type="b", 1lty=2, pch=20,

+ col="magenta")

lines(times.hb.gl13,log.H.hb.g13, type="b",1ty=2, pch=20,

+ col="green")

lines(times.hb.g7.1leql0,log.H.hb.g7.1eql0, type="b",lty=2, pch=20,

+ col="blue")

# Kumulierte Hazard-Rate vs. log-Zeit:
log.times.hb.leq7<- log(km.hb.leq7$time)
log.times.hb.g7.1leql0<- log(km.hb.g7.leqlO$time)
log.times.hb.g10.1eql13<- log(km.hb.gl0.leql3$time)
log.times.hb.g13<- log(km.hb.g13$time)

plot(log.times.hb.gl10.1leql3, log.H.hb.gl0.leql3, type="b", lty=2,
+ pch=20, col="black",

+ xlab="Logarithmierte Uberlebenszeit",

+ ylab="Log-kumulierte Hazard-Funktion")
lines(log.times.hb.leq7,log.H.hb.leq7, type="b", 1lty=2,

+ pch=20, col="magenta")
lines(log.times.hb.g7.1leq10,log.H.hb.g7.1eql0, type="b", lty=2,

+ pch=20,col="blue")

lines(log.times.hb.gl13,log.H.hb.gl13, type="b", lty=2,

+ pch=20, col="green")
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