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Kapitel 1

Einleitung

Zur Beantwortung einer wissenschaftlichen Fragestellung oder als Grundlage fiir eine Ent-
scheidung in der Politik oder in der Wirtschaft stiitzt man sich auf Daten ab. Es wird
angenommen, dass bei diesen Daten auch der Zufall eine Rolle mitspielt. Man beobachtet
also eine Realisierung einer Zufallsvariablen Y, wobei die Verteilung von Y unbekannt
ist; sie gehort zu einer Familie P = {Fy;0 € ©}. Der Parameter 6 kann endlich- oder
unendlich-dimensional sein. Er enthélt alle Informationen, die man fiir die Beantwortung

der Fragestellung oder fiir die Entscheidung benétigt.

AuBerdem enthalten die Datensétze oft einige wenige extrem hohe oder niedrige Beob-
achtungen. Solche auffilligen Beobachtungen kénnen dadurch zustande kommen, dass ein
Fehler bei der manuellen Datenerhebung gemacht wurde, z. B. Zahlendreher, falsch ein-
gegebene Werte und Vermischung unterschiedlicher Einheiten. Oder auch dadurch, dass
eine Wahrscheinlichkeitsverteilungsannahme getroffen wird, die gar nicht der realen Ver-
teilung der Daten entspricht. Solche extrem gelegenen Beobachtungen werden Ausreifler
genannt. Aber extrem gelegene Beobachtungen miissen nicht notwendigerweise Ausreifler
sein. Umgekehrt konnen Ausreifier nicht auffillige Beobachtungen sein. Genau aus diesem
Grund ist es wiinschenswert, statistische Methoden zu benutzen, die durch einige wenige

Ausreifler nur in geringem Mafle beeinflusst werden.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit sollen ausreilerrobuste statistische Methoden zur
Schitzung des Skalen- und des Gestalts-Parameters der Weibull-Verteilung vorgestellt

werden.

Die Weibull-Verteilung spielt eine zentrale Rolle in der Modellierung von Lebenszeitunter-
suchungen. Sie wird héufig zur Beschreibung von Lebensdauern in der Zuverlédssigkeits-
theorie angewendet. Die Weibull-Verteilung wurde erstmals 1939 von Waloddi Weibull

zur Beschreibung von Materialermiidungserscheinungen verwendet (vgl. Weibull 1951).
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AuBlerdem erwies sie sich als giinstig zur Beschreibung von Ausfillen technischer Bauele-
mente. Die Weibull-Verteilung findet auch in der Versicherungsmathematik Anwendung
(vgl. Briiske et al. 2010): Fiir § < 1 ist sie subexponentiell und eignet sich gut zur Model-
lierung von Grofischadenverteilungen; fiir § > 1 konvergiert die Dichte sehr schnell, was

die Verteilung zur Modellierung von Kleinschéden interessant macht.

Die Maximum-Likelihood-Schétzung der Weibull-Parameter kann, vor allem wenn die Da-
tensétze mit Ausreiflern kontaminiert sind, sehr unzuverléssig sein (vgl. z. B. Adatia und
Chan 1982, Shier und Lawrence 1984, Seki und Yokoyama 1996 und He und Fung 1999). In
der Literatur wurden zahlreiche robuste Alternativen vorgeschlagen. Lingappaiah (1976)
und Dixit (1994) haben einen Bayes-Ansatz vorgeschlagen, um diese Ausreifler zu behan-
deln. Allerdings gingen deren Schétz-Methoden davon aus, dass die Anzahl der Ausreifler
und ihre Verteilungsfamilie bekannt sind. In der Praxis wird dies jedoch nie der Fall
sein. Robuste M-Schétzer der Weibull-Parameter wurden, unter anderem von He und
Fung (1999) durch die Anwendung der Methode der Mediane-Schétzung, untersucht. Die-
se Schétzung hat attraktive Robustheits- und Effizienzeigenschaften, sie ist jedoch nicht

explizit gegeben.

Aufbauend auf der Arbeit von Boudt et al. (2009) werden hier neue statistische
Methoden zur Schétzung der Parameter der Weibull-Verteilung vorgestellt. Boudt,
Caliskan und Croux haben folgende robuste und explizite Methoden vorgeschlagen:
Quantil-Schatzung, Quantil-Kleinste-Quadrate-Schéitzung, Repeated-Median-Schétzung,
Median/MAD-Schéitzung und die Median /@) y-Schétzung.

Kapitel 2 beginnt mit der Einfiihrung einiger Kriterien, um die Robustheit von Schétz-
funktionen messen zu kénnen. Insbesondere wird auf die Einflussfunktion (vgl. Hampel et
al. 1986 und Hampel 1974) und den Bruchpunkt (vgl. Donoho und Huber 1983) eingegan-
gen. Beide Kriterien beruhen auf der Idee, das Verhalten einer Schétzfunktion unter dem
Einfluss von willkiirlichen hinzugefiigten Daten zu studieren. Beispiele zur Berechnung

der Einflussfunktion und der Bruchpunkt des arithmetischen Mittels werden hinzugefiigt.

In Kapitel 3 wird die Weibull-Verteilung vorgestellt. Daraufhin wird das Scheitern der
Maximum-Likelihood-Methode zur Schitzung der Parameter dieser Verteilung gezeigt.
Die Einflussfunktion wird sowohl fiir die M-Schéitzungen als auch fiir die simultanen
Lokations- und Skalen-M-Schétzer berechnet. Auflerdem werden zwei Beispiele hinzu-
gefiigt - einerseits die Berechnung der ML-Schétzung der Weibull-Parameter, anderer-
seits die Herleitung der Einflussfunktion zu dieser Schéatzung. Es wird auch gezeigt, dass
der Bruchpunkt der ML-Schétzung des Skalen-Parameters A gleich 1/N ist. Hierbei ent-

spricht N der Anzahl der Beobachtungen, d.h. es reicht eine einzige Verédnderung, um
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diese Schatzung beliebig zu verfilschen. Leider wird es aber nicht gelingen, den Bruch-
punkt fiir den Gestalts-Parameter 3 zu zeigen, da die ML-Schéitzung fiir diesen Parameter

keine explizite Gleichung liefert.

In der Literatur (vgl. z.B. Boudt et al. 2009 und Rousseeuw und Leroy 2003) wird
nur erwahnt, dass der Bruchpunkt der Maximum-Likelihood-Schéitzung der Weibull-
Parameter gleich 1/N ist.

In Kapitel 4 wird eine robuste, aber nicht explizite Methode erlautert, die sogenannte
Methode der Mediane zur Schéitzung der Parameter der Weibull-Verteilung (vgl. He und
Fung 1999). Bei dieser Methode wird der Stichprobenmedian der Komponenten der Score-
Funktion mit dem Populationsmedian der jeweiligen Komponenten gleichgesetzt und an-
schliefend werden die resultierenden Gleichungen gelost. Hier werden die Einflussfunktion
und der Bruchpunkt fiir den Median hergeleitet, dariiber hinaus wird diese Methode in
einem Beispiel behandelt und schliefllich wird der Satz iiber die Einflussfunktion dieser

Methode zur Schéitzung der Weibull-Parameter bewiesen.

Kapitel 5 befasst sich mit der Quantil-Schéitzung der Weibull-Parameter (vgl. Boudt et al.
2009). Nach einer Einfiihrung der log-Weibull-Verteilung und den robusten Eigenschaf-
ten des Quantils wird man dann am Ende dieses Kapitels fiir die Quantil-Schétzung der
Parameter der Weibull-Verteilung die Einflussfunktionen und die Bruchpunkte explizit
angeben kénnen. Es werden die Einflussfunktion und der Bruchpunkt des a-Quantils hin-
zugefiigt, aulerdem werden die Satze {iber die Einflussfunktionen zur Quantil-Schétzung
bewiesen und anschliefend werden die Liicken in den Beweisen iiber die Bruchpunkte zu

diesen Schétzungen ergénzt.

Kapitel 6 und 7 beschreiben Regressionsmethoden zur Schétzung der Parameter der
Weibull-Verteilung. Mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate und des von Siegel
vorgeschlagenen Repeated Median (vgl. Siegel 1982) werden weitere robuste Methoden
vorgestellt, um die Weibull-Parameter schétzen zu kénnen. Der Bruchpunkt der QLS-
Schétzung wird ebenfalls bewiesen. Ferner werden die Beweise iiber die Einflussfunktio-
nen zur Schatzung des Steigungs- und des Achsenabschnitts-Parameters ergénzt. In der
Original-Arbeit von Boudt et al. (2009) wurden diese Einflussfunktionen falsch berech-
net, da die oberen Grenzen bei der Integration der Indikatorfunktionen falsch eingesetzt
wurden (vgl. Gleichungen (6.27) und (6.30)). AnschlieBend wird der Satz iiber die Rela-
tion zwischen der Einflussfunktion der allgemeinen und der Standard-Weibull-Verteilung
neu formuliert und bewiesen. Weiterhin wird der Beweis der Einflussfunktion zur RM-
Schatzung des Steigungs-Parameters ergénzt und es wird auch der Satz iiber die Ein-

flussfunktion des Achsenabschnitts-Parameter-Schitzers bewiesen.
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Kapitel 8 beschéftigt sich mit der Median/MAD- und der Median/Q y-Schétzung (vgl.
Olive 2006, Rousseeuw und Croux 1993). Hier wird der Bruchpunkt der MAD-Schétzung
hergeleitet, dariiber hinaus wird ein Beispiel zur Median/MAD-Schétzung hinzugefiigt
und anschlieBend werden die Sédtze tiber die Einflussfunktionen zur Median/MAD- und

Median/Q n-Schétzung der Weibull-Parameter bewiesen.

Den Schluss dieser Arbeit bilden eine Zusammenfassung der wesentlichen Ergebnisse und
eine graphische Darstellung der Einflussfunktionen der betrachteten Schétzungen fiir die
Standard-Weibull-Verteilung.
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Kapitel 2

Robustheitsanforderungen

Verschiedene Verfahren zur Bestimmung von Lage und Streuung reagieren unterschiedlich
auf Ausreifler. Was man in diesem Bezug unter Robustheitsanforderungen versteht, ist
auch klar, aber wie beschreibt oder untersucht man diese Robustheit mathematisch? Diese
Frage soll im Folgenden untersucht werden. Als Kriterien werden an dieser Stelle die

Einflussfunktion und der Bruchpunkt benutzt.

2.1 Einflussfunktion

Definition 2.1.1 (Schétzfunktion (vgl. Miiller 2009a))
Fine Schatzfunktion fiir eine p-dimensionale Kennzahl 6 basierend auf univariaten Daten

ist eine Funktion
0:RY 5y=(y,....yn)" — 0(y) € R”. (2.1)

Dabei heift 0(y) die Schitzung fiir 6 beim Datensatz y.

Definition 2.1.2 (Operator, Funktional (vgl. Werner 2007))

i) Fine stetige lineare Abbildung zwischen normierten Rdaumen wird stetiger Operator

genannt. Ist der Bildraum der Skalenkdrper, so sagt man Funktional statt Operator.

ii) Betrachtet man eine Schatzfunktion nicht als eine Funktion der Daten direkt, son-
dern als eine Funktion der empirischen Verteilung, so spricht man von statistischen

Funktionalen.

Ein Vorteil der Definition 2.1.2 besteht darin, dass man die Konzepte und Ideen der

Funktionalanalysis nunmehr auf die Datenanalyse anwenden kann.
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Definition 2.1.3 (Einflussfunktion (vgl. Hampel et al. 1986))

i) Sei T'(-) ein Funktional. Die Finflussfunktion (Influence Function IF) von T an der
Stelle P ist gegeben durch
T(1—-t)P+té,) —T(P)

IF(y;T,P) = lim ; , (2.2)
falls der Limes existiert, dabei ist y € YN, P € P und 8, das Dirac-Map.
ii) é(yl, .., yn) = T(P) heift robust, falls [F(y;T, P) beschrinkt ist.
Beispiel 2.1.4 (Arithmetisches Mittel)
Es wird angenommen, dass die Zufallsvariablen Y7, ..., Yy mit einer Wahrscheinlichkeits-

verteilung P € P mit Erwartungswert p = 0 verteilt sind.

Sei das arithmetische Mittel durch §j = i Yn gegeben, sei T(P) = [ zdP(z) = p das
zugehorige Funktional, dann gilt: i
[F(y:T.P) = lim T((1—=t)P +to,) —T(P)
t10 t
_ lim [ 2d[(1 = t)P +t6,)(z) — [ 2dP(z)

tl0 t
(1—1t) [zdP(z)+t [ 6,(2) — [ 2dP(z)
t10 t

Folglich gilt IF(y; T, P) = y, also die Einflussfunktion des arithmetischen Mittels héngt
nicht von ¢ ab, somit ist sie unbeschrénkt (vgl. dazu Abb. 2.1).

IF(y;T,P)

T = arith. Mittel

Abb. 2.1: Einflussfunktion des arithmetischen Mittels.
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2.2 Bruchpunkt

Definition 2.2.1 (Bruchpunkt)
Der Bruchpunkt ist allgemein der kleinste Anteil von Ausreiffern, der eine Schitzung

beliebig verfilschen kann.

Definition 2.2.2 (Explosionspunkt (vgl. Miiller 2009a))
Der Ezxplosionspunkt 51’,(@, y) einer Schdtzfunktion 0 beim Datensatz y 1st definiert als

R 1 .
eb(0,y) = —min{ M; sup |0(j)] = ooy, 2.3
by = guin{2f; sup [0(7)] = ocf (2.3)

wobei Yar(y) = { (1, ..., 9n)" € RY;#{n; y, # Gu} < M} die Menge aller Datensitze §

ist, die sich in hochstens M Finzelwerten vom Datensatz y unterscheiden.

Definition 2.2.3 (Implosionspunkt (vgl. Miiller 2009a))
Der Implosionspunkt »3]_\,(@, y) einer Schitzfunktion 0 beim Datensatz y st definiert als

A 1 . ) Ao
en(By) = min{M; int (0] =0}, (2.4)

wobei wieder Yy (y) = {(G1,...,9n)" € RY;8{n; v, # G} < M} die Menge aller

Datensdtze v ist, die sich in hichstens M Finzelwerten vom Datensatz y unterscheiden.

Definition 2.2.4 (Bruchpunkt einer Lageschétzung (vgl. Miiller 2009a))
Der Bruchpunkt £ (f1,y) einer Lageschdtzfunktion fi beim Datensatz y ist der Explosions-

punkt, d. h.
ex(iby) = ex(iny). (2.5)

Definition 2.2.5 (Asymptotischer Bruchpunkt)
Der asymptotische Bruchpunkt einer Schatzfunktion 0 ist definiert als der Grenzwert fiir
N gegen unendlich des entsprechenden empirischen Bruchpunktes, d. h.

S40.y) = lim <y (0.y). (2.6)
Beispiel 2.2.6 (Arithmetisches Mittel)
Dazu sei y € RY, N > 2. Es reicht zu zeigen, dass fiir den Explosionspunkt Folgendes
gilt:

A 1
exn(0,y) = N

D.h. zu zeigen:

~ A 1
sup |0(g)] = oo, wobei 6(y) = =Y .
FEV1(y) N nz::l
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Sei B > 0 und sei § € Y1 (y) mit gy = yv) + NB. Dann gilt:

16(9)]

Somit gilt fiir den Bruchpunkt des arithmetischen Mittels e% (6, y) = +. Das arithmetische

Mittel kann also durch einen Ausreifler beliebig verfialscht werden. Fiir den asymptotischen

Bruchpunkt gilt nach Definition:

M =

|Yn]

3
Il
MR

|G|+ [gy])

Yy + NB —yq))

S I
=
Z

Der asymptotische Bruchpunkt des arithmetischen Mittels ist 0.
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Kapitel 3

Das Scheitern der
Maximum-Likelihood-Methode

Die Weibull-Verteilung spielt fiir eine immer grofler werdende Anzahl von Problemen aus
den Naturwissenschaften und der Technik eine Rolle zur Modellierung von Festigkeits- und
Beanspruchungsproblemen. Thre besondere Bedeutung beruht unter anderem auf der Tat-

sache, dass sie in enger Beziehung zu zahlreichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen steht.

In diesem Kapitel wird die Maximum-Likelihood-Schétzung der Weibull-Parameter her-
geleitet, dariiber hinaus wird die Einflussfunktion der M-Schéitzungen im allgemeinen
Fall berechnet, diese wird fiir die Maximum-Likelihood-Schétzung der Parameter der
Weibull-Verteilung in einem Beispiel erldutert und schlieflich wird der Bruchpunkt dieser

Schatzung berechnet.

3.1 Weibull-Verteilung

Die Weibull-Verteilung ist nach dem schwedischen Ingenieur Waloddi Weibull (1887 -
1979) benannt. Mit deren Hilfe konnte er die Bruchfestigkeit von Werkzeugen beschreiben
(vgl. Weibull 1951). Im medizinischen Umfeld wird sie hauptséichlich zur Analyse von

Uberlebenszeiten verwendet.

Definition 3.1.1 (Weibull-Verteilung)
Fine Zufallsvariable Y besitzt eine Weibull-Verteilung (in Zeichen Wei(\, 3)), wenn sie

die Dichte 1 5
Psly) = g(%) eXp{—(%) ] (3.1)
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besitzt, wobei y, A\, 3 > 0. Der Parameter X wird Skalen-Parameter genannt und (8 wird

Gestalts-Parameter genannt.
Die Verteilungsfunktion der Weibull-Verteilung Wei(\, 3) hat die Gestalt

B
Fyply) = 1—exp {— (%) ] (3.2)
wobei wieder y, A, 3 > 0 gilt.

Definition 3.1.2 (Exponential-Verteilung)
Fine Zufallsvariable X heifit exponentialverteilt mit dem Parameter p in Zeichen E(u),

wenn sie die folgende Dichte
fule) = pexpl—pa) (3.3)

besitzt, dabei ist x > 0 und p > 0. Die Verteilungsfunktion von X hat die Form

Fu(z) = 1—exp|—pax]. (3.4)

Bemerkung 3.1.3

Aus der Weibull-Verteilung Wei(\, 3) ergibt sich fiir 5 = 1 eine Exponential-Verteilung

mit dem Parameter p = %

Definition 3.1.4 5
Gegeben sei ein Datensatz y = (y1,...,yn)". Fir N, > 0 wird der Vektor (%) wie

folgt definiert:
B 1 B 2 B N B '
B = (55 35

Sei Y eine Weibull-verteilte Zufallsvariable mit den Parametern X\ und (3, dann besitzt

Lemma 3.1.5
die Zufallsvariable X = (%)ﬁ eine Standard- Exponential- Verteilung mit dem Parameter
1

Beweis:
Sei X eine standardisierte exponentialverteilte Zufallsvariable. Betrachte nun die Vertei-

lungsfunktion von X also Fy. Dann gilt fiir die Zufallsvariable X := (%)ﬁ fiir p = % =1

o <z - o(3) 27 - o522

1 B
= P(Y < A\l @2 1 —exp [— <<)\xj /ﬁ) ] = 1— exp[—z].
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Dies ist die Verteilungsfunktion der Exponential-Verteilung mit dem Parameter p = 1
(vgl. Definition 3.1.2).
O

3.2 Maximum-Likelihood-Schitzung

Definition 3.2.1 (argmax, argmin (vgl. Miiller 2009a))

Sei f: Z — R eine Funktion. Dann sei

2" € argmax{f(z); z € Z} = f(z") =max{f(z); z € Z} = max f(z),

z€Z

2* € argmin{f(z); z € Z} = f(z") =min{f(z); z € Z} = min f(2).

z€Z

D.h. argmax{f(z); z € Z} (bzw. argmin{f(z); z € Z}) ist die Menge aller Punkte

z € Z, bei denen die Funktion f mazimal bzw. minimal wird.

Definition 3.2.2 (Likelihood-Funktion (vgl. Miiller 2009b))
Sei PY € {P);0 € ©}. Besitzt P} fiir jedes 0 € © eine Dichte fy, die entweder diskret
oder stetig ist, dann heif$t fiir jedes y € YV die Funktion

L(y):©20 — L(0,y) :== fo(y) € RT (3.6)
die Likelihood-Funktion des statistischen Ezperimentes bei der Beobachtung y.

Definition 3.2.3 (Maximum-Likelihood- (ML)-Schéitzung (vgl. Miiller 2009b))
FEine Schatzfunktion 6 fiir 0 wird Mazimum-Likelihood-Schétzfunktion fir 6 genannt, falls

L(b(y),y) = max L(0,y), d.h. O(y) € argmax L(0,y), (3.7)

fiir alle y € YN gilt. Der Wert é(y) der Schatzfunktion beim Beobachtungsvektor y wird
Mazimum-Likelihood-Schdtzung fiir 0 bei y genannt.

Beispiel 3.2.4 (Weibull-Verteilung)

Seien die Zufallsvariablen Y7, ..., Yy stochastisch unabhéngig und identisch verteilt mit
Weibull-Verteilung mit dem Skalen-Parameter A und dem Gestalts-Parameter 3 in Zeichen
Wei(, 3), sodass gilt: § = (\,8)T € RT x RT = © und

W) = 55 o[- (%)'] e
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Wegen der Unabhéngigkeit der Yy, ..., Yy gilt fur y = (v, ...

log L(6,y) = log [ fo(vn)

Differenzieren nach A und 3 und Nullsetzen ergibt:

7yN)T € RY Folgendes:

0 — NG —(6+1) - 8 _
N B
N 5w
< N T 0

(3.10)
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n=1 /6

N

11 .
T 1 L) — 2 = 0. A1
& ﬁ+NnE_1 0g(Yn) ~ 0 (3.11)

Die Gleichung (3.11) kann nicht analytisch gelost werden. In diesem Fall versucht man,
naherungsweise eine numerische Losung zu finden. Ein geeignetes Verfahren wére z. B.

das Newton-Raphson-Verfahren.
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3.3 M-Schiatzungen

Definition 3.3.1 (M-Schéitzungen (vgl. Miiller 2009b))
Sei p:Y x O — R. Dann heifit 9(y) M-Schitzung fiir 0 beiy = (y1,...,yn) bzgl. p, falls
qgilt:

N
0(y) € arg ggg;p(ynﬁ)- (3.12)

Bemerkung 3.3.2

1. Maximum-Likelihood-Schétzungen sind spezielle M-Schéitzungen fiir den Parameter
0 einer parametrischen Verteilungsklasse P = {P); 0 € ©} mit der Dichte f(y) fiir

P(Yn,0) = —In fo(yn). (3.13)

N
D.h. der ML-Schétzer minimiert die Funktion ) (—log fo(y»)) bzgl. 6, wobei § € ©.

n=1
2. M-Schéatzungen werden oft {iber die notwendige Bedingung fiir das Minimum defi-

niert. Existiert namlich

0 ] P
V(Yn, 0) = ﬁp(ynﬂ) - €R (3.14)

fiir alle y,, € Y und @ € © C R?, dann gilt fiir die M-Schitzung 6(y) = T(P) bzgl. p:
N ~
> Wym,0(y)) = 0. (3.15)
n=1

Das zu dem M-Schétzer gehorende Funktional ergibt sich analog durch

/p(y,T(P))dP(y) = Ep[p(Y,T(P))] = min, T(P)€0© (3.16)

oder explizit durch die Losung der Gleichung

/ Gy, T(P)AP(y) = Ep[g(Y.T(P)] = 0, T(P)e€o. (3.17)

Definition 3.3.3 (Score-Funktion (vgl. Fahrmeir et al. 2009))
Die Score-Funktion bzw. der Score-Vektor Sp(y), 0 € RP ist der Vektor der ersten Ablei-
tungen der log-Likelihood-Funktion nach 0:

Olog L(0,y) _ Olog foly)

Soly) = 50 - 5a (3.18)
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Definition 3.3.4 (Fisher-Informationsmatrix (vgl. Fahrmeir et al. 2009))

Sei 0 ein p-dimensionaler Vektor. Dann heifit die p X p-Matriz Iy mit den Eintrdigen

_ —d%log L(0,y)

(3.19)
die Fisher-Informationsmatriz, wobei 0000" die vektorwertige Differentiation bezeichnet.

Definition 3.3.5 (Erwartete Fisher-Informationsmatrix (vgl. Fahrmeir et al. 2009))
Sei 0 ein p-dimensionaler Vektor. Dann heifit die p X p-Matrix Ty mit den Eintrdgen

Ty = Eo(l(Y)) = Ee<_621°gL(9’Y))

90067 (3:20)

die erwartete Fisher-Informationsmatriz.

Lemma 3.3.6
Unter Regularititsbedingungen (vgl. Anhang A.1), die die Vertauschung von Differentia-

tion und Integration erlauben, gilt fir die erwartete Fisher-Informationsmatrix:

—021og fo(Y B B
7, = m(#ﬁ”) - Ee(%logfe(y)ﬁlogfe(y))- (3.21)

Beweis:
Sei 6 ein p-dimensionaler Vektor. Zundchst wird gezeigt, dass fiir die Fisher-

Informationsmatrix Folgendes gilt:

—0%log L(6,y) _ —0?log fo(y)
00007 00007

0o 0

= —%aoﬁlogfe(y)

9] {a%fe(y)}

00

fo(y)

Bl W) foly) — & foly) 5 folw)
(Fo())?

_ _JoWalam o) | g5 foy) g foly) (3.22)

(fo(y))? foly)  fo(y)
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Daraus folgt:

1y = Ee(——ﬁzlogfg(Y))

00007

_|_

(322) / [_fe(y)%[a%fe(y)] 5570(y) 547 fo(y)
(fo(y))? foly) — fo(y)

} foly)dy

- - e [[EERELE

%a%fg(y)der/(%lng@( )82T log fo(y )>f0(2/)dy
) 0+/(%10gf9( >a§T log fo(y ))fe(y)dy

0 0
= K <% log fe(Y)aoTT log fe(Y)) :

Dabei gilt die Gleichheit in (%), denn unter den sogenannten Regularitdtsbedingungen
(vgl. Anhang A.1) erhélt man:

o 0 0 0 0 0
%ng(y)dy = — AT /fg(y)dy = _%Wl = 0.

=1, da fy Dichte

Somit ist die Behauptung bewiesen.

Satz 3.3.7 (Einflussfunktion fiir M-Schétzer (vgl. Jureckova und Picek 2006))
Unter geeigneten Regularititsbedingungen (vgl. Anhang A.1) ist die Einflussfunktion fir
jeden M-Schditzer gegeben durch:

IF(y:T,P) — — [ / ¢<z,T<P>>dP<z>} Wy, T(P)), (3.23)

wobei

(2, T(P)) = {—w(z,e)] R (3.24)
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Beweis: Der Beweis basiert auf dem Beweis in Jureckova und Picek (2006).
Sei p(+,0) differenzierbar, sodass die Ableitung (-, ) absolut stetig in Bezug auf 6 ist
und T'(P) die eindeutige Losung der Gleichung

Ep[v(Y,T(P))] = 0 (3.25)

ist. Sei weiterhin P, = (1 — ¢)P + tj,. Unter geeigneten Regularitidtsbedingungen (vgl.
Anhang A.1) 16st T'(P;) die Gleichung

/ Wz, T(P))A((1 — )P +15,) = 0, (3.26)

sodass gilt:
(1-1) / b(2, T(P))AP(2) + t(y, T(P,)) = 0. (3.27)

Leitet man diesen Ausdruck nach ¢ ab, ergibt sich:

- / (2, T(P))AP(2) + ¥(y, T(P))

+ (1-t)$/{%¢(z,9)} ng(p)dP(Z) (3.28)
dr(p,) | o
S ), -0
Fiir t | 0 erhélt man:
U(y, T(P)) + %/{%#}(zﬁ)h_ﬂp)dﬁ’(z) = 0. (3.29)

Somit ergibt sich die Einflussfunktion von T'(P) als
' -1
1. P) = —| [ Tenire)]| o)

wobei

BT(P) = | gled)

6=T(P)

die Ableitung von ¢ nach € angibt.
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Satz 3.3.8 (Simultane Lokations- und Skalen-M-Schétzer (vgl. Huber 1981))
Seien T und S die zu einem Lokations- und Skalen-M-Schétzer gehorende Funktionale

und P € P gegeben. Dann gilt fiir deren zugehirige Finflussfunktionen:

(o ) S(P)
IF(y; T, P) = (S(P)> (3.30)

/ Y’ (%) P(dy)

(y; 5, P) ' <%) o : (3.31)
T (s s

wobei 1 eine ungerade Funktion und x eine gerade Funktion ist.

und

Beweis:  (Skizze) einen ausfiihrlichen Beweis findet man in Huber (1981).

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit werden nur Verteilungsklassen mit Dichten der

f (y a ) (3.32)

betrachtet, dabei ist p der Lokations-Parameter und o der Skalen-Parameter.

Form

Die Anwendung der Maximum-Likelihood-Methode ergibt das folgende Minimierungspro-

5t (L1 (#5))

n=1

blem:

Dieses kann man mit Hilfe der Rechenregeln der Logarithmusfunktion umformen zu

$ (e (1 (552) -

n=1
~

= pf(yn;#

Um das Minimum zu bestimmen, muss man die partiellen Ableitungen nach p und o
bilden, diese gleich Null setzen und das so entstandene System von Gleichungen 16sen,

hierbei ist ¢y = p/;.

(o1 (52) - S (252

n=1

=0 (3.33)

v
|
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und
o (s (1 (455))) = 2 (3 -2t (255 = 0o

Daraus ergibt sich:

;];:wf (y"a_“) _ (3.35)
und i <y"0_“¢f (y’"‘a_“) —1) = 0. (3.36)

n=1

Dieses zu losende Gleichungssystem wird verallgemeinert. Man bezeichnet mit einem si-
multanen Lokations- und Skalen-M-Schétzer jedes Paar (T, .S), das durch die zwei Glei-

chungen der Form

iw(y"_T> — 0 (3.37)

und ix <y” _ T> _ (3.38)

bestimmt wird.

Da T = T(P) und S = S(P) gilt und in den meisten Féllen 1) eine ungerade Funktion
und x eine gerade Funktion ist, kann man (3.37) und (3.38) in Form von Funktionalen

der folgenden Art ausdriicken:

/ " (y;(_z;()m> Pldy) = 0 (3.39)
und / N (y;(—jj;()m) Pldy) = 0. (3.40)

D.h. die Schétzer fiir den Lage-Parameter und den Streuungs-Parameter werden durch

simultanes Losen dieser beiden Gleichungen bestimmt.

Fiir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P € P mit P, = (1 —t)P +t, fir 0 <t < 1
ergeben sich die zwei Einflussfunktionen IF(y; T, P) und IF(y;S, P) durch Einsetzen
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von P, in (3.39) und (3.40). Diese Einflussfunktionen geniigen dem folgenden System von

Gleichungen:

IF(y;T,P)/W(Z)P(dy) + IF(y; S,P)/@D’(Z)ZP(dy) = ¥(2)S(P) (3.41)

IF(y:T, P) / V(2)P(dy) + IF(y:S.P) / Y(2)2P(dy) = x()8(P).  (342)

wobei fiir z gilt z = (y — T'(P))/S(P).

Falls die Wahrscheinlichkeitsverteilung P symmetrisch ist, 1 eine ungerade Funktion und

X eine gerade Funktion ist, dann erhélt man insgesamt die folgende Vereinfachung:

IF(y:T,P) = ' (%) 0 (3.43)
/ Y’ (%) P(dy)
und IF(y: S, P) = : <%) o . (3.44)

Beispiel 3.3.9 (Einflussfunktion der ML-Schétzung)
Fiir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Py mit einer Dichtefunktion fy(y) gilt Folgendes:

p(y, T(Fp)) = —log foly, T(Fp)), (3.45)
V. T(R)) = —grlog s 0] (3.46)

dabei ist ¥ (y, #) € R? die Ableitung von p(y, #) nach 6. Mit Hilfe von Satz 3.3.7 bzw. der
Gleichung (3.23) erhélt man:

(3.47)

hierbei ist
f@(yv T(Pﬁ)) = __f9<y7 6) ) (348>
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und wegen Lemma 3.3.6 ist
0 0
Ty = [ 5gl08fo(y,0) 507 108 fo(y,0) | foly, O)dy (3.49)

die erwartete Fisher-Informationsmatrix von fp an der Stelle 8 = T'(5).

Berechnung der Score-Funktion: Aus dem Beispiel 3.2.4 (vgl. Gleichung (3.9)) ergibt sich
fiir die log-Likelihood-Funktion Folgendes:

log folu) = loa(5) — Flos(y) + (5 — 1)loa(y) — ()" (3.50)
Differenzieren nach A ergibt:
log foly) = 5 +ax0y
ey
_ g[(%)ﬁ - 1] | (3.51)
Differenzieren nach 3 ergibt:
% log fo(y) = % —log(A) + log(y) — (%)ﬁlog(%)
= 5rios(3) - (5) e (5)
- %{1 + <1 - (%)5) 1og((%)ﬁ)1. (3.52)

Die Score-Funktion ist gegeben mit:

dlog fo(y) Blrvy
Soly) = 8)\ = /\K;) }
A

) Gl (- ) ()

Nach Lemma 3.1.5 ist X = (%)ﬁ eine standardisierte exponentialverteilte Zufallsvariable

(3.53)

mit dem Erwartungswert E(X) = 1, somit lassen sich die Eintriage der erwarteten Fisher-

Informationsmatrix Zy wie folgt berechnen:
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I Iy
To = .

Ioxn Lpp

Fiir das erste Hauptdiagonalelement erhélt man:

Ea| (55108 ) (55102 1))

I)\)\ =

- sl

Lemma 3.1.5
B

2 (@) ele-y]

A
kk 2
) <§> . (3.54)
Dabei gilt die Gleichheit in (%) wegen der Linearitéit des Erwartungswertes und in (k)
wegen
Eo[(X —1)’] = Eg[(X —Eo(X))’] = Varg(X) = (Ep(X))* = 1.
Die Nebendiagonalelemente lassen sich wie folgt berechnen:
T = E - 310 fo(Y) ﬁlo fo(Y)
A8 = 0 BN gJo BX; g.Jo
B (B (/Y \5 1 Y8 Y8
= B3 (A) I EIG 1_<)\> log (A)
emma 3.1. 1
rm S| (X 1) (14 log X — Xlog X)) (3.55)
= Iﬁ)\
Fiir das zweite Hauptdiagonalelement erhélt man:
Z = E _ 2lo fo(Y) 2lo fo(Y)
BB - 9_ aﬂ g Jo 86 gJe
- 2
1 Y8 Y\8
= B (3(“(“(?) )log((x) ))) ]
(3.56)

Lemma 3.1.5
na — B,

512 [(1+10g X — Xlog X)°].
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Numerische Berechnungen der Erwartungswerte liefern Folgendes (vgl. He und Fung
1999):

By|(1+10g X — XlogX)*| ~ 1.8237

Q

B[ (X = 1) (1 +log X — X log X)| 0.4228,

Somit erh&lt man insgesamt:

(B/N)?  0.4228/\
I, = . (3.57)
0.4228/\ 1.8237/3?

Die Berechnung der Inversen der erwarteten Fisher-Informationsmatrix Zy liefert

1.109(A/B)2  —0.257A
I,' = . (3.58)
—0.257A  0.608/3

Fiir die Einflussfunktion der Maximum-Likelihood-Schétzung der Weibull-Parameter A
und [ gilt somit:

IF(y; 0, Py) = I, 'So(y)

1.109(%)2 —0.257A g{( )B—l]

y
X
~0.257A 06086 %l” (1_ (%)ﬁ) 1°g(<%)ﬁ)}
Satz 3.3.10

Fiir den Bruchpunkt der Mazimum-Likelihood-Schdtzung des Weibull-Parameters A gilt
fiir alle y € RV :

. 1
Beweis:

“ 1
1. Behauptung: Fiir den Explosionspunkt gilt: e (Aun,y) = N

Beweis: Die Maximum-Likelihood-Schétzung des Skalen-Parameters A ist in (3.10)

gegeben durch:

1 N 1/8
\ _ il B8
AML = {N;(yn) } :
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Sei g € Y1(y) der Datensatz, der durch das Ersetzen von y; durch ¢; entstanden ist. Fiir

y; — oo erhélt man:

R 1 ) 1/p o
.. . . PR 1
2. Behauptung: Fiir den Implosionspunkt gilt:  ey(Auw,y) = N

Beweis: Um die Implosion des Schétzers zu erhalten, reicht es also, fiir g; Folgendes zu

nehmen 18
Gio= {—0l+ i) (3.61)
Also 18
~ 1 - Ui
AL = {N(yf+...+yf+...+y]ﬁv)} —— 0. (3.62)
O

Bemerkung 3.3.11
Der asymptotische Bruchpunkt der ML-Schétzung des Skalen-Parameters A ist gleich:

£ (3 R T @59 . 1
(AL, y) = ]\}gréoeN(AML,y) = ]\}I_I)HOON = 0. (3.63)

Satz 3.3.12

Fiir den Bruchpunkt der Mazimum-Likelihood-Schitzung des Weibull-Parameters (3 gilt

fiir alle y € RV :

en(Br,y) = (3.64)

1
N
Bemerkung 3.3.13

Der Beweis von Satz 3.3.12 geht nicht analog zum Beweis von Satz 3.3.10 und ist sehr
schwer, denn der Parameter (3 ist nicht explizit gegeben, sondern nur implizit durch
die Losung der Likelihood-Gleichung (3.11) gegeben. Zur Ermittlung von (3 in der
Gleichung (3.11) verwendet man also iterative Verfahren, hat man nun [, dann kann
man unmittelbar A berechnen, der Bruchpunkt von X ist gerade 1/N (vgl. Satz 3.3.10).
Somit bricht die ML-Schétzung des Skalen-Parameters A bei einer einzigen Verdnderung
zusammen, was dazu fiithrt, dass die ML-Schétzung des Gestalts-Parameters § auch bei

dieser einzelnen Verdnderung zusammenbricht.
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Kapitel 4

Methode der Mediane

In diesem Kapitel wird zunéchst der Median eingefiihrt. Der Median zeigt hervorragende
Effizienz- und Robustheitseigenschaften, wenn die zugrunde liegenden Daten kontami-
niert sind (vgl. Hampel 1980). Es wird gezeigt, dass die Einflussfunktion des Medians
beschriankt ist und sein asymptotischer Bruchpunkt 1/2 ist.

He und Fung (1999) haben die Methode der Mediane-Schiatzung vorgeschlagen. Diese
Methode macht sich die Eigenschaften des Medians zu Nutze und berechnet die Parameter

der Weibull-Verteilung aus den Komponenten der Score-Funktion.

4.1 Einfiihrung

Definition 4.1.1 (Median (vgl. Miiller 2009a))
Der Median med(y) = g% fir die Daten yy,...,yn ist ein Wert p € W, (Wertebereich
von'Y), fir den gilt:

N
Hns go <2 5 <tn; g > p} (4.1)
Sind Yy, Ye), - - - Yvy die geordneten Werte von yi,y2,...,yn d.-h. yo)y < yp) < ... <
YNy, so gilt:
med(y) = Y(ug), falls N ungerade ist. (4.2)

med(y) € {y(% +1)}, falls N gerade ist. (4.3)

~—
<
—~
2

" ‘

Definition 4.1.2 (Populationsmedian (vgl. Olive 2006))
Sei Y eine Zufallsvariable. Der Populationsmedian ist definiert als ein Wert med(Y'), fir
den qilt:

P(Y <med(Y)) >

und P(Y > med(Y)) > (4.4)

DN | —
N | —
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Definition 4.1.3 (a-Quantil (vgl. Miiller 2009a))
Sei o € (0,1). Das a-Quantil g, fir die Daten yy,...,yn ist ein Wert p € W, fir den
qgilt:

tH{n; yo <pp>aN und #{n; y, > p} > (1 - a)N. (4.5)

Definition 4.1.4 (Quantilfunktion (vgl. Miiller 2007))
Sei Y eine Zufallsvariable mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P. Dann heifst fir
a € (0,1) die durch

F'a) := inf{y €R; F(y) > a} (4.6)
definierte Funktion F~' Quantilfunktion. F~1(a) wird als a-Quantil der Verteilung von
Y bezeichnet.

Lemma 4.1.5
Seir Y eine Weibull-verteilte Zufallsvariable mit dem Skalen- und Gestalts-Parameter X
und (3, dann gilt:
i) med(Y) = Alog2]'/”.
i) Fiia) = A[-log(1—a)]"”.
Beweis:

ii) Das a-Quantil F} 5(@) der Weibull-Verteilung erhélt man durch Gleichsetzen von
und der Verteilungsfunktion in (3.2), also F) 3(y) = «, und Auflésen nach y.

1_exp{_(§)ﬂ] ~a
= ew|-(2)] = 1-a
= —(%)ﬁ = log(1 - a)

= y = /\[—log(l—a)]l/ﬁ_
Folglich gilt fiir das a-Quantil:
i) = Fy} — oy = 1/8
Fyjla) = Fog(Fasly) = vy = A—=log(1—a)] "

i) med(Y) = A[log2]"/? ist ein Spezialfall von ii) fiir v = 1.
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Beispiel 4.1.6 (Einflussfunktion des Medians)
Der Median ist ein M-Schétzer mit p(y, T'(P)) = |y| und ¥(y, T(P)) = sgn(y), d.h. der
Median med(y) ist fiir § = T'(P) eine Losung des folgenden Minimierungsproblems:

N
S lga— 6] == min, 6 € R. (4.7)
n=1

Wenn man fiir ¢(y, §) Folgendes einsetzt

1—a, firy<éa,
U(y,0) = (4.8)

—a, fiir y > 0,

und an der Stelle & = 5 auswertet, dann erhélt man als zugehdrigen M-Schétzer den

1
2
empirischen Median, der fiir N gegen unendlich gegen den Populationsmedian (also den
theoretischen Median) med(Y) = F~* (3) konvergiert. Angenommen der Median ist ein-
deutig, und wenn man von einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P mit einer streng mo-
noton wachsenden Dichte f(y,#), die in einer Umgebung des Medians differenzierbar ist,

ausgeht, dann liefert Satz 3.3.7 die gewiinschte Einflussfunktion

1P P) = [ [ 2vw0)]  apw)] v

0=T(P)

Unter geeigneten Regularitdtsbedingungen (vgl. Anhang A.1) wird zunéichst berechnet:

[ o) P = B . ‘))Lm ~ L Br.e) -
_ %(F(G)—l R ) (4.9)
Die Einflussfunktion des Medians ist
(£t ) = g5y (2 o)
- > f(Ffl (- P )
_ 2f(Flll(%))’ fir < £, (4.10)
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Da die Einflussfunktion beschréankt ist, ist der Median unempfindlich gegeniiber Aus-

reifern. Die Sprungstelle F _1(%

mittleren Werten abhéngt. Fiir die Standard-Weibull-Verteilung (vgl. Abb. 4.1) ist die
Sprungstelle gegeben durch F' *1(%) = log 2.

) zeigt jedoch an, dass der Median sehr stark von den

IF(y;T.P)

T = Median

Abb. 4.1: Einflussfunktion des Medians der Standard-Weibull-Verteilung.

Definition 4.1.7 (Lokations-Aquivarianz (vgl. Rousseeuw und Leroy 2003))
Fine Schdatzfunktion 6 : RY — R heifit lokations-dquivariant, wenn fir alle
y=(y1,...,yn) € RN und allel € R gilt:

~

O+ Lo +1, ... .yn+1) = 0(y)+1. (4.11)
Definition 4.1.8 (Skalen-Aquivarianz (vgl. Rousseeuw und Leroy 2003))

Fine Schiétzfunktion 6 : RY — R heifit  skalen-dquivariant, wenn fir alle
y=(y1,...,yn)" €RY und alle s € RT gilt:

~

O(sy1,8Y2, ..., SYn) = sé(y). (4.12)

Lemma 4.1.9

Der Median ist lokations- und skalen-dquivariant.

Beweis:
Es wird hier nur fiir den Fall gezeigt, in dem der Median eindeutig ist, d. h. fiir N ungerade.

Fiir den anderen Fall geht der Beweis analog.
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Lokations-Aquivarianz: Seieny = (y1,...,yy)" und z = (2z1,..., 2y) " mit 2, =y, + 1

firn=1,..., N und [ € R gegeben, dann gilt die Beziehung;:
med(z) = H(ng1) = Y +1 = med(y) +[.
)T

Skalen-Aquivarianz: Seien y = (yi,...,yn) und z = (21,..., 2y) | mit 2, = sy, fir

n=1,...,N und s € R" gegeben, dann gilt:

med(z) = Y(ng) = SY(npry = smed(y).

O
Satz 4.1.10 (vgl. Rousseeuw und Leroy 2003)
Ist die Schatzfunktion 0 lokations-dquivariant, so gilt fir den Explosionspunkt:
- 1| N+1
(0 < —|— 4.13
SIMERIES (4.13)

fiir alle y = (y1,...,yy)" € RV,

Beweis:
Siehe zum Beispiel Miiller, C. (2009a), Seite 25-26, oder Rousseeuw und Leroy (2003),
Seite 185-186.

O
Satz 4.1.11
Fiir den Bruchpunkt des Medians gilt fiir alle y € RN :
y 1| N+1
ey(med,y) = N {TJ (4.14)
Beweis:
, < “ Nach Lemma 4.1.9 ist der Median eine lokations-dquivariante Schitzfunktion,

somit folgt mit dem Satz 4.1.10 fiir den Explosionspunkt: &} (med,y) < % L%J

, > Seien y € RY und M := [#F3] — 1. Zu zeigen: sup |med(y)| < oo.
9€YMm (y)

Sei § € Yu(y), d.h. § unterscheidet sich an hochstens M Stellen von y. Aulerdem gilt:
med(y) € [ya), Y] = 1.
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1. Fall: Sei N gerade, d.h. der Median ist nicht eindeutig. Fiir M = || —1=5 -1
gibt es hochstens 5 — 1 Beobachtungen, die kleiner als y;) sind, d. h. y( ) Yy = min I,

2
und hochstens & 5= 1 Beobachtungen, die gréfier als y(v) sind, d. h. y< +1) yvy = max [.

Somit folgt fiir den Median: med(y) € [?3(%)7@(%+1)] C I

2. Fall: Sei N ungerade d. h. der Median ist eindeutig. Fiir M = [ ¥ ] -1 = Y=L gibt es
wieder hochstens Y= Beobachtungen, die kleiner als Yy sind, d. h. y< Np1) > yq) = min /,

und hochstens Y1 Beobachtungen die grofer als y(y) sind, d. h. y( 1) <y =max].
Somit folgt med(gj) = Q(M) el
In beiden Féllen gilt:
med(@)] < max(lyl lyool) < oo
O

Bemerkung 4.1.12
Der asymptotische Bruchpunkt des Medians ist gleich 1/2. Denn nach Definition 2.2.5

gilt:
) (4.14) . 1| N+1 1
y d =1 A d = lim —|——| = =
Lemma 4.1.13 (Aquivarianz bzgl. monotoner Transformation)
Seiy = (y1,...,yn)" € RN ein Datensatz eines ordinalskalierten Merkmals Y, sei g
eine streng monoton steigende Funktion und x1 = g(y1),...,xn = g(yn) die Urliste des
Merkmals X mit x = g(y), dann gilt fir den Median:
med(z) = g(med(y)).
Beweis:
Sei x = (x1,...,2x)" € RY. Dann gilt nach der Definition des Populationsmedians:
1 1
P(z < med(z)) > 5 und  P(z > med(z)) > 7 (4.15)
Fiir eine monoton steigende Funktion g mit z = g(y) erhélt man somit das Folgende:
1 1
P(g(y) < g(med(y))) > 5 und  P(g(y) > g(med(y))) > 3. (4.16)

Damit ist die Behauptung bewiesen.
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Beispiel 4.1.14

Hier sind ein paar Beispiele der Aquivarianz bzgl. monotoner Transformation:
i) Addition einer beliebigen Konstante.
ii) Multiplikation mit einer positiven Zahl.

iii) Potenzieren mit einer ungeraden Zahl.

)
)
iv) Logarithmieren.
v)

Bilden der Exponentialfunktion.

4.2 Schitzen mittels der Mediane

Definition 4.2.1 (Methode der Mediane (vgl. He und Fung 1999))
Das Gleichsetzen des Stichprobenmedians der Komponenten der Score-Funktion Sp(y) mit
dem Populationsmedian der jeweiligen Komponenten und Lésen der resultierenden Glei-

chungen wird die Methode der Mediane-Schdtzung genannt.

Beispiel 4.2.2 (Methode der Mediane)

Seien die Zufallsvariablen Y7, ..., Yy stochastisch unabhéngig und identisch verteilt mit
Weibull-Verteilung Wei(\, 3), die zugehorige Score-Funktion Sy(y) ist im Beispiel 3.3.9
gegeben durch:

e
L (-G ) e G))

Da die Zufallsvariable X = (%)ﬁ standard-exponentialverteilt ist (vgl. Lemma 3.1.5),

erhalt man fiir den Median von X:

med(X) = log2. (4.17)

Denn:
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Anwendung der Methode der Mediane-Schétzung (vgl. Definition 4.2.1) auf die erste Kom-

ponente der Score-Funktion ergibt:

med{§<(%>ﬂ - 1)} ~ med{g(X - 1)}

emma 4.1. g
il o) - s
Lem12:a>4.1.9 med{ <% 6} —1 = med(X) —1

o med{(%)ﬂ} = med(X)

(g) med{(%)ﬁ} = log?2.

Anwendung der Methode der Mediane auf die zweite Komponente der Score-Funktion

liefert:

i 5[ (1= ) ) e ()]}
ottt G (1 (5) Ys((3)) f = Greaft 0 xmsx)
ot el (1= (9) Yiow((3)") 1 = mea{ - Xy} 41
° meaf (1= (5)") e (5)') f = <

wobei ¢ = med((1 — X)log X) ~ —0.51 (vgl. He und Fung 1999).

= med{%[l +(1-X) logX]}

~ ~

Somit geniigen (A, 3) nach der Methode der Mediane-Schitzung den folgenden Gleichun-

med{ (%)B} — log?2, (4.18)

and meaf (1- (4 )os((9))} = (4.19)

gen
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Aus der Gleichung (4.18) und mit Hilfe von Lemma 4.1.13 wegen der Aquivarianz bzgl.

monotoner Transformation des Medians erhalt man fiir den Skalen-Parameter A die fol-

med{ (%)ﬂ} — log?2

gende Schétzung;:

Lemmga,.1.13 med{ <%)} _ (log2)1/ﬁ
Lemma 4.1.9 1 1/8
& =med(y) = (log2)
& oo ed) (4.20)
(log 2)1/7

Weiterhin lésst sich die Berechnung der Weibull-Parameter reduzieren, indem man nur
noch die Gleichung (4.19) mit dem Gestalts-Parameter [ 16st. D. h.

& med{ <1 —log?2 <MLN) B) log (logQ (MLN)ﬁ> } = (4.21)

Dabei ist My := med(y) und ¢ ~ —0.51.

In den meisten Féllen ist die linke Seite von (4.21) eine monoton fallende Funktion von
B, fiir die es einfacher ist, eine Losung zu finden. In dem anderen Fall, in dem die Hélfte
oder mehr als die Hélfte der Beobachtungen den gleichen Wert haben, kann keine Losung

gefunden werden. In diesem Fall ist das Weibull-Modell nicht geeignet.

Definition 4.2.3 (Signumfunktion eines Vektors)
Die Signumfunktion eines Vektors y = (yi,...,yn)' ist der Vektor bestehend aus den
Signumfunktionen der Komponenten fiir jede Variable, d. h.
sgn(y1)
sgn(y2)
sgn(y) = : . (4.22)

sgn(yn)
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Bemerkung 4.2.4
Die Methode der Mediane-Schétzung gehort zu den M-Schétzungen (vgl. Hampel et al.
1986) in der Form von

> sen(So(yn) —mg) = 0, (4.23)

wobei my durch die Konsistenz Anforderung

E[sgn(Ss(Y) —mg)] =0 (4.24)
zu bestimmen ist.

Satz 4.2.5 (vgl. He und Fung 1999)
Sei Y eine Weibull-verteilte Zufallsvariable mit den Parametern \ und (3. Dann gilt fir
die Einflussfunktion der Methode der Mediane-Schdtzung:

IF(?/; O, P,\,ﬁ) =

A A 3
1.4207 = —0.0601 = Y\" _
3 3 sgn((/\) log 2)

043148  1.1767 3 Sgn((l - (%)ﬁ) 1og((%)ﬂ) - c) |

wobei ¢ =~ —0.51 1st.

Beweis:

Seien die Zufallsvariablen Y7, ..., Yy stochastich unabhéngig und identisch verteilt mit
Weibull-Verteilung Py 5. Unter Regularitdtsbedingungen (vgl. Anhang A.1), die die Ver-
tauschung von Differentiation und Integration erlauben, geht die Berechnung der Ein-
flussfunktion vorteilhaft mit dem Satz 3.3.7, d. h. fiir die Methode der Mediane-Schétzung
mit 0 = (X, 8)" gilt:

TF(y; 0mm, Prg) = —V ' sgn(Sp(y) — my),

wobei die 2 x 2-Matrix V' wie folgt gegeben ist (vgl. auch Hampel et al. 1986, Seite 231):
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O Eg[sgn(Sy(Y) — my)]
ot o

= %/sgn(&a(y) — mg) fo(y)dy

Reg_Bed. / sgn(Se(y) — me)%ff)(y)dy

2 fo(y)

- / sen(Sl) = mo) 0 fo)y (4.25)

= [sen(Sits) = ma) (3 Yos 5o) olw)y

= E[sgn(Sy(Y) — mg)Ss(Y)]. (4.26)

In der Gleichung (4.25) wird mit der Dichtefunktion fp(y) erweitert.

Nach der Methode der Mediane-Schitzung (vgl. Beispiel 4.2.2) und durch die Konsistenz
Anforderung E [sgn(S(Y) — myg)] = 0 (vgl. Bemerkung 4.2.4) erhéilt man sgn(Sy(y) — mo)

mit my = (my, mg)" wie folgt:

Zunéchst wird my bestimmt:

sgn(Say) —my) = 0 B med{my) = med{§(<%)ﬁ—1>}

Lemgg 419 _ g{med{(%>ﬂ}—1]

W o, = g{logz—q. (4.27)

Anschlieflend erhélt man ebenfalls mit Hilfe von Lemma 4.1.9 fiir mg:

sonSato) ~ma) = 0“8 meagma) = mea{ 31+ (1= (4))10x((4)") |}

= (N

4.19
o

[c + 1} . (4.28)
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Damit erhélt man insgesamt fiir

sgn(Sy(y) —my) = Sgn(§(<%>:1)§{k;g21]) i
o310

*

> |
n
(0]

[}
N
N
>l
N——

=
|
—_
|
—
O
09
()
|
[u—
N—
~__

) sgn(<1 - (g)ﬁ) log((g)ﬁ) _c) | )

Dabei gilt die Gleichheit in (%) und (%) wegen A, 5 > 0.

Berechnung der Matrix V: Fiir das erste Diagonalelement gilt:

Va = Blsa(S()-m)S())

= e(C (G

bomga 3.15 §E[(X — 1) sgn(X — log 2)]. (4.30)
Hierbei ist die Zufallsvariable X exponentialverteilt mit dem Parameter p = 1 (vgl.

Lemma 3.1.5).

Die Nebendiagonalelemente lassen sich wie folgt berechnen:

Vi = Bl (S(Y) —me) Si(Y)]
(4.29) -
=B R(G) (-G )()) )
Lemra 3.1.5 gE[(X — 1) sgn(logX — Xlog X — c)] (4.31)
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V)ﬁ = E :sgn (S)\(Y) — m)\) Sg(Y)]
5o9) 1 Y8 Y\8 Y\8
(3.53) 1 Y (Y Y\G o
2w (em((5)) (1 () s (5 - 2)
emma o. 1. 1
Lemma 3.1.5 BE[(l—}—logX—XlogX) sgn(X—logQ)]. (4.32)

Fiir das zweite Hauptdiagonalelement gilt ebenso mit Hilfe von Lemma 3.1.5:

Vis = E[sgn(Sa(Y) —mg) Sa(V)]

_ %E[(1+logX — X log X) sgn(log X — X log X —c)]

oG- G (-6 () )

Numerische Berechnungen der Erwartungswerte liefern (vgl. He und Fung 1999):

E[(X — 1) sgn(X — log2)-
E[(X — 1) sgn(logX — Xlog X — c)_
B[ (1+log X — X log X) sgn(X — log2)]

E[(1+logX —XlogX) sgn(logX — Xlog X —c)-

Somit ergibt sich die Matrix V' als:

—0.6931 3/ 0.2541/8
vV =
—0.0354 /A —0.8368/3

Berechnung der Inversen der Matrix V' ergibt:

1 —1.4207A/B 0.0601 /83
V-l =
043148 —1.17673

~
~

Q

Q

Q

(4.33)
—0.6931
—0.0354
0.2541
—0.8368.
(4.34)
(4.35)
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Die Einflussfunktion der Methode der Mediane-Schéitzung der Weibull-Parameter ist:

IF(y; O s PA,ﬁ) =

A A 3
1.4207= —0.0601 = Y\" _
3 3 Sg“((x) log 2)

043143 117673 Sgn((l - (%)ﬁ) 1og(<%>ﬂ) - c)

Diese ist beschrankt fiir alle y € (0, o).

Satz 4.2.6 (vgl. He und Fung 1999)
Fiir den Bruchpunkt der Methode der Mediane-Schdtzung der Parameter der Weibull-
Verteilung gilt fiir alle y € RY:

N IJ. (4.36)

A 1
* f _ |t r-
en(Ovm, y) N{ 9
Beweis:
Siehe He, X., Fung, W. K. (1999). Method of medians for lifetime data with Weibull
models. Statistics in Medicine 18, 1993-2009.

O
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Kapitel 5

Methode der Quantil-Schitzung

Dieses Kapitel befasst sich mit der Quantil-Schitzung der Weibull-Parameter. Dabei wird
zunéchst die Beziehung der Weibull-Verteilung zu der log-Weibull-Verteilung betrachtet

und danach werden fiir das Quantil die Einflussfunktion und der Bruchpunkt hergeleitet.

Als Hauptresultat wird eines der Ergebnisse von Boudt et al. (2009) vorgestellt, ndmlich
dass die Einflussfunktionen der Methode der Quantil-Schéatzung der Parameter der
Weibull-Verteilung beschréankt sind und dass diese Schitzungen einen hohen Bruchpunkt

besitzen.

5.1 Einfiihrung

Fiir die Quantil-Schétzung der Weibull-Parameter A und g wird die Logarithmische-
Weibull-Verteilung (kurz log-Weibull) betrachtet. Die log-Weibull-Verteilung steht in en-
gem Zusammenhang zur Weibull-Verteilung und ist wie folgt definiert: Wenn der Loga-
rithmus einer Zufallsvariable Y Weibull-verteilt ist (logY = Z), so heiit Z log-Weibull-

verteilt.

Die Dichtefunktion der log-Weibull-Verteilung ergibt sich aus dem Transformationssatz
fiir Dichten mit z = logy (vgl. Miiller 2007. Satz 4.12 Seite 50). Also

Fz(z) = P(Z<z) = P(logY <z) = P(Y <exp(z))

= Fy(exp(z)) = 1—exp[—(exi(z)>51.
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Sei Z eine Zufallsvariable, dann ist die log-Weibull-Verteilungsfunktion G g(z) einer
Lokations- und Skalen-Familie mit den Parametern p = log\ und o = 1/ gegeben
durch

g _ FTH
Grp(z) =1 exp[ exp( . >] : (5.1)
Fiir die Dichtefunktion der log-Weibull-Verteilung gilt:

gp(2) = L ow <%) exp {— exp(z — M)] : (5.2)

g

wobei z, 4 € R und o > 0.

Bemerkung 5.1.1

Im Weiteren wird mit G(z) = G;1(z) die Verteilungsfunktion der Standard-log-Weibull-
Verteilung bezeichnet, d. h. eine log-Weibull-Verteilung mit den Parametern A = 1 und
§# = 1. Ebenfalls bezeichnet g(z) := ¢11(%) die Dichtefunktion der Standard-log-Weibull-
Verteilung.

Satz 5.1.2
Gegeben sei die Zufallsvariable Z = logY , dann gilt fir die log- Weibull- Verteilung G g
von Z mit den Lokations-Skalen-Parametern p =log A\ und o = 1/:
logy — p
Ghrsllogy) = Fply) = G<—>,

g

(5.3)

fiir alle y > 0.

Beweis:

Sei Z = logY eine log-Weibull-verteilte Zufallsvariable mit den Parametern A und /.
Weiterhin seien die Lokations-Skalen-Parameter durch g = log A und o = 1/ gegeben,
dann gilt:

. I log y —
G s(logy) D1 exp|—exp (—Og / M)}
g

[ logy — log A }
= 1—exp —exp<—>

671

y\P
= 1—exp|—exp log(—)

- 1)

= F,\,,@(y)-
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Fiir A =1 und # = 1 erhélt man:

Grolio) — G(ELIEN) _ (lowy iy

Lemma 5.1.3
Das a-Quantil der log-Weibull-verteilten Zufallsvariable Z mit den Parametern A\ und 3
15t gegeben durch

Gih(@) = B'log[—log(1— a)] +log \. (5.4)

Weiterhin gilt der folgende lineare Zusammenhang zwischen dem a-Quantil der allgemei-
nen und der Standard-log- Weibull- Verteilung:

G;}g(a) = B7'G7 () +log A. (5.5)

Beweis:
Nach Lemma 4.1.5 gilt fiir das a-Quantil der Weibull-verteilten Zufallsvariable Y die fol-
gende Bezichung F; é(a) = \[—log(1 —a)] Y% Das a-Quantil der log-Weibull-Verteilung

erhdlt man nun, wenn man das a-Quantil der Weibull-Verteilung logarithmiert:
Gyple) = log(Fys(e))

= log [)\(—log(l — oz))l/ﬂ

= log A + log(—log(1 — a))l/ﬁ

= [ 'log[—log(1 — )] + log .

Wenn man A = 1 und § = 1 in der Gleichung (5.4) einsetzt, dann erhélt man das Folgende:
Gii(e) = log[—log(l —a)] = G Hw). (5.6)

Durch Einsetzen der Gleichung (5.6) in (5.4) erhélt man den gewiinschten linearen Zu-
sammenhang.

O
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Lemma 5.1.4 (vgl. Staudte und Sheather 1990)
Die Einflussfunktion des a-Quantil-Funktionals QQ,, ist gegeben durch:

a—1
TR fir y < F~Ha),
F~1(a
1F(: Q. P) = 4 70 1) 1 (57)
—_—, fir y>F (),
FE(@) )
wober f die Dichte der Wahrscheinlichkeitsverteilung P, f(F~'(a)) # 0 und
Q.(P) = F~ Y ) das Quantil-Funktional von P bezeichnen.

Beweis:

Sei nun eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P mit Verteilungsfunktion F' und mit stetiger
und positiver Dichtefunktion f so gegeben, dass Q,(P) = F~*(«) fiir festes a € (0, 1) gilt.
Weiterhin sei Fy = (1 —t)F + t,. Man betrachte nun y # F~'(a) und ¢ < |a — F(y)|,
dann gilt: F, o F; *(a) = F,(F, '(a)) = a. Mit anderen Worten

(L=t F(F, (o)) +t0,(F, (@) = o

Differentiation der beiden Seiten nach t

0 0

S0 = O @)+ 165,(F (@) = o
liefert
—F(F;l(a)) + (1 - t)f(Ftl(oz))%Ftl(Oz) + 5y(F[1(oz)) + téy%Ftl(a) = 0.
Fir t = 0 erhédlt man:
0

—a+ f(F () =F a)+6,(F ' (a)) = 0.

ot
Fiir die Einflussfunktion des a-Quantil-Funktionals:

0

TF(5;Qu P) = 5 F(a)
t=0
erhiilt man insgesamt fiir alle y # F~!(a):
a—lyer@y _ @ = Iy<qap)
IF(y;Qa, P) = = = o, (5.8)
J(E=H o)) f(Qa(P))

wobei I | die Indikatorfunktion bezeichnet.
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Satz 5.1.5
Fiir den Bruchpunkt des o-Quantils gilt fiir alle y € RV :

1

i [min(a, 1 — a)N1. (5.9)

57\[(@&7 y) =

Beweis:
Hier wird der Bruchpunkt des a-Quantils nur fiir den Fall o < 0.5 gezeigt. Fiir den
anderen Fall o > 0.5 geht der Beweis analog.

,>“: Seien y € RN und M := [aN] — 1. Zu zeigen: sup |ja| < 0.
9€YMm (y)

Sei g € Yu(y), d.h. g unterscheidet sich an hochstens M Stellen von y. Aulerdem gilt:
Ja € [y, yon] =: L.
1. Fall: aN € N

Fir M = aN —1 gibt es héchstens a/N — 1 Beobachtungen, die kleiner als y(;) sind,

also
YNy = Yoy = minl

und héchstens N — 1 Beobachtungen, die groier als y () sind, d. h.

@(QN_H) S y(N) = max /.

Somit gilt:
Yo € [Jan), Uansr)] € 1.
2. Fall: aN ¢ N
Fir M = [aN| -1 < [aN] gibt es weniger als [a/N] Beobachtungen, die kleiner

als y(1) sind, also

Y(ran1) = Ya) = min/

und weniger als [a/N'| Beobachtungen, die groBer als y(y sind, d. h.

Urany) < Yy = maxl.

Somit gilt:
Ja = Y(any €1.
In beiden Féllen folgt:

90l < max(Jyql; lyovn|) < oo.
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, < “: Seien y € RN und M := [aN]. Zu zeigen: sup |ja| = oo.
9EVM (y)

1. Fall: aN €N

Seien M = aN und §a €  [Y@n): Yan+n))- Sind Yn,, ..., Yn,, die M kleinsten
Beobachtungen und setzt man ¢,, = y,, —[firi=1,..., M, dann gilt:

l—o0

Vel = Yoy — 1] == oo

2. Fall: aN ¢ N

Seien M = [aN] und §o = yu- Sind Yy, , . - ., Yn,, die M kleinsten Beobachtungen
und setzt man ¢,, = y,, —(firi=1,..., M, dann gilt:

l—0o0

90l = [Yary =1l — oo

Bemerkung 5.1.6

Der asymptotische Bruchpunkt des a-Quantils ist gleich min(a, 1 — «). Denn:

. 1
4(Fay) = m x(ay) = lm [min(a,1-a)N] = min(a,1 - a).

5.2 Schitzen mittels Quantilen

Sei nun ¢, das empirische a-Quantil der Beobachtungen v, ..., yn (vgl. Marks 2005). Aus
der Gleichung (5.5) folgt, dass die Differenz zwischen den log’s zweier Weibull-Quantilen
o, Und ¢o, (0 < a1 < a3 < 1) nur von dem Gestalts-Parameter 3 abhéngt.

Wenn die theoretischen Quantile G;},(al) und G, y(a2) in (5.5) durch die entsprechenden
empirischen Quantile log g,, und log ¢,, ersetzt werden, dann erhalt man BQ den Quantil-

Schéatzer des Gestalts-Parameters [3.
10g Go, = BélG_l(al) + log \.

10gday = f5'G ™' (an) +log A,

Dies ist dquivalent zu:
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log\ = log{a, —BélG*I(al). (5.10)
log A = 10g G, — 05" G (a2). (5.11)
Gleichsetzen von (5.10) und (5.11) ergibt:
log da, — 8" G ™! (en) = logda, — B5'G ™ (02)
& Ba! (G az) — G a1)) = 108 Gay — 108 da,

A G (ag) = G (o)
= 5Q B 10g (jaz _log (jozl .

Den Quantil-Schétzer S\Q des Skalen-Parameters A\ erhélt man nun wie folgt: Wieder

Ersetzen der theoretischen Quantile durch die entsprechenden empirischen Quantile in
der Gleichung (5.5).

log q, = Béllog[— log(1 — a)] + log Ao

& log g, — log 5\Q = Bél log[—1log(1 — a)]
& log( da ) = log[—log(1 — )] 1/ha
AQ
do 1/Bq
& = = [~log(l — a)]
AQ
PN S\Q _ Ga

[—log(1 — )] /e’

Definition 5.2.1 (Quantil-Schétzer (vgl. Boudt et al. 2009))
Fiir 0 < aq < ag < 1 ist der Quantil-Schdtzer des Gestalts-Parameters 3 gegeben durch:
; G (az) =G ()
Bo = - -
10g o, — 108 Ga,
wobei G~ (ay) und G '(ay) den theoretischen Quantilen der Standard-log-Weibull-

Verteilung und Go, und §,, den empirischen Quantilen entsprechen. Der Quantil-Schdtzer

(5.12)

des Skalen-Parameters A ist gegeben durch:

3 quc
ho = _ (5.13)
[—log(1 — )] Y/ha

dabei ist o € (0,1).
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Satz 5.2.2 (vgl. Boudt et al. 2009)
Die FEinflussfunktion der Quantil-Schitzung des Gestalts-Parameters (3 der Weibull-
Verteilung Py g ist gegeben durch

o ) = IS =Gl

]F(y, QawP)\,ﬁ) _ IF(y;QauP)\,ﬁ))

- {10g[Qus (Pr5) /Qay (PAp)? \ Qas(Pap) Qay (Prp)
Beweis:
Sei P, = (1 —t)Py 3 + td,, dann gilt nach Definition der Einflussfunktion:
0B (P, 0
IF(y; 60, Pro) = 28I = S 01— )P+ 10, lco
ot |, Ot

Das zugehorige Funktional des Gestalts-Parameter-Schétzers BQ (vgl. Definition 5.2.1) ist
gegeben durch

G_l (062) — G_l (041)

PP} = alQm (P Qm (P)]

Damit erhalt man fiir die Einflussfunktion:

9Be(F) _ 0 GHm) -GN ()
=0 Ot 10g[Qu,(Pr)/Qa, (F)] =0

ot

L G Hay) — G Hy) )
= T l0g[Qu (B[ (B} 2y 01 11081Q0: (1)) Qo ()] o

G May) =G M) ) B
= (08lQua (o) Qe (B O 108 (P~ HolQan (Pl e

_ Gl (an) — G™H(on) {a/at[ch(Pt)”tO a/at[Qm(Pt)”to}

{10g[Quz(Prp)/Qay (Prp)]P L Qua(Plio Quu(P)li=o

_ G~ Hag) = G a) {3/3t[Qa2(B)]!t:o 3/3t[Qa1(Pt)]lt:o}

 {10g[Qay (Pr)/Qay (Prs)]}2 Qus(Prg) Qi (Prp)

G Ya) =G () (IF(y§Qa2>P)\,B)_IF(y§Qa17P>\,ﬁ))
{l0g[Qas (Pr5)/Qar (Prg)]}2 \ Qau(Pas) Qan (Pa)

Somit ist die Behauptung bewiesen.
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Satz 5.2.3 (vgl. Boudt et al. 2009)
Die FEinflussfunktion der Quantil-Schitzung des Skalen-Parameters A der Weibull-
Verteilung Py g lautet:

IF(y; Mg, Pag) = [—log(l—a)]*# [IF(:U; Qas Prg)[—1log(1 — a)}w

+ 672Qu(Pyg) [log(— log(1 — a))] [~ log(1 — a)] "I F(y; Bo. Prs) |-

Beweis:
Das zugehorige Funktional des Skalen-Parameter-Schétzers S\Q (vgl. Definition 5.2.1) ist

gegeben durch
Qa(P)

[—Tog(1 — o)/ °

A(P) =

Es gilt:

TF(y; Ag, Prg)

0
= EAQ(R) .
0 Qa(F;)

It [~ log(1 — )] /B(P)

t=0

0/t Qu(Py)lizo [ Tog(1 — a)]'"? = Qu(Py5) /01 [~log(1 — )] /]y
([ Tog(1 — )] PP g

[~ log(1 — a)]"/”

t=0

~ [log(1 - a)] 2| £ @u(r)

[~ log(1 — a)] /%)

0
- Qa(P)\,B)a

= [~ log(1 — )] 7 [1F(y; Qu, Prs) - log(1 — a)]'/?

~ QP o oa(1 = )] [ lox(1 — )]

= [~ log(1 — )] [1F (3; Qu, Prp) [~ log(1 — )]

+ B72Qu(Pys) [log(~ log(1 — )] [~ log(1 — a)] "’ IF (y: Bo, Prs)] -

Damit ist der Satz bewiesen.



Kapitel 5: Methode der Quantil-Schitzung 48

Satz 5.2.4 (vgl. Boudt et al. 2009)
Der asymptotische Bruchpunkt der Quantil-Schdtzung BQ des Gestalts-Parameters (3 ist
gleich

min(as — ag, 1 — ag, ay). (5.14)

Der hiochstmagliche Bruchpunkt fiir diesen Schitzer ist 1/3 und wird erreicht fir oy = 1/3
und cg = 2/3.

Beweis:
Sei y € RY und ohne Einschrinkung der Allgemeinheit, gilt fiir die Quantile a; und oy
das Folgende: 0 < oy < ap < 1.

- 1
1. Behauptung:  Fiir den Explosionspunkt gilt: en(Bo,y) = N [(ag —aq)N].
Beweis: Nach der Definition 5.2.1 gilt fiir den Quantil-Schéatzer BQ des Gestalts-

P t :
arameters (3 A (o) — G-Yan)
Bo = - r—
¢ 10g o, — 108 G,

Der Gestalts-Parameter-Schéatzer BQ explodiert, falls die empirischen Weibull-Quantile
gleich sind, d.h. wenn G,, = ¢a, gilt. Dies geschieht, falls ein Anteil (ay — ;) der Be-
obachtungen an der gleichen Stelle platziert wird, wie bei dem empirischen Quantil ¢, .

Also
G_l(@Q) - G_l(al) qag = ‘jal

log (jaz - IOg dal

- 1
2. Behauptung:  Fiir den Implosionspunkt gilt: ey (6o,vy) = N [min(1 — ag, aq)N].

Beweis: Die Implosion des Gestalts-Parameter-Schétzers BQ erfolgt, falls g,, — o0
und ¢,, beschrénkt bleibt oder falls ¢,, — 0 und ¢,, beschrénkt bleibt. D. h.

G o) =G ) e Go — 00 und  |de,| <00 oder

log G,., — log g, R N
& oz & en Goy — 0 und  |Ga,| < oco.

Es reicht also, den Anteil (1 — ay) der Beobachtungen zu verindern oder den Anteil oy

der Beobachtungen auf Null zu setzen (vgl. der Bruchpunkt des a-Quantils Satz 5.1.5).

Der Bruchpunkt des Gestalts-Parameter-Schétzers BQ ist somit gleich:

* (A 1 .
ev(Boyy) = 7 [min(az —ar, 1 —as a1)NT. (5.15)
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Der asymptotische Bruchpunkt der Quantil-Schiatzung des Gestalts-Parameters BQ ist

gleich
* (A : 1. .
ex(Bg,y) = ]\}lir(l)o N[mm(ag —ag, 1 — g, a1)N|
= min(ay — a1, 1 — ag, ay). (5.16)

Sei ohne Einschriankung das a-Quantil gegeben, der hchstmogliche Bruchpunkt von BQ

liegt in dem Schnitt der Geraden m; = ap — ;3 und mg = 1 — v, d. h. fiir ap = (1+ay)/2.

Wenn man a; = 1/3 und as = (1+ «;)/2 in der Gleichung (5.16) einsetzt, dann liegt das
Maximum von £%(6q, y) bei 1/3.

Da «; gegeben ist, erhdlt man den hochstmoglichen Bruchpunkt fiir ap = (1+ 1) /2. Der
Quantil-Schétzer des Gestalts-Parameters BQ erreicht den maximalen Bruchpunkt von
1/3 fiir oy = 1/3 und ay = 2/3.

O

Satz 5.2.5 (vgl. Boudt et al. 2009)
Ist die Gestalts-Parameter-Schditzung BQ mit ap = 1 — ap = 1/3 gegeben, dann ist der
asymptotische Bruchpunkt der Quantil-Schdtzung 5\Q des Skalen-Parameters A\ gleich

min(a, 1 — «a,1/3), fir a#1—e!,
ea(Aq.y) = (5.17)

min(a, 1 — a), fir a=1—¢""

Beweis:
Hier werden drei Fille unterschieden. Zuniichst wird angenommen, dass 0 < o < 1 — ™1
gilt. Ferner hat man —log(l — o) < 1 und schliellich bleibt der Nenner des Gestalts-

Parameter-Schétzers ;\Q in (5.13) endlich fiir jeden moglichen Wert von BQ-

Die Implosion des Skalen-Parameter-Schétzers 5\Q ist nur dann moglich, wenn mehr als
ein Anteil @ der Beobachtungen durch Null ersetzt wird (vgl. auch der Bruchpunkt des
a-Quantils Satz 5.1.5). D. h.

A

o 20 (5.18)
[~ log(1 — a)]'/Pa
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Ebenso kann die Explosion des Skalen-Parameter-Schétzers S\Q nur dann entstehen, wenn
mehr als ein Anteil (1 — «) der Beobachtungen durch unendlich ersetzt wird oder falls BQ
durch Null ersetzt wird (vgl. dazu der Bruchpunkt des a-Quantils Satz 5.1.5). D. h.

i (1—a)N — oo oder
O (1a NG — o0, falls (5.19)
—log(l — o Q B
Q — 0.

Aus dem Beweis des vorherigen Satzes folgt, dass die Implosion von BQ nur dann geschieht,
wenn mehr als ein Anteil von min(ay, 1 — ay) der Beobachtungen durch beliebige Werte

ersetzt wird.

Fiir « < 1 — e~ ! ist der asymptotische Bruchpunkt also gleich

min(a, 1 — o, a1, 1 — ay). (5.20)

Fir den Fall @y = 1 — as = 1/3 ist es mehr als ein Drittel der Beobachtungen,
das gedndert werden muss, um die Schéitzung unbrauchbar zu machen, somit ist der

asymptotische Bruchpunkt des Skalen-Parameter-Schétzers gleich min(«, 1 — o, 1/3).

Fiir den anderen Fall, in dem 1 —e™! < a < 1 gilt, ist die Implosion des Skalen-Parameter-
Schétzers 5\Q nur dann moglich, wenn mehr als ein Anteil o der Beobachtungen durch
Null ersetzt wird oder falls BQ durch unendlich ersetzt wird (vgl. der Bruchpunkt des
a-Quantils Satz 5.1.5). D. h.

. Go — 0 oder
fo o — 0. falls (5.21)
[—log(1 — a)]'/Pe By — oo.

Die Explosion des Skalen-Parameter-Schétzers 5\Q ist nur dann méglich, wenn mehr als

ein Anteil (1 — a) der Beobachtungen durch unendlich ersetzt wird. D. h.

A

o o= (5.22)
[~ log(1 — a)]'/%e

Somit ist der asymptotische Bruchpunkt der Skalen-Parameter-Schitzung fiir o« > 1 —e™!

auch durch die Gleichung (5.20) gegeben.

Fira=1—e¢!

ist der Skalen-Parameter-Schitzer A gleich ¢,, mit dem Satz 5.1.5 folgt
die Behauptung unmittelbar.

O
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Kapitel 6

Quantil-Kleinste-Quadrate-
Schitzung

In der Wirtschaft, in der Technik und im Alltag wird immer wieder danach gefragt,
wie eine Grofle, an der man speziell interessiert ist, von den anderen Groflen abhéngt.
Diese grundlegende Frage behandelt die statistische Regression, die deshalb wohl (neben
einfachen graphischen Darstellungen) die am meisten verwendete Methodik der Statistik
darstellt.

In diesem Kapitel soll mittels Methoden der kleinsten Quadrate in die Problemstellung
eingefithrt werden, bevor ein Uberblick iiber spezielle Regressionsschitzungen, insbeson-
dere die Quantil-Kleinste-Quadrate-Schiatzung, geboten wird. Hier wird ein weiteres Re-
sultat von Boudt et al. (2009) vorgestellt, ndmlich dass die Einflussfunktionen dieser
Schétzung fiir die Parameter der Weibull-Verteilung beschrénkt sind und dass sie einen

hohen Bruchpunkt besitzen.

6.1 Methode der kleinsten Quadrate

Es soll ohne Einschréankung der Allgemeinheit von einer linearen Regressionsfunktion f
ausgegangen werden, d. h. fir eine Funktion der Form f(x) = by + bz, x € R. Die Para-
meter by und by sind unbekannt und miissen aus den Beobachtungen (z1,v1), ..., (TN, yn)
moglichst gut geschitzt werden. Hat man nun Schitzungen b= (l;o, l;l)T fiir b = (bo, b1) T,
so schiitzt man die Regressionsgerade durch f (x) = by + biz und die Regressionswerte
durch 9, = by + b1zn, n=1,...,N.
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Definition 6.1.1 (Kleinste-Quadrate-Schiatzung (vgl. Miiller 2009a))
b = (bo,by)" heift Kleinste-Quadrate-Schiitzung (Ordinary Least Squares OLS), falls
qgilt:

N
2o RNT : o 2
b = (bo,by) = arg (bo,ll;Ill)lTneRQ ;(yn by — biz,)”. (6.1)

Bemerkung 6.1.2

Mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate wird die Summe der quadratischen Ab-
weichungen (y, — f(z,))? bzgl. der Parameter by und b; minimiert, also die Summe der
quadratischen Residuen wird minimal. Graphisch lésst sich diese Methode folgendermaflen

veranschaulichen.

Yn 4

yn 1

Abb. 6.1: Methode der kleinsten Quadrate.

Satz 6.1.3 (vgl. Fahrmeir et al. 2003)
Fiir die Kleinste-Quadrate-Schiitzung b = (bo,by)T gilt:

N N 1 N 1 N
> xpy, — Ny anyn—NNanNZyn
6 _ n=1 — n=1 n=1 n=1 (6 2)
1 N N 1 N 2 :
> a2 — Nz? Zx%—N(Nan>
n=1

n=1 n=1

und

. 1 — 1w
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Beweis:

Sei g(bo,b1) = S22 (yn — by — by2,)%. Die Minimum-Stelle von g wird nun durch Diffe-
renzieren bestimmt. Man leitet also ab

9 P ) N
a_bgg(b()’ bl) = 8_870 ;(yn - bO - blxn) = ; 2(yn - bO - blxn)(_l) (64)
0 0 & al
_ 2 _
6_b1g(bo’ b)) = b, nz:l(yn —by— biz,)” = nz:l 2(Yn — bp — b1xy,) (—xp), (6.5)

und setzt die Ableitung Null; man erhélt

N N
Nbp = > tn—b1 Y, (6.6)
n=1 n=1

N N N
blzxi = Zyn:vn — bOan. (6.7)
n=1 n=1 n=1

Das kann man umformen zu:

b() == g - bl.f‘
und
N N N
by o122 = > yuwn — NboT = . ypw, — NyT + Nb T
n=1 n=1 n=1
N N N
2EN bl(z xi—Nﬁ) = > Yty — Nyz = > (v, — T)(yn — ¥)
n=1 n=1 n=1
N ) ) N ) )
2@ = ) =9) L (= 2)(yn —7)
= b1 = — N = — N (68)
>, rk — Nz2 > (zn — )2
n=1 n=1
N
Z TnlYn — ijg
n=1
~ by = N .
> a2 — N2
n=1

Also hat ¢ ein Extremum bei b = (b, ;)" gegeben durch (6.2) und (6.3). Um zu sehen,

dass das Extremum ein Minimum ist, bildet man die zweiten partiellen Ableitungen bei

ZA) - (Z)o, l;l)—l—:



Kapitel 6: Quantil-Kleinste-Quadrate-Schitzung 54

0? (6.4) O
7 D 9 ON(by — G+ 0T)) = 2N

0? (6.4) O al
——q(bg, b =" — (2N (by — 7 + b1 T :25 = 2NZx
8503519( 05 1) abl ( ( 0 ) + 1I)> o Tn z,

& 0 0 1y S -
AL R i COD DEEE D DL D DR By 22% — 9Nz,
n=1 n=1 n—=

n=1

o (b, by) (6.5) i(26 ZN:x +2b XN:;I:Z—QXN: T,) = 22]\6562
8618?)19 0, 01 (%1 On:1 n 1n:1 n n:1yn n i n-

Da die Hauptabschnittsdeterminanten positiv sind

det(%;l)og(b()?bl)) = det(2N) = 2N > 0
92 2N 2Nz
und det(Wg(bo,bl)> = det N 22nN:1x721
N N
= AN 1} 4N’ = AN (2, —7)* > 0,
n=1 n=1

ist das Extremum bei b = (l;o, i)l)T ein Minimum.

6.2 Schiatzen mittels der Methode der
Quantil-Kleinste-Quadrate

Es wird versucht eine modifizierte Kleinste-Quadrate-Schiatzung so zu berechnen, dass
man die extremen Beobachtungen bei der Berechnung iibergeht. Dazu ordnet man die
Stichprobe entsprechend der Grofie der Realisationen der erklarenden Variable und schnei-
det auf beiden Seiten jeweils den Anteil & ab. AnschlieBend berechnet man mit der Me-
thode der kleinsten Quadrate-Schitzung auf den verbleibenden Anteil 1 — 2@ der Beob-
achtungen in der geordneten Stichprobe. Die auf diese Weise konstruierte Schatzung wird

die Quantil-Kleinste-Quadrate-Schitzung genannt.
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Definition 6.2.1 (Quantil-Kleinste-Quadrate-Schétzung (vgl. Boudt et al. 2009))
Die Quantil-Kleinste-Quadrate-Schitzung (Quantile Least Squares QLS) b= (130, El)T der
Weibull-Parameter \ und 3 ist definiert durch:

R . A 1
)\QLS = eXp{bo} und ﬁQLS = 6—, (69)
1
mit dem Steigungs-Parameter-Schditzer
_ N-laN| N—|aN| N—|aN|
I;l _ n=|aN |+1 n=|aN]|+1 n:\_oaNJQ-i—l (610)
_ N-l|aN| N—|aN|
N > xp- > Ty,
n=|aN |+1 n=|aN |+1
und dem Achsenabschnitts-Parameter-Schatzer
, N-lan] L. N-lan]
by = < Z Yp — ﬁbl Z Ty (6.11)
n=|aN |+1 n=|aN |+1

Hierbei ist 0 < @ < 1/2 und N = N — 2|aN]|.

Bemerkung 6.2.2

1. Die Quantil-Kleinste-Quadrate-Schétzung minimiert eine gewichtete Summe von
Residuen. Hierbei erhalten diejenigen Beobachtungen das Gewicht Null, wenn deren
Regressionswerte y,, auffilliger sind als die Werte der empirischen Quantile & und
(1—a).

2. Je groBer das a-Quantil ist, desto robuster wird der Schétzer gegen Ausreifler. Of-
fensichtlich ist die OLS-Schétzung (QLS-Schéitzung fir @ = 0) nicht robust (vgl.
auch Rousseeuw und Leroy 2003).

Satz 6.2.3 (vgl. Boudt et al. 2009)
Der asymptotische Bruchpunkt der QLS-Schdtzung der Weibull-Parameter X und [ ist
gleich
min(a@, 1 — 2a).
Der héchstmagliche Bruchpunkt fir diesen Schdtzer ist 1/3, diesen erhdlt man fir

a=1/3.

Beweis:

Es ist leicht zu sehen, dass der Bruchpunkt der QLS-Schétzung gerade min(a, 1 — 2a)
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betrégt. In der Tat, falls der Anteil min(a, 1 — 2&) der Beobachtungen Ausreifler sind,
dann schneidet die QLS-Schétzung den Anteil 2&v der Beobachtungen ab; somit betragt
der Bruchpunkt dieser Schitzung gerade min(@,1 — 2&). Es muss nur noch gezeigt
werden, dass die QLS-Schiatzung angewandt auf den abgeschnittenen Anteil durch eine

einzige Veranderung beliebig verfilscht werden kann.

1. Behauptung: Fiir den Bruchpunkt der QLS-Schétzung des Skalen-Parameters XQLS
. 1
gilt fiir alle (z,,,y,) € R e (Aqus, (Tn,vn)) = v [min(@, 1 —2a)NT.

Beweis: Der Skalen-Parameter-Schétzer (vgl. Definition 6.2.1) explodiert, falls bo

gegen —oo konvergiert. D. h.

XQLS = exp{@o} — 400, falls by — —o0.

Fiir die Schatzung des Achsenabschnitts-Parameters by reicht es also, eine einzige Beobach-
tung zu verandern, um den Zusammenbruch zu erreichen. Dazu sei (Z,,, 7n) € Vi(@n, Yn)
der Datensatz, der durch das Ersetzen von (z;,y;) durch (Z|an |+, Jjan|+:) entstanden ist.
Fiir die Beobachtung (Z|an |+, Jjan|+:) mit

.%L@NJ+1' — 400 und

Uanj+i = —Wanj+1+ - FYan|+i-1 + Yan|+ie1 T - FYn—|an])

konvergiert b gegen —oo. Also

1 N-—laN] 1 N—|aN| . ) :
bO — ﬁ Z yn—ﬁbl Z xn laN |+isY|aN|+i .
n=|aN |+1 n=|aN |+1

Analog zeigt man die Implosion des Skalen-Parameter-Schétzers. Wenn man dieses Mal
fiir (Z|an|+i>Ylan|+i) Folgendes einsetzt:
Tianj+i = —(Tlanj+1+ .+ T|anN|4i-1 + T|aN)+it1 T -+ Ty_|an)) und

Janj+i = —Wanj+1 + - FYan]+io1 T Yan|+itr + -+ YUn—jan));

dann strebt by gegen Null. Somit wurde die Explosion und die Implosion des Skalen-

Parameter-Schétzers gezeigt.

Ebenso zeigt man auch die Implosion des Gestalts-Parameter-Schétzers.

2. Behauptung: Fiir den Bruchpunkt der QLS-Schétzung des Gestalts-Parameters
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. A 1
Baus gilt fiir alle (z,,y,) € R%: ey (Baus, (@n,yn)) = N [min(a, 1 — 2a)N1.

Beweis: Der Gestalts-Parameter-Schétzer (vgl. Definition 6.2.1) explodiert, falls by — 0
konvergiert. D. h.

BQLS = — oo, falls 131 — 0.

.

Mit Hilfe der Gleichung (6.8) lésst sich die Schiatzung des Steigungs-Parameters b, nun

wie folgt umschreiben:

N—|aN|
2 (Tn—T)(Yn — Y)
I; _ n=laN]+1
L= N—|aN|
2. (wn— 1)
n=|aN |+1

Dazu sei (Zp,¥n) € V1(Zn,yn) der Datensatz, der durch das Ersetzen von (z;,y;) durch

(z |aN | +i> YlaN J+i) entstanden ist. Fiir

P —(ﬁLaNHl - §)<yL6¢NJ+1 - 37) e ({LaNHi—l - 5)(%&1\@%—1 — )
LN+ (G1an|+i — )
n —($LaNJ+i+1 - i")(?JL&NJHH - ?j) T (QUN—LaNJ - i)(yN—LozNJ - Zj) -
@L&Nj-s—i - g)
und
iia o _(xL&NJ—H - @(Z/L&NJH - @ e T (%LaNHz‘—l - i)(yLdNHi—l - 25)
Lanl+ (T|aN|+i — T)
—(z(an)+it1 — Z)Wlan)+i1 — §) — - — (Tn—jan) — T _lan) — ¥ =
N (T |an|+i+1 — T)(Y|an|+it1 — U) :(NLNJ J(Yn-|an| y)+y

(T|an)4+i — T)

konvergiert by gegen 0, wobei hier §|an|+s 7 7, T|aN|+i 7 Z und z, 7 die Mittelwerte der
N —2|aN| = N Beobachtungen sind. Also

_ N-l|aN| N—|aN| N—|aN|
N X Zayn— 2 Tn D Yn .
lA) . n=|aN |+1 n=|aN |+1 n=|aN |+1 (Z|aN|+i:0aN]+i) 0
1 =

_ N—l|aN] N—|aN] 2
N > xl- Y. T

n=|aN |+1 n=|aN |+1
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Der asymptotische Bruchpunkt der QLS-Schétzung der Weibull-Parameter ist somit gleich

~ 1
e (bqrs, (Tn, yn)) = lim N[min(@, 1 —2a)N] = min(a,1 - 2a).

N—oo

Falls & = 1/3 gilt, dann folgt daraus, dass der hochstmogliche Bruchpunkt fiir die QLS-
Schitzung des Skalen- und des Gestalts-Parameters gleich 1/3 ist.

O

Definition 6.2.4 (QLS-Funktionale (vgl. Boudt et al. 2009))
Mit Hilfe der QLS-Schitzung (vgl. Definition 6.2.1) definiert man die QLS-Funktionale

zur Schdtzung der Parameter der Weibull- Verteilung wie folgt:

1
Baus(Prg) = (P B (6.12)
und /\QLS(P)\,,B) = exp{bo(PAﬂ)} = A\ (613)

Satz 6.2.5 (vgl. Boudt et al. 2009)
Fir die Finflussfunktion der QLS-Schdtzung der Parameter N\ und (3 der Weibull-
Verteilung Py g gilt:

[F(y; Baus, Prng) = —B*IF(y;by, Prg) (6.14)

und ]F(y, )\QLSy P)\ﬂ) = /\ ]F(y, bo, P)\ﬂ). (615)

Beweis:

Mit Hilfe der QLS-Funktionale (vgl. Definition 6.2.4) lassen sich die Einflussfunktionen
der QLS-Schitzung des Skalen-Parameters A und des Gestalts-Parameters § der Weibull-
Verteilung P, g wie folgt berechnen:

Dazu sei P, = (1 —t)Py 3+ td,, dann gilt fiir die Einflussfunktion:

0
IF(y; Baus, Png) = aﬁQLs(Pt)

t=0

(6.12) 2 1
 Oth(P)

0/0th, (P
{61(F)]i=0}?
1

= T (PP ITF(y; b1, Pyg)

—B2 IF(y; b1, Py j).
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Fiir die Einflussfunktion der QLS-Schéatzung des Skalen-Funktionals gilt:

0

IF(y; \qus, Phg) = EAQLS(R‘/)

t=0

(6.13)

20 exp{in(P)}

t=0

= (b (Plo) 2ho(P)

t=0

= exp{bo(Prg)} I F(y;bo, Prg)

= )\IF(y,bo,P/\,ﬁ)

O
Definition 6.2.6 (Kovarianz (vgl. Miiller 2007))
Sind X und'Y Zufallsgrofien mit existierendem Erwartungswert, so heifst
Cov(X,Y) = E((X —EX)(Y — E(Y))) (6.16)

Kovarianz von X und'Y (sofern der Erwartungswert existiert).

Lemma 6.2.7 (vgl. Miiller 2007)
Seien die Zufallsvariablen X und Y stochastisch unabhdingig und identisch verteilt. Wenn
man von der Existenz der FErwartungswerte von X undY ausgeht, dann gilt fir die Ko-

varianz von X und Y :

Cov(X,Y) = B(XY)— E(X)E(Y). (6.17)

Beweis:
Nach der Definition der Kovarianz (vgl. Definition 6.2.6) und mit Hilfe der Eigenschaften

des Erwartungswertes erhilt man:

(6.16)

Cov(X,Y) "=" E((X-EX))Y -EY)))
=  E(XY - XE(®Y)-EX)Y +EX)E(Y))
=  E(XY)-EX)E®Y)-EX)E®Y)+EX)E®Y)

=  E(XY)-EX)E(®Y).
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Lemma 6.2.8 (vgl. Boudt et al. 2009)
Sei a eine auf das Intervall [, 1 — a] gleichverteilte Zufallsvariable und u(c) thre Dichte-

funktion, ser G eine Standard-log- Weibull- Verteilung, man definiere nun fiir G Folgendes:

Jo = G Ha) = logQa(Py1), ¢ = E(ga) und co = Var(g,). (6.18)

Dann lassen sich die Einflussfunktionen der QLS-Schitzung des Steigungs- und des

Achsenabschnitts-Parameters der Weibull-Verteilung Py g explizit berechnen als

1—& 1
IF(y;b1, Prg) = 02_1 ————(ga — 1) I F(y; Qu, Py g)u(a)do (6.19)
a  Qa(Prp)
und
1—& 1
IF(y;bo, Prg) = / ——— 1 F(y; Qu, Prg)u(a)do — ey IF(y; 01, Prg).  (6.20)
a  Qu(Prp)

Beweis: Der Beweis folgt dem Beweis in Boudt et al. (2009).
Die Dichtefunktion der auf das Intervall [@, 1 — @] gleichverteilten Zufallsvariable « ist

gegeben durch

u(a) = : (6.21)

Fiir die Standard-log-Weibull-Verteilung G' wird Folgendes definiert:

Jdo = G () = logQu(Pr1), c1 = E(ga) und ¢y = Var(ga).

Das zugehorige Funktional des QLS-Steigungs-Parameter-Schitzers (vgl. Definition 6.2.1)

ist gleich der Kovarianz zwischen log Q,(.) und g, dividiert durch die Varianz von g,.

Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P erhalt man mit Hilfe von Lemma 6.2.7 fiir das Funk-

tional des QLS-Steigungs-Parameter-Schétzers Folgendes:

b1<P) _ E[ga IOg Qa(P)] —C1 E[lOg Qa(P)] ] (622)

C2

Das zugehorige Funktional des Achsenabschnitts-Parameter-Schéitzers eines Wahrschein-

lichkeitsmafles P ist gegeben durch:

bo(P) = Ellog Qu(P)] — c1b1(P). (6.23)
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Sei P, = (1—t) Py g+t6,. Unter geeigneten Regularitétsbedingungen (vgl. Anhang A.1) las-

sen sich die Einflussfunktionen der Funktionale des Steigungs- und des Achsenabschnitts-

Parameter-Schétzers by und b; der Weibull-Verteilung P, g wie folgt berechnen:

IF(:U: b17 P)\,ﬁ)

Reg. Bed.

0
&bl(Pt)

t=0

%cgl{E[galogQa(Pt)] — aEllog QulF t)”)

i {Blga log Qu (P}

4 0
— cla{E[logQa(Pt)]}’

’t:()

a 1—&
02_15 / Ja log Qa(Pt)u(a)da

t=0

1—a 8
~ale [ S10QuP)|_ula)da

t=0

(177 0/0tQa(P)] =0
02/@ 0 (Pl gau(a)do

gt [ YA P,

“ Qu(P) o

651 /1_a ITF(y; Qa, PA,ﬁ)
& Qa(Prp)

gau(a)do

[T IE(y Q. Pay)
1 s
/@ QuPry) U)o

(9o — c)IF(y; Qa, Prp)ula)da.
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Fiir die Einflussfunktion des Achsenabschnitts-Funktionals gilt:

0
IF(y; bo, Pxp) = abo(a)
t=0
623 O
2 {BlosQu(P)] — ah(P)}|
— 2 iElegQ (P} - o h(P)}]
I Tt e R T
- 2/1a1 Qu(PJula)da| = er 2 (P)
= 5 g 0g o (3 )ulcx at:O Clatl tt:O
Reg. Bed - 0
e [ u(p| el — 1P Py
. t=0
7 0/0tQa(P)]lio
_ do — ci IF(y; by, P
/a 0o u(a)da — ey IF(y; b1, Py pg)
1-a 1
T G Qe Praulada — TG Pr)

Satz 6.2.9 (vgl. Boudt et al. 2009)
Mt Hilfe von Lemma 6.2.8 erhdlt man fiir die Einflussfunktion des Steigungs-Parameter-
Schitzers der Standard- Weibull-Verteilung P 4

1

IF(y;01, P11) 901 = 23)

P(max(y, Qa(P11))) — el = 2a)

— ap(Qi-a(Pr1)) — a(Qa(Pr1))]- (6.24)
Dabei ist (y) := (logy — c1)%.

Beweis:  Der Beweis basiert auf dem Beweis in Boudt et al. (2009)
Es wird nach einer expliziten Losung des Integrals in (6.19) gesucht. Durch einfaches
Nachrechnen erhélt man fir A = § = 1 mit Hilfe von (6.18) und Q,(P) = F~(«)

zunéchst:
Qa(Pr1)f11(Qa(Pr1)) = g(logQa(Pr1)) = 9(ga)- (6.25)

Insbesondere erhdlt man mit Hilfe von Lemma 5.1.4 bzw. der Gleichung (5.8) die Ein-
flussfunktion des Steigungs-Parameter-Schétzers der Standard-Weibull-Verteilung P; ; wie
folgt:

1—& a—1T o
TE(y;b1, Pry) = 621/ (ga — cQWu(a)da. (6.26)
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Denn es gilt:

6.19 _ 2 1
IF(y, bl’Pl,l) (:) 021 ) m(ga —Cl)IF(y, Qa,Plvl)U,(Oé)dO!
. I 1 - [ o, o
(5:8) ! @ — llog y<log Qu (P1,1)] (@)da

o 0a T T 0a (P

1-a
_ -1 (goz - Cl) .
-° /a Qa(Pr1)f11(Qa(Pr1)) (0= pogy ciog @y () do

1-a
(6.25) 1 / @ — ogy<ga]
= ¢ o — C1)—————u(a)da.
> Ja ( ) 9(9a)

Wenn man « durch G(z) in (6.26) substituiert, also
a = G(z), d.h. da = g(z)dz,

erhdlt man fiir die Einflussfunktion der QLS-Schétzung des Steigungs-Parameters b;:

| G=1(1-a) G(z) —
(6.21) 1 llog y<g(c(=))]
2 s [ e - ) vscenl gy,

IF<y7b ?P,l) - —
bt ca(1—2a) Jo-1(a) 9(9G:))

B 1 N AU G(2) = Ijogy<c-1(G(2))] N
_ _)/g (G™(G(2) — 1) g(2)d

(1 —2a 9(G~1(G(2)))
_ m /g j“(z PG ;é[)k’gy“] g(2)dz
_ m /g g(z — 1) (G(2) — Ijogy<=) dz
_ m{ /g g(z — e)G()dz — /g g(z _ cl)l[logy<z]dz} (6.27)

_ 1 _ {/91—a G<Z)d(z_cl>2 _/91—a d(2_01)2}
(1 —2a) Ly, 2 max(log y.g) 2

1 /91—07 ) /gl—a 2}
= - G(z)d(z —c1)” — d(z —c )
202(1 — 2@) { ga ( ) ( 1)4 Y max(log y,9a) ( 1>

S/

=:n =
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Fiir n erhélt man mit Hilfe der partiellen Integration:

/ e —a) = (5 —a)C)

Ja

-~ ~\~
= T = K

Wenn man mit z = G~!(«) riicksubstituiert, dann erhilt man fiir  Folgendes:

gi-a G (g1-a)
/ (- aPdG() = / (G () — e2)2d(G(C 7 (a))

ga G~1(ga)

I
Qw\
T
Ql
~~
N
Q
|
o
AR
SN—
=N
)

Qi

- (1-2a) /a1 (90 — c1)*u(e)da
= (1-20)E((ga — 1))
= (1-20)E((ga — Elga))?)
= (1 -2a)Var(ga)
L 1 - 2a).

In (%) wird mit dem Term (1 — 2&) erweitert.

Riicksubstitution fiir 7 liefert:

oalO)] = (G() - a)GE ()

Ja

(6.18)

(1—a)(log(Qi-a(Pr1)) — 1) — a(log(Qa(Pra)) — 1),
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Riicksubstitution fiir v ergibt:

1

/gl_a dz— )2 = /G NG ) — )

max(logy,ga) G~ 1(max(logy,9a))

1-a
— 2
= — )
max(y,&)

_ /( d(108(Qu(Pry)) — 1)?

1-a

= (log(Qa(Pra1)) — 1)?

max(y,a)

Falls man die Funktion ¢ durch ¢ (y) := (logy —c¢;)? definiert und wenn man die bis dahin
ermittelten Ergebnisse einsetzt, so erhélt man die Einflussfunktion der QLS-Schétzung des

Steigungs-Parameters I F(y; by, Py 1) wie folgt:

IF(y;by, Pry) = m [(1 —a)(log(Q1-a(Pr1)) — c1)?
~ allog(@a(Pra)) — 1)
~ a1 -25) — (log(Qa(Piy)) — 1)’ m()]
— g |0 D UQL(R) ~ aU(QalPi) — el 20)
~ UQualPL) + lmax(, Qa(Pun)
— g PO QalP) el -2

(@1 a(PL)) — aw@a(ﬂ,l))].
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Satz 6.2.10 (vgl. Boudt et al. 2009)

Fir die Finflussfunktion des Achsenabschnitts-Parameter-Schitzers der Standard-
Weibull- Verteilung Py, gilt:

]F(y; bo, P1,1) =

g |les(max(y, Qa(Pry))) — el —26) — alog(Qi-a(P11))

— alog(Qa(P11))| — alF(y;bi, Pia).  (6.28)

Beweis:

Gesucht wird eine explizite Losung des Integrals in (6.20) und man geht nun wie folgt
vor: Mit Hilfe von (6.18) und Q,(P) = F~!(«) erhilt man wieder fiir A = 5 =1

Qa(Pr1)f11(Qa(Pr1)) = glogQu(Pr1)) = g(ga)-

Insbesondere erhélt man mit Hilfe von Lemma 5.1.4 bzw. der Gleichung (5.8) die Ein-

flussfunktion des Steigungs-Parameter-Schétzers der Standard-Weibull-Verteilung P; ; wie
folgt:

1-a — 7 o
[F(y;by, Pr1) = / 27 osv<sol y(a)da — e IF(y; by, Pry). (6.29)
& g(ga)
Denn es gilt:

IF(y; by, P11) / mIF(y; Qa, Pr1)u(a)da — ¢ IF(y; by, P 1)

(5.8) e 1 & — Iflog y<iog Qu (P 1))

Qa(Pl 1) fl I(Qa(Pl 1)) U(Oé)da B ClIF(y; bla Pl,l)

— [[logy<logQ (P11)]
- : u(a)da — cIF(y; by, P
/ Qa(Pr1) f11(Qa(Pr1)) () LE(y; by, Pry)
(6 2) ! I[logy<ga]
T M@ = el Py P,

Wenn man « durch G(z) in (6.29) substituiert, dann erhélt man die Einflussfunktion der
QLS-Schétzung des Achsensbschnitts-Parameters b; wie folgt
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]F(iU; by, P1,1>

. 1 Gil(l_&) G Z)— I 0O
(6.21) / ( ) i gy<g(c(z))] g(Z)dZ . Cl.[F(?J, bl?Plvl)

1—2a Jo1a 9(9(c=))

1 91-a (7 — ] o 1 P
= / &)~ Thsyee 2O gygs ey 1R (b, Py

1-2a/, 9(G=1(G(2)))

1 9g1—-a G — I o z
/ (2) = Tjogy< g(2)dz — 1 IF(y; b1, Piq)

1 =2a da g(z)
1 gi—a
- 1—2a /ga (G<2) - I[logy<2}) dz — leF(y; by, Pl,l)

1 g1-a g1—&
= T o5 {/ G(z)dz —/ f[logy<z]d2} — clF(y;b1, P1)  (6.30)
— atx Ja Ja

1 g1-a gi-a
- 1—204{/% G(z)dz—/ )dz} — 1 IF(y;by, P1q).

max(log y,9a

N

-~ -~

=:n =7

Partielle Integration liefert fiir n:

/gjlaG(z)dz _ G- __

/ "LGe) = / G ()d(G(G (@)

ga G~1(ga)
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Fir 7 erhalt man:

G (91-a) 1-a

= G H(a)G(G ()

G~1(g9a) e}
= (1—-a)log(Qi-a(Pr1)) — alog(Qa(P11)).

Fiir v ergibt sich:

1

gi-a G (g1-a)
/ e - | 4G (@)
max(log y,9a) G—1(max(logy,g9a))

_ /  dllon(@u(.)

1-a

= log(Qu(P11))

max(y.a)

— log(Qi-a(P11)) — log(max(y, Qa(P11)))-

Wenn man die bis dahin ermittelten Ergebnisse einsetzt, dann erhélt man die gesuchte
Einflussfunktion der QLS-Schétzung des Achsenabschnitts-Parameters 1 F(y; by, Py 1):

IF(y;bo, Pri) = 1 _12a {(1 —a)log(Q1-a(Pr1)) — alog(Qa(Pry1)) — (1 —2a)
— log(Qi-a(Pr1)) + log(max(y, Qa(Pr1)))
— leF(y, bl, Pl,l)
= 1_12a {log(max( ,Qa(Pr1))) — a(l —2a) — alog(Qi-a(Pri1))

— alog(Qa(Prp))| — clF(y;b1, Pry).

Bemerkung 6.2.11
In der Original-Arbeit von Boudt et al. (2009) wurden die Einflussfunktionen (6.24) und
(6.28) falsch berechnet, da die oberen Grenzen bei der Integration der Indikatorfunktionen

in den Gleichungen (6.27) und (6.30) nicht richtig eingesetzt wurden.
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Bemerkung 6.2.12
Die Einflussfunktionen der Methode der Kleinste-Quadrate-Schéitzung (OLS-Schétzung)

des Skalen- und des Gestalts-Parameters der Standard-Weibull-Verteilung sind Spezi-
alfille von (6.24) und (6.28). Insbesondere erhélt man fiir @ = 0 und A = 5 = 1:

IF(?J; Bors, P1,1) (6;4) —IF(ZJ; by, P1,1)

, 1

g [P QP — a1 -200)

— 0-Y(Q1-0(Pr,1)) — 0-9(Qo(Pry))

(ORI

B _1[(log(y)—01) ~ 1]

N 2 Co
und
TF(y; Aovs, Pr,1) L9 TF(y;bo, Pry)

(029 1_12_0{1og<max<y, Qo(Pry))) — e1(1—2-0)

-0 log(Ql—O(Pl,l)) - 0- log(QO(Pl,l)) - IF(y; by, P1,1)

= log(y) — ¢1 + aIF(y;Bovs, Pr1).

Bemerkung 6.2.13

Boudt et al. (2009) haben mittels numerischer Integration fiir ¢; und ¢y (vgl. Lemma 6.2.8)
die folgenden Konstanten erhalten. Fiir & = 0 (Im Fall der OLS-Schétzung): ¢; = —0.5772
und ¢y ~ 1.6449, und fir & = % (Im Fall der QLS-Schitzung mit hohem Bruchpunkt vgl.
Satz 6.2.3): ¢; &~ —0.3788 und ¢, = 0.0806.

Definition 6.2.14 (Affine-Aquivarianz bzgl. einer affinen Transformation)

Ist ein Funktional T skalen-dquivariant und lokations-invariant, dann wird dieses affin-
aquivariant genannt. D. h. fiir ein Funktional T bzgl. einer affinen Transformation h auf
ein Wahrscheinlichkeitsmafl P gilt:

T(P") = h(T(P)) (6.31)

und T(P") = T(P). (6.32)
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Satz 6.2.15
Sei T ein Funktional, das dquivariant bzgl. der Transformation h ist, dann gilt fir die
FEinflussfunktion.:

IF(h(y); T, Ph) = W(T(P))IF(y; T, P), (6.33)

hierbei entspricht h' die Ableitung von h.

Sei T ein Funktional, das invariant bzgl. der Transformation h ist, dann ist die Ein-

flussfunktion wie folgt gegeben

IF(h(y);T,P") = IF(y;T,P). (6.34)

Beweis:

Zunéchst zeigt man die Auswirkung einer Transformation h auf ein Wahrscheinlich-
keitsmafl P mit P, = (1 —t)P +tj,. Dazu sei B eine beliebige Menge aus der Borel-
o-Algebra. Dann gilt nach Definition von Bildmafien (vgl. Miiller 2007, Seite 9):

(Piy)"(B) = Py(h™(B))
= (1=t)P(h'(B)) +t3,(h7(B))
= (1=t)P"(B) + o) (B)
= (P")inw)(B).
Also gilt:
(P = (1=t)P+16,)" = (1—=t)P"+t5hy = (P")inw). (6.35)

Sei T ein dquivariantes Funktional, dann gilt nach der Kettenregel:

IF(h(y); T, Ph) = %T((Ph)t,h(y)ﬂto

(6.35) O
= QT((PW)}L)L:O

6.31) O
= &h(T<Pﬂy>)‘t:0

= N (T(P(Ly))IF(y; T,P).
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Sei nun T ein invariantes Funktional bzgl. der Transformation h dann gilt fiir die Ein-

flussfunktion:

IF(h(y);T,P") = %T((Ph)t,h(y))‘to

(6.35) O
= &T((P’%y)h) |t:0

(6.32) O

= ah(T(Ptvy)) ‘t:O

= IF(y;T.P).

Satz 6.2.16
Seien A und [ affin-dquivariante Funktionale bzgl. der Transformation h. Dann lassen

sich die Finflussfunktionen der allgemeinen Weibull-Verteilung wie folgt berechnen:

[F(y; A Py j) = mF((%)ﬁ;A,Pu) (6.36)
und [F(y; 3, Pyg) = ﬁ]F((%)ﬁ;ﬂ, P171>. (6.37)

Beweis:

Mit Hilfe der log-Weibull-Verteilung Gy 3 und ihrer Zugehorigkeit zu einer Lokations- und
Skalen-Familie mit den Parametern p = log A und o = 1/ kénnen die bis dahin gewonne-
nen Resultate der Einflussfunktionen der Standard-Weibull-Verteilung zu der allgemeinen

Weibull-Verteilung wie folgt erweitert werden: Dazu betrachtet man die folgenden Trans-

formationen
hi(y) = logy (6.38)
haoly) = y—logA (6.39)
ha(y) = By, (6.40)

hierbei gilt y, A\, 3 > 0.

Sei nun A ein affin-dquivariantes Funktional (vgl. Definition 6.2.14). Sei h; eine affine
Transformation mit h;(y) = logy. Dann gilt nach dem Satz 6.2.15 bzgl. dieser Transfor-
mation zunéchst:

6.33)

( 1
IF(logy; A, G>\75) = NPy ,6) TF(y; A, PA,ﬁ)-
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D.h.

(6.13)

IF(y; N\, Png) = M F(logy; \,G)p). (6.41)

Man wendet nun die Transformation hy mit ho(y) = y — log A auf die log-Weibull-
Verteilung an, unter der Annahme, dass das Funktional A bzgl. dieser Transformation
invariant ist. Dann erhélt man wieder mit dem Satz 6.2.15 fiir das Wahrscheinlichkeits-

mafl Gy g = (1 —t)G11 + tliogy die folgende Einflussfunktion

(6.34

IF(logy; A\, Gag) "= IF((logy —log A); A, G1.1)

_ IF(log<)\) A G11>

By auf die Standard-log-

(6.42)

Anschlielend wendet man die Transformation hg mit hs(y) =

Weibull-Verteilung an. Dann gilt:

IF(log< A) A G“) (29

~

F(rc)
17 (1o (—) G

o F((5) )

(6.13) §[F<<%)B; A, PM). (6.43)

Insgesamt erhélt man fiir das affin-dquivariante Funktional A bzgl. der Transformationen
hy, hs und hs Folgendes:

(6.41)

A[F(log<A> A G 1)

(6.43) ﬁ]F((%)i A, P1,1>.

Analog zeigt man die Einflussfunktion fiir das Funktional g fiir die allgemeine Weibull-

(6.42)

Verteilung. Dazu sei § affin-dquivariant bzgl. der Transformationen hy, hy und hz. Also

(6.33)
F(y;8,Png) = IF(logy; 8, Gxp)

1
1/B(Pxp)

(6.12)

=" BIF(logy;3,Gxp).



Kapitel 6: Quantil-Kleinste-Quadrate-Schitzung

73

Da das Funktional § invariant bzgl. der Transformation hs ist, gilt:
BIF(logy; B,Grp) = BIF((logy —log\);5,Gh,1)
_ Yy.
= B1F(log(%): 8.Gua).
Anwendung der Transformation hg ergibt:
A _ y\*
p1F(log X ;0,G1a = [IF(log N ;0,G1a

e (CVREEEY

612 g [F((%)ﬂ; 3, PM).

Somit ist der Satz bewiesen.
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Kapitel 7

Repeated Median

In diesem Kapitel wird eine weitere Regressionsschitzung vorgestellt. Siegel (1982) hat
die Repeated-Median- (RM)-Schiitzung vorgeschlagen. Diese Schitzung ist robust und
besitzt einen Bruchpunkt von 1/2.

Danach wird gezeigt, dass die Einflussfunktionen der RM-Schéatzung des Skalen- und des
Gestalts-Parameters der Weibull-Verteilung explizit gegeben sind und dass diese auch

beschrankt sind.

7.1 Motivation

Definition 7.1.1 (Repeated Median (vgl. Siegel 1982))

Gegeben sei ein bivariater Datensatz (x1,y1), ..., (xn,yy) € R?, wobei x; # x; fiir
i,7€{1,...,N} und der Median med;(x;) = med(xy,...,xy). Die Repeated-Median-
(RM)-Schdtzung des Steigungs-Parameters by und des Achsenabschnitts-Parameters by
ist definiert durch

7 Yi —Yi
und by = med; med,;; L3~ Vil (7.2)

Beachte, dass die Steigungen (y; —vy;)/(z; —x;) beim Vorliegen eines Weibull-Datensatzes

immer positiv sind.
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Satz 7.1.2  (vgl. Siegel 1982)
Fir den Bruchpunkt der RM-Schitzung des Steigungs-Parameters by und des
Achsenabschnitts-Parameters by gilt fir alle (z1,11), ..., (zy,yn) € R2:

en(Orat, (n,yn)) = % gJ . (7.3)

Beweis:
Siehe Siegel, A. F. (1982). Robust regression using repeated medians. Biometrika 69,
242-244.

O

7.2 Schitzen mit dem Repeated Median

Satz 7.2.1 (vgl. Boudt et al. 2009)
Die FEinflussfunktionen der RM-Schétzung des Steigungs-Parameters by und des
Achsenabschnitts-Parameters by der Standard-Weibull-Verteilung P, ; sind gegeben durch:

]F(?J'Qa P11) ]F(Q'Qa P11) >
IF(y;by, P, = med,, | med, AL A — med,, LA LA
(601, Pia) ( * (o — 0a) Qo (Pr1) * (Gor — Gon) Qe (Prr)

und

quIF(y7 Q(Xz) Pl,l)
(goq - ga2)Qa2(P1,1)

IF(y; P,
]F(y;bo,P1,1) = med,, (meda2 Gar I F(y; Qars Pr1) )7

— med,,
’ (goa - ga2>Qa1 (Pl,l)

wobei hier wieder g,, = G~ Y(oy) fiiri=1,2 gilt.

Beweis: Der Beweis basiert auf dem Beweis in Boudt et al. (2009).

Seien die RM-Funktionale wie folgt gegeben:

boulPro) = G = (7.4
und )\RM(P)\,,G) = eXp{bo(P)\ﬂ)} = A\ (75)

Weiterhin seien a; und ao gleichverteilte Zufallsvariablen auf das Intervall [0, 1]. Es wird

nochmal daran erinnert, dass fiir die log-Weibull-Verteilung Folgendes gilt:

Ja =log Qn(Pr1) bzw. Ga; = 10g Qo (P11) fiir i=1,2.
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Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P definiert man die zugehorigen Funktionale der RM-

Schétzung des Steigungs-Parameters by und des Achsenabschnitts-Parameters by wie folgt:

bi(P) = meda, Hp(gay,108 Qa, (P)) (7.6)
und bo(P) = meda, Kp(ga,,logQa, (P)), (7.7)
wobei
-1 as (P
Hply.2) = med,, (2= 28 92) (78)
Y = Gas
«a —yl a P
und Kp(y,z) = med,, <g 2% = 9108 Qo )) (7.9)
Joo — Y
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei A = 1 und g = 1. Weiterhin sei

P, = (1 —t)Py +t), fiir alle t > 0. Die Auswertung der RM-Funktionale (vgl. (7.4)
und (7.5)) fiir A = 5 =1 liefert

bO(Pl,l) =0 und bl(Pl,l) =1. (710)

Aus der Taylor-Entwicklung erster Ordnung (vgl. Anhang A.2) von Hp,(ga,,log Qa, (F;))
folgt:

HPt (qu ) 10g Qog (Pt))

0

OHp,(ga,,log Qu, (P,
= Hpy, (900,108 Qua (Pra) + t(%%l (901,108 Qo (P1))

ot

2=go t=0

0
ar log Qal (Pt)

0
aHPt (ga17 log Qal (P171))
ot

aHPt (gau Z)

* 0z

)+OW)

t=0

= HP1,1(galﬁlogQOél(P1,1)) + t(

t=0

(0/91)Qu, (Pl
s QP

aHPl,l (gau Z)
0z

)+aﬂ

8Hpt (gal » Jou )

= HP1,1 (gal7 log Qal(Pl,l)) + t( ot

t=0

TF(y; Qa,, Pry)
mga,  Qan(Pr1)

aHPl,l (gau Z)
0z

>+OW) (7.11)
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Wegen
= ey Y
2 —Tog Qu,(PL) +57 3
Y = Ja )

HP1,1 (yv Z) = medaQ (

Lemma 4.1.9 1

1+ (z — y) med,, ) (7.12)

ist
0 1

—H = dy, ———.
Oz P1,1<y7z> meda, (y_gcm)

Aus der Taylor-Entwicklung (vgl. Anhang A.2) von log Q,, (P;) folgt:

(7.13)

1Og Qaz (Pt> = log QaQ (Pl,l) +1 % 1Og Qaz (Pt) + O(tQ)

t=0

(0/0t)Qay(P) =0
Qas (Pr)lt=0

[F(yv Qa27 Pl,l)
Qar(P11)

= log Qa,(Pip) +1 + O(t?)

+ O(#?). (7.14)

= 10g Qaz (Pl,l) +t

Weiterhin gilt:

. —1 s (P
HPt (y’ Z) (7:8) meda2 (Z 0g Q 2( t))
Y= Gao

TF(y: Quy, P
2 —10g Qu,(Pry) — t (v Q 1’1)+(’)(t2)
(7.14) ( Qas(P11) )
= med,,

Y — Gas

. z— 1Og Qag(Pl,l) . [F<ya Qoazv Plyl) ) 2
md( = Py —gar)) T OO (T13)

Die Ableitung von Hp,(ga,, ga,) nach t ausgewertet an der Stelle ¢t = 0 liefert:

0
EHPt (goq 3 goq)

t=0

0 Jaq — logQaz(Pl 1) ]F<y; Qa27P1 1) ) 2 }
= —<qmed,, — —1 : +O(t
at{ < Ja1 = Jao Qas (Pl,l)(gal - gaz) ( )

t=0

_ [F(y;QamPl,l) )
= —med,, (Qag(Pl,l)(gal “ o) (7.16)
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Setzt man die bis dahin gewonnenen Ergebnisse ein, so erhélt man die RM-Schéatzung des

Steigungs-Parameters wie folgt:

b1<Pt) = medal HPt (ga1 ) lOg Qal (Pt))

(7.11)

medoq [HP1,1(9011’ log Qal(Pl,l))

+ t<aHPt<goq7goc1)

aHPl,l (gOél ) Z)

IF(y7 Qal) Pl,l)

)+Ow4

ot 0 Dz imga,  Qar(P11)
(7.13)
(7.16) .
7.12
(7.12) medy, |1+ (9o, — log Qa, (P 1)) med,, +
N———— a1 gozg
= Goy
[F<y;Qa7P11) 1 [F<y;QOé7P11)>
+ t| — med,, 27 + med, A
( ? Qag (Pl,l)(ga1 - gaz) : ga1 - gozz Qal (Pl,l)
IF(y; Qa,, P
= med,, |1+ t<— med,, ; Qos, 1)
Qaz (P1,1)<ga1 - ga2>
IF<y;QOé7P11) ) 9
+ med, s +O(t
? (gtn - gaz)Qal(Pl,l) ( )

IF(y7 QO[U Pl,l)

= 141 med,, (meda2

(ga1 - gaQ)QOél (Pl,l)

]F(y7 QOQ) Pl,l)

— med,,

(gm - gaz)Qaz<P1,1>

>+OW»

Dabei gilt die Gleichheit in der letzten Gleichung wegen Lemma 4.1.9 bzw. wegen der

Lokations- und der Skalen-Aquivarianz des Medians.

Die Einflussfunktion der RM-Schétzung des Steigungs-Parameters ist somit gleich

0
IF(y; bl,P1,1) = Ebl(ﬂ)

t=0

[F(Z/§ Qars Pl,l)

= %{1 + t med,, (meda2

TF(y; Quy, P,
= med,, <meda2 (Y Qu, Pra)

(goq - gaz)QOq (P1,1>

(gal - gag)Qal (Pl,l)

med,,

— med,,

]F(y; Qa27 Pl,l)

]F(y; ro27 P1,1)

(goq - ga2)QO¢2<P1,1>

(gal - gaz)@ag (pl,l

)

;) o)

+ O(t%)

t=0
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Ganz analog beweist man den anderen Fall der RM-Schétzung des Achsenabschnitts-
Parameters.

Die Taylor-Entwicklung erster Ordnung von Kp,(ga,,log Qa, (P;)) (vgl. Gleichung (7.9))

liefert wiederum:

8K 13 o1y O]
Kp, <ga1’ log Qo‘l (Pt)) = KPl,l (gmalog Qal (Pl,l)) ™ t< : (gt : )

t=0

a[(131,1 (ga1 ’ Z)
0z

IF(y7 Qa17 Pl,l)
Qal (Pl,l)

) + 0.  (7.17)

2=ga,

Wegen
: an? — Yl as (P
K2 2 meds, (g ,% — Y1og Qa, ( 1,1))
Jay — Y
_ meda2 (gcmz — yga2)
Gay — Y
Lemma 4.1.9 Gas
= z —y)med,, ———— 7.18
(2 — y) meda, oo =) (7.18)
gilt fiir
0 Ja
—Kp ,(y,2) = medy, ———. 7.19
Oz Py ( ) (gOQ _ y) ( )

Fiir Kp, erhédlt man mit Hilfe der Taylor-Entwicklung erster Ordnung von log Qa,(F;)
(vgl. Gleichung (7.14)):

KPt (ya Z)
@ ed, (gagz — ylog Qaz(Pt>>
ga2 - y
IF(y7 QO!Q’ Pl,l)
(7.19)

med,,

(gmzleng(Pl,l) — yt 0u(Prr) +<9(t2)>

Jazs — Y

gazz_ylogQaz(Pl 1) ]F(y;Qoazapl 1) ) 2
= med,, — — yt : +O(t?). (7.20
( Jar — Y Y Qas(P11)(Gas — ¥) (). (720
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Die Ableitung von Kp,(ga,, 9o, ) nach t ausgewertet an der Stelle ¢t = 0 ist somit:

0
aKPt (ga1>ga1)

t=0
8 azYa - a11 agP ozljF ; OézaP
_ {meda2(g 2901~ 901108 Qe (Pr1) G [F(y; Qs 1) ) +O(t2)}
3t Jas = Jay roz(Pl,l)(gcm - ga1) t=0
goq[F(y; Qa27 Pl 1) )
= —med, ’ ) 7.21
2<@a2<P1,1><ga2 — ) (7:21)
Kombination der bis dahin ermittelten Resultate liefert:
b0<Pt) = med()q KPt (goa ) log Qal (Pt))
717
( = : medoﬂ [KP1,1 (ga17 10g QOQ (Pl,l))
aK a1y Jx aK 1,1 a1 ‘[F ; (0% 7P
+ t( Pt(g 159 1) Py (g Z) (y Q 1 1,1>> +O(t2>
ot 0 0z mge,  Qan(Pr1)
(7.19)
(7.21)
7.18 o
( = ) medal (gal - log Qal (Pl,l)) meda2 L +
%/_/ ga2 - gal
= ga;
Jor I F(y; Qay, Pr1) Joy  IF(y; Qays P 1)) )
+ t| —med, —— + med,, - + Ot
( ’ Qcm(Pl,l)(gaz - goq) ’ Jas = Jay Qal (Pl,l) ( )
ar TF(Y; Qay, P ar TE(Y; Qay s P
_ medal t(meda2 Jay (y Q 2 1,1) —meda2 Jas (y Q 1 1,1) ) —I—O(t2)
Qcm(Pl,l)(goq - gag) (goq - gaz)Qm(Pl,l)

d goq]F(y Qoezapll) B d goesz(y Qampll)
(g — Gay) Qo (Pl 1) (goq o) Qay (Pl 1)

=t med,, (me ) + O(t?).

Dabei gilt die Gleichheit in der letzten Gleichung wegen der Skalen-Aquivarianz des Me-

dians.
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Die Einflussfunktion der RM-Schétzung des Achsenabschnitts-Parameters ist somit gleich

TF(yibo, Pia) = 0(P)
t=0
= et (e S ) OO
= (ot {2 G e e G ).
U

Bemerkung 7.2.2
Da die RM-Funktionale mit den QLS-Funktionalen gleich sind, erh&lt man mit Hilfe von
Satz 6.2.5 fiir die Einflussfunktionen der RM-Schéitzung des Gestalts- und des Skalen-

Parameters Folgendes:
F(y; Bru, Prg) = —BIF(y; b1, Payg) (7.22)

und IF(y, )\RM; P)\’g) = A IF(y, bo, P)\Wg), (723)

hierbei ist IF(y;b1, Pyg) die Einflussfunktion der RM-Schétzung des Steigungs-
Parameters und [F(y;by, Png) die Einflussfunktion der RM-Schétzung des
Achsenabschnitts-Parameters (vgl. Satz 7.2.1).

Bemerkung 7.2.3
Mit Hilfe von Satz 6.2.16 erhélt man fiir beliebige Werte von A und 3 die zugehorigen

Einflussfunktionen.
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Kapitel 8

Median/MAD- und
Median /@ y-Schitzung

Das folgende Kapitel befasst sich mit zwei weiteren robusten Schitzungen. Zunéchst wird
mit der von Olive (2006) vorgeschlagenen Schétzung anhand der Median und der Median
der absoluten Abweichungen untersucht und anschliefend wird die Untersuchung mit dem
Median und mittels der von Rousseeuw und Croux (1993) eingefiihrte ) yn-Schitzung

fortgesetzt.

8.1 Median/MAD-Schitzung

Da der Median gegeniiber Ausreiflern unempfindlich ist (vgl. Satz 4.1.11), ist der Median
der absoluten Abweichungen von Median auch ein robustes Streuungsmafl und wird nun

wie folgt definiert.

Definition 8.1.1 (Median der absoluten Abweichungen MAD (vgl. Miiller 2009a))
Seien yq, . ..,yn Beobachtungen eines Merkmals Y. Dann heifit der Median der absoluten
Abweichungen kurz MAD

MAD(y) = Median von (|y; — g%|, celyn — g]%\), (8.1)
wobei g]% der Median ist.
Definition 8.1.2 (Populations-MAD (vgl. Olive 2006))

Seien y1,...,yn Beobachtungswerte eines Merkmals Y . Dann ist der Populationsmedian

der absoluten Abweichungen gegeben durch:

MAD(Y) = med(]Y — med(Y)|). (8.2)
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Bemerkung 8.1.3

Die log-Weibull-Verteilung gehort zu einer Lokations- und Skalen-Familie mit den Pa-
rametern p = logA und o0 = 1/3. Aus diesem Grund kann die Schitzung der Weibull-
Parameter als Lokations- und Skalen-Schiitz-Problem fiir A = exp(4) und 3 = 1/6 der

Beobachtungen log v, ..., logyy angesehen werden.

Definition 8.1.4 (Median/MAD-Schéitzung (vgl. Olive 2006))
Seien logys, .. .,logyn Beobachtungen eines Merkmals Y. Dann ist die Median/MAD-
Schitzung der Lokations- und Skalen-Familie kurz med/MAD gegeben durch:

6 = dmed;|logy; —med;logy;| (8.3)
und i = med;logy; — & loglog 2, (8.4)
dabei ist d ein Konsistenzfaktor.

Bemerkung 8.1.5

Olive hat den Konsistenzfaktor d fiir eine nicht kontaminierte log-Weibull-Verteilung
berechnet und d = 1.3037 erhalten (vgl. Olive 2006). Somit ergibt sich nach Definition
8.1.4 fiir die med/MAD-Schétzung der log-Weibull-Verteilung Folgendes:

6 = 1.3037 med, | logy; — med; log y,| (8.5)
und i = med;logy; — ¢ loglog 2. (8.6)

Satz 8.1.6 (vgl. Boudt et al. 2009)
Die Finflussfunktionen der med/MAD-Schitzung des Skalen- und des Gestalts-
Parameters der Weibull-Verteilung Py g sind gegeben durch:

TF(y; Bmeaman, Prg) = —1.3037 3% IF(logy; MAD, G, ),
IF(y, Amed/MAD; PAﬂ) = )\ [IF(IOg Y; Q%, G)\ﬂ) + 04778 IF(IOg Yy; MAD, G)\Wg)].

Hierber gilt die folgende Beziehung:

Qa(PAﬂ) (8'7)

IF(logy;Q1,Ghp) =

Beweis:

Nach der Definition des Medians der absoluten Abweichungen lassen sich fiir Y := logy
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die med/MAD-Schétzungen (8.5) und (8.6) wie folgt umschreiben:

o = 1.3037med(]Y — med(Y)])
— 1.3037 MAD(Y) (8.8)
und f = med(Y) + 0.4778 med(|Y — med(Y')])
= med(Y) + 0.4778 MAD(Y). (8.9)

Wenn man die Schiitzungen von ¢ und /i in Satz 6.2.5 fir A\ = exp{} und § = 6!
einsetzt, dann erhélt man die gewiinschten Einflussfunktionen:
IF(y; Bumeaman, Prg) =  IF(logy;67", Gyp)

6.14 .
(614 -3 IF(logy;a,G\p)

13037 B2 IF(logy; MAD, G, 5)
und
ITF(y; Amed/mans Prg) = IF(logy;exp fi, Gy p)
O N IF(logy; f1, G )
=  A[IF(logy;med, Gy g) + I F(logy;0.47786, G 5)]
(8.9)

= A[IF(logy; Q1, G p) + 0.4TT8 IF(logy; MAD, Gy, )],

wobei fiir die Einflussfunktion des Medians der log-Weibull-Verteilung gilt:

IF(y;Q;,P)\,ﬁ)
IF(logy; Q1. Ghyg) 2 :

Qa(Prgs)
O
Beispiel 8.1.7 (Median/MAD-Schétzung)
Nach dem Satz 3.3.8 erhalt man fir
Y(y) = sgn(y) (8.10)

und x(y) = sgn(ly| —1) (8.11)
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den Median als Schatzung fiir den Lage-Parameter und den Median der absoluten Abwei-

chungen als Schitzung fiir die Streuung.

Eine formale Auswertung der Gleichungen (3.41) und (3.42) liefert (vgl. Huber 1981):

IP(y:T, P) = 2 —T(P)) (8.12)

2/(T(P))

und

senly — 1) - §) - LEFXD ST =5) oy

. _ f(T)
IF(y; S, P) = T F S 7T =5 . (8.13)

Korollar 8.1.8 (vgl. Boudt et al. 2009)
Die Finflussfunktion des Medians der absoluten Abweichungen der Standard-log- Weibull-
Verteilung G ist gegeben durch:

IF(logy; MAD,G) =

sgn(|logy — g1| — MAD) — [g(g1 + MAD) — g(g1 — MAD)|IF(logy; Q1, G)
2[9(91 + MAD) + g(g, — MAD)] ’

(8.14)

wobei g1 = G_l(%), g =G und MAD das Funktional des Medians der absoluten Abwei-

chungen ausgewertet an der Stelle Gy ;.

Beweis:

Durch einfaches Einsetzen in (8.13).

Satz 8.1.9  (vgl. Miiller 2009a)
Fiir den Bruchpunkt des Medians der absoluten Abweichungen MAD gilt fiir alle y € RV,

deren Komponenten paarweise verschieden sind:

& (MAD,y) — — {EJ | (8.15)

Beweis:
Zunichst seien y € RY mit paarweise verschiedenen Komponenten und med(y) := Yo )

fir y € RY gegeben.
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1| N+1
1. Behauptung: Fiir den Explosionspunkt gilt: ¢}, (MAD,y) > — {—%_J

N 2
Beweis: Sei M < || —1 = | X2, Fiir jedes § € Yy (y) sind dann N — M > 5
Beobachtungen ;,, ..., ¥iy_,, nicht verdndert. Sie liegen somit in I := [y(1), y(ny]. Daraus

folgt med(y) € I fur alle g € Yy (y).

Fir alle j = 1,...,N — M ist |g;, —med(y)| = |y, —med(7)| < yw) — yq). Daher
liegen mehr als 5 der Zahlen |§; — med(7)|, ..., [jx — med(§)] in [0, yv) — y()]- Also ist
| med([gr — med(g)], ..., gy — med(7)])] < yv) —ya).

1| N—-1
2. Behauptung: Fiir den Implosionspunkt gilt: ey (MAD, y) > N LTJ

Beweis: Sei M < |2 -1 = [23] Sei B = min{ily —y'| : y.y €
{y1,...,yn} und 3 # ¢"}. Damit ist B wohldefiniert und positiv.

Sei § € Va(y). Fiir hochstens M + 1 = L%J der Beobachtungen: |7, — med(7)| < B.
Also ist MAD(g) = med(|g; — med(g)|,...,|gny — med(y)|) > B.

1| N—-1
3. Behauptung: Fiir den Implosionspunkt gilt: ey (MAD, y) < N {TJ

Beweis: Sei M := L%J Ohne Einschrankung sei y; < ... < yy. Sei § € Yy (y) mit
Un = Yu41 = med(y) firn =1,..., M. Firn = 1,..., M + 1 gilt: |, — med(y)| = 0.
Daher sind M + 1 = | ¥+L] der Zahlen |§; — med(g)|, ..., |Jn — med(g)| gleich Null.
Also ist MAD(g) = med(|g; — med(3)], ..., |y — med(y)|) = 0.

8.2 Median/(Qy-Schétzung

Ein weiteres Ma$ fiir die Streuung ist die von Rousseeuw und Croux (1993) vorgeschlagene

@ n-Schitzung. Diese wird wie folgt definiert.

Definition 8.2.1 (Qy-Schétzung (vgl. Rousseeuw und Croux 1993))
Die Qn-Schdtzung (Q von Quartil) 6o, (y) basierend auf den Daten ys, . .., yn ist definiert
durch

Gonly) = Hyl (i) = int{w; Hy,(r) > 411} (8.16)
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wobet
N N
@) = 3o 2 3 Hsailon = vl 17)
n=1 m=n-+1
N N

T NN-1) T2 D s ([9n = yml) (8.18)

n=1 m=1,m#n
die Verteilungsfunktion der Abstinde zwischen den Beobachtungen ist. Die Q) n-Schitzung

15t also ein %-Quantil der Abstdande.

Satz 8.2.2 (vgl. Rousseeuw und Croux 1993)
Fiir den Bruchpunkt der Q -Schitzfunktion 6¢, gilt fir alley € RY, deren Komponenten

paarweise verschieden sind:

en(Oqn:y) = % gJ : (8.19)

Beweis:  Der Beweis folgt dem Beweis in Miiller (2009a).

N(N-1)
2

y=(y1,...,yn)" gebildet werden konnen.

Es gibt insgesamt (]2V ) = verschiedene Differenzen |y, — y,,|, die vom Datensatz

1| N+1
1. Behauptung: Fiir den Explosionspunkt gilt: e} (6gy,y) > — \‘—JFJ

N 2
Beweis: Sei M < |MH | —1 = |2 | und § € Yu(y) beliebig. Dann gibt es hichstens
L%J abgeénderte Komponenten, sodass [%-‘ Komponenten unverdndert sind. Damit

gibt es mindestens

((%W) enll(rnliat)

2

> 2 T2
- 2
B (N+1)(N—1)
B 8

unverfilschte Differenzen |y, — ym|.

Fiir diese Differenzen gilt: |y, — ym| < max{|y, — ym|;n,m=1,... N} = B
(N+1)(N-1) 1 N(N—1)
Da 8 > 18
von g gebildet werden kénnen, unverfélscht. Es sind somit
2 (N+1)(N-1)

1
Hy:(B) > :
ng(B) = N(N—1) 8 ~ ]

gilt, sind mehr als ein Viertel aller moglichen Differenzen, die
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Daraus folgt 6, (7) = Hy;(3) < B fiir alle § € Y (y).

1|N
2. Behauptung: Fiir den Implosionspunkt gilt: ey (d¢,,y) > N {EJ

Beweis: Sei B := s min{|y, — ym|;n,m € 1,..., N,n # m}. Da die Komponenten von
y paarweise verschieden sind, folgt B > 0. Ist M < [%J —1= L#J, dann kénnen von
7 € Yum(y) hochstens L%J Komponenten Werte besitzen, die sich alle nicht mehr als B

unterscheiden. Somit gibt es hochstens

(L%J) _ L%J(%J -1

2
N(N
_ 2GE-
- 2
NNV -2)
8
Differenzen, die kleiner als B sind. Fiir alle anderen Differenzen |§,, — | gilt: |Jn—9m| > B.
Damit gilt:
2 N(N-2) 1
Hy; < < -
na(®) < N(N—1) 8 4

1
fur alle x € [0, B) und somit 6¢, (7) = H_} (3) > B fiir alle § € Yu(y).

1N
3. Behauptung: Fiir den Implosionspunkt gilt: ey (d¢,,y) < N {EJ
Beweis: Sei M = L%J Setze y, = yyy1 fr m = 1,...,.M und y,, = vy, flir n =
M +1,...,N. Dann gilt: g € Yy (y) und M + 1 = LNQ QJ Komponenten von ¢ nehmen

den Wert y,,,1 an. Dann gibt es

(L%J) 552 -1

2

> 2 \ 2
- 2
_ (N+1)(N-1)
B 8
Differenzen, die gleich Null sind. Es folgt
2 (N+D((N-1) 1
Hy > -.
O Y 8 i

Und somit ¢, (7) = H;,}(%L) = 0.
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Definition 8.2.3 (Median/Q y-Schétzung (vgl. Boudt et al. 2009))
Seien logy,...,logyn Beobachtungswerte eines Merkmals Y. Dann heifit die
Median/Q n-Schitzung kurz med /Qn

i = med;logy; — & loglog 2 (8.20)
¢ = d{|logy; —logyn|; 1 <i<j < N}, (8.21)
N

wobet | der [-te geordnete Wert iiber die Menge (2) und d ein Konsistenzfaktor ist.

Satz 8.2.4 (vgl. Boudt et al. 2009)
Fiir die FEinflussfunktionen der med /Qy-Schdtzung des Skalen- und des Gestalts-
Parameters der Weibull-Verteilung Py g gilt:

TF(y; Bued jon, Prg) = —B°dIF(logy; Qn, Gag),

TE(y; Amed Q- Pag) = A[IF(logy; Q1,Gap) — dIF(logy; Qn, Gip) loglog 2,
hierbei ist d = 1.9577 .
Beweis:

Fiir den Skalen-Parameter § = 1/6 erhilt man mit Hilfe der Definition der med /Q -
Schéitzung die folgende Einflussfunktion:

IF(Y; Bmed jon> Prg) = IF(logy;67",Ghp)

6.14 N
(:) —ﬁQIF(logy;a,G,\,g)

(8:21)

— B*d IF(logy; Qn, Gy )
Analog erhélt man fiir den Lokations-Parameter ji = log A:
TF(y; Ameajqn> Prp) = ITF(logy;exp fi, Gy p)
29\ IF(logy; i, Gag)

= A[F(logy;med, Gy g) + [ F(logy; cloglog2, G, 5)]

8.20
C2) \[IF(log y; Q1,Gxrp) + d1F(logy; Qn, G p)loglog2),

wobei hier wieder das Folgende gilt:
IF(y; Q1. Prp)
Qa(Prp)

IF(logy; Q1,Ghp) = (8.22)
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Satz 8.2.5 (vgl. Rousseeuw und Croux 1993)
Die Einflussfunktion der Qn-Schéitzung der Standard-log- Weibull-Verteilung ist gegeben

durch:
-Gly+d ) +Gly—dt)

TPy Qn, G) = d5—F oo oyde

wobei d = 1.9577 .

Beweis:
Siehe Rousseeuw, P., Croux, C. (1993). Alternatives to the median absolute deviation.
Journal of the American Statistical Association 88, John Wiley, New York.

[l
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Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurden zu Beginn mit der Einflussfunktion und dem Bruch-
punkt Kriterien an die Hand gegeben, die es erlauben, die Robustheitseigenschaften
eines Schétzers beurteilen zu konnen. In Bezug auf die M-Schétzungen insbesondere fiir
die Maximum-Likelihood-Schitzung und die simultanen Lokations-Skalen-M-Schétzer
wurden die Einflussfunktionen gezeigt. Dariiber hinaus wurden die Probleme aufgezeigt,
die sich ergeben, wenn man die Parameter der Weibull-Verteilung mit der Maximum-
Likelihood-Methode schéatzt. Es hat sich ebenfalls gezeigt, dass die Methode der Mediane
eine beschrinkte Einflussfunktion und einen Bruchpunkt von 1/2 hat. Mit der Quantil-
Schétzung wurde eine weitere einfache Schétzung der Parameter der Weibull-Verteilung
zur Verfiigung gestellt; diese Schatzung besitzt eine beschrankte Einflussfunktion und

einen maximalen Bruchpunkt von 1/3.

Im Hinblick auf die Regressionsschéitzungen hat sich gezeigt, dass die QLS-Schétzung,
die auf der Uberlegung basiert, die Daten vorher zu ordnen und dann einen Teil davon
zu iibergehen, eine beschrinkte Einflussfunktion besitzt. Dagegen ist die OLS-Schétzung
nicht robust. Ebenfalls wurde mit einer weiteren Regressionsschitzung, der sogenannten
RM-Schiitzung, eine attraktive Schiatzung betrachtet, die eine beschrinkte Einflussfunk-

tion und einen Bruchpunkt von 1/2 besitzt.

Zum Schluss wurden die Median/MAD- und die Median/@ y-Schétzungen betrachtet, die
ebenso zur Schétzung der Parameter der Weibull-Verteilung beschrénkte Einflussfunktio-

nen und hohe Bruchpunkte geliefert haben.

Die Einflussfunktionen der betrachteten Schitzungen fiir die Standard-Weibull-
Verteilung, also fiir A = 1 und # = 1, werden im Folgenden graphisch dargestellt. Die
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Einflussfunktionen der Maximum-Likelihood- (vgl. Abb. 9.1) und der Kleinste-Quadrate-
Schétzung (vgl. Abb. 9.5) sind unbeschréinkte Funktionen von y. Diese streben gegen +oo,
falls y gegen 0 oder oo konvergiert. Die Einflussfunktionen der restlichen Schétzungen
sind alle beschréankt. Insbesondere sind die Einflussfunktionen der Quantil- (vgl. Abb.
9.3), der Methode der Mediane- (vgl. Abb. 9.2) und der Median/MAD-Schétzung (vgl.
Abb. 9.7) des Skalen- und des Gestalts-Parameters Treppenfunktionen. Die Einflussfunk-
tionen der RM-Schétzung des Skalen- und des Gestalts-Parameters (vgl. Abb. 9.6) und
der Median/@Q y-Schitzung des Gestalts-Parameters (vgl. Abb. 9.8 rechts) sind glatte
und beschrénkte Funktionen. Die Einflussfunktion der Median/@Q y-Schétzung des Skalen-
Parameters (vgl. Abb. 9.8 links) ist nicht stetig, was daran liegt, dass die Einflussfunktion
des Medians ebenfalls nicht stetig ist.

Skalen-Parameter Gestalts-Parameter

T T T T T T I T T T T T
(0] 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5

Abb. 9.1: Einflussfunktion der Maximum-Likelihood-Schéatzung der Weibull-Parameter.

Skalen-Parameter Gestalts-Parameter

Abb. 9.2: Einflussfunktion der Methode der Mediane-Schétzung der Weibull-Parameter.
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Skalen-Parameter Gestalts-Parameter
Abb. 9.3: Einflussfunktion der Quantil-Schétzung der Weibull-Parameter.
Skalen-Parameter Gestalts-Parameter

Abb. 9.4: Einflussfunktion der Methode der QLS-Schétzung der Weibull-Parameter.

Skalen-Parameter Gestalts-Parameter

Abb. 9.5: Einflussfunktion der Methode der OLS-Schéitzung der Weibull-Parameter.
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Skalen-Parameter Gestalts-Parameter
<t - _—
o 9
T T
T T T T T T T T T T T T
[e] 1 2 3 4 5 a 1 2 3 EX 5

Abb. 9.6: Einflussfunktion der RM-Schétzung der Weibull-Parameter.

Skalen-Parameter Gestalts-Parameter
< - < -
T T T T T T T T T T T T
(0] 1 2 3 4 5 (o] 1 2 3 4 5

Abb. 9.7: Einflussfunktion der Median/MAD-Schétzung der Weibull-Parameter.

Skalen-Parameter Gestalts-Parameter
< - - -
N N /\
T T A
T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 Q 1 2 3 4 5

Abb. 9.8: Einflussfunktion der Median/Q y-Schétzung der Weibull-Parameter.
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Insgesamt kann man daher feststellen, dass die RM-Schétzung und die Median/Q -
Gestalts-Parameter-Schiatzung die besten und die effizientesten von allen betrachteten

Schétzungen sind, weil sie beschriankte und glatte Einflussfunktionen besitzen.

Eine Ubersicht der Bruchpunkte der betrachteten Schitzungen ist zusammengefasst in

der folgenden Tabelle.

Schitzung Bruchpunkt
, , 1
ML-Schétzung fiir A, 3 ¥
1| N+1
Mediane-Schitzung fiir A, 3 — L_+J
N| 2
1
Quantil-Schatzung fiir A N [min(ay — ag,1 — ag,a;)N|
1
Quantil-Schatzung fiir 3 N [min(e, 1 — «a,1/3)N]
1
QLS-Schétzung fir A, 3 N [min(a, 1 —2a)N|
, y 1
OLS-Schéitzung fiir A, 8 v
1[N
MoSchi fi 1IN
RM-Schétzung fiir A, 3 N[Q-‘
1|IN-1
med / MAD-Schétzung fiir A, 3 ¥ {TJ
. . 1|N
med /Q y-Schitzung fir A, 5 v {EJ

Tabelle 9.1: Bruchpunkte im Vergleich.
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Anhang A

Grundlagen aus der Analysis

A.1 Regularititsbedingungen

Definition A.1.1 (Regularitéitsbedingungen (vgl. Genschel und Becker 2005))
Gegeben sei eine reellwertige Zufallsvariable 'Y mit Verteilung aus der Familie
PY = {P;0 € ©} von Verteilungen mit Parameter 6 € © C R. PY wird eine requldre

Familie von Verteilungen genannt, falls folgende Bedingungen gelten:

R1) © ist ein offenes Intervall auf R.

R2) Fiir alle 0 € © emistiert zu Py aus der Familie PY von Verteilungen die entspre-
chende Dichte f¥ (y,0).

R3) Die Ableitung der logarithmierten Dichte nach 0: %log Y (y,0) existiert und ist
stetig in 0 € © fir alle y € R.

dlog [V (Y, 9)} _ 0

R4) Friir alle 0 € © gilt: Eg[ 50

Die Bedingungen R1) bis R4) heiffen Regularititsbedingungen.

Die Bedingung R4) ist im Allgemeinen erfiillt, wenn die Reihenfolge von Differentiation

und Integration vertauschbar ist. D. h. wenn gilt

“+oo +0o0

B 9
/%bgfy(y,@)dy = 39 log ¥ (y,0)dy. (A1)

—0o0 —0o0
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A.2 Taylor-Entwicklung

Satz A.2.1 (Taylorsche Formel (vgl. Forster 2005))
Seir U C R"™ offen, x € U ein Punkt und &€ € R™ ein Vektor der art, dass die Strecke x+1t§,
0<t<1, ganz in U liegt. Weiter sei f : U — R eine (k + 1)-mal stetig differenzierbare

Funktion. Dann ezistiert ein ¥ € [0,1], sodass gilt:

fla+& =) mga + > ng- (A.2)

la|<k |a|=k+1

Beweis:

Siehe Forster, O. (2005). Analysis 2. Differentialrechnung im R", gewdhnliche Differenti-

algleichungen. 6. Auflage. Vieweg & Sohn Verlag/GWV Fachverlage GmbH, Wiesbaden.
O

Korollar A.2.2 (vgl. Forster 2005)
Sei U C R™ offen und f : U — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt
fiir jedes x € U

fere =3 TI0e oty gire o (A3

lal<k

Beweis:
Siehe Forster, O. (2005). Analysis 2. Differentialrechnung im R"™, gewdhnliche Differenti-
algleichungen. 6. Auflage. Vieweg & Sohn Verlag/GWYV Fachverlage GmbH, Wiesbaden.

O
Bemerkung A.2.3
Aus dem Satz A.2.1 folgt die Aussage
0 f(x
fare =Y PDer 4 o, (A1
|| <k '
Diese Aussage ist préziser als (A.3), denn
€1 = o(ch) (A5)

aber nicht umgekehrt. Man muss aber bedenken, dass (A.2) (k + 1)-malige stetige Dif-
ferenzierbarkeit von f verlangt, wiahrend (A.3) nur k-fache stetige Differenzierbarkeit

voraussetzt.
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