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1 Einleitung

Diese Diplomarbeit beschéaftigt sich mit Markov-Ketten und ihrem Konvergenzver-
halten. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der Abschétzung der Konvergenzgeschwin-

digkeit von Markov-Ketten gegen die sogenannte Gleichgewichtsverteilung.

Im Allgemeinen sind Markov-Ketten Zufallsprozesse, die die zeitliche Entwicklung
von bestimmten Modellen, Systemen u.s.w. beschreiben. Diese Modelle bzw. Syste-
me miissen dabei so aufgebaut sein, dass sie jeweils nur eine Auspriagung je Zeitpunkt
annehmen kénnen. Auf diese Weise finden Markov-Ketten eine Vielzahl von Anwen-
dungen in sdmtlichen Bereichen. Zum Beispiel sind die téglich in einer Wetterstation
gemessene Temperatur eines Ortes oder die aktuelle Anzahl von Personen, die an
einer Infektionskrankheit erkrankt sind zwei Gegebenheiten, die durch eine Markov-

Kette dargestellt werden konnen.

Diese Diplomarbeit beginnt mit dem Kapitel Einfiihrung in Markov-Ketten. In die-
sem Kapitel 2| werden die Grundkenntnisse iber Markov-Ketten vermittelt. In
wird die Markov-Eigenschaft, sowie die Homogenitét einer Markov-Kette zur Spra-
che gebracht. Des Weiteren werden in die Ubergangsmatrix und die Startver-
teilung einer Markov-Kette eingefiihrt und die Verteilung einer Markov-Kette zum
Zeitpunkt k € N beschrieben. In [2.2] werden dann bestimmte Arten von Markov-
Ketten vorgestellt, die irreduziblen, aperiodischen und ergodischen Markov-Ketten.
Die Einfiihrung in Markov-Ketten wird bewusst so kurz wie méglich gehalten. Dort
werden nur die Kenntnisse iiber Markov-Ketten vermittelt, die fiir das Verstandnis

von Kapitel [3] der Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung, vonnoten sind.

Kapitel [3] ist das Kernstiick dieser Diplomarbeit. Hier wird sich mit dem Kon-
vergenzverhalten von Markov-Ketten gegen die Gleichgewichtsverteilung 7 € RY
beschéftigt. Zu Beginn dieses Kapitels wird in der Begriff der Gleichgewichts-
verteilung geklart. Des Weiteren sind dort die in diesem Zusammenhang zentralen
Fragen angeben. Diese Fragen werden im Laufe des Kapitels [3| beantwortet.

Das Teilkapitel 3.2 geht auf die Gleichgewichtsverteilung ergodischer Markov-Ketten

ein. Es werden die Existenz und Eindeutigkeit einer Gleichgewichtsverteilung ergo-
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discher Markov-Ketten gezeigt und drei Abschétzungen der Konvergenzgeschwin-
digkeit ergodischer Markov-Ketten gegen die Gleichgewichtsverteilung angegeben.
Zwei dieser Abschéatzungen sind sogenannte direkte Abschétzungen und die dritte
Konvergenzabschiatzung wird iiber den betragsméfig zweitgrofiten Eigenwert der in
Kapitel [2| eingefiihrten Ubergangsmatrix einer Markov-Kette gemacht.

In [3.3] werden reversible Markov-Ketten eingefithrt. Nachdem geklart wird, was re-
versible Markov-Ketten sind, wird wieder auf die Abschitzung der Konvergenzge-
schwindigkeit, in diesem Fall ergodisch reversibler Markov-Ketten, eingegangen. Die
zwei Schranken der Konvergenzgeschwindigkeit, die dort angegeben sind, nutzen
beide einen Eigenwert der Ubergangsmatrix der Markov-Kette. Die erste Konver-
genzabschétzung ist eine Prazisierung der Konvergenzabschitzung mittels Eigen-
werten aus und die zweite Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit wird
mit Hilfe des y>-Kontrasts gemacht. Zum Abschluss von wird die multiplikativ
reversible Version der Ubergangsmatrix eingefiihrt. Mit diesen Kenntnissen kann die
Ubergangsmatrix einer Markov-Kette, die nur ergodisch und nicht reversibel ist, so
umgeformt werden, dass sich Reversibilitéit einstellt.

Im néchsten Teilkapitelwerden die Eigenwerte der Ubergangsmatrix einer Markov-
Kette charakterisiert und der zweitgrofite, sowie der kleinste Eigenwert abgeschétzt.
Die Charakterisierung gibt das Theorem von Rayleigh an. Damit erfolgt dann auch
eine erste Abschatzung des zweitgrofiten Eigenwertes. Eine weitere Abschatzung des
zweitgroften Eigenwertes einer Markov-Kette, die insbesondere die vorherige prézi-
siert, ist mit Hilfe des Poincaré-Koeffizienten in der Poincaré-Ungleichung angege-
ben. Auf dhnliche Weise wird auferdem eine Abschétzung des kleinsten Eigenwertes
gemacht.

Das letzte, in Kapitel [3| enthaltene, Teilkapitel befasst sich mit der Berechnung der
Gleichgewichtsverteilung. Dort wird eine direkte, so wie eine iterative Berechnungs-

methode fiir die Gleichgewichtsverteilung 7 angegeben.



2 Einfiilhrung in Markov-Ketten

In diesem Kapitel werden die fiir die weitere Arbeit nétigen Grundkenntnisse iiber
Markov-Ketten vermittelt.

2.1 Allgemeines iiber Markov-Ketten

2.1.1 Homogene Markov-Ketten und Markov-Eigenschaft

Bevor eine Markov-Kette definiert wird, sei hier eine dafiir wichtige Definition aus

der Wahrscheinlichkeitstheorie angegeben.

Definition 1 Eine Sequenz (Xo, X1, Xs,...) = {Xi}, oy von Zufallsvariablen mit
Werten in einer Menge S wird als stochastischer Prozess (oder auch Zufallsprozess)
mit Zustandsraum S bezeichnet. (Vergl. [Hag02] S. 3.) 0

Hierbei und im Folgenden wird die Null immer als ein Element der natiirlichen
Zahlen betrachtet.

Insbesondere sind Markov-Ketten eine spezielle Klasse von stochastischen Prozessen.
In dieser Arbeit wird stets angenommen, dass es sich bei dem Zustandsraum .S um
eine endliche Menge handelt. Es sei S := {1,2, ..., N}. Oft werden im Folgenden die
Elemente aus S mit i, j, k oder [ bezeichnet. Wenn X, =i (i € S, k € N) ist, dann
spricht man davon, dass sich der stochastische Prozess zum Zeitpunkt k£ im Zustand
¢ befindet bzw. Zustand ¢ zum Zeitpunkt £ besucht wird.

Damit kann nun eine Markov-Kette definiert werden.

Definition 2 (Markov-Kette) Ein stochastischer Prozess { X} }reny mit Zustands-
raum S = {1,..., N} wird als Markov-Kette bezeichnet, wenn fiir alle £ € N und alle

Zustande io,il, ...,Z'k_l,l',j es
P(Xpp1 =7 | Xp =4, X1 = ig—1, ..., Xo = G0) = P(Xpq1 = j | Xp = 1) (2.1)

ist, wobei beide Seiten wohl definiert seien miissen. (Vergl. [Hag02] S. 10.) 0

Bei beiden Ausdriicken in (2.1]) handelt es sich um bedingte Wahrscheinlichkeiten.

Im Allgemeinen bezeichnen bedingte Wahrscheinlichkeiten das Eintreten eines Er-
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eignisses unter der Bedingung, dass ein anderes Ereignis bereits eingetreten ist. Fiir
die beliebigen Ereignisse A und B mit P(B)>0 gilt

P(A [ B) = M]?(—;)B) (2.2)
Durch Umformung erhélt man
P(ANnB)=P(A| B)P(B) . (2.3)

Eine Markov-Kette wird als homogene Markov-Kette bezeichnet, wenn die rechte
Seite in (2.1 aukerdem unabhéngig von k ist. Im Folgenden wird stets davon aus-
gegangen, dass es sich bei den betrachteten Markov-Ketten um homogene Markov-
Ketten handelt.

Die Eigenschaft wird in der Literatur auch als Markov-Eigenschaft bzw. ,me-
moryless property” bezeichnet. Besonders die letzte Bezeichnung ergibt sich daraus,
dass die bedingte Wahrscheinlichkeit von X, bei gegebenen Xy, ..., X} nur von Xj
abhéngt. Um also eine Vorhersage zu treffen, was ;morgen* (Zeitpunkt k+1) passiert,
muss nur betrachtet werden, was ,heute (Zeitpunkt k) geschieht. Die ,Vergangen-
heit” (Zeitpunkte 0 bis k — 1) gibt keine weiteren brauchbaren Informationen.

Nun wird ein erstes sehr einfaches aber anschauliches Beispiel einer homogenen

Markov-Kette angegeben.

Beispiel 1 [Laufer| Es sei ein Rechteck wie in Abbildung gegeben. Man stelle
sich einen Laufer vor, der sich beispielsweise in der Ecke 1 befindet. Von dort aus
bewegt er sich nun jeweils mit Wahrscheinlichkeit % entweder zur Ecke 2 oder zur
Ecke 4. Dort angekommen entscheidet er sich fiir seinen néchsten Lauf ebenfalls
zufillig (mit Wahrscheinlichkeit %) fiir eine der benachbarten Ecken u.s.w.. Fiir jeden
Zeitpunkt k£ € N bezeichne X die Ecke, in der sich der Laufer zur Zeit k£ befindet.
Folglich ist { X} }ren ein stochastischer Prozess mit Werten in S = {1, 2, 3,4}. Nehme
man beispielsweise an, der Laufer befinde sich zum Zeitpunkt £ € N in der Ecke 2.
Von dort aus hat er die Moglichkeit, sich im néchsten Schritt zur Ecke 1 oder Ecke
3 zu begeben. Damit erhélt man die bedingten Wahrscheinlichkeiten

1
(X = 1| X, =2) = 3

und .

Die gleichen bedingten Wahrscheinlichkeiten erhélt man, wenn man die Stand-
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orte des vorhergehenden Prozesses mit in die Bedingung aufnimmt. Fiir beliebige

10, -+, Ip—1 gilt ndmlich

. ) . 1
P(Xpp1 =1 Xo =10, X1 =1, ..., Xpm1 = 11, X = 2) = 3

und .
P(Xpp1=3| Xo =10, X1 =11, ..., Xjpm1 = tp—1, Xpy = 2) = 3

Dies liegt daran, dass die zufillige Entscheidung zum Zeitpunkt & + 1 unabhéngig
von den vorherigen Entscheidungen und damit auch unabhéngig von Xy, ..., X}, ist.
Des Weiteren ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von Xy, bei gegebenem Xj fiir
alle Zeitpunkte k € N die gleiche. Insgesamt handelt es sich somit bei { X} }reny um

eine homogene Markov-Kette. (Vergl. [Hag02] S. 8 und 9.) 0
1 2
4° "3

Abbildung 2.1: Lauf auf einem Rechteck

2.1.2 Ubergangsmatrix und Startverteilung

Definition 3 (Ubergangsmatrix) Die N x N Matrix P = (p;;)ijes der Uber-

gangswahrscheinlichkeiten

pij = P(Xgp1 = j | X = @) mit
N
pij = 0und Y py =1 fiir alle i, j € S (2.4)

J=1

wird als Ubergangsmatrix der Markov-Kette { X} }ren bezeichnet. (Vergl. [Hag02] S.
10.) o

Die Bezeichnung Ubergangswahrscheinlichkeit bzw. Ubergangsmatrix riihrt daher,
dass p;; die Wahrscheinlichkeit angibt, vom Zustand ¢ im néchsten Schritt zum

Zustand j zu gelangen.

Definition 4 (stochastische Matrix) Jede quadratische Matrix, die den Bedin-
gungen in (2.4) gentigt, wird als stochastische Matrix bezeichnet. o
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Neben der Ubergangsmatrix P spielt die sogenannte Startverteilung (,initial distri-
bution®) auch eine wichtige Rolle beim Thema Markov-Ketten. Sie gibt an, wie eine

Markov-Kette gestartet wird.

Definition 5 (Startverteilung) Die Startverteilung einer Markov-Kette { X }xen
ist ein Vektor a(® € RY, der gegeben ist durch

(Vergl. [Hag02] S. 10 und 11.) 0

Die Zufallsvariable X, wird hierbei als Start-Zustand bezeichnet. Da a9 eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung darstellt, gilt Zf\il az@ =1

Mit diesen Kenntnissen ist es auch moglich, eine Markov-Kette iiber bzw. als das
Tripel (S, a?), P) zu definieren (siehe hierzu [Beh00] S. 4).

Nun werden noch weitere Beispiele sowie eine Ergénzung zu Beispiel [1| zur Veran-

schaulichung der Thematik angegeben.

Beispiel 2 (Ergénzung zum Beispiel des Liufers (Beispiel [I)) Die zur
Markov-Kette { X }ren aus Beispiel [1| gehérende 4 x 4 Ubergangsmatrix P hat fol-
gende Gestalt

= O = O
O = O N
W= O = O
S ik O NI

Wenn auferdem davon ausgegangen wird, dass der Léaufer auf jeden Fall in Ecke
1 startet, dann ist o) = (1,0,0,0) die Startverteilung der Markov-Kette. (Vergl.
[Hag02] S. 10 und 11.) u]

Beispiel 3 (Wettervorhersage) 1. Zunichst betrachte man Regionen, in denen
sich typischerweise langere Regen- bzw. Trockenperioden abwechseln. Regentage so-
wie Sonnentage sollen dabei im Mittel etwa gleich oft vorkommen. Zur Vereinfa-
chung werden nur die zwei Wetterlagen v;:=“Regen’ und vy:=“Sonne* betrachtet.
Eine mogliche Wettervorhersage fiir den nédchsten Tag wére nun, dass man zum
Beispiel annimmt, das Wetter wiirde besténdig sein und sich nicht dndern. Diese
Prognose sei in 75% der Fille richtig, unabhéngig davon, ob am gegenwértigen Tag

die Sonne scheint oder ob es regnet. Auf diese Weise bildet die Wettervorhersage
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eine Markov-Kette mit Zustandsraum S = {v;,v,} und Ubergangsmatrix

0.75 0.25
P =
<O.25 O.75>
2. Fiir Regionen, in denen keine Symmetrie zwischen Regen- und Sonnentagen wie

in 1. vorliegt, sondern beispielsweise erheblich mehr Regentage als Sonnentage vor-

kommen, sollte eine andere Ubergangsmatrix gewiihlt werden. Zum Beispiel kénnte

p_ 0.9 0.1
0.5 0.5

sein. (Vergl. [Hag02] S. 12.) D

in diesem Fall

Beispiel 4 (Zufillige Irrfahrten (,,Random Walks*)) Zufillige Irrfahrten sind
klassische Beispiele fiir Markov-Ketten. Das Basismodell ist auf folgende Weise ge-
geben:

Sei Zy, Z1,Za, ... : @ — S ={1,..., N} eine Folge von unabhéngigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen. Sei auferdem X : {2 — S eine beliebige Zufallsvariable,

die unabhéngig von Z;, Z, ... ist, und sei

X=X, 1+ Z,furallek>1€N .

Damit bilden die Zufallsvariablen X, X, Xs, ... eine Markov-Kette mit Zustands-
raum S, Startverteilung o©@ = (! o, )T, wobei ol = P(Xy = i) ist, und
Ubergangswahrscheinlichkeiten p;; = P(Zy = j — i) (i,j € S). (Man gelangt somit
von jedem Punkt i € S zu jedem Punkt j € S mit der Wahrscheinlichkeit p;;, wo-
bei p;; im Ubrigen auch Null sein kann.) (Vergl. [Sch03] S. 8.) Es soll ein Sprung
innerhalb von S mit Wahrscheinlichkeit a; (i € S) zum linken Nachbarn und mit
Wabhrscheinlichkeit ¢; zum rechten Nachbarn gemacht werden. Mit Wahrscheinlich-
keit b; wird in dem Punkt verblieben, in dem man sich gerade befindet. Es gelte
a;+b;+c;=1firallei € S.

Je nachdem, wie bei den Randpunkten 1 und N verfahren wird oder ob spezi-
elle Regeln bei der Irrfahrt gelten, gibt es verschiedene Arten von Irrfahrten auf
S ={1,..., N}. Nun werden drei solcher Arten von Irrfahrten auf S vorgestellt. Um
nicht all zu grofe Ubergangsmatrizen angeben zu miissen wird N = 4 gesetzt. Na-
tiirlich lasst sich das Folgende fiir jede Wahl von N analog darstellen.

Stets sei o?) beliebig und a;, b; und ¢ (1 € S) wie im obigen Text beschrieben.

10
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1. reflektierende Irrfahrt
Bei der reflektierenden Irrfahrt auf S = {1,2,3,4} sei

0 1 0 0

p— (05} bg Co 0
as bg C3
0 1 0

2. absorbierende Irrfahrt
Bei der absorbierenden Irrfahrt auf S = {1,2, 3,4} sei

1 0 0
p— (05} bg Cy
0 as bg C3

0 0 0 1

3. zyklische Irrfahrt
Bei der zyklischen Irrfahrt auf S = {1,2,3,4} sei

b1 C1 0 aq
b
p— (05} 2 Co 0
0 as b3 C3
Cy 0 ay b4

Eine zyklische Irrfahrt heifft insbesondere symmetrisch, wenn a; = %, c = % und

dementsprechend b; = 0 fiir alle i € S ist. (Bei Beispiel |1| handelt es sich somit um
eine symmetrische zyklische Irrfahrt.) (Vergl. [Beh00] S. 12 und 13.) 0

2.1.3 Verteilung zum Zeitpunkt k und k-stufige

Ubergangsmatrix

Analog zur Startverteilung (also der Verteilung der Markov-Kette zum Zeitpunkt 0)
kann auch die Verteilung der Markov-Kette zum Zeitpunkt k definiert werden. Es
sel

ok = (agk), ...,a%))T

= (P(Xgp=1),....P(Xp = N))” fiiralle k € N .

Der nun folgende Satz gibt einen Zusammenhang zwischen Startverteilung, Vertei-

lung zum Zeitpunkt k& und Ubergangsmatrix einer Markov-Kette an.

11
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Satz 1 Flir eine Markov-Kette { Xy }ren mit Zustandsraum S, Startverteilung a® e
RN und N x N Ubergangsmatriz P, gilt fir alle k € N

a®’ = qO7 pk (2.5)

a®) bezeichnet hierbei die Verteilung der Markov-Kette zum Zeitpunkt k € N und
Pk = (p(k))i,jzl ~ die k-te Potenz der Ubergangsmatriz P. (Vergl. [Hag02] S. 11.)q

’Lj 7777
Mit anderen Worten besagt Satz , dass séimtliche Verteilungen a® (k € N) einer

(0

Markov-Kette allein schon durch die Startverteilung o(®) und die Ubergangsmatrix

P gegeben sind und demnach dadurch auch bestimmt werden konnen.
Nun wird Satz [I] per Induktion nach k& bewiesen.

BEWEIS (VON SATZ (1) Fiir den Fall £ = 1 gilt fiir alle j = 1,..., N, dass

043('1) =P(X:1=j)= ZP(XO =1, X1 =)

€S
S P(Xo = i)P(X) = j | Xo = i)
ieS
=Y ap; = (" P),
1€S

ist. (@®"P); ist hierbei der j-te Eintrag des Vektors (0" P. Folglich gilt damit
oW’ =@ p,

Fiir den Fall £ + 1 gilt ebenso

ag('kH) =P(Xp41 =) = ZP(XIC =4, Xi+1 = J)

€S

(12.3) . . .
ZP(Xk = i)P(Xpp1 =J | Xp =1i) = Zagk)pij = (Oé(k)TP)j

1€S €S

und somit ist a®tD" = o®" P Mit der Induktionsannahme, dass (2.5)) fiir ein
beliebiges k € N gilt, folgt insgesamt fiir k£ + 1

DT T p _ O pkp _ 0T pktl

Nach dem Prinzip der vollsténdigen Induktion ist damit die Aussage fiir alle £ € N
giiltig und damit der Satz bewiesen. (Vergl. [Hag02] S. 11 und 12.) n

P* wird oft als die k-stufige Ubergangsmatrix der Markov-Kette { X} }xen bezeichnet.

Fiir die einzelnen Elemente von P* gilt

P =P(Xy=j|Xo=1) firalle k€ Nundi,j € S , (2.6)

12
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falls P(Xy = ¢) > 0 ist. Dies ist dquivalent mit
P =P(Xpir = j | X =) fiv alle k,m € Nund i,5 € S | (2.7)

wobei P(X,, =4) > 0 sein muss.

Eine iibliche Schreibweise fiir die Wahrscheinlichkeit P(- | Xy = @) (i € S) ist auch
P;(-). Dabei verdeutlicht das i € S, dass die Markov-Kette auf jeden Fall im Zustand
1 startet. Damit gilt

Py =Py(X), = j) firalle k € Nund i,j € S . (2.8)

Im Kontext der k-stufigen Ubergangsmatrizen ist die sogenannte Chapman-
Kolmogorov-Gleichung (C.-K.-G.) von grofer Bedeutung. Sie besagt, dass fiir belie-
bige k,m € N

prtm — pkpm (2.9)

ist bzw. dass damit fiir die einzelnen Eintriige der Matrix P*+™

py ™ = pypl fiiralled, j € S (2.10)
les

gilt. Hierbei ist (2.9) im Rahmen der allgemeinen Multiplikations- und Potenzie-

rungsregeln quadratischer Matrizen giiltig.

2.2 Eigenschaften von Markov-Ketten

Es gibt im allgemeinen verschiedene Arten von Markov-Ketten. Damit ist gemeint,
dass eine Markov-Kette ganz spezifische Eigenschaften aufweisen bzw. besonderen
Bedingungen gentigen kann. Einige dieser besonderen Bedingungen spielen z.B. ei-
ne Schliisselrolle bei der Betrachtung von Gleichgewichtsverteilungen, die in dieser
Arbeit von zentraler Bedeutung sind. Im Folgenden werden nur diese speziellen

Markov-Ketten vorgestellt, die fiir die weiteren Ausfithrungen von Interesse sind.

2.2.1 lIrreduzible Markov-Ketten und Erneuerungsgleichung

Eine Art von Markov-Ketten sind die irreduziblen Markov-Ketten. Lapidar kann
man sagen, dass eine Markov-Kette irreduzibel ist, wenn jeder Zustand, in dem sie
sich befindet, von wiederum jedem Zustand aus erreicht werden kann. Um dies nun
mathematisch korrekt auszudriicken, werden vorab einige dafiir nétige Bezeichnun-

gen eingefiihrt.
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2 Einfiihrung in Markov-Ketten

Fiir 4, € S schreibt man ¢ — j, falls die Markov-Kette { X}, mit Zustandsraum
S und N x N Ubergangsmatrix P mit echt positiver Wahrscheinlichkeit irgendwann

von Zustand ¢ nach Zustand j gelangt. Mit anderen Worten bedeutet dies, dass ein
(k)
j
(i < 7), wenn sowohl i — j als auch j — i gilt.

k € N existiert, so dass p;;” > 0 ist. Des Weiteren sagt man 7, j € S kommunizieren

Damit kann nun eine Definition von Irreduzibilitdt angegeben werden.

Definition 6 Eine Markov-Kette {X}}, .y mit Zustandsraum S heifst irreduzibel,
wenn alle Zusténde 4, j € S kommunizieren. (Vergl. [Hag02] S. 24.) 0

Dies bedeutet somit, dass im Falle irreduzibler Markov-Ketten fiir jedes i, j € S ein

(k) > 0 ist.

k € N gefunden werden kann, so dass p;;

Dazu einige Beispiele.

Beispiel 5 Aus der Definition der Irreduzibilitat ergibt sich direkt, dass die Markov-
Kette mit der 2 x 2 Ubergangsmatrix

0.5 0.5
Pl = )
0.3 0.7

sowie die Markov-Kette mit der 2 x 2 Ubergangsmatrix

P, = 0.8 0.2
0.4 0.6

irreduzibel ist. Jeder Zustand kann hier von jedem Zustand aus erreicht werden. Im

Gegensatz dazu ist die Markov-Kette, deren Ubergangsmatrix die aus P, und P

gebildete 4 x 4 Blockmatrix
P
p(f °
0 Py

ist, nicht irreduzibel. Zu keinem Zeitpunkt £ € N ist es moglich, von Zustand 1
oder 2 zum Zustand 3 oder 4 iiberzugehen und umgekehrt. Dies liegt daran, dass P*
fiir alle & € N eine Blockstruktur beibehélt und die Blocke nicht wieder verlassen

werden konnen. (Vergl. [Sch03] S. 26.) 0

Beispiel 6 (Ergénzung zum Beispiel des Liufers (Beispiel [1)) Die Markov-
Kette aus Beispiel [1]ist irreduzibel. Dies verdeutlicht allein schon die Abbildung 2.1}
Egal wo der Laufer startet, er kann sich gegebenenfalls iiber andere Ecken hinweg

zu jeder beliebigen Ecke begeben. O

Beispiel 7 (Ergénzung zu den zufilligen Irrfahrten (Beispiel [d])) Die reflek-

tierende und die zyklische Irrfahrt sind irreduzibel. Dem entgegen ist die absorbie-
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2 Einfiihrung in Markov-Ketten

rende Irrfahrt nicht irreduzibel, da die Zustédnde 1 und N zu keiner Zeit verlassen

werden konnen. O

Nun folgen zwei weitere Definitionen, durch die anschliefsend eine Eigenschaft irre-

duzibler Markov-Ketten angegeben werden kann.

Definition 7 Fiir die Markov-Kette { X} }reny mit Zustandsraum S, N x N Uber-
gangsmatrix P, k € Nund 7,7 € S sei

(a) £ = P(Xy # oo Xnos # 5. X5 = | Xo = 1)
= IP)Z(Xl 7£ j7 “'7Xk—1 7£ j’ Xk = .]) )
d.h. fi(f) ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Markov-Kette bei Start in ¢, den

Zustand j zum ersten Mal im k-ten Schritt erreicht.

) fr = £
k=1

[i; bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, dass die Markov-Kette bei Start in i

irgendwann j erreicht.

P kfz(]k) +oo(l—fr) falls f: <1

]

(¢) pij =
’ D ket kfi(f) falls f5 =1 .

ft;; bezeichnet die mittlere Anzahl von Schritten um von ¢ nach j zu kommen.

(Vergl. [Beh00] S. 29.) o

Definition 8 (a) i € S heifst rekurrent, falls f} =1 ist.
(b) i € S heifst positiv rekurrent, falls p; < oo ist. (Vergl. [Beh00] S. 29.) o

In Bemerkung [1|ist die angekiindigte Eigenschaft irreduzibler Markov-Ketten ange-
geben.

Bemerkung 1 Alle Zusténde einer irreduziblen Markov-Kette sind positiv rekur-
rent. (Vergl. [Beh00] S. 49.) 0

(Diese Eigenschaft wird ausschliefslich fiir einen Beweis in Kapitel 2.2 genutzt. Um
die Aussage zu beweisen, muss auf weitere Informationen iiber rekurrente Zustande
und irreduzible Markov-Ketten zuriickgegriffen werden. Da aber in dieser Arbeit
keine derlei weiteren Informationen bendtigt werden und dieses Kapitel auch nur
eine kurze Einfithrung darstellt, werden diese Informationen nicht angegeben womit
die Aussage nicht bewiesen werden kann. Bei Interesse ist ein Widerspruchsbeweis

der Aussage zum Beispiel in [Beh00] auf Seite 49 nachzulesen.)
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2 Einfiihrung in Markov-Ketten

Mit Definition [7] (a) kann des Weiteren eine andere Darstellung des ii’ten Eintrags

pflk ) der k-stufigen Ubergangsmatrix P* angegeben werden.

Satz 2 (Erneuerungsgleichung) Fiir die N x N Ubergangsmatriz P der Markov-
Kette { X }ren mit Zustandsraum S gilt

k k—1
pl(l) Zpgf_l)fi(il) = fl(l pZZ fur allek e Nundi=1,....N .

=1 =0

(Vergl. [Kon0f] S. 16.) 0

~

BEWEIS Geméf (2.8) ist pz(f) = P;(X) = i). Wenn man nun das Ereignis { X = i}

nach dem ersten Zeitpunkt, an dem die Kette ¢ erreicht, aufspaltet, so erhélt man
P ZIP Xy 40, X 40, X =0, X, = 1)

Pz(Xk :Z | Xl 7£ i, ---7lel 7é i,Xl - Z>]P>1(X1 # i, --~7Xl71 7£ i,Xl = ’l)

©
5.
M- -

=1

Py(Xp =i | X, =1) l).ZP X, =i|X =) l)-Z(kl)f“

¥
=
M -

l

1 k:l 0 k
= Y L P = Zf,, p)

1

(Angelehnt an [K6n05] S. 16.) n

Genau wie im obigen Beweis kann man die Beziehung

Py = Z“ Y Zf/ Opy) (2.11)

fiir alle [/ € N und 7,7 € S herleiten.

2.2.2 Aperiodische Markov-Ketten

Eine weitere besondere Art von Markov-Ketten sind die sogenannnten aperiodischen
Markov-Ketten. Im Allgemeinen bezeichnet man die Periode eines Zustands ¢ € S
mit d; := ggT {k >1eN| pl(-f) > O}. Dies bedeutet somit, dass die Periode von i €
S der grofte gemeinsame Teiler der Menge der Zeitpunkte ist, in denen die Markov-
Kette, bei Start in ¢, nach ¢ zuriickkehrt. Der Zustand i € S heifst aperiodisch, wenn
d; =1 ist.
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2 Einfiihrung in Markov-Ketten

Definition 9 Wenn alle Zusténde i € S die gleiche existente Periode d haben, dann
heift d Periode der Markov-Kette { X}, bzw. der zur Markov-Kette gehérenden
N x N Ubergangsmatrix P. Eine Markov-Kette (bzw. P) wird als aperiodisch be-
zeichnet, wenn alle Zusténde von {X}}, . aperiodisch sind. (Vergl. [Sch03] S. 26.)n

Zur Veranschaulichung der Periode einer Markov-Kette sowie der Aperiodizitat wird

wiederum auf vorhergehende Beispiele zuriickgegriffen.

Beispiel 8 (Ergidnzung zur Wettervorhersage (Beispiel ) Bei dem Beispiel
der Wettervorhersage (Beispiel |3)) ist die Markov-Kette sowohl im ersten, als auch
im zweiten Fall aperiodisch. Dies liegt daran, dass die Wahrscheinlichkeit, dass in
k Tagen das gleiche Wetter vorherrscht wie am derzeitigen Tag echt positiv fiir alle
k € N ist, egal ob es regnet (i = vy) oder die Sonne scheint (i = vy). Mit anderen
Worten bedeutet dies pgf )~ 0 fiir alle k € N und i = v, oder i = vy. Dementspre-
chend gilt fiir allez € S, d; = ggT {k: >1eN| pgf) > 0} = 1 und die Markov-Kette

ist damit aperiodisch. O

Beispiel 9 (Ergidnzung zu Beispiel (1| (Laufer)) Der Laufer aus Beispiel
braucht stets eine gerade Anzahl an Léufen um, von einer bestimmten Ecke zur
selben zuriickzukehren. Demnach ist pgf ) fiir alle i = 1,...,4 nur groker als Null,

wenn k € N eine gerade Zahl ist. Daraus folgt

di=ggT {k =1 e N|p{) >0} = ggT{2.4,6,8,..} =2 fiir i =1,2,3,4 .

Die Markov-Kette besitzt somit die Periode 2. (Vergl. [Hag02] S. 25.) 0
Bemerkung 2 Im allgemeinen gilt, dass bei rekurrentem ¢ € S und d; = 1,
limy oo pgf ) = ’% ist, wobei in diesem Fall nach Definition (7| (¢) und Definition
(a) pa = S22 k% ist. (Vergl. [Beh00] S. 48.) .

(Aus den selben Beweggriinden wie oben wird auch hierzu kein Beweis angegeben.

Nachzulesen ist ein Beweis wiederum in [Beh00| auf den Seiten 48 und 49.)

2.2.3 Ergodische Markov-Ketten

Markov-Ketten, die sowohl irreduzibel als auch aperiodisch sind, kann man in ei-
ner gemeinsamen Art von Markov-Ketten vereinen, den sogenannten ergodischen
Markov-Ketten. Dementsprechend ergibt sich die Definition ergodischer Markov-
Ketten.

Definition 10 Eine irreduzible und aperiodische Markov-Kette { X} }ren heifst er-
godisch. (Vergl. [Beh00] S. 50.) 0
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2 Einfiihrung in Markov-Ketten

Fiir den folgenden Satz [3| bedarf es vorab einer weiteren Definition.

Definition 11 Eine beliebige Matrix A bezeichnet man als echt positiv, wenn alle

Eintrége (a;;) der Matrix A echt grofer als Null sind. Man schreibt dann

A>0. O

Satz 3 Eine Markov-Kette { Xy }ren mit Zustandsraum S und N x N Ubergangs—
matriz P ist genau dann ergodisch, wenn es ein k € N gibt, so dass P¥ > 0 ist.
(Vergl. [Beh00] S. 50.) 0

BEWEIS ,,P* > 0 = {X}}ren ergodisch: Sei k € N, so dass P* > 0 ist. Daraus
ergibt sich unmittelbar die Irreduzibilitdt der Markov-Kette.

Nun muss noch gezeigt werden, dass die Markov-Kette auch aperiodisch ist. Nach
der Chapman-Kolmogorov-Gleichung (siche (2.10)) gilt fiir alle ¢, € S und k € N
Pt = pan) *)'> 0 fiir alle I € S.
Des Weiteren weifl man, dass P eine stochastische Matrix ist, weswegen mindestens

. Da P* > ( vorausgesetzt wird, ist also p

einer der Summanden aus ), ¢ py echt groker als Null sein muss. Insgesamt gilt
damit pz(fﬂ)
und fiir alle £/ > k + 1, pgf ) auch grofer als Null sein muss. Da dies wie gesagt fiir
alle ¥ > k41 der Fall ist (damit auch alle Primzahlen grofer oder gleich & + 1 ein-
schliefend), ist der grofite gemeinsame Teiler der Menge {k’ >k+1eN| pff Vs O}

gleich 1. Die Markov-Kette ist also aperiodisch und insgesamt somit ergodisch.

ist echt grofer als Null fiir alle ¢, 57 € S. Nun folgt, dass fiir alle i € S

»{ X }ren ergodisch = P* > 0%: Nach Voraussetzung ist die Markov-Kette { X} }ren
ergodisch. Aus Bemerkung [1| weifs man, dass alle Zusténde ¢ € S positiv rekurrent
sind. Damit gilt dann nach Bemerkung : limy_ oo pilk ) = ui” Nach Deﬁnition (a)
sind in diesem Fall p;; = 522°  kf%Y und 20, f% = 1. Damit ist p; groRer als
Null (bzw. grofer oder gleich Eins) und /% ist somit echt grofer als Null. Nun kann
M) < 0 fiir alle i € S gilt. Da P nach Vor-

aussetzung irreduzibel ist, kommunizieren alle Zusténde 7,j € S, d.h. es gibt ein
k(i,7) € N, so dass pgf(i’j)) > 0 ist. Mit & > ko := max; jes k(4, j) folgt nun aus
der Chapman-Kolmogorov-Gleichung (siehe ([2.10))), dass p(]-g D > pgf )pg ) fiir alle

]
1,7 € S sein muss. Dies ist wiederum echt gréfser als Null, da pgf )

)]

ein k' € N gefunden werden, so dass p

> 0 war (siehe
oben) und k" auch groker oder gleich k(i, 7) ist, wobei pl(f > 0 gilt. Insgesamt
bedeutet dies somit, dass P¥*+" > 0 fiir alle k" > kg ist. Mit k > k' + k" gilt dann

die Behauptung. (In Anlehnung an [Beh00] S. 50.) n

Zwei Beispiele sollen dies veranschaulichen.
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2 Einfiihrung in Markov-Ketten

Beispiel 10 (Ergidnzung zu Beispiel |3| (Wettervorhersage)) In beiden Fallen
des Beispiels der Wettervorhersage sind die Markov-Ketten ergodisch. Alle Eintrége

der Ubergangsmatrizen sind echt gréfer als Null. 0

Beispiel 11 (Ergéinzung zu Beispiel [1] (Liufer)) Fiir die 4 x 4 Ubergangsma-
trix P aus dem Beispiel des Laufers (siche dazu Beispiel [2)) gilt

P2k+1 —

und P? = fir alle k € N .

o= O = O
O ik O =
= O vk O
O ik O N
O = O N
= O = O
O Nk O N
= O = O

Es gibt somit keinen Zeitpunkt & € N, so dass P*¥ > 0 ist. Die Markov-Kette aus
Beispiel [1] ist somit nach Satz [3| nicht ergodisch. O

Das Ziel bei dieser Einfiihrung in Markov-Ketten war es, nur die Kenntnisse néher
zu bringen, von denen im Folgenden auch Gebrauch gemacht wird. Natiirlich gibt
es noch viel mehr interessante und wissenswerte Dinge iiber Markov-Ketten zu er-
fahren. Bei Bedarf kann sich der interessierte Leser in der zahlreichen Literatur, die

es iiber Markov-Ketten gibt, weitergehend informieren.
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3 Konvergenz gegen die

Gleichgewichtsverteilung

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit dem Langzeitverhalten bzw. Konvergenzverhal-
ten von Markov-Ketten. Im Grunde genommen wird hierbei nicht das Konvergenz-
verhalten einer Markov-Kette { Xy }ren an sich betrachtet, sondern das Konvergenz-
verhalten der Verteilung einer Markov-Kette { X} }ren. Eine Markov-Kette, die ge-
maf Kapitel [2] eine besondere Art eines stochastischen Prozesses ist, kann im all-
gemeinen nicht konvergieren. Die Werte, die eine Markov-Kette { X} }ren annimmt
variieren fiir k& € N gegen unendlich stark, so dass kein Grenzwert von { Xy }ren an-
zugeben ist. Es kann jedoch, wiederum nach Kapitel 2] eine endliche Markov-Kette
als Matrix angesechen werden bzw. durch die Ubergangsmatrix P verkorpert wer-
den. Nun konnen Aussagen iiber das Konvergenzverhalten von P* fiir k¥ € N gegen
unendlich gemacht werden. Auf Grund dieser Gegebenheiten spricht man von der
Konvergenz von Markov-Ketten, wobei hiermit sinngeméfs die Konvergenz der Ver-
teilung einer Markov-Kette gemeint ist.

Wie schon in Kapitel 1 wird stets davon ausgegangen, dass es sich bei dem Zu-
standsraum S um die endliche Menge {1, ..., N} handelt und dass die betrachteten

Markov-Ketten homogen sind.

3.1 Die Gleichgewichtsverteilung

Es wird mit der Definition der Gleichgewichtsverteilung begonnen, um dann konkrete

Fragestellungen formulieren zu koénnen.

3.1.1 Definition und Beispiele

Definition 12 (Gleichgewichtsverteilung) Sei { X} }ren eine Markov-Kette mit
Zustandsraum S = {1, ..., N} und Ubergangsmatrix P = (p;;); jes, dann heift der
Vektor m = (my,...,mx)T € RY, falls er existiert, Gleichgewichtsverteilung (oder

Grenzverteilung bzw. Stationére-Verteilung) der Markov-Kette { X} }ren, falls fol-
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3 Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung

gendes erfiillt ist:
(i) m>0firaleie S . (3.1)

(i) Zﬂ = 1. (3.2)

N
(i) 7' P = 7', d.h. Z?Tipij =7 firalle j e S . (3.3)

=1

(Vergl. [Bré99| S. 75.) O

Da die Definition der Gleichgewichtsverteilung nur von der Ubergangsmatrix P ab-
héangig ist, kann man auch Gleichgewichtsverteilung von P sagen.

und der Definition |12| bedeuten, dass es sich bei 7 um eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf S handelt. Die Gleichung ist von zentraler Bedeutung.
Sie wird in der Literatur auch als ,,globale Gleichgewichtsgleichung“ (,,global balance
equation”) bezeichnet.

Nun folgen einige Beispiele zur Veranschaulichung.

Beispiel 12 (Ergidnzung zu Beispiel 3| (Wettervorhersage)) Beim ersten Fall
im Beispiel der Wettervorhersage ist 7 = (0.5, 0.5)7 die Gleichgewichtsverteilung
der Markov-Kette. Es sind damit ndmlich (3.1)) und (3.2)) erfiillt und es gilt (3.3)),

da
0.75 0.25

7' P = (0.5, 0.5)
025  0.75

) =(05,0.5) =7"

ist.
Im zweiten Fall des Wettervorhersagen-Beispiels ist die Gleichgewichtsverteilung

durch 7 = (% , %)T gegeben. Wiederum sind mit diesem 7 die Voraussetzungen (3.1

und (3.2)) erfiillt und es gilt (3.3]), da

5 1\ (09 01 5 1
TP: — . - = —_ . - = T
m (6’ 6) (0.5 0.5) <6’ 6) m
1st. O

Beispiel 13 (Irrfahrten) 1. Die symmetrische, zyklische Irrfahrt auf S = {1,2, 3, 4}

0 3 0 5
. 0 L o0
mit der Ubergangsmatrix P = 8 ) 8 , | (vergleiche Beispiel |2 und Bei-
2 2
1 1
: 0 3 0

spiel , 3.) besitzt die Gleichgewichtsverteilung 7 = (i , % , % , %)T. Damit sind ([3.1)
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3 Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung

und (3.2)) erfiillt und es gilt

0 3 0 3
1 1
apo (LD L IVEs 0y Of AL L
474747 4 0 % 0 % 47474 4 ’
1 1
: 0 3 0
womit dann auch (3.3)) erfiillt ist.
2. Der Vektor m = (% , % , % , %)T ist die Gleichgewichtsverteilung der reflektierenden
0 1 0 0
. 1 1 1 0
Irrfahrt auf S = {1,2,3,4} mit Ubergangsmatrix P = | 3 i’ i’ |- Mit
0 5 3 3
0 0 1 0

diesem 7 sind wiederum ({3.1)) und (3.2)) erfiillt und es gilt (3.3 der Definition der

Gleichgewichtsverteilung, da

0 1 0 0
WTP:<1§§1> 3 3 3 O :(1§§1):WT
Y Y Y 1 1 1 Y ) )
8§ 8 8 8 0 3 3 3 8 8 8 8
0 0 1 0
1st. 0

(Wie man jeweils auf die Gleichgewichtsverteilungen aus den Beispielen [12| und

kommt, wird spéter betrachtet.)

Wenn die Markov-Kette mit einer Anfangsverteilung o?, die 7 entspricht, gest-

artet wird, dann ergibt sich nach k& Iterationsschritten, dass

T @3) T B:3)
a® 0" pt — 7T pk e

flir alle & € N ist. Dies bedeutet somit, dass eine Markov-Kette, die mit einer

Gleichgewichtsverteilung startet, diese Verteilung zu jedem Zeitpunkt behélt.

3.1.2 Zentrale Fragestellungen

Es stellen sich nun folgende Fragen :

Gibt es stets eine Gleichgewichtsverteilung 77 Ist 7 eindeutig? Wenn die Markov-
Kette mit einer beliebigen Anfangsverteilung o(®) gestartet wird, konvergiert dann
a®T Pk fiir k € N gegen unendlich immer gegen 77? Wie schnell ist die Konvergenz

und um was fiir eine Art von Konvergenz handelt es sich? Wie lésst sich 7w berechnen?
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3 Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung

Im Folgenden wird nun versucht, diese Fragen zu beantworten. Da dies im allge-
meinen fiir beliebige Markov-Ketten nicht bzw. nur teilweise moglich ist, werden die
Fragen fiir bestimmte Arten von Markov-Ketten beantwortet. Auf die letzte Frage,

wie sich 7 berechnen ldsst, wird in einem gesonderten Abschnitt eingegangen.

3.2 Die Gleichgewichtsverteilung ergodischer
Markov-Ketten

3.2.1 Existenz und Eindeutigkeit

Satz 4 Sei{Xy}ren eine ergodische Markov-Kette mit Zustandsraum S = {1,..., N'}
und sei P die zur Markov-Kette gehorende N x N Ubergangsmatriz, dann gilt

(a) { X1 }ren besitzt eine eindeutig bestimmte Gleichgewichtsverteilung m € RY .

(b) P* konvergiert komponentenweise fiir k € N gegen unendlich gegen die N x N

7TT

Matrix W :=

7TT

1
(¢)m = — firallei€ S .

2

(Vergl. [Beh00] S. 50.) 0

BEWEIS Der Beweis von (a) gliedert sich in zwei Teile, einmal den Existenzbeweis
einer Gleichgewichtsverteilung und den Eindeutigkeitsbeweis dieser. Begonnen wird
mit dem Existenzbeweis. Im Rahmen dieses Existenzbeweises werden, wie man se-
hen wird, auch (b) und (c) bewiesen.

Um nun zu beweisen, dass ergodische Markov-Ketten stets eine Gleichgewichtsver-

teilung haben, wird zuerst gezeigt, dass P* komponentenweise, fiir £ € N gegen un-

7TT

endlich, gegen die Matrix W := | : | konvergiert, wobei 77 = (7y,...,my) € RV,
"y

m; > 0 fiir alle ¢ € S und ZZ]\; m; = 1 ist.

Da die Markov-Kette nach Voraussetzung ergodisch und damit irreduzibel ist, weifs

man aus Bemerkung [I] und Bemerkung [2| dass alle i € S positiv rekurrent sind

und limg_, pgf ) — Hi ist. p;; ist hierbei grofer als Eins, da bei rekurrentem 7 nach

den Definitionen (7] und |8 1 = S22 kf%¥ und 3222, £ = 1 sind. Damit gilt die
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3 Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung

Abschéatzung
1

1>—>0. (3.4)
Hii

(k)

Es wird nun gezeigt, dass limg ..o pj;” = /jf fiir alle 7,5 € S ist.

Sei € > 0 und sei aufserdem ¢y € N so gewahlt, dass

2

~ < firallet >t eN (3.5)
Hii 2

gilt. Da nach Deﬁnition (a) f](f) die Wahrscheinlichkeit angibt, dass die Markov-

Kette bei Start in j den Zustand ¢ zum ersten mal im ¢-ten Schritt erreicht, kann
ein k > tg+ 1 € N gewéhlt werden, so dass fiir alle [ > k € N gilt

[e%e] to—1
(t) (1-1) €
> h =Y S sgr (3.6)
t=l—to+1 t=—o00 Hii

Nun ist fur allel > k € N

« -1 - -1
w _ | @D =00 _ =
Py — 2= DS Ly g0 = [ - LS
Hii t=0 Fii t=1 t=0 M” t=—00
-1 to—1 - to—1
o (1-1t) (t) (l t) t (l t) (1-1t)
[ S ( WIS
t=to L —
-1 to—1 to—1
—t), (¢ (1-t) t (1-t)
t=to oo

Wegen (13.5) und der Tatsache, dass Zi;iﬂ ;fft) < 1 ist (siehe Definition , gilt
hierbei

Zﬁtj——>

€
t=to Hii 2

Des Weiteren ist mit (3.6) und Bemerkung [2| bzw. (3.4))

IA

to—1

(1— t) €
S < gy
und wiederum mit (3.6) folgt unmittelbar
to—1

 2u(14 )

t=—00 Hig

/’L’LZ
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3 Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung

Damit gilt insgesamt

to—1 to—1
O] Z (- t) (l t) (t (1—t)
w0 - L B |5 o )20 Y
t=to U =—o0

< € 4 € 4 €
=5 1 1

e,u“(l—i- )+€,um+€ €y e+ eyt e
2Mu(1 +-L) 2pi(1 + o)

Hig

1
2ep; + 26 €245 (1 + ,T)

B 2015(1 + t) N 2451 + “”)

= € .

Nun muss noch gezeigt werden, dass f7; = 1 ist.

Ohne Einschrénkungen sei ¢ # j. Des Weiteren wird k' := min {k: eN| pz(»f) > O}
gesetzt. Nun gibt 1 — f7 die Wahrscheinlichkeit an, dass die Markov-Kette bei Start
in 7 niemals ¢ erreicht und p( )(1 — f3;) ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Markov-
Kette bei Start in ¢ im Schritt &’ den Zustand j besucht und danach nicht mehr zu

¢ zurlickkehrt. Es folgt somit unmittelbar
k/ * *
pgj )(1 - f]z) <1-7/i.
Da i rekurrent ist und somit f;; = 1 ist (Definition [7| (a)), gilt dabei

1—fi=1-1=0.

Insgesamt folgt somit
K’ *
pz(j )(1 - sz) =0.

Da p)

per Definition von &’ nicht Null sein kann, muss (1 — f7;) gleich Null sein,
womit dann f7; =1 ist.

Insgesamt hat sich somit ergeben

oo 1 .. .
;’;) Foe © m; fir alle 7,7 € S
Mg
und damit
T
pEEZ
T

Die Aussagen (b) und (c) sind insbesondere bewiesen.
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3 Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung

Es ist nun mit (3.4) m; > 0 und es gilt

N N N
— : k) _ 1 (k) _
>3t = pm 30 1
1= 1= 1=

7TT

Mit dem erhaltenen W = | : | folgt des Weiteren

WP = (lim P*)P = lim P* =W,

k—o00 k—o00

wobei es sich um komponentenweise Konvergenz handelt. Klar ist, dass 77 P = 7T

mit obigem 7 dquivalent mit WP=W ist. Jede ergodische Markov-Kette besitzt so-

mit eine Gleichgewichtsverteilung.

Nun wird die Eindeutigkeit von m bewiesen.
Sei * ein weiterer Vektor aus R, so dass 7* > 0, Zfil 7t =1 und 77 Pk = o+
fiir alle £ € N gilt.

Dann gilt fiir alle & € N, dass aus 77 P¥ = 7+

o1 = lim 77 P = 77 (lim P*) = 7T W

k—o0 k—o0
— (Zﬂjﬂ-lu...,ZW;kWN) = <7T127T;<,...,7TNZ7T;<> :’ﬂ'T
=1 =1 i=1 i=1
folgt. Die letzte Gleichung ergibt sich, da Ef\; (=1 ist.

Die Gleichgewichtsverteilung 7 ist somit eindeutig. (In Anlehnung an [Beh00] S. 50
und 51.) |

Wenn man nun eine ergodische Markov-Kette mit beliebiger Anfangsverteilung o?) €
RY startet, dann folgt aus Satz 4| und der Tatsache, dass Zfi 1 ago) =1 ist

N

N
. SatAdl
kh—>Holo 07 pk S 0Ty — (Zl ago)m, ey Zlozgo)mv> = (71, ..., TN) = al .
Bei beliebiger Anfangsverteilung konvergiert eine ergodische Markov-Kette somit
gegen ihre Gleichgewichtsverteilung.

Die folgende Verallgemeinerung von Beispiel [3] soll diese Gegebenheit veranschauli-

chen.

Beispiel 14 (Verallgemeinerte Wettervorhersage) Das Beispiel der Wettervor-

hersage (Beispiel [3) kann auf einfache Weise verallgemeinert werden. Bei dem ver-
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3 Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung

allgemeinerten Modell ist die Markov-Kette { X} }xeny durch den Zustandsraum S =
{1,2} und die 2 x 2 Ubergangsmatrix

1_
p=( "7 P} mito<pp <1
p I—p

gegeben. Mit dieser Wahl von p und p’ gilt stets, dass die Markov-Kette ergodisch

ist. Die nach Satz {4 eindeutig bestimmte Gleichgewichtsverteilung von {Xj}ren ist
T

nun durch 7 = pi;),, z%p’) gegeben. Mit diesem 7 sind nédmlich die Bedingungen

(3.1, (3.2) und (3.3) der Definition der Gleichgewichtsverteilung erfiillt, da

/ /
T = p/>0,7T2: p/>0,7T1—|—772: p/+ p,
p+p p+p p+p  p+p

7TTP:( Pop ) 1—p p :(p’—pp’+pp’ pp’+p—pp’):7TT
p+r p+r )\ P 1—p pty T p+p
gilt. Die k-stufige Ubergangsmatrix ist dann gegeben durch

pro_ L (P o) A=p=t)(p  —p
p+p p/ p p+p _p/ p/

(Die Berechnung dieser k-stufigen Ubergangsmatrix bzw. wie man auf die obige Ge-

=1 und

stalt von P* kommt, kann in [Beh00] auf Seite 75 nachgelesen werden.)
Wenn man nun die Markov-Kette mit irgendeiner beliebigen Anfangsverteilung a(?) =
(a,b)T mit 0 < a,b <1 und a + b= 1 startet, dann gilt

1 /
lim @ P = a®" lim P* = (a,b) - b P

1
= p+p/(ap’ +bp',ap + bp) = p+p/(p'(a+ b),p(a+ b))

(¥ P\ _. 1
p+p p+p '

(Vergl. [Sch03] S. 17.) o

Anmerkend sei an dieser Stelle noch erwihnt, dass Satz [ nicht fiir beliebige Markov-
Ketten gilt. Es kann zwar gezeigt werden, dass jede Markov-Kette mit endlichem Zu-
standsraum mindestens eine Gleichgewichtsverteilung besitzt, aber beliebige Markov-
Ketten, die mit einer beliebigen Verteilung o®) starten, nicht notwendig konvergie-

ren.

In der Literatur finden sich viele Ansétze, iiber die Abschatzungen fiir die Konver-
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3 Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung

genzgeschwindigkeit einer ergodischen Markov-Kette hin zu ihrer Gleichgewichtsver-
teilung gefunden werden konnen. Im Folgenden werden zwei dieser Ansédtze detail-
liert dargestellt und auferdem eine weitere Grenze der Konvergenzgeschwindigkeit

zur Anschauung angegeben.

3.2.2 Direkte Konvergenzabschatzung Teil 1

Der Erste Ansatz, der genauer darstellt wird, gibt eine direkte Abschétzung der
Konvergenzgeschwindigkeit an. Direkt bedeutet hierbei, dass die Schranke der Kon-
vergenzgeschwindigkeit durch konkrete Eintrige der Ubergangsmatrix P beziehungs-
weise P* gebildet wird.

Zuerst bendtigt man allerdings zwei Hilfssétze.

Lemma 1 Sei P=(p;;); jes eine beliebige stochastische Matrix. Fir k € N definiere

(k) ._

man die minimalen und mazimalen Fintrige der j-ten Spalte von P* mit m;” =

miniegpg?) und M;k) = maX;es pgﬁc) (7 €S).
Damit gilt fir alle k,h € N und i,j € S

k+1 k k+1 k k+h h
(a)mg- )ZmE),M} )SM;),m§ )SM;),
<

() 2) (1)
m;” <. < M7 <M.

< M® —mg-k) .

(Z) p- — Ty J
(i) T € [0,1] .
o (kD) (k+1) k(s (1)
(@6d) M~ —my ) <TH(M;7 —mg”) .
(Vergl. [Beh00] S. 83 und 84.) O

BEWEIS (a) Fiir alle k € Nund j € S gilt

N
s min 39 ) ming® D 1 minpf® = m®
= mip (Z P) ol =1ty =

Die zweite Ungleichung in (a) kann analog dazu bewiesen werden. Auch der Beweis
der letzten Ungleichung aus (a) ist &hnlich.
Fiir alle k, h € Nund j € S gilt, wiederum mit der Chapman-Kolmogorov-Gleichung
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(siehe (2.10))), dass

(kth) _ . (k+h) @10)
m; = minp;; mmszl pl]

i€S
a n) @4)
: (k) (h) _ 7\{(’1)
= e (Z:p” > zgg{p“ L Neg by = M

ist.
(b)(i) Da P ergodisch ist, weiff man aus Satz , dass pz(-f) fir alle 7,57 € S und
k € N gegen unendlich gegen 7; konvergiert. Aufserdem ist mit den Voraussetzungen

bekannt, dass pg;) im Intervall [mgk), M J(k)} liegt. Damit muss auch 7; im Intervall

[m(-k) M (k)] liegen und es gilt

J 0 J

k k k
pl(j)—ﬂj < M;)—mg) .

(ii) Fur alle ¢ € S ist Zj\[:l pij = 1 (Definition . Dies bedeutet, dass mindestens

ein Summand der Summe Z;V:1 pi; kleiner oder gleich % sein muss. Somit gilt

1
0 =minp; < + . (3.8)

Damit liegt dann 7' =1 — N¢ im Intervall [0,1].
(ili) Seien ig, jo zwei beliebige Werte aus S und sei S" := {j € S| piy; > pjo;} und

S":={J € 5| Pioj < Pios}-
Mit der Chapman-Kolmogorov-Gleichung (siehe (2.10])) gilt nun fiir alle s € S

N
(k+1) _ ) (k+1) @10 (k)
pios ]08 Z PiyiP ]s ijojp Z Pioj — Pjoj p]s
7=1

= Z Pioj = Pios)Pls + > (P ~ PalPye

jes’ jesr

Da (pi,; — pjo;) fiir alle j € S’ stets grofer oder gleich Null und (p;,; — pj,;) fiir alle
j € 5" stets kleiner oder gleich Null ist folgt hierbei

k k
Z (Dioj — pjoj)p§-s) + Z (Pioj — pjoj)pg-s)

jes’ jes”
< Piog — i) MY + > (D1 — ping)m®
jes’ jes”

Ferner gilt > ;c o/ (pioj — Pio) + 2o jesn (Pioj — Pjos) ist gleich
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N N
> jes Piog = 2jest Pioj 2 jesn Pioj = 2jesn Pioj = D je1 Pioj—2-j=1 Pjoj — 1—1=10
und demnach — 37 o (Digj — Pioj) = 2 jesn (Pioj — Pjoj)- Damit ist nun

D Wiog = Pio) ME + > (pigs — piog)m P

jes’ JjeS"

= (Dioj — Lio) M =~ (pigj — pijos)mY
jes’ jes’

= (Dioj = Pios))(MF —m{P) .
jes’

Angenommen » g Pio; enthélt [ € S Summanden, dann enthélt > g pjo; genau
N —I Summanden und damit gilt >~ qn Pigj+D_jce Pioj = N min; jes pij = N3. Au-
Rerdem ist Y .o Pigj+Djcqn Pioj = 1, womit dann Y o, (Pigj — Pjoj) = D_jesr Pioj —
ZjeS’ Pjoj + ZjeS” Dioj — ZjeS” Pigj = 1 — ZjeS” Dioj — ZjeS’ Pjoj S1—=No=T
ist. Es gilt nun

O Pioj — ios))(MP — (k)

jes’
<T(M® —m®)y .
Da zu Beginn angenommen wurde, ig, jo € S seien beliebig, wurde somit insgesamt
gezeigt
MO

J J

kD) T(M]gk) B m§k)) .

Es gilt damit

(k+1) (k+1) (k) (k) 2( 7 r(k=1) (k=1) k(1) (1)
M7 —my ) < T(MGY —my”) <TS(M; 7 —my ) < <TH (M7 —mj?)

J J J
womit (iii) bewiesen ist. (In Anlehnung an [Beh00] S. 83 und 84.) n
Lemma [2] beinhaltet eine allgemeine Aussage iiber fallende Folgen.
Lemma 2 Sei (cg)gen eine Folge mit ¢ € [0,00), cxi1 < ¢ fir alle k € N und

Crmg < TF fiir ein festes kg € N, T € [0,1] und alle k' € N. Dann gilt

T
fir alle k € N . (3.9)

. <
F="r

(Vergl. [Beh00] S. 85.) D
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BEWEIS Fiir jedes k € N gibt es ein £/ € N und ein s € {0,...,kg — 1}, so dass
k = k'kg + s ist. Somit gilt

k
k k=s k. _ s Tk
Chk = Chthots < Chrkg < T7 =T %0 = (T )T *0 < T

(Siehe [Beh00] S. 85.) [

Nun die angekiindigte direkte Abschiatzung der Konvergenzgeschwindigkeit ergodi-
scher Markov-Ketten gegen die Gleichgewichtsverteilung:

Satz 5 Sei {Xj}ren eine ergodische Markov-Kette mit Zustandsraum S, N x N
Ubergangsmatriz P. Des Weiteren sei kg € N, so dass P > 0 ist, (solch ein ko
(ko) ynd T := 1 — N§. Dann

existiert nach Satz E}, und es definiere 0 := min; jes p;;

qilt:
()T €[0,1] .
(b) Falls ko = 1 ist, dann gilt ’pg) — ;| < T fiir allei,j € S, k €N .
k
Tk
(¢) Falls kg > 1 ist, dann gilt pgf) — 7| < TO fir allei,j €S, ke N .
(Vergl. [Beh00] S. 84, 85.) O

BEWEIS (a) kann analog zu Lemma [1| (b)(ii) bewiesen werden.

)

(b) Nach Voraussetzung ist ko = 1 und man setze M;l = MaX;eg Pij ‘= Pipj- Da im

allgemeinen p; s fiir alle s € S stets grofer oder gleich ¢ := min; jeg p;; ist, gilt

N
P= M7+ 37 pie = MY+ (N = minpyy = MY+ (N =1)0 . (3.10)
s=1,s#j ’

Umformen von (3.10)) ergibt
(1)
MY <1 (N-1)5 .

(1)

Subtrahiert man mit m;’ = min;eg p;j, so erhélt man

M _ (1) _ _ _
MY —mV<1-(N-1)5-mV =1-(N-1)§-6=1-Né=T.

Nach Lemma |1| (b)(i) und (iii) gilt nun fiir alle K € Nund i,j € S

(3.11)
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womit (b) bewiesen ist.

(c) In dem Beweis von (c) wird Lemma [2| angewendet.

Man setze ¢, = M](k) — mg Ef) g-k)
k € N. Es folgt ¢, € [0,00), ¢ ist eine nach Lemma [1] (a) beztiglich k£ € N fallende

ey B
mgk ko) ? Tk

") mit M;k) = maxX;cg p;;. und m;’ = mincg pz(f) fiir alle

Folge und es gilt cgp, = M;kl'kO) - ko < TR

Die Voraussetzungen von Lemma [2| sind somit erfiillt, und es gilt insgesamt mit
Lemma [} (b) (i) und (3.9)

k

® k) _ I
< M7 —my” < 5

k
pz(‘j) T

fir allei,7 € S, ke N .

(In Anlehnung an [Beh00] S. 85.) n

3.2.3 Direkte Konvergenzabschatzung Teil 2

FEine alternative direkte Konvergenzabschéatzung kann iiber das Theorem von

Doeblin gemacht werden. Das Theorem von Doeblin gilt nicht nur fiir ergodische
Markov-Ketten sondern fiir alle Markov-Ketten, deren Ubergangsmatrix allerdings
kleinen Einschrankungen unterliegen muss. Fiir derlei Markov-Ketten gibt das Theo-
rem von Doeblin aufferdem Auskunft {iber die Existenz und Eindeutigkeit einer
Gleichgewichtsverteilung. Die aus dem Theorem von Doeblin resultierende Abschét-
zung der Konvergenzgeschwindigkeit, sowie das Theorem an sich werden im Fol-
genden zur Anschauung und zu Diskussions- und Vergleichszwecken ohne Beweis

angegeben.

Theorem 1 (Theorem von Doeblin) Sei {Xj}ren eine Markov-Kette mit Zu-
standsraum S und sei P = (pi;)ijes die zur Markov-Kette gehorende N x N Uber-
gangsmatriz, fir die pij, > € fir ein jo € S, € > 0 und alle © € S ist. Die Markov-
Kette besitzt dann eine eindeutig bestimmte Gleichgewichtsverteilung © € RN, mit

mj, = € und fiir alle Startverteilungen al® e RN gilt
la©@T PF — 2T ||, < 2(1 — €)* fiir alle k €N . (3.12)

(Vergl. [Str05] S. 28.) O

Bei der verwendeten Norm handelt es sich um die Betragssummennorm. Hierbei gilt
fiir einen beliebigen Vektor o = (zy, ..., xx)" € RV, dass |lz]|; = S, || ist.
Durch Anwendung und Erweiterung des Theorems von Doeblin kann folgende Schran-

ke der Konvergenzgeschwindigkeit ergodischer Markov-Ketten hin zu ihrer Gleich-
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gewichtsverteilung angegeben werden

" PF =Ty < 2(1 = minpff)5 (3.13)
fiir alle £ € N und eine beliebige Startverteilung a(® € RN, wobei P* > 0 ist und
mit [%] der ganzzahlige Teil von % bezeichnet wird.

Der Beweis sowohl des Theorems von Doeblin als auch der obigen Konvergenzab-

schitzung kann in [Str05] auf den Seiten 28 bis 30 und Seite 53 nachgelesen werden.

Bei den bisherigen sowie den noch folgenden Abschétzungen der Konvergenzge-
schwindigkeit einer Markov-Kette hin zu ihrer Gleichgewichtsverteilung ist es stets
wiinschenswert, dass die angegebenen Schranken nahe bei Null liegen. In diesem Fall
kann dann davon ausgegangen werden, dass die Konvergenzgeschwindigkeit hoch ist.
Aufgrund dieser Tatsache sind die bisher angegebenen direkten Schranken der Kon-
vergenzgeschwindigkeit unter Umsténden nur von geringem Nutzen. Wenn zum Bei-
spiel min; jeg p;; sehr klein ist, dann liegt 7" aus Satz|5|nahe bei Eins und 7% aus Satz
(b) wird in dem Fall erst zu einem sehr spiten Zeitpunkt & € N wiinschenswert
klein (d.h. nahe Null). Dies ist sehr unschén, da sehr lange iteriert werden muss,
damit die Abschétzung nicht zu grob gerét.

Bei Satz [5| (¢) und treten eventuell schon Probleme bei der Bestimmung von
min; jes pg{‘)) auf. Gegebenenfalls ist es mit einem hohen Rechenaufwand verbunden,

bis ein ky gefunden wird, so dass P* > 0 ist. Des Weiteren gilt im Allgemeinen
%

T
Bemerkung verdeutlichen.

auch, dass verhédltnismafig grof wird, je grofer kg ist. Dies soll die folgende

Bemerkung 3 Fiir 7' € [0,1] und k, kg € N gilt

k k
T% Tk0+1
< D
T — T

BeEwers Mit T" € [0, 1] gilt

VT < VT
1 1
& Tho < Thotl
& _k
& Tho < Thotl
k k
Tk Tkott

<

=
T — T
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k
Auch 2(1 — min; jeg p(ko))[%} aus (3.13) kann bei kleinem min; jeg p%) recht grok

ij ij
werden. Generell ldsst sich sagen, dass die Schranke der Konvergenzgeschwindigkeit
aus Satz || (b) (d.h. im Fall ky = 1) stets kleiner und dementsprechend besser ist als
die Schranke, die sich nach Doeblin fiir ky = 1 ergibt. Veranschaulicht und bewiesen

wird dies in Bemerkung [

Bemerkung 4 Sei k € N, P = (p;j)i jes eine stochastische, echt positive N x N
Matrix und § := min; jes p;; (>0), dann gilt

(1—N&* <2(1 -6k . o

BEWEIS Es gilt

N> 6
& No—1>6—-1
S 1-Ni<1—96
& (1-N&* < (1-6)F
& (1= Nk <2(1-0)~. -

Aufgrund dieser Tatsache wurde Satz [5| detailliert bearbeitet und die Konvergenz-
abschétzung nach Doeblin nur angegeben.
Das folgende Zahlenbeispiel soll die Unterschiede zwischen den direkten Konvergenz-

abschétzungen verdeutlichen.

2 2
Beispiel 15 Sei S ={1,2}, P =1 (1 3) die zur Markov-Kette { X} }ren geho-

rende 2 x 2 Ubergangsmatrix, a(®) = (1,0)7 die Startverteilung und 7 = (%, %)T die

zur Markov-Kette gehorende Gleichgewichtsverteilung (bei Bedarf sind die Bedin-

gungen , und der Definition einer Gleichgewichtsverteilung nach-

zupriifen). Diese Markov-Kette ist nach Satz (3| ergodisch, und es gilt kg = 1,

5::mini,jegp§f°) =tundT=1-No=1-2-7=1.

Nach Satz [l ist i
w5~ i € 5} < 7= (5

und der Satz von Doeblin bzw. (3.13) liefert

|(1,0)P* — (1, mo)||, <2(1 —6)F =2 G) ,
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86 170
Man betrachte beispielsweise den Fall & = 4. Damit gilt P* = %6 ( ) und

85 171

ol = | 86 1‘ 1

— T —_ | —_  — | =
P =Ml = 1556 7 31 7 384
1Y) — 7| = |@_2 1

12 256  3' 384

ol = | 85 1| 1

— T = | —_— — —| =
Par =M= 1556 7 31 T 768

15 — 7| = i 2 1
Pz =2l =556 7 317 768

1 86 170 12
——(1,0) Y
256 85 171 33
/43 85 L2\
-~ I\ 1287128 33/,

Mit Satz [5] ergibt sich

bzw.

=) -
1

1
1 1 B
384" 384 /||,

1
192

1
ma'X{lp’Lj _W]"ZJES}— 16

und (3.13)) liefert

Wle man sehr leicht nachrechnen kann, liegt hlerbel ¢ néher an den genauen Werten

38 5 und 7(1),8, als 2 Es an @ Satz Ihefert somit eine zwar ungenaue, jedoch trotzdem
bessere Schranke als (3.13)). (Vergl. [Beh00] S. 85.) 0

3.2.4 Konvergenzabschatzung mittels Eigenwerten

Ein anderer Ansatz, die Konvergenzgeschwindigkeit abzuschétzen, kann iiber die
Eigenwerte der Ubergangsmatrix P gemacht werden. Dazu wird ein Theorem von
zentraler Bedeutung angegeben. Aus diesem Theorem von Perron-Frobenius kénnen
dann Schlussfolgerungen gezogen werden, die Informationen iiber die Konvergenz-

geschwindigkeit einer Markov-Kette gegen ihre Gleichgewichtsverteilung liefern.

Theorem 2 (Perron-Frobenius Theorem) Sei P eine stochastische N x N Ma-
triz. Des Weiteren gebe es ein k € N, so dass P* > 0 ist. P habe als Figenwerte
ALy ey Ay mit |A1] > ... > |An|. Dann gilt
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(a) Der Eigenwert Ay ist reellwertig und positiv.
(b) Ay > || fiir allei =1,...,N.

(c) Der zu \; gehérende N -dimensionale linke Eigenvektor uy := (uy,, ..., u1 )" und
N-dimensionale rechte Eigenvektor vy = (vy,,...,v15)? kann so gewdhlt werden,
dass alle Eintrige positiv sind und ulvy = 1 ist. (Vergl. [Sch03] S. 22.) 0

Der Beweis dieses Theorems ist recht lang und fiir diese Arbeit im Weiteren nicht
von Bedeutung. Deswegen wird der Beweis hier nicht gefiihrt. Nachzulesen ist er

zum Beispiel in [Sen81) auf den Seiten 4 bis 6.

Korollar 1 Sei {Xj}ren eine ergodische Markov-Kette mit Zustandsraum S, N x N
Ubergangsmatriz P und Gleichgewichtsverteilung m € RN. Des Weiteren habe P
die Eigenwerte \q,...,A\xy mit |A\1| > ... > |A\n|, v; sei der rechte N-dimensionale
FEigenvektor zum Figenwert \; und wu; der linke N-dimensionale Eigenvektor zum
Eigenwert \; (i € S). Dann gilt \y = 1, vy = e := (1,..., 1) und uy = 7. AufSerdem

ist 1> |\| fir allei=2,...,N. (Vergl. [Sch03] S. 22.) 0
N
pu -0 PIN 1 Zj:l D1y 1
BEWEIS Es gilt Pe = : : ] = : = |:] = le
PN1 -+ PNN 1 Z;V:I PnNj 1

Auferdem gilt nach Definition [12| (iii), dass 77 P = 77 = 71 ist. Somit ist e ein
rechter Eigenvektor und 7 ein linker Eigenvektor zum Eigenwert 1 von P.

Nun muss noch bewiesen werden, dass 1 der grofste Eigenwert von P ist. Dazu
betrachte man einen beliebigen Eigenwert A\; von P und den zu \; gehérenden rechten
Eigenvektor v; = (v;,, ..., v; )" (i € S), auberdem wird |v;,| := max;cg |v;,| definiert.
Dann ergibt sich aus der Definitionsgleichung von Eigenwert und Eigenvektor (siehe
(4.1), dass \jv;, = Zjvzl Pioj Vi, ist und

N N
| Aillvio| = [Aiviy| = ‘Zpiojvij| < Zpioj‘vij|
j=1 j=1

N N
< Zpioj|vi0’ - |Ui0| Zpioj = |Ui0|
j=1 =1

gilt. Es folgt, dass jeder beliebige Eigenwert A; von P kleiner oder gleich Eins ist.
Insgesamt ist damit A\; = 1 und des Weiteren ist, mit dem Theorem von Perron-

Frobenius, A\; echt grofser als alle anderen Eigenwerte, womit dann alle Eigenwerte
Ai (1 =2,...,N) echt kleiner als 1 sind. (Angelehnt an [Sch03] S. 22.) n

Mit Hilfe von Korollar [I] kann nun in Satz [6] eine Abschétzung der Konvergenzge-

schwindigkeit einer Markov-Kette hin zu ihrer Gleichgewichtsverteilung tiber den
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3 Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung

betragsmafbig zweitgroften Eigenwert von P angegeben werden. Um diesen Satz
beweisen zu konnen, muss allerdings als Einschrankung angenommen werden, die
Eigenwerte von P seien disjunkt. Aukerdem bedarf es fiir den Beweis von Satz [

vorab einer Definition.

Definition 13 Seien A und B beliebige N x N Matrizen, dann schreibt man

A< B, wenn a;; < b firalles,j=1,...,N

ist. o

Aukerdem wird in Satz [f] das sogenannte Landau Symbol O verwendet. Im Allge-
meinen schreibt man f(n) = O(g(n)), wenn |f(n)| < c|lg(n)| ist, wobei f und g
beispielsweise reellwertige Funktionen sind (siehe dazu [Win03| Seite 126).

Satz 6 Sei {Xy}ren eine ergodische Markov-Kette mit Zustandsraum S, N x N
Ubergangsmatriz P und Gleichgewichtsverteilung © = (71, ...,my)t € RN, Man
nehme an, alle Figenwerte A\i,...,Ay von P seien voneinander verschieden und
|IA1] > ... > |An|, dann gilt

D — 75l = O(|No|) fiir allei,j e S, keN . 0

BEWEIS Da nach Voraussetzung alle Eigenwerte von P verschieden sind, kann P*
(k € N) in Spektraldarstellung (siehe dazu Satz [14] und Lemma [6] im Anhang)
angegeben werden. Somit gilt , d. h. P* = Zfil MNevul'. Nach Korollar |1 weifs
man, dass fiir den groften Eigenwert und seinen rechten bzw. linken Eigenvektor
gilt Ay = 1, v, = (1,...,1)7(:= ¢) und u; = 7. Da die Eigenwerte als der Grofke
ihrer Betrige nach geordnet betrachtet werden, ist |\y| der betragsmékig zweitgrofste

Eigenwert von P und es gilt

7TT

N N

k | _ pk T _ pk _ y\k, 7 ¢4 k, T _ Nk, T _ k, T

PP — | ¢+ | =P —ler =P" = Nvu = 5 Ajviu; — Avuy = g A; VU
i=1 =2

N N
< ool < ol* 1D v
=2 1=2

Auflerdem weif man nach Korollar , dass |\z| echt kleiner als 1 ist und somit [\o|*

fiir £ € N gegen unendlich gegen Null konvergiert.
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Abschliefsend gilt dann

N
%) — i < Dol vy
1=2
= | — ;] = O(|Xo|") fiir alle i, j € S, ke N .

(vi; bezeichnet hierbei den i-ten Eintrag des [-ten Eigenvektors von P. Analog dazu

w;.) (Angelehnt an [Sch03] S. 22 und 23). n

Das nachfolgende Beispiel gibt eine Konvergenzabschétzung mittels Satz [6 fiir
die Markov-Kette aus Beispiel (15| an.

Beispiel 16 Es seien S, P und 7 wie in Beispiel gegeben. Nach Korollar [1] ist
A1 = 1. A lésst sich ganz einfach iber die charakteristische Gleichung (siche (4.2))
berechnen. Man erhélt Ay = %. Nach Satz @ ergibt sich damit folgende Konvergenz-

1\
|p§?)_ﬂj\:0<(z) ) fiir alle 4,5 € S,k € N.

Im Gegensatz dazu lieferte Satz

abschatzung

k
. 1
max{(y) — | [ije sy <1 = (3) - :

Die Problematik bei derlei Konvergenzabschatzungen liegt darin, den Eigenwert Ao
iiberhaupt zu bestimmen. Bei sehr groffem Zustandsraum S ist dies mit einem be-

trachtlichen Rechenaufwand verbunden.

Bei allen bisher angegebenen Abschéitzungen handelt es sich um geometrische Schran-
ken der Konvergenzgeschwindigkeit. Allgemein wird unter geometrischer Konver-
genzgeschwindigkeit verstanden, dass eine Folge, die geometrisch konvergiert, fiir
grofe Werte k € N wie ¢3* konvergiert, wobei 0 < 8 < 1 und ¢ € Ry ist. (Fiir
néhere Informationen dazu siche [Vol| Seite 6 und 7.) Somit gilt in allen bisher be-

trachteten Fallen, dass pgf) fiir alle 7, j € S geometrisch schnell gegen 7; konvergiert.
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3.3 Die Gleichgewichtsverteilung reversibler

Markov-Ketten

3.3.1 Reversible Markov-Ketten

In diesem Abschnitt werden ergodische Markov-Ketten betrachtet, die als zusétzliche

Eigenschaft Reversibilitat besitzen. Dazu zuerst die Definition von reversibel.

Definition 14 Eine Markov-Kette {Xj}reny mit Zustandsraum S bzw. das zur

Markov-Kette gehorende Paar (P, 7) bezeichnet man als reversibel, wenn
T;Pij = T5Pji fiir alle Z,] € S (314)

ist. P ist dabei wie gehabt die zur Markov-Kette gehorende N x N Ubergangsmatrix
und 7 € RY die zur Markov-Kette gehérende Gleichgewichtsverteilung. o

Die Gleichung in (3.14) wird als ,Detailed-Balance-Equation” oder auch ,Detailed-
Balance-Bedingung™ bezeichnet.
Nun wird ein Beispiel einer reversiblen Markov-Kette und einer Markov-Kette, die

nicht reversibel ist, angegeben.

Beispiel 17 (Zufillige Irrfahrten auf Graphen) Man betrachte einen Graph
G = (V,K), wobei V = {vy,...,un} die Menge aller Eckpunkte ist und K die Menge
aller Kanten darstellt, die jeweils zwei Eckpunkte miteinander verbindet. Zwei durch
eine Kante verbundene Eckpunkte werden als Nachbarn bezeichnet. Fiir jedes Paar
v;,v; € V von Eckpunkten soll es aufierdem einen ,Pfad“ geben, der die Eckpunkte
v; und v; miteinander verbindet.

In Abbildung ist ein solcher Graph dargestellt. Dabei ist V = {vq,...,v7} und K
= {(v1,v7), (v1,v2), (v2,v3), (v2, v6), (U2, V5), (v3,0a), (v3,05), (v4,V5), (vs, ve), (ve, v7)}

eine Menge mit 10 Kanten.

U1 V2 U3

[ ] ] [ ] \
\ / ° Uy

L] L] L]

U7 (% Us

Abbildung 3.1: Zufillige Irrfahrt auf einem Graph

Im Allgemeinen ist nun die zuféllige Irrfahrt auf dem Graph G = (V, K') eine Markov-
Kette mit Zustandsraum S = {1,...,N} und dem Ubergangsmechanismus, dass,

wenn man sich zum Zeitpunkt £ € N in dem Eckpunkt v; (i € S) befindet, man zum
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Zeitpunkt k + 1 zu einem der Nachbarn iibergeht, wobei alle Nachbarn mit gleicher
Wahrscheinlichkeit besucht werden. Wenn man nun die Anzahl der Nachbarn der

Ecke v; mit d; bezeichnet, dann hat somit die Ubergangsmatrix P = (pij)ijes die

Eintrage

falls die Eckpunkte v; und v; Nachbarn sind, (3.15)

1
Pij = d
0

sonst.

Mit d := Zfil d; ist die Gleichgewichtsverteilung der Markov-Kette gegeben durch

_ (% v’
=7

Dieses 7 erfiillt die Eigenschaften (3.1)) und (3.2]) aus der Definition der Gleichge-

wichtsverteilung, da

>0ftiri € S und

Z

94& &l&

ist. Des Weiteren gilt

Pi1 -+ PIN N N
d d d; d;
T 1 N : .. : — E . E .
P = (d7‘“7 d) : . : <i1 dp217"'7 . szN)

PN1 -+ DPNN
1 N N
= 3 <Z dipit, - Z dipiN)
i=1 i=1

Dabei ist p;; bei festem j und i = 1,..., N geméf (3.15) genau dann gleich i, wenn
v; ein Nachbar von v; ist. Dies ist so oft der Fall, wie v; Nachbarn hat, also genau

d; mal, so dass damit Zf\il dip;j = dj ist. Es gilt somit

1 N 1 p ;
E = - = 1 N T
d_ (; dz‘pila . dszN) d dl, ...,dN) = (E, ceny 7) =T

und auch die Eigenschaft (3.3)) aus der Definition der Gleichgewichtsverteilung ist
erfillt.

Bei dem obigen Zahlenbeispiel ist m = (%, 267367 56 30 307 50

Da nun fiir beliebige i, j € S gilt, dass
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%E =1= %% = m,;p;; falls die Eckpunkte v; und v; Nachbarn sind,
TiDij = ' !
’ 0 =m;pji, sonst
ist, ist die Markov-Kette reversibel. (Vergl. [Sch03| S. 41.) 0

(Beispiel [17| kann als Verallgemeinerung von Beispiel (1| angesehen werden.)

Beispiel 18 Es sei eine Markov-Kette durch den Zustandsraum S = {1, 2, 3}, eine

beliebige Anfangsverteilung und die Ubergangsmatrix

a a—>b 2b
P=1la+b b a—>b| mita,b>0,b<aund 2a+b=1
0 a+b a

11 1)T
333
die zur Markov-Kette gehorende Gleichgewichtsverteilung ist. Diese Markov-Kette

gegeben. Durch einfaches nachrechnen kann iiberpriift werden, dass © = (

ist nicht reversibel, denn
1 1
P12 = g(a —b) # g(a"‘ b) = mapa1 -

(Vergl. [Beh00] S. 80.) =

3.3.2 Prazisierte Konvergenzabschatzung mittels Eigenwerten

Da die Ergebnisse aus Abschnitt allgemein fiir ergodische Markov-Ketten giiltig
sind, gelten sie natiirlich auch fiir ergodische Markov-Ketten, die zusétzlich noch
reversibel sind. Die Fragen, ob es im Fall ergodischer, reversibler Markov-Ketten
eine Gleichgewichtsverteilung m gibt, ob diese eindeutig bestimmt ist und ob bei be-
liebiger Anfangsverteilung (¥, a " Pk fip ke N gegen unendlich immer gegen 77
konvergiert, wurden somit schon beantwortet. Auch die Abschéatzungen der Konver-
genzgeschwindigkeit verlieren nicht ihre Giiltigkeit. Es lassen sich allerdings im Fall
der zuséatzlichen Reversibilitiat ergodischer Markov-Ketten noch weitere, préazisere

Konvergenzabschitzungen machen.

Der nun folgende Satz [7] ist eine Prézisierung von Satz [6] Wie man im Beweis
des Satzes sehen wird, ist es fiir reversible, ergodische Markov-Ketten auch nicht
mehr notig vorauszusetzen, dass alle Eigenwerte der zur Markov-Kette gehorenden

Ubergangsmatrix P voneinander verschieden sind.

Satz 7 Sei{Xy}ren eine reversible und ergodische Markov-Kette mit Zustandsraum
S ={1,...,N}, NxN Ubergangsmatriz P und Gleichgewichtsverteilung = € RN . Des
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Weiteren seien Ay > |Xo| > ... > |An| die nach der Grifle ihrer Betrige geordneten

zu P gehorenden Figenwerte. Dann gilt

1
) =il S el fir alle i, € 5, k €N, (3.16)
1€ 7

(Vergl. [Sch03] S. 45.) o

BEWEIS Man setze D := diag(,/7;)ies und A := DPD~'. Dann gilt

V71 0 pPir -+ DN \/% 0
A=DPD ' = ' S :
0 VTN PN1 "** DNN 0 \/7%
\/ﬁ.pn \/W—N.Puv (\/77_1 )
= : " : = Dij )i,jes
SN N VT
\/ﬂ—lpm T WPNN

Da P reversibel ist, ergibt sich nun aus der Detailed-Balance-Bedingung (siehe
(3.14))
= \/Tipji

TiPij = TjDji =

VA
LV
TVE T

fiir alle 4,7 € S. Bei A handelt es sich somit um eine symmetrische Matrix. Nach

Pji

Bemerkung [9] (4) sind die Eigenvektoren zu den Eigenwerten einer symmetrischen
Matrix (also A) orthogonal. Daraus folgt (siehe [Fis02] S. 304), dass es eine Ortho-
normalbasis des RV aus den Eigenvektoren w;,...,wy von A gibt. wy, ..., wy sind
damit insbesondere linear unabhéngig. Nach Bemerkung [0] sind des Weiteren die
rechten Eigenvektoren der symmetrischen Matrix A gleich den linken Eigenvektoren
von A und nach Bemerkung [9] (3) sind alle Eigenwerte von A reell.

Sei nun \; der Eigenwert zum Eigenvektor w; von A. Wenn man dies in die Defini-

tionsgleichung von Eigenwert und Eigenvektor (siehe (4.1])) von A einsetzt, gilt

w] A =wl'\ = w/ DPD™' = wl'\
= w] DP = w] D), . (3.17)

Mit u] := w!'D folgt dann aus (3.17)), dass u! P = ul'\; ist. Damit stimmen die

Eigenwerte von P und A {iberein.

Aufgrund dieser Eigenschaften von A und der damit folgenden Tatsache, dass A
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in Spektraldarstellung (siehe Satz dargestellt werden kann, ergibt sich fiir alle
kEeN

PF = (D*DPD*D)’C = (D 'AD)" = (D'AD)(D*AD)---(D"'AD)
= D7 'A*D (Z N )
Z FD wwl D (3.18)

Geméfs den obigen Ausfiihrungen sind wuy, ..., uy die linken Eigenvektoren von P und

aus Korollar (1 ist bekannt, dass Ay = 1 und w; = 7 ist. Damit ist

1
N 0
T_  Tph-1_ Tp-1_ : _
w; =uy DT =7"D7 = (7, ...,7N) - = (71, ..»/7n) (3.19)
1
0 =

und der erste Summand (I = 1) in (3.18) hat folgende Gestalt
M D ww? D

Ve 0\ (vm v 0

Il
/N
2
3

=
N——
I

Mit w; = (wyy, ..., wy, ) gilt fiir alle weiteren Summanden (I > 2 € S) in ([3.18))
\/% 0 wy, A/ T 0
0 \/% Wi 0 A/TTN
= )\;i' : (\/ wyy, RV 7TNU)[N>
1
Vn O
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kT k\/ﬂN
] wllwll ] o Wi Wiy
_ ( k\/_ )
= \/le Wi, )i,jes
k \/ k VTN !
Al T Wiy Wiy AJ Vi Win Wiy

fiir beliebige 4,7 € S und k € N ist. Da Ay nach Korollar [I| der betragsméfig grofte
Eigenwert ungleich Eins von A bzw. P ist und da nach Definition [12] fiir alle j € S
gilt \/7; < 1, folgt nun

(
|pij

N N
/7T.
Dl < X2 gl F>  lwy, [y, |
J \/7r_ EA
¢ 1=2

1 k
< N
VMingeg m; —

X lw
V mlnzGS T

Nach der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung (siehe (4.8)) ist allerdings

| < (Zwl?) (Zwl]?) (3.21)

und die rechte Seite in (3.21) ist gleich Eins, da die Eigenvektoren w; (i € S) von A

orthonormal zueinander sind. Insgesamt folgt somit fiir alle 7,5 € S, k € N

Aol (3.20)

- ity wiJwy,| 1

XolF < Xol® .
|p - V mlanS T | 2| V mlnlES T | 2|
(Angelehnt an [Sch03] S. 44 und 45.) n

Nun ein Beispiel dazu.

Beispiel 19 Es sei eine Markov-Kette durch den Zustandsraum S = {1, 2,3}, die

Ubergangsmatrix P = und eine beliebige Startverteilung gegeben.

Ol Ol Ol
Ol O Ol
= Ol Ol

9
Durch einfaches Uberpriifen von (3.1)), (3.2) und ( . ) sieht man, dass die Gleich-

111)

gewichtsverteilung der Markov-Kette durch = = (3, 3, 3

gegeben ist. Da P echt
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grofer als Null ist, ist die Markov-Kette nach Satz|3|ergodisch. Des Weiteren ist mit
diesem P die Detailed-Balance-Equation erfiillt. Dies ist unmittelbar daran zu erken-
nen ist, dass P symmetrisch ist und 7 nur gleiche Eintrage hat. Die Markov-Kette ist
damit reversibel. Mit einem geeigneten Computerprogramm oder von Hand kénnen
nun die Eigenwerte der Matrix P berechnet werden. Man erhélt \; = 1, Ay = —%
und Az = —%, so dass A\ > Ay > A3 ist. Die Anwendung von Satz [7| ergibt

1
k
) il < —=| - 5l =

\/g

\?)/EfuralleZJESkeN 0

3.3.3 y*>-Kontrast

Eine alternative Abschétzung der Konvergenzgeschwindigkeit einer ergodischen und
reversiblen Markov-Kette hin zu ihrer Gleichgewichtsverteilung, die auch den be-
tragsmiRig zweitgroften Eigenwert von P nutzt, kann iiber den so genannten -
Kontrast gemacht werden. Um diese Abschiatzung angeben und anschliefsend bewei-
sen zu kénnen, werden einige Definitionen und Vorbemerkungen benétigt. Zuerst
wird ein Skalarprodukt mit zugehoriger Norm eingefiihrt, die beide mit der Wahr-

scheinlichkeitsverteilung 7 verbunden sind.

Definition 15 (%-Skalarprodukt und 2-Norm) Sei 7 = (7, ...,my)" eine be-
liebige echt positive Wahrscheinlichkeitsverteilung aus RY. Fiir beliebige Vektoren
r=(21,....,o5)T € RN und y = (y1,...,yn)T € RY bezeichne

N
LilYi
(ey)s =30 (3.22)
i=1 !
das %—Skalarprodukt und
N 3
] = (Z ;) (323)
i=1
die zugehorige %—Norm. Insbesondere gilt damit
N2
) :
— i ) 3.24
o} =3 = (o.2), (3.24)
(Vergl. [Bré99] S. 201 und 202.) 0

Fiir den Beweis des noch folgenden Satzes (8] ist es hilfreich z € RY mit Hilfe des

%—Skalarproduktes darzustellen. Um diese Darstellung von € RY zu finden, ist
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es vorerst wichtig, sich die symmetrische Matrix A = DPD~! aus dem Beweis von
Satz [7] ins Gedéchtnis zu rufen. Hierbei ist P wie gehabt die zur Markov-Kette
gehorende N x N Ubergangsmatrix und D = diag(,/7;)ies, wobei m = (1, ..., n)7T
die Gleichgewichtsverteilung der Markov-Kette ist. Geméafs dem Beweis von Satz
gibt es Eigenvektoren wyq,...,wy der Matrix A, die eine Orthonormalbasis des
RY bilden, und es ist w] = ul' D™, wobei uy, ...,uy die linken Eigenvektoren von
P sind. Daraus ergibt sich, dass (uy, ..., uy) auch orthonormal in R? ist und dann
insbesondere eine Basis des R bildet. Somit kann nun jeder beliebige Vektor z € RY
als Linearkombination von wuy, ..., uy dargestellt werden. Mit anderen Worten gilt:

xr = Zfil Biui, wobei 3; € R (i = 1,..., N) ist. Weiterhin gilt im RY

1 fallsi =y
57;]' = <U,Z’,Uj>i = ' ' (325)
" 0 fallsi#j .

Somit gilt fiir das :-Skalarprodukt (z,u;)

1
v

1
ks

N
<33,Uj>% = <Z 5iui,uj> = <ﬁ1ulauj>% + ...+ (Byvun, uj)
=1

1
T

= [ <u1>uj>% + ...+ Bn (un, uy) B

j .

1
Insgesamt ist somit fiir jedes z € RY,

N

N
i=1

j=1
Des Weiteren werden die folgenden zwei Begriffe eingefiihrt.

Definition 16 (Abstand in Variation und x2-Kontrast) Seien
a=(ag,..,ay)T und 3 = (B, ..., By)T zwei beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilun-

gen auf der Menge S = {1, ..., N}, dann bezeichne

N
dv (o, B) = %|a—ﬁ| N %Z\%—ﬁﬂ (3.27)
i=1

den Abstand in Variation (,distance in variation“) von « und f.

Falls j; fiir jedes i € S echt grofer als Null ist, dann sei

N

Xl ) = Z%

1=1
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der x?-Kontrast (oder y*-Abstand) von o und 3. (Vergl. [Bré99] S. 207 und 209.) o

Man sieht sofort, dass

S N O - P =L P (3:28)

1
™

=1

ist.
Der Abstand in Variation kann durch den y2-Kontrast abgeschitzt werden. Dieser
Zusammenhang zwischen Abstand in Variation und y2-Kontrast ist im folgenden

Lemma angegeben.

Lemma 3 Seien o = (ay,...,ay)? und 3 = (B4, ..., Bn)T zwei beliebige Wahrschein-
lichkeitsverteilungen auf der Menge S = {1,...,N}. Falls 3; > 0 fiir jedes i € S ist,
dann qult

Ady (@, B) < XP(as B) -
(Vergl. [Bré99] S. 209.) o

BeEWEIS Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (siehe (4.8))) und da
SN B =1 st gilt

2 ) B2 2 =1 .
4d3( = (D> i =Bl | = Z—%M—@Wf

i=1 i=1 D

Al | - Al
< S =B Bi=> (= B)=x(a; ) .
i=1 pi i=1 i=1 B
(In Anlehnung an [Bré99] S. 209.) n

Nun kann, basierend auf dem Vorhergehenden, eine Abschétzung iiber die Konver-

genzgeschwindigkeit von a®" Pk sur Gleichgewichtsverteilung 77 gemacht werden.

Satz 8 Sei {Xy}ren eine reversible und ergodische Markov-Kette mit Zustandsraum
S, N x N Ubergangsmatriz P und der Gleichgewichtsverteilung m € RN. Dann gilt
mit jeder beliebigen Anfangsverteilung a® € RN und fiir jedes k > 1 € N, dass

2dy (o P* 1) < C|No|*

ist, wobei C' 1= (x*(a®); W))% und Xy der betragsmdfig zweitgrofite Eigenwert von P
ist. (Vergl. [Win03] S. 201.) 0
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BEWEIS Durch Quadrierung kann die Behauptung wie folgt umformuliert werden:

T (13.28)) 2
48 (@O PE, ) < (€ = 2(0;m) Aol BB [0 — | |

Nach Lemmaweifé man, dass 4d2 (a©” P*, 1) < y2(a©” P*; 1) ist, wobei hier wie-
2
derum mit (3.28)) XQ(a(O)TPk; ) = Ha(O)TPk — 7T

bewiesen, wenn gezeigt werden kann, dass gilt

ist. Somit ist die Behauptung

3=

Ham)TPk _ﬂ_THi < Pof? [ a® = 73 (3.29)

Man setze p; 1= <a(0) -, Uj>;a wobei u; wie gehabt der linke Eigenvektor von P*

zum Eigenwert )\? ist. Man erhélt nun

2 B3

Ha(O)TPk — 7t L a®T ph _ 7TTPI“H21 = H(a(o) — 7r)TPk||2l

N 2
[326) Z <04(0) — ), u;.(’pk

3 |

<A'fp1u1,ZA'“pg j> +-~-+< NpNuNaZ/\ka >

™

<1p1u1,)\1p1u1> + . +</\1p1u1,)\ PNUN> +ot

( Ny pnuj, A p1u1> +..+ (A pNuN,)\NpNuN>

B2k, 4 AZip2 4 N,

Mit Korollar [T ergibt sich, dass

Ak =\ <oz(0)—7r w), =1-(al® —m 7))

1
T

:<Za zm>

ist. Damit gilt
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AFpT A+ A0S 4+ AR oA = 0+ A3l

N N
§|)\2|2k ZP? = |)\2‘2k ZP?
=2 j=1

DV

+ .t <10NUN7P1U1>L + ...+ (pNvun, pNUN) 1)

01U17,01U1>% + .+ <,01U1, pNUN>%

+ oA

1
T

N

J=1

PN = Z Xt
=2

=[\o|?* <p1U1,ZP;U]> + . +<pNUN,ZPjUj>
= 1

1
T

=[Ao|* <Z PJ“JaZPJuJ> Ao <0‘(0

-|)\2|2k HO‘ ”;

a© _7T>l

Nun ist (3.29) bewiesen und damit auch die Behauptung. (Angelehnt an [Bré99| S.

210 und [Win03] S. 201 und 202.)

Jetzt wird ein Zahlenbeispiel angegeben. Dazu wird die Markov-Kette aus Beispiel

genutzt, so dass die Schranken der Konvergenzgeschwindigkeit von Satz [7] und

Satz [8| gegeniiber gestellt werden konnen.

Beispiel 20 Es sei die reversible und ergodische Markov-Kette aus Beispiel [I9] ge-

geben. Demnach ist S = {1,2,3}, P =

Ol Ol Ol

Ol Ol—= Ol

Ol Ol Ol

und 7 = (3,3,3)". Des

Weiteren ist nach Beispiel [19] der betragsmabig zweitgrofte Eigenwert von P gleich

—%. Im Allgemeinen gilt in S = {1,2,3} | dass

k
pgl)

T 0 k
P = (@), g, o) | 4

pgl)

pgz)

sz)
k
pg2)

k
p§3)

(k)

k
pz(),s)

3 3
== (Z OZ)EO)ptla Z a§0)pt27 Z QEO)ptZ%) (330)
t=1 t=1 t=1

ist. Man setze nun o(®) = (1,0,0)7. Die Anwendung von Satz [§| liefert damit fiir alle

k € N die folgende Abschéatzung
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3 3
T
2dv(a(0) Pk? 7T) = Z | Z 041(50)])151‘ - 7Ti|
=1 t=1
)
0 m) = (z m ) Sl

IN

=1

4 1 1\* 1 2
=(z+z+=2 |——|’“=\/—_.
37373 3 3k

Im Gegensatz dazu lieferte Satz [7] fiir alle 7,7 € S und £k € N

1 1, V3
|—3I"= -

k
\pz('j)—ﬂﬂﬁ— =35

\/g

3.3.4 Die multiplikativ reversible Version der

Ubergangsmatrix

Wenn nicht davon ausgegangen werden kann, dass die ergodische Markov-Kette
{ Xk }ren reversibel ist, dann kann trotzdem eine dhnliche Konvergenzabschétzung
wie in Satz [8 gemacht werden. Und zwar kann man die Ubergangsmatrix P =
(pij)ijes der Markov-Kette so transformieren, dass sich die Eigenschaft der Reversi-
bilitit einstellt. Dazu wird die N x N Matrix P = (pij)ijes mit pi; = % betrachtet.
7 € RY ist hierbei wie gehabt die nach Satz [4] eindeutig bestimmte, zur ergodischen
Markov-Kette { X} }ren gehorende Gleichgewichtsverteilung. Anders ausgedriickt gilt

P = D72PTD? mit D = diag(y/T)ies -

P ist eine stochastische Matrix, da mit der Definition der Ubergangsmatrix (Defini-
tion [3) und der Definition der Gleichgewichtsverteilung (Definition

T§Dji
Pij = i >0 und

%

N
Zp;jzzﬂj—pﬂ:_zﬂ—]pﬂ : _ z—l
j=1

Z

fiir alle 4,7 € S ist. Somit kann P als Ubergangsmatrix der Markov-Kette { X }ren

angesehen werden.
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Des Weiteren gilt

mpi TNPN1

T T N N
T 5 . . . T1P14 TNPNi
7w P=(m,..,7N) : . : = g T - g e
- Uy - Uy
TIPIN ... TNPNN i=1 =1
™ ™

N N
24 7
:(le])u,---ﬂTszNi) =T,
i=1 i=1

so dass insbesondere {Xk}keN und { Xy }ren dieselbe Gleichgewichtsverteilung 7 €
RY haben. Auferdem ist {Xk}keN bei ergodischer Markov-Kette {Xj}ren geméfs
Satz 3| und der Definition von P auch ergodisch. Nun setze man M := PP =
(Zl]\il PuDij)ijes- Als Produkt zweier stochastischer Matrizen ist damit M auch eine
stochastische Matrix und kann ebenfalls als Ubergangsmatrix einer Markov-Kette
{ X} }ren angesehen werden. Wiederum hat hierbei die Markov-Kette {X; }ren die-
selbe Gleichgewichtsverteilung wie die Markov-Ketten { X} }reny und {)N( k bren, da

7'M =7TPP = 7Tp = 7T

ist. Des Weiteren ist offensichtlich gemé&f der Definition von M die Markov-Kette
{ X }ren auch ergodisch. Das Paar (M, ) ist nun reversibel, denn fiir die N x N
Matrix M gilt

N N

TiMij = T; sz-l Wjﬂfﬂ =T ijl stil = mymy; fir alle¢,5 € S .
=1 =1

Die Matrix M wird als die multiplikativ reversible Version der Ubergangsmatrix P

bezeichnet. (Siehe dazu [Sch03| auf Seite 45 und 46.)

In Beispiel [I§ wurde eine Markov-Kette angegeben, die nicht reversibel ist. Zur Ver-

anschaulichung der obigen Thematik wird nun die Ubergangsmatrix dieser Markov-

Kette auf die beschriebene Weise umgeformt, so dass sich Reversibilitéit einstellt.

Beispiel 21 Es sei die Markov-Kette {Xj}rey und damit auch S, P und 7 aus
Beispiel gegeben. Bei dieser Markov-Kette handelt es sich um eine ergodische
Markov-Kette, was schon durch die Betrachtung von P? klar wird. P? hat folgende
Gestalt

a a—> 2b a a—> 2b
P2P=PP=]a+b b a—>b a+b b a—>b
0 a+b a 0 a+b a

o1
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2> =0 (a+0b)?*  (a+Db)?
= | (a+0b)? 2a% — b? (a+b)?
(a+b)?  (a+b)?*  2a*+ b

mit a,b > 0, b < a und 2a + b = 1. Durch diese Wahl von a und b ist P? echt grofer
als Null, und die Markov-Kette ist damit nach Satz [3] ergodisch.
Aus Beispiel [L§| weil man, dass (P, ) nicht reversibel ist. Mit obiger Anleitung bilde

man nun die multiplikativ reversible Version von P. Es gilt

1
~ TPy 3Pji

g T % Ji -
Damit ist P = PT und

a a—2b 2b a a+b 0
M=PP=PP"=|a+b b a—b||la—0b b a+b

0 a+b a 2b a—>b a

a® + (a — b)? + (2b)* a® + 4ab — 3b° a® — b* + 2ab

= a’® + dab — 3b? (a+0)?*+0*+ (a—b)? a? + b?
a’ — b* + 2ab a’+ v (a+b)*+a?

Da die Matrix M offensichtlich symmetrisch ist und der Vektor = = (3, 5, 3)" drei

identische Eintrége hat, ist sofort klar, dass das Paar (M, ) reversibel ist. 0
Nun kann mit Hilfe des zweitgrofiten Eigenwertes von M eine Abschitzung der
Konvergenzgeschwindigkeit einer beliebigen ergodischen Markov-Kette gegen ihre
Gleichgewichtsverteilung durch den y?-Kontrast gemacht werden.

Diese Konvergenzabschétzung gehort rein formal eigentlich in den Abschnitt {iber
ergodische Markov-Ketten. Da sie allerdings die Eigenschaft der Reversibilitéit nutzt,
wurde sie an dieser Stelle angegeben. Des Weiteren soll der folgende Satz [9 nur der

Vollstéandigkeit halber ohne Beweis zur Kenntnis genommen werden.

Satz 9 Sei {Xy}ren eine ergodische Markov-Kette mit Zustandsraum S, N x N
Ubergangsmatriz P, einer beliebigen Anfangsverteilung o® € RN wund Gleichge-
wichtsverteilung T € RY, dann gilt

)

9
d%((a(O)Tpk)T’W) < &

1 Niro fiir alle k € N .

)"7\472 bezeichnet hierbei den zweitgrifsten Eigenwert der multiplikativ reversiblen Ver-
sion von P. (Vergl. [Bré99] S. 211.) o
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Der Beweis dieses Satzes kann bei Interesse in [Bré99] auf den Seiten 211 und 212

nachgelesen werden.

In Satz [0 wird insbesondere der zweitgrofte Eigenwert von in diesem Fall M und,
nicht wie bisher, der betragsmabig zweitgrofite Eigenwert als Schranke der Kon-

vergenzgeschwindigkeit genutzt. Die folgende Bemerkung liefert den Grund dafiir.

Bemerkung 5 Sei M die multiplikativ reversible Version der Matrix P, wobei P die
N x N Ubergangsmatrix der ergodischen Markov-Kette { X} } ey mit Zustandsraum
S ist. Samtliche Eigenwerte Aar1,...,Ayny von M sind dann reell und liegen im
Intervall [0, 1]. 0

BEWEIS Zuerst wird bewiesen, dass alle Eigenwerte von M reell sind. Dazu wird

gezeigt, dass M die gleichen Eigenwerte wie die Matrix

V71 0 mun o TN \/17?1 0
M*=DMD™ ! = : L : -

0 A/ TN myi1 -+ MMNN 0 \/%
Vmma Vrimin m .. mimun

N VTN 1 VTN
VINmNL o V/INTNN VINTINL

Ve N N MmNy

hat.

Es sei v = (vy,...,ux)7 ein rechter Eigenvektor zum Eigenwert A\ von M*, das heifit
M*v = M. Man definiere nun w := D~!v, so dass man durch Umformung v = Dw
erhélt. Es gilt damit

M*v =X = DMD v =X v = DMw=\Dw= D 'DMw = \D"'Dw

= Mw = w .

M* und M haben somit die selben Eigenwerte. Da das Paar (M, ) reversibel ist,
ist M* offensichtlich symmetrisch. Nach den Eigenschaften symmetrischer Matrizen
(Bemerkung [9) hat damit A* und somit auch M nur reelle Eigenwerte.

Nun wird der zweite Teil der Bemerkung bewiesen:

Fiir die Eintrdge der Martrix M* gilt

=z

* \/_1 ijﬂ
m;; = \/_ j Z papj = 4
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_ Z \/Fzm Papji = Z \/\/:\/\/;\/\/jpllpjl - é (g@ (%pﬂ) '

Damit kann M* auch wie folgt dargestellt werden M* = (DPD~1)(DPD~YT. Da
nun aber DPD~! =: A nach dem Beweis von Satz [7| eine symmetrische Matrix
ist, gilt M* = (DPD™')2. Des Weiteren ist wiederum aus dem Beweis von Satz
bekannt, dass A die gleichen Eigenwerte wie P hat. Auferdem liegen nach

Korollar [1| die Eigenwerte von P im Intervall (—1,1]. Mit diesen Kenntnissen zeigt
man nun ganz leicht, dass die Eigenwerte von M* und somit auch die von M im
Intervall [0, 1] liegen.

Mit Aw = \w gilt M*w = AATw = AAw = MAw, wobei AMAw wiederum gleich
Aw = \w ist.

Somit gilt M*w = A*w und damit hat M* bzw. M nur Eigenwerte in [0, 1]. (Vergl.
[SchO03] S. 46.) |

Nun wird ein Beispiel zu Satz [9] angegeben. Dazu wird wiederum die Markov-Kette

aus Beispiel [I§] genutzt.

Beispiel 22 Es sei die Markov-Kette und damit auch P und 7 aus Beispiel [I§]

gegeben. Man setze nun a = % und b = so dass damit die Bedingungen a, b > 0,

i
a > bund 2a + b = 1 erfiillt sind. Mit diesen Festlegungen fiir @ und b ist P =

5 3 4
% 7 2 3| und fiir die multiplikativ reversible Version von P gilt nach Beispiel
075

50 H3 41
21| M = E14 53 62 29 |. Nach Korollar [1| ist Aps;; = 1. Mit einem geeigneten
41 29 74
Jomputerprogramm konnen alle Weiteren Eigenwerte von M ermittelt werden. Es
gilt Ay = % und Ayrs = 5. Man setze a® = (1,0,0)". Damit ergibt die

Anwendung von Satz [J] folgende Abschétzung

2
T
2 (0O PHYT ) (z@at . )
=1 t=1

9 3 (oz<.0)—7rl)2
< X (04(0)§7T) P I D et B — < 679 )
- 4 M2 4 2340
A4 i+3 679\ 1 /679\"
T4 (2340) T2 (2340) ‘ -

Auch bei den in Satz[7], Satz [§ und Satz [9] angegebenen Abschéitzungen handelt es

sich um geometrische Schranken der Konvergenzgeschwindigkeit.
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Alle in diesem Abschnitt gemachten Abschétzungen beinhalten einen Eigenwert von
P (bzw. von M). Dies kann, wie schon in [3.2]erwéhnt wurde, problematisch beziiglich
der praktischen Nutzbarkeit dieser Konvergenzabschatzungen sein. Zumeist besteht
das grofte Problem darin, |Ay| bzw. Ay o zu ermitteln. Um dies zu umgehen, wird
sich in mit der Charakterisierung und Abschéatzung der interessierenden Eigen-
werte befasst. Damit wird es dann moglich sein, auf die konkrete Berechnung der

Eigenwerte zu verzichten.

3.4 Charakterisierung und Abschatzung der

Eigenwerte

Aus dem Beweis von Satz 7] weift man, dass sdmtliche Eigenwerte der N x N Uber-
gangsmatrix P einer ergodischen und reversiblen Markov-Kette reell sind. Des Wei-
teren hat man in Theorem 2, dem Theorem von Perron-Frobenius, und dem darauf
folgenden Korollar [I| erfahren, dass alle Eigenwerte von P im Intervall (—1, 1] liegen.
Eins ist hierbei der grofste Eigenwert von P, und alle anderen Eigenwerte von P
sind betragsméfig kleiner als Eins. Beziiglich der Eigenwerte Ay, ..., Ay von P wurde
stets von der Anordnung Ay > |Ag| > |A3] > ... > |An| ausgegangen. Die Eigenwerte
wurden somit nicht der Grofe nach geordnet, sondern nach der Grofe ihrer Betra-
ge.

Im Folgenden erweist es sich als sinnvoll, die Eigenwerte Aq,..., Ay als der Grofe

nach geordnet aufzufassen. Mit anderen Worten bedeutet dies
1=XM>X > XA3>..2 A v >—1. (331)

Bei dem nach der alten Anordnung betrachteten |\y| handelt es sich nunmehr um

das Ay der neuen Anordnung oder um den Betrag von Ay aus der neuen Anordnung.

Begonnen wird dieses Teilkapitel mit einer Darstellungsform des zweitgrofiten Ei-

genwertes von P und einer daraus resultierenden Abschétzung von \s.

3.4.1 Das Theorem von Rayleigh

Fiir die oben angekiindigten Ausfiihrungen wird zuerst ein weiteres Skalarprodukt
mit zugehdriger Norm bendétigt. Dieses Skalarprodukt steht in Analogie zu dem
Skalarprodukt aus Definition [15] Auferdem wird die Definition des Mittels und der

Varianz eines Vektors angegeben.
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Definition 17 (w-Skalarprodukt, w-Norm und Varianz) Seirt = (m,...,7x)7
eine beliebige echt positive Wahrscheinlichkeitsverteilung aus RY. Fiir beliebige Vek-
toren = (x1,...,zy)" € RN und y = (y1,...,yn)" € RY ist dann

N
i=1

das w-Skalarprodukt und

(e (Z z; m) (3.33)

die dazu gehorige m-Norm. Des Weiteren seien

= Z%W@ = (z,e) und (3.34)
Vars(x) := |2z = (x); (3.:35)

das Mittel bzw. die Varianz von € R". e bezeichnet hierbei einen Vektor aus R,
der nur aus Einsen besteht. (Siehe [Bré99] S. 201.) 0

Analog zu den Ausfiihrungen nach Definition seien die rechten Eigenvektoren

V1, ...,vx von PF eine Orthonormalbasis des RY. Damit gilt

1 falls i = j
<Ui’vj>7r = 5@‘ == (336)
0 fallsi #j

und jedes z € RY lisst sich wie folgt darstellen

N
(x,v;) (3.37)

7=1
(vergleiche (3.26)). Da Pv; = Aju; fiir alle j € S ist, gilt damit insbesondere

N

N N
Z T, V), Z x,v;), Pvj = Z)\j (w,v;) v; fiiralle j €S . (3.38)

(Siehe dazu [Bré99| Seite 203.) Die versprochene Charakterisierung von Ay kann nun
durch das Theorem von Rayleigh iiber die Varianz und die so genannte Dirichlet-
Form angegeben werden. Dazu vorweg noch die Definition der Dirichlet-Form und

ein Hilfssatz.
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Definition 18 (Dirichlet-Form) Sei # = (1, ...,2x)7 ein beliebiger Vektor aus
RY und {X}}ren eine reversible Markov-Kette mit Zustandsraum S, N x N Uber-

gangsmatrix P und Gleichgewichtsverteilung = € RY. Es definiere nun
Dy (z,2) = ((I = P)z,z), (3.39)

die Dirichlet-Form des Paares (P, ) von z. I bezeichnet hierbei die N x N Einheits-
matrix. (Vergl. [Bré99] S. 204.) 0

In der Literatur wird I — P auch oft als ,die Laplacesche” der Markov-Kette be-

zeichnet.

Lemma 4 FEs sei eine reversible Markov-Kette und S, P und © wie in Definition
gegeben. Fiir jedes x = (x4, ...,zx)T € RN gilt dann

N
1
Dipm(x,2) = 2 Z mipi (25 — 2:)* . (3.40)
ij=1
(Vergl. [Bré99] S. 204.) O
BEWEIS Es gilt
1 0 D11 PIN x
(I — P)x = - R :
0 1 DN1- " DNN TN
(I—pu)-—pin T A Zjvﬂ D155
—pn1--+ (1 —paw) IN $N_Z§V:1PNJ‘$J‘

Es folgt nun

Ty — 23:1 P15 T
2D (pm (2, 7) 22 2 (I - Pz, ). 3‘“2< : N >

N
IN — Zj—lej'Ij TN

N N
3
= 2 E (z; E PijT;) LT = 2 E (ximim; — E DijT;TiT;)
=1 :

™

Es kann mit Efil pi; erweitert werden, da Zfil pi; = 1 nach Definition [3|ist. Damit
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gilt

N

N

25 (zsxim; — E Dij T ) = g x:pmg Dij — g DijT;TiT;)
=1

E Wlpz]xle E pljxjxlﬂ-z

Mz i

=1

Mz

=2 (Tipijits — Tipijix;) = 2 Z TipijTi(Ti — ;)
i,j=1 i,j=1
N N
i
Z Tipiji (T — ;) + Z Tt (T; — ;)
3,j=1 i,j=1
3.14] al N
> mpgri(w —x) + Y mipga (e — )
4,j=1 1,j=1

= Z TipiTi(@; — ;) + Ty (T — ;)

'J_l
N
2
= 5 mipi (x5 — 221, + 27) E mipii (T — x;)° .
4,j=1 1,j=1

Dividiert man dies durch zwei, so erhdlt man insgesamt

D(pﬂ) Z, I‘ Z 7szzg i

zy 1
(In Anlehnung an [Bré99| S. 205.) n

Aus Lemma {f ergibt sich mit einem ¢ € R, dass D(p . (x — ce,x — ce) =
3 222:1 mipij(x; — ¢ — x; + ¢)? ist. e ist dabei wiederum ein Vektor aus RY, der nur
aus Einsen besteht. Des Weiteren ist % Zf\;zl mipij(x; —c—x; +¢)? =

%ijzl Tipij(x; — 2:)* = D(px(x, z). Damit gilt fir beliebige ¢ € R und z € RY

Dpry(x,2) = Dipry(x — ce,x — ce) . (3.42)

Theorem 3 (Theorem von Rayleigh) Sei{Xj}ren eine irreduzible Markov-Kette
mit Zustandsraum S, Gleichgewichtsverteilung m € RN und N x N Ubergangsmatriz
P. Auflerdem sei das Paar (P, ) reversibel, Ay sei der zweitgrofste Eigenwert von P

und v1 sei der rechte Figenvektor zum grofiten Eigenwert Ay von P. Dann gilt

)\g—l—mf{var)—(f)x); <x,vl)ﬁ—0,x§é0€RN} : (3.43)
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(Vergl. [Beh00] S. 205.) D

Da insbesondere v; = e ist (siche Korollar [1)), gilt damit und mit (3.34), dass (3.43)

wie folgt umformuliert werden kann

AQ—l—an{#f;B); (m)wzo;x#OERN} . (3.44)

BEWEIS (DES THEOREMS VON RAYLEIGH) Es sei v; ein rechter N-dimensionaler
Eigenvektor zum Eigenwert \; von P. Mit der NV x N Einheitsmatrix I sei des
Weiteren [v; = v;. Damit gilt

PUj:)\jUj@[Uj—PUj:11)]'—)\]'1}]‘@(I—P)Uj:(l—)\j)vj .

Somit ist nun

N N
(I — P)x (w,v;) (I = P)v :Z ) (x,v5) _v; . (3.45)

<.
—

<.
Il
—

Es folgt

N
:<(1—)\1 T, ,sz}] >
1

Jj=

N
+ .. +< 1_)\N $UN>WUN>Z<x7Uj>7rUJ'>

J=1

= ((1 = A1)z, v1), v1, (@, v1), v1)
o (1= M) (@, v1) , v1, (@, 0N) L ON)
(1= An) (T, on), on, (@, 1) v1)
+ .+ (1= An) (z,on), Un, (T, 08)  UN)
= (1= M) [z, 00) P (o, 01) 4 oo 4 (1= X0) (s, v1) (@, on) (01, uw)
+ ..+ (1= Ay)(z,on), (z,01), (N, V1),
+ ...+ (1= Xy) |(x,vN>2} (Un,UN)

7 01) P4+ (1= M) (2, o) |7
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= (=) {z,05), 17 (3.46)

Jj=1

Aus (3.36) und (3.37)) folgt aukerdem

N

N N
2|2 = (z,2), = <Z T,v;) v ,Z T, v;) > Z| z,v5)_|° . (3.47)
j=1 j=1

™

Wenn nun (z,vq), Kor (z,e) = (z)_ =0mit z #0 € RY ist, dann ist Var,(z) =

|22 = (z)? = [|z]|2 = 0 = ||lz||> und somit identisch mit der Formel (3.47). Somit
ergibt sich zusammen mit (3.46)), dass

Dipy(w,2) D501 (1= M)z, 05), |

Varg(x) Z;vzl | (@, v5), |2

ist. Wiederum mit v; = e und der Voraussetzung (z,vq), = (x,e) = (x) =0 gilt

S (L= )z, v5) 12
S ), 2
X (L= ) ), 2
XL ), P
S, (1= )| (w05, 7
Yo | vy, 1
S (L= X)), vy), 1P = o0, (1= Ag)| (05, 2
Sy | (av), 2
Yo (=X = 1+ Xg)| (z,05), |
S ), 2
Yos(Ae = X)) (5, 2
Sy vy, 2 '

=(1- ) +

— (1= A9)

=(1—-X) +

:(1 — )\2) +

=(1—-X) +

Auf Grund der zu Beginn dieses Teilkapitels vorausgesetzten Anordnung der Ei-

genwerte (3.31)), ist Ay stets grofer oder gleich A; fur j = 3,...,N. Damit ist
Sl =X) (@),

SANIETANE grofer oder gleich Null und es ergibt sich
j=2 \&:V5)

Dy, x) Sis(Ae = A (@, v5) 2
Varw) T T S P

> (1- ) - (3.48)
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Durch Umformung erhélt man

D(Pﬂr) (I.’ :U)

A >1—
2= Varg(x)

Sl (@) P s (e=Ag)l(v2,05),. 1> B36)

Wenn man nun x = vy wahlt, dann ist

Z;VZQ |<1’7Uj>7f‘2 o Zé\;z |(U27'Uj>,r|2 o

0 und es gilt im Hinblick auf ([3.48)
Dpry(z,
N =1 D@ )

Varg(z)

Insgesamt folgt nun
. D(P 71') (xa l’) N
Ao =1— — . =0 0eR :
2 an{ V&TW(Q}) ) <$7vl>7r y & 7£ €

(Angelehnt an [Bré99| S. 205 und 206.) m

Mit Hilfe des Theorems von Rayleigh kann eine erste Abschétzung des zweitgrofiten

Eigenwertes Ay von P gemacht werden.

Korollar 2 Es sei { Xy }ren eine irreduzible Markov-Kette mit Zstandsraum S, N x
N Ubergangsmatriz P und Gleichgewichtsverteilung m1 € RY. Das Paar (P, m) sei

reversibel und es sei A > 0 so gegeben, dass fiir alle v € RN
Varg(z) < AD@px(z, x) (3.49)

ist. Dann gilt fir den zweitgréfsten Eigenwert Ay von P

1
N <1—— |
2= A

(Vergl. [Bré99] S. 206.) D

BEwEIS Umformung von (3.49) ergibt: %’;Z—m > lA. Damit gilt

1
;(x,vl)wzo,x#OERN}gl—Z.

D(pm-) (l‘, :E)

Ar=1 —mf{ Var.(z)

(IBré99] S. 206.) n

Diese Abschéitzung des zweitgroften Eigenwertes von P ist vorerst nur von geringem
praktischen Nutzen. Das Problem besteht darin, solch ein A zu finden, so dass fiir
alle z € RY die Bedingung (3.49) erfiillt ist. Korollar [2| gibt keinen Aufschluss

dariiber, wie man solch ein A finden kann bzw. welchen Wert genau A annehmen
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konnte, um (3.49) fiir alle z € RY zu erfiillen. Eine Losung diese Problems ist in den
folgenden Abschnitten [3.4.2] und [3.4.3] angegeben. Dort werden mehrere Vorschlige

fiir die Wahl von A gemacht. Damit ist es dann auch moglich, ein konkretes Beispiel

zu der Abschatzung in Korollar [2] anzugeben.

3.4.2 Der Poincaré-Koeffizient und die Poincaré-Ungleichung

Mit den bisherigen Erkenntnissen aus ist es moglich, weitere bzw. prézisere
Grenzen fiir den Eigenwert Ay der N x N Ubergangsmatrix P einer Markov-Kette,
sowie Grenzen fiir den Eigenwert Ay zu finden. Diese nun folgenden Abschitzungen
fiir A, und Ay werden in Bezug auf die Geometrie der N x N Ubergangsmatrix
P = (pij)ijes der Markov-Kette gemacht. Auf Grund dessen bezeichnet man diese
Abschétzungen auch als geometrische Grenzen der Eigenwerte.

Zuvor miissen wieder einige Begriffe und Bezeichnungen eingefiihrt werden. Es sei
dabei stets vorausgesetzt, dass die in diesem Abschnitt betrachteten Markov-Ketten
irreduzibel sind. Fiir jedes Paar ¢, j € S mit ¢ # j bezeichne nun s = s;; = (4, j) eine
gerichtete Kante von ¢ nach j und © := {s = s;; = (¢,7) | 4,7 € S, i # j} die Menge
aller gerichteter Kanten. Durch die vorausgesetzte Irreduzibilitdt ist insbesondere
gewshrleistet, dass der Ubergang von i nach j stets moglich ist. Es seien s~ = i
und s = j die Anfangsecke und die Endecke von s = s;;. Fiir jede solche Kante
s definiere man des Weiteren Q(s) := m;p;;. Fiir jedes Paar 4,5 € S mit i # j
wird ein Pfad «;; von ¢ nach j betrachtet. Dieser Pfad stellt insbesondere einen
Vektor von Zustanden dar, so dass vi; = (ig, 91, -, bm, im1) Mit ig =4 und ip4q = Jj
ist. Dabei sei pi, Dijiyp---Pin,; > 0. Bezeichne nun I' die Menge aller so gewahlter
Pfade. Im allgemeinen gibt es mehrere Pfade 7;; pro Paar 4,7 € S. Man betrachte
aber nur genau einen Pfad pro Zustandspaar, so dass die Menge I' nur genau einen
Pfad pro Paar 4,5 € S enthélt. Man definiere O;; = {s,5,,, = (it,041) | t =
0,....m, i =1 und j = 4,41} eine Menge von Kanten des Pfades ;;, wobei keine
der Kanten s;,;,,, mehrfach auftreten soll. Damit definiere man aufserdem fiir jeden
Pfad v;; = (4,41, ..., im,J) €T

1 1 1 1
| ]lQ s§. Q(S> TiPiiq i1 Pivig Tim Pipj ( )
ij
e 1

t—0 iy Pitieya
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Der Poincaré-Koeffizient £ der Pfadmenge I" ist dann gegeben durch

k:= k(I") = max Z |Vislomim; (3.52)

5€0
Yij
SE@Z’J’
wobei das Maximum {iber alle gerichteten Kanten gebildet wird und die Summe
tiber alle Pfade ;; geht, die s iberqueren. (Siehe dazu [DS91] auf Seite 37.)
Mit diesen Bezeichnungen kann nun Satz [10] die Poincaré-Ungleichung, formuliert

werden. Sie gibt eine Abschiatzung des zweitgroften Eigenwertes Ay von P an.

Satz 10 (Poincaré-Ungleichung) Sei{ Xy }ren eine irreduzibel Markov-Kette mit
Zustandsraum S, N x N Ubergangsmatriz P und Gleichgewichtsverteilung m € RY.
Das Paar (P,7) sei auflerdem reversibel und Ay bezeichne den zweitgrofsten Figen-

wert von P. Dann gilt

1
N <1—— (3.53)
K
wobei k wie in (3.52)) definiert ist. (Vergl. [DS91] S. 87.) o

BEWEIS Nach Korollar [2| geniigt es zu zeigen, dass Vary(z) < KD pr)(z, x) fiir alle
r € RY ist. Es gilt

Vars() B a2 ~ (2)2 = Z((lall2 ~ (a), (@),))

2
1
= 5(2( X; T — XT;T; 1'17'('2))
ies ies ics

1 2 2
= 5( TP — Y T Y T Y Tim— Y LT Y TT)

€S €S €S €S ieS ieS
= l( I =Y Y mmi Y atm— Yy mm Y xm)
=5 i i 3T Py i 3T

ies ies jes jes ies jes

Da ), om = 1 fiir alle t € S ist, kann wie folgt erweitert werden

%(Z l’?ﬂ'z’ — Zl’iﬂ'i ZZC]'TI']' + Z.’L’?ﬂ'j - Zl‘iﬂ'i Zl’jﬂ'j)

ieS = jes jes ieS jes
1
_ 2 2
—5(5 T 5 7+ E Tim; g T — 2 g LX)
ieS jes jeS i€s i,jES
1 (z3mm; — 2asx;mm; + T2mT;)
=3 i TG LT 3T
i,jES
1 1
_ § : 2 2 _ 2: 2
—5 ([EZ — 2372'3:]' + ij)’]TﬂTj = 5 (ZEl — ZE]') T4
ijES ijES
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=— Z — Ty + LTiy — Liqy + ...+ i — l'j)z’/TﬂTj
z]GS’
1 2
:i Z (Z (xs— - xs+>> T4
ijGS 5€0;;
= Z Z — CBS+))27TZ'7Tj .
z]GS 5€0;; \/

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (siehe dazu (4.8])) folgt nun insgesamt

Vary(z) < Z Z ZQ —$s+)2)77i7rj

ngS 569” 5€0;;
=] Z (Ii5lq Z Q(s)(zs- — xer)?)mim;
Z]GS S€EO;;
1
= 5 ZQ(S)(:[S* - $5+)2 Z ’7@']"@771'7]']'
s€EO Yij
8€®ij
1 2
= 5 Z Wipij(xi — l’j) Z |’)/ij|Q7TZ'7Tj
1,JES Yij
8€@~;j
< Z Tipij (T — x;) max Z vijlomim;
i,jeS Yij
5€0;;

K Dpmy(z, ) .

Die Poincaré-Ungleichung ist damit bewiesen. (Angelehnt an [DS91] S. 38.) n

Satz kann als Prazisierung von Korollar 2| aufgefasst werden. Aus dem Beweis
von Satz 10| ergibt sich ndmlich, dass mit x (> 0) (3.49) erfiillt ist. Fiir den Wert A
aus Korollar [2] kann somit der Poincaré-Koeffizient « gewéhlt werden.

Es wird nun ein Beispiel fiir die Abschétzung aus Satz[I0]und damit auch ein Beispiel
fiir die Abschéatzung aus Korollar [2] angegeben. Dazu wird auf die zuféllige Irrfahrt
(Beispiel zuriickgegriffen.

Beispiel 23 Es sei eine zufiillige Irrfahrt auf G = (V, K) gegeben. Dabei ist G =
(V, K) ein verbundener Graph mit der Menge V' = {vy,...,ux} von N Eckpunkten
und der Menge K, die die Menge von Kanten darstellt, die jeweils zwei Eckpunk-
te miteinander verbinden. Zwei durch eine Kante verbundene Eckpunkte werden
als Nachbarn bezeichnet. v; und v;;; seien insbesondere Nachbarn. Fiir jedes Paar
v;,v; € V von Eckpunkten soll es einen Pfad v;; geben, der die Eckpunkte v; und
v; miteinander verbindet. Natiirlich kann es wiederum mehrere solcher Pfade ;;

geben. In diesem Fall betrachte man jedoch nur einen Pfad pro Paar v; und v;, der

64



3 Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung

insbesondere am kiirzesten von all den v; und v; verbindenden Pfaden ist.
In Beispiel [17| wurde gezeigt, dass die zuféllige Irrfahrt auf G = (V, K) eine Markov-
Kette mit Zustandsraum S = {1,..., N} und der Ubergangsmatrix P = (p;;)i jes
mit den Eintragen
% falls die Eckpunkte v; und v; Nachbarn sind,
Dij = §
! 0 sonst

ist. d; (i € S) bezeichnet hierbei die Anzahl der Nachbarn von v;. Auferdem wurde
gezeigt, dass die Gleichgewichtsverteilung 7 € R der Markov-Kette durch

di dN)T . -
=—, .., — mltd::Zdi
(5

gegeben ist und dass die Markov-Kette reversibel ist. Auf Grund der oben genann-
ten Voraussetzung, jedes Eckpunktepaar sei durch einen Pfad v;; = (4,41, ..., i, j)
verbunden, ist die Markov-Kette des Weiteren irreduzibel.

Fiir den Poincaré-Koeffizienten x gilt

B30
max g 1VislQmim; max E Q 7TZ7T]

Yij Yij SE@”
SE@Z]' 369”
m
(3.51) Z 1 d; d;
= Imax ( —)—— .
s€O py ya— Wltpltlt+1 d d
SG@Z']'

Da nach Voraussetzung v;, und v;,,, Nachbarn sind, gilt

i 1 did; = d; d
max (E —— )~ =max E ——j
s€0 T D0 Tidlivica d €@ T =0 %f d d
SE@U SE@”‘ t
= d;d; d; d;
= ——= = 1d——L . .54
max > (Q_d)gg =max ), (m+ 1y (3:54)
Yij t=0 Yij
SE@ij Se@ij

m+1 ist hierbei die Lange des Pfades v;;. Im Folgenden wird die Lange eines Pfades
~u mit A(7yy) bezeichnet.

Man definiere nun die maximale Pfadlinge A := max.,er A(7), § := max;eg d; und
den sogenannten Bottleneck-Koeffizienten  := maxseco #{7i; € I' | s € 0y}, der

die maximale Anzahl der Pfade angibt, die jeweils durch eine einzelne Kante laufen.
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Damit gilt nun

3.54)) dj dldj
T L AU S 2 Ay
ey ey
62 A§23
< _
smax ) ATS

Es sind nun alle Voraussetzungen von Satz[10]erfiillt, und die Anwendung des Satzes

ergibt fiir den zweitgroften Eigenwert der Ubergangsmatrix P

d
AL

1
AM<l--<1-
K

Fiir das bereits in Beispiel [17] betrachtete Zahlenbeispiel

NP

gilt
d=20,0=4, A=3und g=5.

Damit ergibt sich
20 1 11
A <1

T 1=
=7 16-3-5 12 12

(Vergl. [Sch03| S. 56 und 57.) 0

3.4.3 Abschidtzung des kleinsten Eigenwertes

Mit dhnlichen Bezeichnungen wie in kann auch eine Abschétzung des kleinsten
Eigenwertes Ay der N x N Ubergansmatrix P einer Markov-Kette gemacht werden.
Fiir jedes i € S wird ein Pfad v; = (ig, i1, ..., In, ins1) Mit 49 = 4,47 = ¢ von ¢ nach i
betrachtet. Die Pfadlange soll dabei ungerade sein. Des Weiteren sei s = s;; = (4,1)
eine gerichtete Kante von i nach ¢ und ©; = {s;,;,,, = (i, %+1) |t =0, ...,n und iy =
int1 = 1} sei die Menge aller Kanten des Pfades +;, wobei keine Kante s;,;,,, mehrfach
in O, enthalten sein soll. Genau wie in bezeichne s* = 4, und s~ = i,
die Anfangsecke und die Endecke der Kante s = s;,;,,, und fiir jede Kante s =

Sivigss S€1 Q(S) := T, Digiy,,- Auferdem wird wieder vorausgesetzt, dass es sich bei
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den in diesem Abschnitt betrachteten Markov-Ketten um irreduzible Markov-Ketten
handelt. Dadurch ist gewéhrleistet, dass die Ubergéinge von i nach i fiir alle i € S
moglich sind. Da aufserdem festgelegt wurde, die Lange des Pfades ; sei ungerade,
gilt ggT{k > 1 € N | p,(f) > 0} = ggT{1,3,5,7...} = 1, so dass die Markov-
Ketten nicht nur irreduzibel sondern auch aperiodisch und somit ergodisch sind.
Man bezeichne aufserdem mit ¥ die Menge aller so gewahlter Pfade ~;. Natiirlich
kann es wieder mehrere Pfade +; pro Zustand i € S geben. Es wird aber nur genau
ein Pfad pro Zustand betrachtet, so dass ¥ nur einen Pfad je ¢ € S enthéalt. Fiir

einen Pfad ~; € X definiere man

1
o= —— (3.55
e = 3 553 )

1 NP .
= Z mit ig = ip41 =1 . (3.56)
—o NauPiirs

Der geometrische Koeffizient ( der Pfadmenge ¥ ist nun gegeben durch

¢=((3) = max > lom . (3.57)

Vi
SEO;

wobei hier wiederum das Maximum {iber alle gerichteten Kanten s gebildet wird
und die Summe tiber alle Pfade ~; geht, die s iiberqueren.

Damit ergibt sich nun folgende Abschétzung fiir den kleinsten Eigenwert \y von P.

Satz 11 Sei {Xj}ren eine ergodische Markov-Kette mit Zustandsraum S, N x N
Ubergangsmatriz P und Gleichgewichtsverteilung m € RN. Des Weiteren sei das

Paar (P, ) reversibel. Dann gilt fir den kleinsten Eigenwert Ay von P

2
Av > —1+ ¢ (3.58)
wobei ¢ wie in (3.57) definiert ist. (Vergl. [DS91)] S. 40.) 0

Fiir den Beweis von Satz [11] wird der folgende Hilfssatz benotigt.

Lemma 5 Fs sei eine ergodische Markov-Kette { Xy }reny mit Zustandsraum S, N X
N Ubergangsmatriz P und Gleichgewichtsverteilung m € RY gegeben und das Paar

(P, ) sei reversibel. Dann gilt fiir jedes x = (x1,...,xx)T € RY

1
5 > @i+ z;)’mipi; = (Pa,x), + |zl (3.59)

ijES -
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BEWEIS Aus der Reversibilitiat von (P, ) ergibt sich

1 1
5 Z (i + ;) mipij = 5(2 TITpi + Z 2x,0;mipij + Z 37§7Tz'pij)

1,jES 1,jES 1,jES 1,jES
G 1 S S 3 1 St S
= 5 X; T pij + IZ’ZL’jﬂ'ipij + 5 l’jﬂ'j pji .
€S JjES i,j€S JeS €S

Da } . gpij =1 fiir alle j € S ist, gilt

% Z x?m Zpij + Z Ty jTPij + % Z x?”j iji

€S JjeS i,JES jES €S
_1 2 1 2 _ 2
_5 Z[Eiﬂ'i + Z xixjﬂ-ipij + 5 Zl'jﬂ'j = inﬂ'i + Z J]Z‘ZL'jTi'Z'pij
€S i,jE€S JES €S i,j€S
2 2
= |lzll7 + <(Z xjpij)i657x> = ||z||; + (Pz,z), .
jes -

Damit gilt insgesamt

1
2 Z (i +$j)27Tz‘pij = <P~Ta$>7r + ||517||72r

1,j€S

und die Behauptung ist bewiesen. n

Nun kann Satz [[1] bewiesen werden.

BEWEIS (VON SATZ Sei v; = (4,41, ..., in, 1) ein Pfad von i nach ¢ mit ungerader
Lange. ©; = {si,i,,, = (it,i41) |t = 0,...,n und iy = 4,41 = i} sei die Menge aller
Kanten des Pfades 7;, wobei keine Kante s;,;,., mehrfach auftritt. Dann lasst sich

x; darstellen als

v = (@ + xiy) — (1) +24y) + (iy + T5) — o+ (24, +73))

(=19 (x4 24-) (3.60)

SEO;

N~ N

mit g(s) =t, wenn s = (i, i44+1) € O; ist. Damit und aus der Cauchy-Schwarzschen-
Ungleichung (4.8)) ergibt sich nun fiir alle z = (21, ...,a5)7 € RY

ol &P S (0 3 (1) s + ),

€S s€O;
L O (-1 (e + 1,0))?

- E;Z(z; NGO
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. 7TZ
=272 5 Z@ D (wsr + 25-)7)
€S S€EO; 366
G55 1
=2 > (milvile D (@er + 2-)°Q(s))
€S SEO;
:—Z T+ + Tg-) Zm T
s€0 sE@
1
< 1 Z (Tgr + 24~ max Z Vil omi
SEO
sE@
¢ ¢
! Z Z X+ —{—ZES 2 (S) = Z Z (:L‘Z +:17j)27ripij .
€O i,j€S
Im Hinblick auf (3.59)) ergibt sich,
¢ ¢
|| < 1 D (@it w) mipy = S (P, 2), + [E= (3.61)
i,jES
Man wahle nun x := vy, wobei vy rechter Eigenvektor von Ay sein soll. vy ist

insbesondere orthonormal zu den rechten Eigenvektoren von A; (i = 1,...,N — 1)
(siehe dazu [3.3.3)). Es gilt damit und mit ((3.38))

2 62 L (Pow, ), + ol

- g <<Z " <UN,vi>ﬂvi,uN> ) €39 C()\N +1) . (3.62)

Nun muss nur noch die Ungleichung in (3.62) nach \y aufgelést werden und man
erhalt

1= [lowll = llll;

2
Ay > =1+ ¢
was zu beweisen war. (Angelehnt an [DS91] S. 40 und 41.) n

Es wird nun Satz [11] auf die Markov-Kette aus Beispiel [23| angewendet.

Beispiel 24 Es sei die Markov-Kette der zufélligen Irrfahrt auf Graphen mit allen
Voraussetzungen und Definitionen aus Beispiel (bzw. Beispiel gegeben. Des
Weiteren setze man voraus, die Markov-Kette sei aperiodisch, und es definiere A’ :=
max,ex, A(7y) die maximale Pfadlinge und (' := maxseo #{7; € X | s € 6;} die

maximale Anzahl der Pfade, die jeweils durch eine einzelne Kante laufen. Auferdem
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ist 0 := max;eg d; (siehe dazu Beispiel . Damit gilt

P 3 hlon P s 13 05
e@ e@ s) d
'Yz SEO; Q
8691' 5€0;
n
o S L d,
— Imax — Imax —
dy 1
s€0 Z. =0 Wztpzzuﬂ 5€0 Vi =0 Et_t d
sEO i 86@1'

= max d— = max n+ 1)d; < max A'd; < max A'§
€0 ; Z €0 P ( €0 €0 P

5€0; s€0; 5€0;

<maxf'A'6d = 'A'G .
s€EO

Somit gilt mit Satz [L]]

s g2
¢~ BIAS

Fiir das in Beispiel 23] und Beispiel [I7] betrachtete Zahlenbeispiel

(%1 (%) U3
\ >. ’U4
11.7 1;6 .US
gilt A’=4, 5/ =4 und 6 =4, so dass
2 1 31
Ar=—1 =14 —=—=
! i1 TRT TR
ist. (Vergl. [Sch03] S. 57.) D

Wenn man Satz 10| und Satz [L1] zusammenfasst, hat sich somit ergeben
1 2
Ae i=max { g, [An|} < 1 —min R
K

Natiirlich sind die in Satz [10] und Satz [L1] gemachten Abschétzungen fiir Ay bzw.
An nur zwei von sehr vielen verschiedenen Abschétzungen, die in der Literatur zu
finden sind. Zum Beispiel sind in dem Artikel von Diaconis und Stroock ([DS91])
noch zwei weitere, Satz [10] &hnelnde Abschédtzungen von A\, angegeben. Dort heifst
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es zum Einen, dass mit den Voraussetzungen aus Satz

1
AQS]__E

ist. Dabei ist K wie folgt definiert

K :=maxQ(s)™" Z |©;|mim;

s€0
Yij
86@1']'
und |©;;| gibt die Anzahl der Ecken im Pfad «;; an. (Siehe [DS91] auf Seite 38.)
Zum Anderen kann man ebenfalls mit den selben Voraussetzungen wie in Satz

A9 7.B. so abschétzen

1
o<1 —
mit
— -1 T
n = I?ea@xQ(s) Z TG
SE@ij

(Vergl. [DS91] Seite 54.)

Ebenso kénnen Abschétzungen von A, = max {g, |An|} gemacht werden, bei denen
die Betrachtung von Pfaden und Ecken ganz entféllt. Auch solch eine Abschéatzung
wird zur Anschauung ohne Beweis angegeben.

Fiir den betragsméfig zweitgroften Eigenwert A, der N x N Ubergangsmatrix P
einer ergodischen und reversiblen Markov-Kette { X }ren gilt

< . .
A < If}?é{ dy(pi., p-j)

Dabei ist p;. und analog p.; die Wahrscheinlichkeitsverteilung, die durch die i-te
Zeile von P gegeben ist und d,(p;.,p.;) ist der Abstand in Variation von p; und
p.; (siehe Definition . Diese Abschétzung wird als Dobrushin Grenze bezeichnet
(siche [Sen8&1] Seite 63).

3.5 Berechnung der Gleichgewichtsverteilung

In diesem Abschnitt wird auf die Berechnung der Gleichgewichtsverteilung 7 € RY
einer Markov-Kette { X} }ren eingegangen. Generell gibt es mehrere Wege, mit denen
sich die Gleichgewichtsverteilung einer Markov-Kette ermitteln ldsst. Im Folgenden
wird sowohl auf eine direkte als auch auf eine iterative Berechnungsmoglichkeit ein-

gegangen.
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3.5.1 Direkte Berechnungsmethode

Wenn der Zustandsraum S = {1,..., N} der ergodischen Markov-Kette {Xj}ren
nicht zu grok ist, lasst sich die zur Markov-Kette gehorende Gleichgewichtsverteilung

m € RN recht einfach direkt berechnen.

Satz 12 Es sei {Xy}ren eine ergodische Markov-Kette mit Zustandsraum S =
{1,...,N} und N x N Ubergangsmatriz P. Dann ist die N x N Matriz I — P + E
invertierbar und die Gleichgewichtsverteilung = € RN der Markov-Kette ist gegeben
durch

=e'I-P+E)". (3.63)
Dabei ist e = (1,...,1)T € RN simtliche Eintrige der N x N Matriz E sind gleich
FEins und I ist die N x N FEinheitsmatriz. (Vergl. [Sch03] S. 36.) 0

BEWEIS Zuerst wird die Invertierbarkeit der Matrix I — P + F bewiesen. Aus der
linearen Algebra ist bekannt, dass eine N x N Matrix genau dann invertierbar ist,
wenn ihre Zeilen bzw. Spalten linear unabhéngig sind (siehe [Fis02] S. 150). Somit

muss nun geméak Definition [19] gezeigt werden, dass die Gleichung
(I-P+E)x=0,zcRY (3.64)

nur gegeben ist, wenn x = 0 gewahlt wird.

Nach Definition [12] (iii) weiff man, dass fiir die Gleichgewichtsverteilung = € R¥
der Markov-Kette 77 = 77 P gilt. Einfache Umformung dieser Gleichung ergibt
7l — 7T P =0 bzw.

™(I-P)=0. (3.65)

Somit folgt
0=a70 € 2T (1_pyE) = 27 (1-P)rta"Er B 047TEr 2 € RY . (3.66)

Des Weiteren folgt unmittelbar aus der Definition der Gleichgewichtsverteilung (De-
finition 7T E = T und damit

0 B =e'rsbzw. Ex =0, 2 € RY . (3.67)

Man sieht nun 0 (I-P+FE)x=(—-P)x+Ex (I — P)x + 0 und somit
Px = z. Damit gilt auch fiir alle k <1 € N, dass x = P*x (z € RY) ist.
Aus Satz @ ist bekannt, dass P* gegen W konvergiert. W ist dabei die N x N Matrix,
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die aus den N identischen Zeilenvektoren 77 besteht. Dies bedeutet

k—oo
x =Pz = Wa

bzw.

N
kh_}rgo x; = Zl']rjxj fiir alle i € S, v € RY . (3.68)
]:

Weil in die rechte Seite nicht von ¢ abhéngig ist, muss = ein Vektor sein, bei
dem alle Eintrage gleich sind d.h. x = ce fiir eine Konstante ¢ € R. Es folgt nun
0 elz = ce’e = ¢N und somit ¢ = 0 bzw. z = 0. Die Matrix I — P + E ist
damit invertierbar.

Dass 7 die im Satz angegebene Gestalt hat, ergibt sich nun ganz einfach. Aus den

vorherigen Uberlegungen weiff man, dass
71— P+ E)=7"(I-P)+x"E B oy 7 P/EO 1
ist. Lost man dies nach 77 auf, so ergibt sich
l=e'I-P+E)".

(Vergl. [Sch03] S. 36 und 37.) -

Es wird wieder auf das Beispiel der Wettervorhersage (Beispiel [3) und der Irrfahrten
(Beispiel zuriickgegriffen, um Satz |12 zu veranschaulichen.

Beispiel 25 (Ergidnzung zu Beispiel |3| (Wettervorhersage)) Im ersten Fall

des Beispiels der Wettervorhersage war die Ubergangsmatrix der dortigen Markov-

0.75 0.25

0.25 0.75
dass m = (0.5, 0.5)7 die zur Markov-Kette gehorende Gleichgewichtsverteilung ist.

Kette durch P = ( ) gegeben. In Beispiel wurde dann bewiesen,

Hierbei wurde nicht gezeigt, wie man auf 7 = (0.5, 0.5)7 kommt, sondern nur, dass
dieses m den Bedingungen , und der Definition der Gleichgewichts-
verteilung (Definition geniigt. Mit Hilfe von Satz |12| kann dies nun nachgeholt
werden. Es gilt

recarem=an((y )-8 ()

1.25 —0.75
= (1,1) = (0.5, 0.5) .
—0.75 1.25
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3 Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung

Die Markov-Kette im zweiten Fall des Wettervorhersagenbeispiels hatte die Uber-

09 0.1
). Damit gilt gemafs Satz

angsmatrix P =
sans (0.5 0.5

nT:eT(J—P+E)—1:(1,1)(<1 0)_(0.9 0.1>+<1 1))

0 1 05 05 11
125  —0.75 5 1

-on(y )G

Wiederum Beispiel [12| bestétigt, dass dies die Gleichgewichtsverteilung der dortigen
Markov-Kette ist. O

Beispiel 26 (Erginzung zu Beispiel [13] (Irrfahrten)) 1. Die Ubergangsmatrix
der symmetrischen, zyklischen Irrfahrt auf S = {1, 2, 3,4} hat die Form

0 3 0 3
P = (%) (l) (%) (l) . Es gilt nun
2 2
: 05 0
l=el(I-P+E)!
N\ /{1 o o 1 0o 3 0 3 11 1 1
_ |1 o 1 0 o] 3 0o 3 0 I
1 0o 0 1 0 o 3 0 3 11 1 1
1 o 0 0 1 5 0 3 0 11 1 1
1 -1 -5 -1
=t :(E,E,E,l)
6)1-5 -1 11 -1 4 4
-1 -5 -1 1

Dies ist nach Beispiel [13| die Gleichgewichtsverteilung der Markov-Kette der sym-
metrischen, zyklischen Irrfahrt.
2. Die reflektierende Irrfahrt auf S = {1,2,3,4} hat die Ubergangsmatrix

0 1 0 0
111
_ |3 3 3 :
P = 0 1 1 1 . Es gilt
3 3 3
0 0 1 0
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=ef(I-P+E)!
T
1 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 1
N 0 1 0 0 TN T S D I R R
B! 0 0 1 0 o L 1 1 11 1 1
1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1
31 21 —27 —17
-3 33 —15 —-13 1331
= (17 ]-7 ]-7 1>_ = (_7 R _)
321 -13 —15 33 3 8 8 8 8
17 —27 21 31

Auch dies stimmt mit der in Beispiel [13] angegebenen Gleichgewichtsverteilung der

Markov-Kette der reflektierenden Irrfahrt iiberein. O

3.5.2 Iterative Berechnungsmethode

Die Gleichgewichtsverteilung 7 € RY einer Markov-Kette { X} }ren ldsst sich neben

der oben angegebenen direkten Berechnungsmethode auch iterativ ermitteln.

Eine Moglichkeit, 7 iterativ zu berechnen, gibt zum Beispiel Satz 4] an. Satz {4] be-
sagt ndmlich (unter anderem), dass P* fiir k € N gegen unendlich gegen eine Matrix
W konvergiert, deren Zeilen aus 77 besteht. (P war hierbei die zur ergodischen
Markov-Kette gehorende Ubergangsmatrix.) Dies ist am besten durch ein Beispiel
zu veranschaulichen. Wiederum wird das Wettervorhersagenbeispiel (Beispiel [3]) da-

zu genutzt.

Beispiel 27 Wie gehabt war im ersten Fall des Beispiels der Wettervorhersage die

.. 0.75 0.25
Ubergangsmatrix der dortigen Markov-Kette durch P = 0.95 0 75) gegeben.

Mit einem geeigneten Computerprogramm (oder von Hand) kann nun P potenziert

werden, und es ergibt sich

05 0.5
Pl = fir [ > 14 .
05 0.5

Nach 13 Iterationsschritten ist somit die Gleichgewichtsverteilung 7 ermittelt. (Ein
Vergleich mit Beispiel [12] zeigt, dass die Zeilen der Matrix P! fiir alle [ > 14 € N
auch wirklich der Gleichgewichtsverteilung 77 der Markov-Kette entsprechen.)

Im zweiten Fall des Beispiels der Wettervorhersage ist die Gleichgewichtsverteilung
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3 Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung

nach 11 Iterationsschritten gegeben. O

Fiir sehr kleine Matrizen, wie im obigen Beispiel, mag diese Berechnung mit Hilfe
eines Computerprogramms oftmals sehr schnell und leicht zum Ziel fiihren. Ist jedoch
der Zustandsraum S erheblich grofer und dementsprechend die Ubergangsmatrix
P der Markov-Kette sehr grofs, dann kann diese Art, die Gleichgewichtsverteilung
zu berechnen, recht ungeeignet sein. Sie nimmt dann unter Umsténden sehr viel

Rechenzeit in Anspruch.
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4 Anhang

4.1 Grundlagen aus der linearen Algebra

Hier werden die fiir diese Arbeit wichtigen Grundkenntnisse aus der linearen Algebra

vermittelt.

4.1.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei A eine (nicht notwendig stochastische) N x N Matrix mit Elementen aus R oder
C, des Weiteren seien v und v zwei Vektoren ungleich Null aus RY oder C¥ und A

eine beliebige reelle oder komplexe Zahl. Falls
Av = v bzw. u' A = Mu” (4.1)

ist, dann ist A ein Eigenwert von A und v ein rechter zu A gehorender Eigenvektor

von A bzw. u ein linker zu A gehérender Eigenvektor von A.

Bemerkung 6 Da insbesondere fiir die N x N Matrix A

(u"A)T = (AT

T

SA u=

gilt, sind die linken Eigenvektoren von A gleich den rechten Eigenvektoren von A” .o

Satz 13 ) ist genau dann ein Figenwert der N x N Matriz A, wenn X eine Losung

der charakteristischen Gleichung
det(A—2xl) =0,z € R oder C (4.2)
ist. I sei hierbei die N x N FEinheitsmatriz. (Vergl. [Fis02] S. 228.) 0

BEWEIS )\ ist Eigenwert von A = )\ ist Losung der charakteristischen Gleichung:

Es sei A ein Eigenwert von A. Mit dem N-dimensionalen zu A gehorenden Eigenvek-
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tor v # 0 gilt dann

Av = v
S(A-M)v=0
< Ker(A— M) # {0} , da nach Voraussetzung v # 0 ist
& Los(A — M,0) # {0} , da Los(A — AI,0) ={v e CN | (A— X)v =0}
= Ker(A— ) ist
& dim(Los(A — \1,0)) >0
< rang(A— M) < N, da dim(Lés(A— AI,0)) = N —rang(A — \I) ist
Sdet(A—=X)=0.

A ist Losung der charakteristischen Gleichung = X ist Eigenwert von A“: Hier kann

analog argumentiert werden. (Angelehnt an [Fis02] S. 228.) n

(Die Definitionen und Eigenschaften der im Beweis benutzten Ausdriicke Kern, Rang
und Determinante, so wie die Dimensionsformel kénnen bei Bedarf in [Fis02] nach-
gelesen werden.)

ist eine algebraische Gleichung der Ordnung N. Sie besitzt somit N gegebe-
nenfalls komplexe Losungen Ay, ..., Ay, die nicht alle von einander verschieden sein
miissen. Fiir jeden Eigenwert A\; (i = 1, ..., N) gibt es linke bzw. rechte Eigenvektoren

u; bzw. v;.

4.1.2 Spektraldarstellung

Wenn man N x N Matrizen bestehend aus den rechten Eigenvektoren vy, ..., vy und

den linken Eigenvektoren uq,...,uy der N x N Matrix A wie folgt bildet

ui
V= (vy,..,on) und U := | : ,
uy
dann gilt mit (4.1)
AV =Vdiag(\) bzw. UA = diag(\)U . (4.3)

Hierbei sei A := (A1, .., A\x)T und diag(\) die Diagonalmatrix mit den Diagonalele-
menten Aq, ..., Ay.
Damit kann nun der folgende Satz bewiesen werden, der die so genannte Spekt-

raldarstellung von A angibt.
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Satz 14 (Spektraldarstellung) Fulls die rechten Eigenvektoren vy, ..., vy der N x
N Matriz A linear unabhdngig sind, dann kann A in Spektraldarstellung dargestellt

werden. Es gilt dann

N
AF = Z MNevul (4.4)
i=1

w; (1 = 1,...,N) sei hierbei ein linker N-dimensionaler FEigenvektor von A zum

FEigenwert \;. (Vergl. [Sch03] S. 15.) O

BEWEIS Da die rechten Eigenvektoren vy, ...,vx nach Voraussetzung linear unab-
hiingig sind, existiert die zur Matrix V = (vy, ..., vy) inverse Matrix V1. Aus (4.3
folgt

VI3AVV T = VW diag(\) VT
=V 1A =diag V)V .

Die Matrix U, die aus den linken Eigenvektoren von A besteht, kann also durch den
Ansatz U := V! gewiihlt werden. Damit und wiederum mit (4.3)) gilt dann

AVU = Vdiag(\)U
=AVV ! = Vdiag(\)U
=A = Vdiag(\)U

und somit ist

A* =V (diag(\)*U

k
V1, UN A 0 Up, - Upy
0 Ak Un. - U
Uiy UNy N N1 Ny
k k
U1, AT ""UN1>‘N Uy - Uiy
k k
UlNAl“.UNNAN uNl---uNN
N Nk Nk
Zi:l A§ Uiy Uiy - Zi:1 A Uiy Uiy
N \Ek N yEk
Zz‘:l )‘z Vi Uiy = Zi:l /\z Vi Wiy
N Uiy Uiy + - Uiy Uiy
= E )\f;
i=1
Vin Wiy » Vi Uiy
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N U1
= Z | Uy UN
CRR)
UN
N
= Z )\fviuiT )
i=1
(In Anlehnung an [Sch03] S. 15.) n

Fiir Satz [14] wird vorausgesetzt, dass alle Eigenvektoren vy, ..., vy linear unabhéngig

sind. Eine hinreichende Bedingung dafiir liefert das folgende Lemma.

Lemma 6 Fualls alle Figenwerte Ay, ..., \y der N x N Matriz A voneinander ver-
schieden sind, dann sind die rechten Figenvektoren vy, ..,vy von A linear unabhdn-
gig. (Vergl. [Sch03] S. 15.) 0

Um Lemma [6] zu beweisen, wird vorab eine allgemeine Definition der linearen Un-

abhéngigkeit angegeben.

Definition 19 Die N-dimensionalen Vektoren vy, ..., vy bezeichnet man als linear
unabhéngig, wenn es ay,...,ay € R gibt, derart dass a1v; + ... + ayvy = 0 nur gilt,
wenn alle a; (i = 1,..., N) gleich Null sind. (Vergl. [Fis02] S. 81.) 0

Das Lemma [6] wird nun mit vollstdndiger Induktion bewiesen.

BEWEIS (VON LEMMA @ Der Eigenvektor v; zum Eigenwert A; von A hat per De-
finition mindestens einen Eintrag ungleich Null. Demnach gilt a;v; = 0 nur, wenn
a; = 0 ist.

Es seien alle Eigenwerte \q,..., \y von A voneinander verschieden und fiir ein ge-
wisses [ < N seien die Eigenvektoren vy, ..., v;_1 nach der Induktionsannahme linear
unabhéngig. Um zu zeigen, dass dann auch die Eigenvektoren vy, ..., v; fiir alle ] < N

linear unabhéngig sind, muss geméafs Definition 19| gezeigt werden, dass

l
Zajvj =0 (45)
7j=1

nur gilt, wenn a; = ... = a; = 0 ist.

Es seien ay, ..., a; so gewéhlt, dass (4.5 gilt. Damit und mit (4.1 gilt dann ebenfalls

l l
0= AO ZajAUj Zaj/\jvj
j=1 j=1
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und

Zusammengefasst ergibt dies

!
0= Z)\lajv] Za])\ ) = Z (N = Aj)av; = > (N —Aj)ajv; .
7=1

Gemiék der Induktionsannahme folgt hieraus

(/\l — )\1)&1 = ... = ()\l - /\l_l)al_l =0 s
bzw. da A\, # A; fiir 1 < j <l—1ist, dass a; = as = ... = q;—1 = 0 gilt. Wegen (4.5))
muss damit auch a; = 0 sein, womit der Beweis beendet ist. ([Sch03] S. 16.) m

4.1.3 Skalarprodukt und Norm

In Kapitel 2 werden zwei spezielle Skalarprodukte mit dazugehoriger Norm betrach-

tet. Hier die allgemeinen Definitionen von Skalarprodukt und Norm.

Definition 20 (Skalarprodukt) Ein Skalarprodukt auf dem reellen Vektorraum
V ist eine Abbildung

(,):VxV-R
(u,v) — (u,v)

mit den folgenden Eigenschaften:

(a) (au + fv,w) = a(u,w) + B {(v,w) ,

(u,av + pw) = a(u,v) + B (u,w) (Bilinearitat) ,
() (
(

(¢) {u,u) > 0 falls u # 0 ist (positive Definitheit)

u,v) = (v,u) (Symmetrie) ,

fir alle u,v,w € V und alle «, 5 € R. (Vergl. [Fis02] S. 274.) O

Definition 21 (Norm) Sei V ein reeller oder komplexer Vektorraum. Eine Funk-
tion

[l = V' — Rxg
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heiftt Norm auf V', wenn fiir alle Vektoren u,v € V und alle o € R oder C gilt

(a) ||lu]| = 0 < u = 0 (Definitheit) ,
() [lou]| = |af fJul| (Homogenitét) ,
(¢) ||lu+ | < ||ul| + ||v]| (Dreiecksungleichung) .

(Vergl. [Fis02] S. 274 und 275.) 0

Bemerkung 7 In reellen Vektorraumen wird die Norm auch oft iiber das Skalar-

produkt definiert. Fiir alle Vektoren u aus dem reellen Vektorraum gilt dann
Jull == v/ {u, u) . (4.6)

Man spricht in diesem Fall von der zum Skalarprodukt gehoérigen Norm. (Vergl.
[Fis02] S. 274.) 0

Die nun folgende Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung ist von zentraler Bedeutung. Sie

ist ein viel genutztes Beweis-Hilfsmittel.

Satz 15 (Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung) Sei (-, -) ein Skalarprodukt auf dem

reellen Vektorraum V', dann gilt fir alle u,v € V

<u,v>2 < (u, u) (v,v)

bzw. mit (|4.6))

2 2
{w, 0) < lu[vfI” -

(Vergl. [Fis02] S. 275.) D

BEWEIS Fiir den Fall v = 0 (oder analog u = 0 bzw. v und v = 0) ist die Cauchy-

Schwarzsche-Ungleichung trivialerweise klar. Es gilt dann namlich (0, v) = 0(0,v) =
0.
Nun wird der Fall u,v # 0 betrachtet. Fiir alle a € R gilt

0<(u—av,u—av)=(u—av,u) —a{u—oav,v)

= (u,u) — 2a (u,v) +a* (v, v) .

Mit o := &9 folgt

(v,0)
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2
 uy ) — 2((12, 1;>> <<1: 1;>>
— = ) (4.7)
Y (v,0) '
Damit und mit (4.6) gilt wiederum
(7% 2
0°2 fuvu) = L0 — = G ol
= (u,0)” [|ol| ™ < Jful
= (u,0)" < [lull” flol*
womit der Beweis beendet ist. (Vergl. [Def05].) n

Bemerkung 8 Wendet man die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung auf euklidische
Vekorraume RY an, wobei auf RY das Standardskalarprodukt definiert sei, so gilt

fiir alle Vektoren v = (uy,..,uy) € RY und v = (v, ...,vy) € RY

(&) <(59) (&) -

4.1.4 Symmetrische Matrizen

An dieser Stelle werden die Definition, sowie die allgemeinen Eigenschaften symme-

trischer Matrizen angegeben.

Definition 22 Eine beliebige Matrix A heifit symmetrisch, wenn A = AT gilt.
(Vergl. [Fis02] S. 104.) 0

Symmetrische Matrizen weisen spezielle Eigenschaften auf, die in dieser Arbeit, be-
sonders bei Beweisen (z.B. von Satz und Satz [11)), von grofem Nutzen sind.

Bemerkung 9 (Eigenschaften symmetrischer Matrizen) Reelle symmetrische

Matrizen haben folgende Eigenschaften:
1. Sie sind quadratisch.

2. Sie sind diagonalisierbar (und besitzen somit nur linear unabhéngige Figen-

vektoren).

3. Sie haben nur reelle Eigenwerte.
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4. Thre Eigenvektoren zu den verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zuein-

ander.
(Bemerkung |§] ist eine Zusammenstellung von Erkenntnissen aus [Fis02]). 0

Wem die Begriffe diagonalisierbar oder orthogonal fremd sind, der kann sich z.B.
in [Fis02] dariiber informieren. Der Beweis der Bemerkung [0 wird dem Leser iiber-
lassen. Teilweise sind es sehr lange algebraische Beweise, die weiterfithrende alge-
braische Kenntnisse voraussetzen. Wer trotzdem das Vorhaben hat, Bemerkung [

nachzuweisen, der kann [Fis02| dazu nutzen.
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