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1. Einleitung

Die Maximum-Likelihood-Methode ist eines der wichtigsten Konzepte, um Schét-
zungen fiir die Parameter einer Verteilung zu erhalten. Jedoch sind Maximum-
Likelihood-Schétzer oft nicht robust. Bei der Analyse von Ereigniszeiten wird der
Einfluss von Ausreiflern hiufig durch die Zensierung der Daten begrenzt. Dies wirft
die Frage auf, ob der Maximum-Likelihood-Schétzer bei rechtszensierten Daten als
robust angesehen werden kann oder ob alternative Schétzer angewendet werden soll-

ten.

Eine wichtige Verteilung fiir die Beschreibung von Ereigniszeiten ist die Exponen-
tialverteilung. Sie hat den Vorteil dass die Likelihood-Funktion auch bei zensier-
ten Daten eine einfache Form besitzt. Das ermoglicht, auch getrimmte Likelihood-
Schatzungen fiir den Parameter der Exponentialverteilung zu betrachten. Wahrend
bei der Maximum-Likelihood-Methode die ganze Likelihood-Funktion maximiert
wird, wird bei getrimmten Likelihood-Schéatzungen die Likelihood-Funktion durch

eine getrimmte Version ersetzt.

Das Hauptaugenmerk der vorliegenden Arbeit liegt auf dem Vergleich von verschie-
denen getrimmten Schétzungen bei rechtszensierten Daten. Dabei soll der klassische
Maximum-Likelihood-Schétzer mit der getrimmten Version der Likelihood-Funktion
sowie zwel neuen Schétzern, die von Clarke et al. (2014) vorgestellt wurden, mit-
tels Simulationen verglichen werden. Die vorgeschlagenen Schétzer von Clarke et al.
(2014) beziehen dabei das nach oben getrimmte Mittel, das als sehr effizient gilt, in

die Maximum-Likelihood-Schétzung ein.

In Kapitel 2 werden zunéchst die grundlegenden Begriffe und Konzepte der Er-
eigniszeitanalyse, die fiir die vorliegende Arbeit Anwendung finden, beschrieben.
Grundlegende yMethoden der Parameterschitzung werden anschlieBend in Kapitel
3 vorgestellt. Dabei wird insbesondere auf Verfahren eingegangen, die fiir die Pa-
rameterschiatzung bei rechtszensierten Ereigniszeitdaten relevant sind. In Kapitel 4

werden vier Schétzer fiir den Parameter der Exponentialverteilung vorgestellt, die
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auf der Maximierung der Likelihood-Funktion oder deren getrimmter Version basie-
ren. Die vier Schétzer sind fiir die Parameterschéitzung bei Ereigniszeiten, die mit
fester Zensierungszeit rechtszensiert wurden, geeignet. Zwei der Schétzer sind auch

bei zufillig rechtszensierten Ereigniszeitdaten anwendbar.

In Kapitel 5 werden die vorgestellten Schéitzer mittels Simulationen verglichen. Da-
fiir werden sowohl Ereigniszeiten, die mit einer festen Zensierungszeit rechtszen-
siert wurden sowie zufillig rechtszensierte Ereigniszeiten simuliert und die Schét-
zer darauf angewendet. Die Simulationsergebnisse werden vergleichend dargestellt.
Abschlieend werden die Schétzer auf einen Datensatz aus einer klinischen Studie

angewendet. Die Arbeit schliefit in Kapitel 6 mit einer Zusammenfassung.



2. Analyse von Ereigniszeiten

Dieses Kapitel dient der Einfithrung von Begriffen und Konzepten der Ereigniszeit-
analyse, die in dieser Arbeit Anwendung finden. In Abschnitt 2.1 wird der Begriff der
Ereigniszeiten definiert. Zudem wird die Zensierung als eine Besonderheit von Ereig-
niszeiten vorgestellt. Die Survivalfunktion und die Hazardrate sind zwei Funktionen,
die der Beschreibung von Ereigniszeitverteilungen dienen; sie werden in Abschnitt
2.2 eingefithrt. In Abschnitt 2.3 schliefSlich wird die Exponentialverteilung als Ver-

teilungsmodell stetiger Ereigniszeiten dargestellt.

2.1. Ereigniszeiten und Zensierung

In vielen Anwendungsbereichen interessieren Zeiten bis zum Eintreten eines wohl-
definierten Ereignisses. Die beobachteten Daten werden als Ereigniszeiten bezeich-
net (vgl. Schumacher und Schulgen (2008), S. 77). In klinischen Studien kénnen
dies beispielsweise die Uberlebenszeiten nach Transplantationen oder die Zeiten bis
zum Nachlassen von Krankheitssymptomen sein. Weitere Beispiele fiir interessie-
rende Ereigniszeiten sind die Zeitspanne, die in einem psychologischen Experiment
fiir die Erledigung einer Aufgabe bendttigt wird, die Dauer bis zum Konkurs von

Kleinunternehmen oder die Ausfallzeiten von technischen Geraten.

Ereigniszeiten konnen oft nur unvollstéandig beobachtet werden. Die Ereigniszeit ei-
nes Untersuchungssobjekts wird als zensiert bezeichnet, wenn von dem Zielereig-
nis nur bekannt ist, dass es in einen bestimmten Zeitbereich féllt (vgl. Klein und
Moeschberger (2003), S. 63). Es gibt verschiedene Zensierungsmodelle, von denen in
der vorliegenden Arbeit nur die sogenannte Rechtszensierung betrachtet wird. Eine
Rechtszensierung liegt vor, wenn nur die Information bekannt ist, dass das Zielereig-

nis bis zu einem gewissen Zeitpunkt noch nicht eingetreten war. Eine rechtszensierte



2. Analyse von Ereigniszeiten 6

Ereigniszeit ist also kleiner als die tatsdchliche, aber unbekannte Ereigniszeit (vgl.
Collett (2003), S. 2).

Ein haufiger Grund fiir die Rechtszensierung von Ereigniszeiten ist, dass eine Studie
endet, bevor das Zielereignis bei allen Untersuchungsobjekten eingetreten ist. In
klinischen Studien kann eine rechtszensierte Ereigniszeit auch darin begriindet sein,
dass im Verlauf der Studie der Kontakt zum Studienteilnehmer abgebrochen ist. Dies
wird als auch als Drop-Out oder Loss to Follow-Up bezeichnet (vgl. Schumacher und
Schulgen (2008), S. 80).

In den Abbildungen 2.1 und 2.2 sind zwei typische Studiensituationen, die zu rechts-
zensierten Beobachtungen fiihren, dargestellt. In Abbildung 2.1 beginnt und endet
die Studie zu festgelegten Zeitpunkten. Die Untersuchungsobjekte 1 und 3 sind
rechtszensiert, da das Zielereignis bis zum Studienende nicht eingetreten ist, die
Untersuchungsobjekte 2 und 4 sind unzensiert. Diese Art der Rechtszensierung wird

im Folgenden auch als Rechtszensierung mit fester Zensierungszeit bezeichnet.

Untersuchungsobjekt

T T
Studienbeginn Studienende
Studienzeit

Abbildung 2.1.: Beispielhafte Darstellung der Ereigniszeiten einer Studie mit zensierten
(Objekt 1 und 3) und unzensierten (Objekt 2 und 4) Beobachtungen.

In Abbildung 2.2 sind beispielhaft die Ereigniszeiten einer klinischen Studie darge-
stellt, die ebenfalls {iber einen festen Zeitraum lauft. Die Patienten konnen jedoch
zu unterschiedlichen Zeitpunkten in die Studie eintreten oder aus der Studie aus-
scheiden. Jeder Patient hat also eine eigene Zensierungszeit. In dem Beispiel sind
die Patienten 1, 3 und 4 zensiert, wobei die Zensierungszeiten der Patienten 1 und

4 durch das Studienende bedingt sind und bei Patient 3 beispielsweise durch einen
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Drop-Out hervorgerufen wurde. Die Patienten 2 und 5 sind unzensiert. Diese Art

der Rechtszensierung wird im Folgenden als Zufdllige Rechtszensierung bezeichnet.

Untersuchungsobjekt
3
|

\ \
Studienbeginn Studienende

Studienzeit

Abbildung 2.2.: Beispielhafte Darstellung der Ereigniszeiten einer klinischen Studie mit
zensierten (Patienten 1, 3 und 4) und unzensierten (Patienten 2 und 5)

Beobachtungen.

Bei rechtszensierten Ereigniszeiten werden das Minimun einer Ereigniszeit und einer
Zensierungszeit beobachtet. Liegt eine Rechtszensierung mit fester Zensierungszeit
vor, so sind die beobachteten Ereigniszeiten aller zensierten Untersuchungsobjekte
gleich einer festen Zensierungskonstante. Bei zufélliger Zensierung sind die beobach-
teten Ereigniszeiten der zensierten Untersuchungsobjekte individuell. Eine wichtige
Annahme bei der Analyse der Ereigniszeiten ist die Unabhéngigkeit des Zensierungs-

mechanismus von den Ereigniszeiten (vgl. Schumacher und Schulgen (2008), S. 80).

2.2. Beschreibung von Ereigniszeitverteilungen

Sei T' die Zeit bis zum Eintreten eines definierten Ereignisses. 71" ist dann eine nicht-
negative, stetige Zufallsvariable. Die zugehorige Dichtefunktion sei mit f(¢), ¢ > 0,

bezeichnet. Die Verteilungsfunktion von 7T ist gegeben durch

F(t)=P(T <t) = /Otf(u)du,
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und beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass die Ereigniszeit einen Wert kleiner ¢

annimmt.

In der Analyse von Ereigniszeiten sind zwei Funktionen von besonderem Interesse:
die Survivalfunktion und die Hazardrate. Die Survivalfunktion ist definiert als die
Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis bis zu einem Zeitpunkt ¢ noch nicht eingetreten

ist:

S(t)=P(T>t)=1— F(t). (2.1)

S(t) ist eine streng monoton fallende Funktion mit S(0) = 1 und lim,_,~, S(¢) = 0.

Die Hazardrate beschreibt das infinitesimale Risiko, dass das Ereignis im néchsten
Moment eintritt, wenn es bis zum Zeitpunkt ¢ noch nicht eingetreten war. Sie ist
definiert durch

P(t<T At|T>
) = lim (t < <tAJ; t|T>t)
m

h(t) ist nicht normiert und es gilt 0 < h(t) < oo.

Zwischen Hazardrate und Survivalfunktion besteht der folgende Zusammenhang:
Pit<T At |T >
h(t) = lim t<T<t+At|T>1)
At—0 At

 P{t<T<t+AYN{T>1})
At—0 AtP(TZt)

Pt<T<t+At) 1
At—0 At P(T Z t)

ergibt sich

h(t) = —% log S(t). (2.2)
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Survivalfunktion und Hazardrate werden aus den beobachteten Ereigniszeiten ge-
schétzt. Neben nichtparametrischen Methoden fiir die Schiatzung der beiden Funk-
tionen gibt es parametrische Methoden, die auf der Annahme einer bestimmten

Verteilung der Ereigniszeiten beruhen.

(Vergleiche dazu Collett (2003), S. 11 f.)

2.3. Exponentialverteilung zur Modellierung von

stetigen Ereigniszeiten

Ein wichtiges Verteilungsmodell fiir stetige Ereigniszeiten ist die Exponentialvertei-
lung mit Parameter A. Die Dichtefunktion und die Verteilungsfunktion der Expo-

nentialverteilung sind gegeben durch

Iat) = %e%

Fk(t) =1- e_t/*,

fiir t > 0. Der Parameter A ist eine positive Konstante und wird aus den beobachteten

Daten geschétzt.

Aus (2.1) und (2.2) ergeben sich fiir die Survivalfunktion und die Harazrdrate der

Exponentialverteilung

Syt)y=1—(1—e )=

Le= 1
h>\<t) = )\eft/x - X

Die Hazardrate ist konstant {iber die Zeit. Das Risiko, dass das Zielereignis im néchs-
ten Moment eintritt, ist also zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 gleich, unabhéngig davon,
wieviel Zeit bereits verstrichen ist. Dies motiviert auch den Begriff der gedéchtnis-

losen Verteilung.

In Abbildung 2.3 sind die Dichtefunktion, die Survivalfunktion und die Hazardrate

der Exponentialverteilung fiir vier verschiedene Werte des Paramters A dargestellt.

Fiir den Erwartungswert einer exponentialverteilten Ereigniszeit T' gilt E(T) = A.
Je kleiner die zu erwartende Ereigniszeit ist, desto grofler ist also das durch die Ha-

zardrate ausgedriickte konstante Risiko, dass das Zielereignis im néchsten Moment
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Exponentialverteilung fur verschiedene A
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Abbildung 2.3.: Dichtefunktion, Survivalfunktion und Hazardrate der Exponentialver-

teilung mit den Parametern 0.5, 1, 2 und 5.

eintritt. Die Varianz von T ist gegeben durch Var(T) = A%, was im Mittel eine gro-
Bere Variation der Ereigniszeiten bedeutet, je grofler die zu erwartende Ereigniszeit

1st.

(Vergleiche dazu Collett (2003), S. 152 £.)



3. Parameterschaitzung

In diesem Kapitel werden grundlegende Konzepte fiir die Parameterschiatzung bei
rechtszensierten Ereigniszeitdaten vorgestellt. In Abschnitt 3.1 wird zunéchst die
Maximum-Likelihood-Methode beschrieben, die nicht nur bei zensierten Daten als
klassischer Ansatz fiir die Schiatzung des Parameters einer Verteilung gilt. Im Rah-
men der Maximum-Likelihood-Methode wird die sogenannte Likelihood-Funktion
maximiert. Die Konstruktion der Likelihood-Funktion bei zensierten Daten weist
jedoch die Besonderheit auf, dass bedingte Verteilungen zu beriicksichtigen sind.
Darauf wird in Abschnitt 3.2 eingegangen. Eine Alternative zur Maximierung der
Likelihood-Funktion stellt die Maximierung einer getrimmten Version der Likelihood-
Funktion dar. Das Prinzip der Getrimmte-Likelihood-Schétzung wird in Abschnitt
3.3 dargestellt. Schliefllich werden in Abschnitt 3.4 der mittlere quadratische Fehler

und Effizienz als Vergleichskriterien fiir Parameterschétzer eingefiihrt.

3.1. Maximum-Likelihood-Methode

Die Maximum-Likelihood-Methode ist ein Verfahren zur Konstruktion von Schét-
zern fiir den oder die Parameter einer Verteilung. Die Idee ist es herauszufinden,
welcher Parameterwert bzw. welche Parameterwerte unter den realisierten Daten

am plausibelsten erscheinen.

Sei X eine Zufallsvariable mit Dichtefunktion fp(z), wobei 6 den Parameter der
Verteilung von X bezeichne. X, ..., X, seien unabhéngige Auspridgungen von X
mit identischer Dichtefunktion fy(x;), i = 1,...,n. Die gemeinsame Dichtefunktion

von Xi,...,X, ist dann gegeben durch

n

folwr, ..o an) = folwr) - ...+ folwn) = [ folwa).

i=1

11
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Fiir einen festen Parameter 6 wird die gemeinsame Dichtefunktion fy(z1,...,x,) als
eine Funktion der Daten x4,...,x, aufgefasst, die als zuféllige Realisationen von
Xq,..., X, angesehen werden. Werden die Rollen des Parameters # und der Daten

x1,...,T, vertauscht, so erhilt man die Likelthood-Funktion

n n

Lyywn(0) = folwr,. . an) = [ [ fo(zi) = [ ] Lai (0).

i=1 i=1

Die Likelihood-Funktion ist eine Funktion des Parameters 6 fiir feste Realisationen
X1, ..., T, Sie gibt fiir jeden Parameterwert 6 an, wie plausibel das Zustandekommen

der beobachteten Daten z4,...,x, ist.

Die Maximum-Likelihood-Methode zur Konstruktion eines Schétzers fiir den Para-
meter 6 beruht auf der Maximierung der Likelihood-Funktion. Zu den Realisationen
x1,...,T, wird somit derjenige Parameterwert 0 gewdahlt, fiir den es am plausibels-
ten erscheint, dass gerade die realisierten Daten x4, . .., z, auftreten. Der Wert 0 ML,

fiir den die Likelihood-Funktion maximal ist, d.h.

wird Mazimum-Likelihood-Schétzung fiir 8 genannt.

Das Maximum der Likelihood-Funktion wird durch Ableiten und Nullsetzen der
Ableitung bestimmt. Ob es sich bei der Losung tatséchlich um ein Maximum und
kein Minimum handelt, lasst sich mit Hife der zweiten Ableitung iiberpriifen. Ein

Maximum liegt vor, wenn die zweite Ableitung der Likelihood-Funktion kleiner als
Null ist.

Wegen der Produkte in L,,
Funktion die so genannte Log-Likelihood-Funktion

2, (0) ist es oftmals einfacher, anstelle der Likelihood-

'''''

Lo (0) =0 Loy 0, (0) =In [ fo(w:) =) In fo(z:) = Y 1, (6)
=1 =1

=1

zu maximieren. Aufgrund der strengen Monotonie des Logarithmus haben L,, . .. (0)

und I, . ., (0) bei festem x,...,z, die gleichen Maximalstellen. (Vergleiche dazu

.....

Genschel und Becker (2005), S. 115 ff.)
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3.2. Likelihood-Funktion bei rechtszensierten Daten

Rechtszensierte Ereigniszeitdaten sind eine Mischung aus Ereigniszeiten und Zen-
sierungszeiten. Beim Aufstellen der Likelihood-Funktion ist folglich eine bedingte
Verteilung heranzuziehen, wobei zwischen zensierten und unzensierten Beobachtun-

gen zu unterscheiden ist.

Sei X1, ..., X, eine Zufallsstichprobe von rechtszensierten Ereigniszeiten. Die Ereig-
niszeit des i-ten Untersuchungsobjekts, ¢ = 1,...,n, sei mit 7; und die Zensierungs-
zeit, die als zufillig angenommen wird, mit C; bezeichnet. Beobachtet werden das
Minimum X; der Ereigniszeit 7; und der Zensierungszeit C; sowie ein Ereignisindi-
kator A;, der genau dann den Wert 1 annimmt, wenn das Ereignis eingetreten ist,
und 0, wenn die Ereigniszeit zensiert wurde. Fiir jedes Untersuchungsobjekt werde

die Realisierung (x;, d;) erfasst.

Die Dichte- und die Survivalfunktion der Ereigniszeiten seien mit fp(z;) bzw. Sp(z;)
und die der Zensierungszeiten mit fo(x;) bzw. So(z;) bezeichnet. Die Ereigniszei-
ten und die Zensierungszeiten seien stochastisch unabhingig und die Zensierung sei
nicht-informativ. Die Verteilung der Zensierungszeiten enthalte also keine Informa-

tionen iiber die Verteilung der Ereigniszeiten.

Der Beitrag einer unzensierten Realisierung (x;,6; = 1) zur Likelihood-Funktion

ergibt sich zu

X < o e
Ly, 5=1(0) = lim P(x; < X; < x + Axy, §; = 1)

Az;—0 Az,
. P, <T;, <2 + Awy, C; > ;)
= lim
Az;—0 A[L’Z
Pz; < T, < + A,
Axz;—0 A.Tl
= Jo(z:) Sc(xi)

Entsprechend ergibt sich der Beitrag einer zensierten Beobachtung (z;,; = 0) zur
Likelihood-Funktion zu
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Az;—0 Az,
. P(r, <Gy <xi+ Awy, T; > ;)

= lim

Az;—0 A[L’Z

Plr, < C. A

_ tim (x; < C; < x; + Axy) P(T > ;)

Az;—0 A.TZ
= fc(xi) So(w:)

Insgesamt ist die Likelihood-Funktion rechtszensierter Ereigniszeitdaten also gege-
ben durch

Lg,...., zn(e) = H (fe(xi) Sc(xi))éi (fc(Iz) Se(l'z‘))l_&

= [ fotw)™ So(a)' =% T Se () fola)' = (3.1)

i=1 i=1

Aufgrund der Annahme nicht-informativer Zensierung ist es ausreichend, im Rahmen
des Maximum-Likelihood-Ansatzes den ersten Term in (3.1) zu maximieren. Der
zweite Term héngt nicht von dem Parameter der Ereigniszeitverteilung ab und kann
daher als Konstante angesehen werden. Der relevante Teil der Likelihood-Funktion

ist also gegeben durch

n

wontn(0) = T foliwi)® Sofei) =

i=1

und die zugehorige Log-Likelihood-Funktion durch

- Z (6; In fo(z;) + (1 — 6;) In Sy(zy)) .

Aquivalent sind die Likelihood-Funktion und die Log-Likelihood-Funktion auch dar-
stellbar durch
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_ H ho(z:)% Sp(;) (3.2)

bzw.

= (6 Inhg(x;) + In Sp(a7)) - (3.3)

i=1

Werden nicht zuféllig, sondern mit einer festen Zensierungszeit rechtszensierte Er-

eigniszeiten betrachtet, so ergibt sich die gleiche Likelihood-Funktion.

(Vergleiche dazu Collett (2003), S. 357 £.)

3.3. Getrimmte-Likelihood-Schatzung

Sei X eine Zufallsvariable mit Dichtefunktion fp(z) und Log-Likelihood-Funktion
[.(0) = In fy(x). Die Zufallsvariablen Xj, ..., X,, seien unabhéngige Ausprigungen
von X, deren Realisierungen mit x1,...,x, bezeichnet seien. Die Log-Likelihood-

Funktion von Xy, ..., X, ist gegeben durch

wobei [,,(0) fiir den Beitrag der i-ten Beobachtung zur Log-Likelihood-Funktion
steht.

Der Getrimmte-Likelihood-Schdtzer maximiert eine getrimmte Version der Likeli-
hood-Funktion, bei der die am wenigsten wahrscheinlichen Beobachtungen, also die
Beobachtungen mit den kleinsten Beitrdgen zur Likelihood-Funktion, getrimmt wur-
den. Aufgrund der strengen Monotonie des Logarithmus sind dies gerade diejenigen

Beobachtungen mit den kleinsten Beitrdgen [, (0) zur Log-Likelihood-Funktion.
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Der Getrimmte-Likelihood-Schétzer ist gegeben durch

HTL:arngaX Z Ly (0).

i=n—r+1

Dabei bezeichnen [(1)(0) < --- < [, (0) die fiir ein gegebenes 6 geordneten Beitrége
der Beobachtungen zur Log-Likelihood-Funktion und n — r Beobachtungen wurden

getrimmt.

(Vergleiche dazu Miiller und Neykov (2003).)

3.4. Mittlerer quadratischer Fehler und Effizienz

Als Vergleichskriterium fiir Punktschéitzer kann der miattlere quadratische Fehler,
kurz MSE fiir mean squared error, herangezogen werden. Er ist definiert als der er-

wartete quadrierte Abstand des Punktschéitzers 0 vom zu schiitzenden Parameter 6:

MSE(0) =E((6 - 0)%).

Der mittlere quadratische Fehler kann zerlegt werden in die Summe aus der Varianz

des Schiétzers und dem quadrierten Bias,

MSE = Varianz + Bias?,

wobei der Bias, auch Verzerrung genannt, die mittlere Abweichung eines Punkt-

schétzers vom wahren Parameter beschreibt:

Bias(f) = E(0) — 6.

Die Zerlegung des mittleren quadratischen Fehlers erfolgt zu
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Schétzer mit einem kleinen mittleren quadratischen Fehler sind vorzuziehen, was
die Forderung nach einer kleinen Verzerrung mit der nach einer kleinen Varianz des
Schétzers kombiniert. (Vergleiche dazu Genschel und Becker (2005), S. 66 und 71 f.
und Fahrmeir et al. (2006), S. 370.)

Ein Schétzer él fiir einen Parameter 6 heifit MSE-effizienter als ein Schéatzer éQ, falls
fiir alle 6 gilt

MSE(6,) < MSE(6,).

Werden nur unverzerrte Schétzer, also Schéatzer mit einem Bias von Null betrachtet,
so reduziert sich der Vergleich der mittleren quadratischen Fehler auf den Vergleich
ihrer Varianzen. Von zwei unverzerrten Schéitzern él und ég heif3t él effizienter als

ég, wenn fiir alle 6 gilt

~ ~

Var(0,) < Var(0s).

Im Mittel liefert él dann genauere Schitzwerte als ég, da die Schétzwerte von él

weniger um den wahren Parameterwert 6 streuen.

(Vergleiche dazu Genschel und Becker (2005), S. 76 f.)



4. Schatzer fiir den Parameter der

Exponentialverteilung

Das Hauptaugenmerk der vorliegenden Arbeit ist der Vergleich verschiedener ge-
trimmter Schétzungen fiir den Parameter der Exponentialverteilung bei rechtszen-
sierten Ereigniszeitdaten. In diesem Kapitel werden die ausgewéhlten Schétzverfah-

ren vorgestellt.

Ein klassischer Ansatz fiir die Schéitzung des Parameters einer Verteilung ist die
Anwendung der Maximum-Likelihood-Methode. Der Maximum-Likelihood-Schétzer
fiir das zugrundeliegende Modell wird in Abschnitt 4.1 hergeleitet. Wihrend bei
der Maximum-Likelihood-Methode die komplette Likelihood-Funktion maximiert
wird, wird bei dem Getrimmte-Likelihood-Prinzip nur eine getrimmte Version der
Likelihood-Funktion in die Maximierung einbezogen. Die Anwendung der Getrimmte-
Likelihood-Schéatzmethode auf exponentialverteilte Ereigniszeitdaten wird in Ab-
schnitt 4.2 dargelegt. Fiir exponentialverteilte Ereigniszeiten, die mit einer festen
Zensierungszeit rechtszensiert wurden, schlagen Clarke et al. (vgl. Clarke et al.
(2014)) zwei Modifikationen des Maximum-Likelihood-Schétzers vor, die effizienter
als dieser sein sollen. Diese sogenannten Pseudo-Maximum-Likelihood-Schétzer wer-
den in Abschnitt 4.3 vorgestellt. Zuvor wird die Notation eingefiihrt, die in diesem

Kapitel Verwendung findet.

Sei T die Zeit bis zum Eintreten eines definierten Ereignisses. T sei exponentialver-
teilt mit Dichtefunktion fy(t) = 1/x-e~"* fiir t > 0 und A > 0. Survivalfunktion und

Hazardrate von T sind dann gegeben durch
Si(t) = e

Mt =

18
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Ty,..., T, sei eine Zufallstichprobe aus dieser Ereigniszeitverteilung, deren Reali-
sierungen mit ¢y, ...,%, bezeichnet werden. Die Ereigniszeiten seien rechtszensiert
mit einer festen Zensierungszeit C'. Beobachtet werde dann das Minimum X der

Ereigniszeit T' und der Zensierungszeit C'

X, =min(T;,C) firi=1,...,n

sowie ein Ereignisindikator A, der den Wert 1 annimmt, wenn X eine Ereigniszeit

ist und 0, wenn die Ereigniszeit zensiert wurde:

A — { 1 wenn T; < C (Ereigniszeit unzensiert)

0  wenn 7; > C (Ereigniszeit zensiert)

= LT <C)

fiir ¢« = 1,...,n, wobei 1 die Indikatorfunktion bezeichne. Fiir jede Realisierung

werde dann das Paar (x;,6;) erfasst.

Wird anstelle einer Rechtszensierung mit fester Zensierungszeit eine zufillige Rechts-
zensierung der Ereigniszeiten angenommen, so seien die Zufallsstichprobe der Zen-
sierungszeiten mit C4,...,C, und deren Realisierungen mit cy,...,c, bezeichnet.
Die Zensierungszeiten seien unabhéngig und identisch verteilt und stochastisch un-

abhéngig von den Ereigniszeiten 17, ..., 7T,,. Beobachtet werde dann

X; = min (T}, C;)

und
A — 1 wenn T; < C; (Ereigniszeit unzensiert)
"1 0 wenn T, > C; (Ereigniszeit zensiert)
mit den Realisierungen (z;,0;) firi =1,...,n.

4.1. Maximum-Likelihood-Schatzer

Ein klassischer Ansatz, ein parametrisches Modell an beobachtete Ereigniszeitda-

ten anzupassen, besteht in der Anwendung der Maximum-Likelihood-Methode, die
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in Kapitel 3.1 vorgestellt wurde. Bei rechtszensierten Ereigniszeitdaten, die einer

Exponentialverteilung folgen, ist die Likelihood-Funktion gegeben durch

h)\ (QZZ)(SZ S)\(;El)

|
. ~.
Il S| 3
— =

laren ) =10 Ly (V) = — 3 6In(3) — %Zx (4.1)

Ay zn(N) 1 1
P TS O BUR S DB

Nullsetzen und Auflosen nach A fiihrt zum Maximum-Likelihood-Schéatzer

>\mle = Zn; : (42)
Zi:l 0;

Die zweite Ableitung der Log-Likelihood-Funktion nach A ist gegeben durch
Al (A 1L 2 o
T T w2 T T
i=1 i=1

Einsetzen von j\mle in die zweite Ableitung fiihrt zu
n nos) 2(n, )
Al Zdi_%zmi:<zzzl )2_ (an:l )2
mle i=1 Armte izt ( D ie1 xz) ( Dict 5’5@)
Z?:l 0;

— L=l ),

( D i xi)z

Bei der in (4.2) ausgewiesenen Losung handelt es sich also tatsdchlich um ein Ma-

ximum der Likelihood-Funktion.

Der Maximum-Likelihood-Schéatzer S\mle ist hier gleich der Summe der beobachteten
Ereigniszeiten dividiert durch die Anzahl der beobachteten Ereignisse. Er hat somit

den Charakter einer mittleren Ereigniszeit zensierter Ereigniszeitdaten.



4. Schatzer fiir den Parameter der Exponentialverteilung 21

Die in Kapitel 3.2 hergeleitete Likelihood-Funktion bei rechtszensierten Daten gilt
gleichermafen fiir Studien mit fester Zensierungsschranke und Studien mit zufélliger
Zensierung. Der Maximum-Likelihood-Schétzer ist somit fiir beide Zensierungsmo-
delle gleich.

(Vergleiche dazu Collett (2003) S. 160 f.)

4.2. Getrimmte-Likelihood-Schatzer

Der Getrimmte-Likelihood-Schétzer, der in Kapitel 3.3 beschrieben wurde, ist bei
rechtszensierten Ereigniszeitdaten, die einer Exponentialverteilung folgen, gegeben
durch

thezargmfux Z liy(N). (4.3)

i=n—r-+1

Dabei bezeichnen [(1y(A) < ... <l (A) die fiir ein gegebenes A geordneten Beitrége
der Beobachtungen zur Log-Likelihood-Funktion, wéhrend sich der Beitrag einer

einzelnen Beobachtung aus (4.1) zu

L (\) = —6;In(A) — %x

ergibt und die n — r Beobachtungen mit den kleinsten Beitrdgen getrimmt wurden.

Fiir r = n entspricht der Getrimmte-Likelihood-Schéatzer dem Maximum-Likelihood-

Schétzer aus Kapitel 4.1.

Fiir r < n kann die Getrimmte-Likelihood-Schitzung berechnet werden, indem alle
r-elementigen Teilmengen M = {iy,... 4.} von {1, ... ,n} und damit alle Teildaten-
sitze (x,0)(M) = (w4, 0), .-, (2i,,0:,))F von (z1,01),...,(Tn,d,) gebildet und
die zugehorigen Log-Likelihood-Funktionen

I8 1 r
laaan(N) == D8, n(0) = T3
Jj=1 j=1

maximiert werden. Die Getrimmte-Likelihood-Schitzung j\tle ist dann die Maximum-

Likelihood-Schétzung desjenigen Teildatensatzes, fiir den [(, 5)(ar) maximal ist.
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Das Betrachten aller r-elementigen Teilmengen von {1,...,n} ist sehr aufwendig.
Es lésst sich jedoch zeigen, dass viele Teildatensdtze von der Berechnung ausge-
nommen werden konnen, da sie nicht zu einem maximalen Wert der getrimmten
Log-Likelihood-Funktion geméf} (4.3) fithren werden.

Seien (x1,d1),. .., (,, d,) Realisierungen von rechtszensierten Ereigniszeitdaten mit

fester Zensierungszeit.

Behauptung: Seien M; und M, zwei r-elementige Teilmengen von {1,...,n}. Die

Anzahl der zensierten Beobachtungen sei kleiner als  und die Teildatensétze

(z,0)(My) = ((x},61), ..., (zk, 81 ))" und

217 711 ) Ty

(2,0)(Mz) = (a7, 63,), - (7., 07))"

217 11 1r?) Tl

enthalten jeweils die gleiche Anzahl an unzensierten sowie alle zensierten Beob-
achtungen. Fiir die geordneten Ereigniszeitbeobachtungen gelte x%ij) < a:%ij) fiir alle

j=1,...,7rund x%ij) < x%ij) fiir mindestens ein j. Fiir die getrimmte Log-Likelihood-
Funktion ausgewertet an der Stelle der jeweiligen Maximum-Likelihood-Schétzung

gilt dann
L)) Amie) > sy ) (M) -

1

1 und A2, der Teildatensiitze

Beweis: Fiir die Maximum-Likelihood-Schéatzungen A
(x,0)(My) bzw. (z,0)(M,) gilt
Z?Zl L — Zij¢M1 tij Z?Zl Li — Zij¢M2 tij 12

AL = =\
me S S S =) S Gi—(n—r) M

da bei der Maximierung der getrimmten Log-Likelihood-Funktionen jeweils n — r
unzensierte Beboachtungen nicht beriicksichtigt werden und die Summe der nicht
beriicksichtigten Ereigniszeitdaten fiir Teildatensatz (z, d)(M;) groBer ist als fiir Teil-
datensatz (x,d)(Myz). Daher gilt:
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Uy t) Amte) — L) (1) Aise)

= —In(\L,.) (25 - n—r)

1]¢M1
- (=m0 (2h- n—r> (Z% > n))
Amte N T ii¢ Mo

:(ln()\mle) A (Zé — n—’r’)

(Z(S — n—r))—(Zé — n—r)
—n (2 :Z) (;51— n—r ) > 0

>1 h <0

>0

Daraus folgt die Behauptung. 0

Sind n — r Beobachtungen zu trimmen und es liegen mehr als n — r unzensierte
Realisierungen vor, so geniigt es also, nur solche r-elementigen Teildatensétze fiir die
Bestimmung des Getrimmte-Likelihood-Schétzers zu betrachten, die entweder nur
zensierte oder bis zu n — r der gréfiten unzensierten Realisierungen nicht enthalten.
Desweiteren haben alle zensierten Realisierungen den gleichen Wert. r-elementige
Teilmengen von {1,...,n}, die eine oder mehrere zensierte Realisierungen nicht
enthalten, konnen daher zu identischen Teildatensétzen fithren, was die Menge der

zu beriicksichtigenden Teildatensétze weiter reduziert.

Seien nun (z1,4d1), ..., (z,, d,) Realisierungen von zufillig rechtszensierten Ereignis-
zeitdaten. Auch hier sind nur Teildatensitze zu betrachten, die bis zu n — r der
grofften unzensierten Realisierungen nicht enthalten. Der Beweis kann analog zum
Fall rechtszensierter Daten mit fester Zensierungszeit erbracht werden. Zusétzlich
lasst sich zeigen, dass bei Vorliegen von mehr als n — r zensierten Realisierungen
nur solche Teildatensétze zur Getrimmte-Likelihood-Schétzung fithren kénnen, die

bis zu n — r der grofiten zensierten Realisierungen nicht beinhalten.
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Behauptung: Seien M; und M, zwei r-elementige Teilmengen von {1,...,n}. Die

Anzahl der unzensierten Beboachtungen sei kleiner als r und die Teildatensétze

(z,0)(My) = ((x} ,61),...,(zk, 61 ))" und

117 Vi ir? Zlp

(2,0)(My) = ((27,,07), - (7., 67.))"

11 V11 i) Dl

enthalten jeweils die gleiche Anzahl an zensierten sowie alle unzensierten Beob-
achtungen. Fiir die geordneten Ereigniszeitbeobachtungen gelte x% )< :L' fur alle
j=1,...,7rund x(l ) < x( fiir mindestens ein j. Fiir die getrimmte Log- leehhood—
Funktion ausgewertet an der Stelle der jeweiligen Maximum-Likelihood-Schéatzung

gilt dann

lwd) 1) Amte) > L)) (M) -
Beweis: Fiir die Maximum-Likelihood-Schétzungen )\mle und anle der Teildatensétze
(x,0)(My) bzw. (z,0)(Ms) gilt

mle — Z?:l 52 Z?:l (5 mle

da bei der Maximierung der getrimmten Log-Likelihood-Funktionen die Summe der
nicht beriicksichtigten Ereigniszeitdaten fiir Teildatensatz (z,0)(M;) groBer ist als
fiir Teildatensatz (x,d)(Ms). Es folgt:

L)) (Mte) — L)) (Mg

= —In(AL,) 25 <Zz: Z cij)

;¢ My

mle

( In(A2,) Za

G (LY )

mle i=1 i;¢ Mo

= (In(A2,,) —In(\L,,) Z(s +Z(5 —Z(s
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Daraus folgt die Behauptung. U

Insgesamt lésst sich also der Aufwand zur Berechnung der Getrimmte-Likelihood-
Schétzung sowohl bei rechtszensierten Ereigniszeitdaten mit fester Zensierungszeit
als auch bei zufillig rechtszensierten Ereigniszeitdaten deutlich verringern, indem
nur ausgewéhlte Teildatensétze betrachtet werden. Sollen n — r Beobachtungen ge-
trimmt werden, so sind nur solche Teildatensétze Kandidaten fiir den Teildatensatz,
der zur Getrimmte-Likelihood-Schitzung gemé8 (4.3) fithrt, die eine Kombination
der n —r gréfiten unzensierten und der n —r grofiten zensierten Realisierungen nicht

enthalten.

Anstatt aller (" ) Teildatenséitze (x,6)(M) := ((x4,,6;,), ..., (i,,0;))" der Rea-

lisierungen (z1,01),. .., (Z,,d,) sind somit je nach vorliegender Datenkonstellation
maximal (2(:::)) Teildatensétze zu bilden und die entsprechenden Log-Likelihood-

Funktionen an der Stelle ihrer Maximum-Likelihood-Schétzungen auszuwerten.

4.3. Zwei Pseudo-Maximum-Likelihood-Schatzer

Bei rechtszensierten Ereigniszeiten ist das nach oben getrimmte Mittel ein gebréuch-
licher Schétzer fiir den Parameter der Exponentialverteilung. Fiir die geordneten

Ereigniszeiten T(;) < ... < T, ist es gegeben durch
_ 1 —
Top =~ > Ty, (4.4)
i=1

mit r = n — [nf] die Anzahl der verbleibenden Beobachtungen, nachdem [nf]
Beobachtungen getrimmt wurden (vgl. Staudte und Sheather (1990), S. 28). Das

nach oben getrimmte Mittel wird im Folgenden als -getrimmtes Mittel bezeichnet.

Im Gegensatz zum Maximum-Likelihood-Schétzer, der in Kapitel 4.1 vorgestellt wur-
de, gilt das [-getrimmte Mittel in dem zugrundeliegenden Modell rechtszensierter
Ereigniszeiten als robuster und effizienter Schitzer (vgl. Clarke et al. (2014)). Es
kann jedoch nur dann berechnet werden, wenn mehr Beobachtungen zu trimmen

sind als Beobachtungen zensiert wurden.

Clarke et al. stellen zwei Hybrid-Schétzer fiir den Parameter der Exponentialver-
teilung bei mit fester Zensierungszeit rechtszensierten Ereigniszeiten vor, die sich

von dem Maximum-Likelihood-Schétzer und dem S-getrimmten Mittel ableiten (vgl.
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Clarke et al. (2014)). Dazu werden beide Schétzer zunichst mittels statistischer

Funktionale dargestellt.

Ein statistisches Funktional ist eine Abbildung, deren Definitionsbereich eine Funk-
tionenmenge ist. Sei g eine reellwertige Funktion. Das Funktional T'[F| = [ g(t)dF(t)

ist dann definiert durch

T[F] = Zg(ti)l%'

mit p; der Wahrscheinlichkeit an der Stelle ¢;, wenn F' eine diskrete Verteilung mit
diskreter Dichte p ist, und durch

wenn [ eine stetige Verteilung mit Dichte f ist (vgl. Staudte und Sheather (1990),
S. 12 £).

Sei F,(t) die empirische Verteilungsfunktion der Ereigniszeitdaten:

#T, <t 1O
Fa(t) = " :521(7;9).
=1

Die Anzahl der unzensierten Beobachtungen n,. kann somit geschrieben werden als

Der in Kapitel 4.1 hergeleitete Maximum-Likelihood-Schétzer j\mle ldsst sich dann

iiberfithren in
j\mle - ZZL:l_wi
Zi:l 0i
B n’LLC
n (2> TiWT < O)) + (n—ny)C

nuc

n fOC zdF,(x) + (n — nF,(C))C
nF,(C) '
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Das (-getrimmte Mittel kann ebenfalls in funktionaler Form geschrieben werden. Ist
F eine stetige Verteilungsfunktion mit dem (1 — 3)-Quantil ¢;_5 = F~*(1 — 3), so
ist das -getrimmte Mittel allgemein darstellbar durch

TB[F] = ]E(T < t|T < t1_3>

1 [hes

(vgl. Staudte und Sheather (1990), S. 53).

Das Funktional T angewendet auf die empirische Verteilungsfunktion £}, fithrt dann

zum Schétzer fiir das f-getrimmte Mittel
_ 1 —
%WHZﬂWZ;E:ﬂn
i=1

mit |nf]| dem Anteil der getrimmten und r = n— |nf| den verbleibenden Beobach-

tungen.

Da T hier exponentialverteilt ist mit Verteilungsfunktion Fy(t) = 1 —e~"*, ist das
(1 — B)-Quantil ¢;_g, das die Gleichung Fy(t;-5) = 1 — § erfiillt, gegeben durch
ti—_g = —AIn(f) und das f-getrimmte Mittel ergibt sich zu

Ty[Fy] = — /Mn "L ngg
TETI=s S, T

Partielle Integration fiithrt zu

1 ]~ AIn(8) —Al@)
nim) = g (-] [ o)

<A1n(5)6-—-[AeV*}_AhKB))

0

— (Mn(8)8 — (A8 = X))

— — —
\Cb \Q =

= ——(1-8+8In(B))A.

—_
Q
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Damit ist T[F)] aber nicht Fisher-konsistent fiir A\, denn T[F)\] = X ist nicht fur
alle A erfiillt (vgl. Staudte und Sheather (1990), S. 50). Ein konsistenter Schétzer
fiir den Parameter \ der Exponentialverteilung ist folglich gegeben durch
. 1-5 _
Mg = T, 5.
P18+ Bm(B) "’

(4.6)

Ersetzen von F}, durch F' A, D (4.5) fithrt schlieBlich zum Pseudo-Maximum-Likelihood-
Schétzer
c
S n [y wdF, () + (n —nk5 (C)C
pmle — TLF;\ (O)

(4.7)

B

5\5 kann jedoch nur berechnet werden, wenn Fy '(1—4) < C'ist. Clarke et al. schlagen
daher vor, fiir F,” L (1—-p) > C den Maximum-Likelihood-Schétzer j\mle zu verwenden.
Ein neuer Schétzer fiir den Parameter der Exponentialverteilung bei rechtszensierten

Daten mit fester Zensierungszeit konnte also die folgende Form haben:

. 5\me, wenn 1 — 8 < F,(C
)\pmlel = Ap : ( ) (48)
Amie, wenn 1 — > F,(C)
Berechnen des Integrals in (4.7) mittels partieller Integration fiihrt zu
c ¢ q )
/ rdFy (x) = / r—e Pedy
0 g 0 )\5
e ¢ .
[:U(l - e_z/*ﬁ)] — / 1 — e Poda
0 0
o . . 1C
=C — Ce s — [I + )\66””/*3]
0
= C — Ce™ Do — (C 4 Age™Ps = \p)
= Ag — (C + Ag)e™ s (4.9)

und Einsetzen in (4.7) ergibt

; n(\s = (C+ Ag)e™ ) + (n — nFy (C))C
e = nky (C) '
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Ersetzen von Fj (C) =1 — e~ s fithrt schlieflich zu

. B n g —n(C+ \g)e™ s 4 (n—n(l—e7))C
pmie = n(l— e_c/iﬁ)

_ nhg—nCe s —nlge s 4 nCe= s

B n(1 —e )

_nds(l—e )

a1l —e %)

= A3,

was genau dem konsistenten Schétzer 5\5 in (4.6) enspricht.

Der erste Vorschlag fiir einen neuen Schétzer ist also definiert durch

" _ Ag,  wenn 1— < F,(C)
protel = S\mle, wenn 1 — 3 > F,(C)

Ein zweiter Vorschlag fiir die Herleitung eines neuen Schétzers ergibt sich bei erneu-

ter Betrachtung des Integrals in (4.5)

C Fyl(1-p8) C
/ 1A, (1) = / 1A, () + / 1AF,(1)
0 0

Fo'(1-p)

das wegen (1 — B)Ts[F,] = fOF"il(lfﬁ) tdF,(t) zu

C C
/ HAEL() = (1— B)TFa] + / tAF, (¢) (4.10)

Fr'(1-p)
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fithrt. Das Integral auf der rechten Seite von (4.10) konnte bedingt durch grofie
Beobachtungen instabil sein, daher wird F;, durch F 3, ersetat, Dadurch und mittels

partieller Integration ergibt sich

/ S R~ / 0 W, (1)

Frl(1-p) Frt(1-p)
C
N / EIIRY
Fil(1-8) Ag
= [ — te_t/j‘ﬁi| “ — [S\Be_t/iﬁ] ¢
Frl(1-p) Fr'(1-p)

=—Ce s+ 7M1 - ﬁ)e’F"_l(l_ﬁW@
— Age= s 4 Xﬁe_F’ﬂ“’BWﬁ

= — (C+Ag)e™ s + (B (1= B) + Ag)e ™ 0%

Das Integral in (4.7) fiihrt somit zu
C ~ o
/ tdF,(t) & (1 = B)Ts[F] — (C + Ag)e™ s
0
+ (F7'(1—B) + Xﬁ)e— W 1-8)/5,

= Correction(F},, 3, C) .

Hieraus ergibt sich der Pseudo-korrigierte-Maximum-Likelihood-Schétzer

5 ~ nCorrection(F,, 8, C) + (n —nF,(C))C
pemle — TLFn(C)

und der zweite Vorschlag fiir einen neuen Schétzer ist definiert durch

5 _ j\pcmlea wenn 1 — 5 < F,(C)
piez = imle, wenn 1 — > F,(C)

(Vergleiche dazu Clarke et al. (2014).)

Die beiden Schétzer Sxpl und 5\],2 fiir den Parameter der Exponentialverteilung wur-

den von Clarke et al. explizit fiir den Fall rechtszensierter Ereigniszeiten mit fester
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Zensierungszeit hergeleitet. Eine Anwendung der Schétzer bei zuféllig rechtszensier-
ten Ereigniszeiten ist somit nicht sinnvoll. Die Annahme zuféllig rechtszensierter Er-
eigniszeiten wiirde vielmehr eine Herleitung entsprechender Schétzer {iber bivariate
Funktionale T'[F), F¢| erforderlich machen, wobei Fy die Verteilung der Ereigniszei-

ten und F die Verteilung der Zensierungszeiten ist.



5. Vergleich der Schatzer

Das Verhalten der in Kapitel 4 vorstellten Schétzer fiir den Parameter der Exponen-
tialverteilung bei rechtszensierten Daten soll nun in einem kontaminierten Modell
untersucht werden. Von besonderem Interesse ist dabei das Abschneiden der ge-

trimmten Schétzungen im Vergleich zum klassischen Maximum-Likelihood-Ansatz.

In Abschnitt 5.1 werden fiir verschiedene Stichprobengréfien rechtszensierte Ereig-
niszeitdaten mit fester Zensierungszeit simuliert und alle vier Schitzer darauf ange-
wendet. Die Zensierungszeiten werden dabei variiert und die Simulationsergebnisse

in Abhéngigkeit von den Zensierungszeiten ausgewiesen.

Analog dazu werden in Abschnitt 5.2, ebenfalls fiir verschiedene Stichprobenumfén-
ge, zufillig rechtszensierte Ereigniszeitdaten simuliert. Dabei werden unterschied-
liche Zensierungsanteile vorgegeben. Fiir die simulierten Daten werden dann die
Maximum-Likelihood-Schétzung sowie die Getrimmte-Likelihood-Schitzung berech-

net und in Abhéngigkeit von den Zensierungsanteilen dargestellt.

Abschlielend werden in Abschnitt 5.3 alle Schatzverfahren auf einen Datensatz aus

einer klinischen Studie angewendet.

Alle Simulationen und Berechnungen wurden mit der Open Source Software R (vgl.
R Core Team (2014)) in der Version 3.1.2 durchgefiihrt. Auch die graphischen Dar-
stellungen der Simulationsergebnisse sowie alle Abbildungen in der gesamten Arbeit
wurden mir R erstellt. Der R-Code sowie die Simulationsergebisse konnen dem bei-

liegenden Datentrdger entnommen werden.

32
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5.1. Simulation bei rechtszensierten Daten mit fester

Zensierungszeit

Bei einer Rechtszensierung mit fester Zensierungszeit hingt der Anteil der zensier-
ten Beobachtungen von der zugrundeliegenden Verteilung der Ereigniszeiten sowie
von der gewéhlten Zensierungszeit ab. In der Simulation wird fiir die Verteilung
der Ereigniszeiten ein kontaminiertes Modell mit Kontaminierung am oberen Rand
der Verteilung angenommen. Sowohl die interessierenden Ereigniszeiten als auch die
Ausreifler werden dabei als exponentialverteilt erachtet. Die simulierten Zufallszah-

len stammen also aus einer Verteilung der Form
F(t) = (1 —€)F)\, (1) + eFy, (1), (5.1)

wobei € gleich dem Anteil der Kontaminierung ist. F, bezeichnet die Verteilung der
interessierenden Ereigniszeiten mit dem Erwartungswert A\; und £, die Exponenti-
alverteilung der Ausreifler mit dem Erwartungswert A\, und es gilt \; < Ay. Neben
den Parametern fiir die kontaminierte Verteilung ist noch ein Trimmungsanteil fiir

die Berechnung der getrimmten Schétzwerte festzulegen.

In Anlehnung an Clarke et al. (2014), die in ihrem Arbeitspapier Simulationen zum
Vergleich der von ihnen vorgeschlagenen Pseudo-Maximum-Likelihood-Schétzer mit
dem Maximum-Likelihood-Schétzer vorstellen, werden die Parameter der interessie-
renden Ereigniszeitverteilung mit A\; = 1 und der Ereigniszeitverteilung der Ausrei-
Ber mit Ay = 5 bei einem Kontaminierungsanteil von ¢ = 0.05 gewé&hlt, sowie der
Anteil der zu trimmenden Beobachtungen auf g = 0.1 festgesetzt (vgl. Clarke et al.
(2014)).

Um das Verhalten der Schétzer fiir unterschiedlich grofle Stichproben vergleichen
zu kénnen, wurden alle gewéhlten Parameterkombinationen fiir einen kleinen Stich-
probenumfang von 20 Untersuchungsobjekten, fiir einen mittleren Stichprobenum-
fang von 100 Untersuchungsobjekten und fiir einen groflen Stichprobenumfang von
500 Untersuchungsobjekten simuliert. Fiir die betrachteten Szenarien wurden jeweils

m = 10.000 Durchlédufe generiert.

Als Vergleichskriterium fiir die Schétzer wird der mittlere quadratische Fehler (MSE)
herangezogen, der neben der Varianz auch die Verzerrung der Schétzer einbezieht.
Der MSE wird dabei durch 1/m 327 (A; — \)? geschiitzt, wobei A; den Schiitzwert

des i-ten Durchlaufs und A den wahren Parameter im nicht kontaminierten Modell
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bezeichnet. A entspricht hier also dem Parameter A; im kontaminierten Modell.
Die Verzerrung wird mit A=A geschétzt und die Varianz durch die empirische

Stichprobenvarianz der Schétzwerte.

Die Ergebnisse der Simulationen sind fiir den Stichprobenumfang n = 20 in Ab-
bildung 5.1, fiir den Stichprobenumfang n = 100 in Abbildung 5.2 und fiir den
Stichprobenumfang n = 500 in Abbildung 5.3 ersichtlich. Fiir jedes Szenario besteht
die Ergebnisdarstellung aus vier Grafiken. Diese umfassen die mittleren Schétzwerte
der vier Schétzer, die geschétzten mittleren quadratischen Fehler sowie deren Kom-
ponenten, also die geschétzten Varianzen und die quadrierten Verzerrungen. Alle
Schatzwerte werden in Abhéngigkeit von der Zensierungszeit dargestellt, die einen
Bereich zwischen dem Erwartungswert im nicht-kontaminierten Modell und sehr
groflen Werten abdeckt.
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Abbildung 5.1.: Simulationsergebnisse bei rechtszensierten Ereigniszeitdaten aus der
kontaminierten Verteilung F'(t) = 0.95F}(t) +0.05F5(t) fiir einen Stich-

probenumfang von n = 20 und einen Trimming-Anteil von g = 0.1.

Der zu schétzende Parameter wird bei allen Stichprobenumféngen iiberschétzt. Eine
Ausnahme stellt der Getrimmte-Likelihood-Schéitzer dar, der den gesuchten Para-

meter bei einem kleinen Stichprobenumfang unterschétzt.
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Abbildung 5.2.: Simulationsergebnisse bei rechtszensierten Ereigniszeitdaten aus der
kontaminierten Verteilung F'(t) = 0.95F%(¢) +0.05F5(t) fiir einen Stich-

probenumfang von n = 100 und einen Trimming-Anteil von 8 = 0.1.
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Abbildung 5.3.: Simulationsergebnisse bei rechtszensierten Ereigniszeitdaten aus der
kontaminierten Verteilung F'(t) = 0.95F (t) +0.05F5(¢) fiir einen Stich-

probenumfang von n = 500 und einen Trimming-Anteil von 8 = 0.1.
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Der Maximum-Likelihood-Schétzer ist insbesondere fiir sehr kleine Zensierungszeiten
nicht weniger effizient als die getrimmten Schétzer. Er wird jedoch um so unzuver-

lassiger, je grofler die Zensierungszeit und je grofler der Stichprobenumfang sind.

Der Getrimmte-Likelihood-Schétzer ist in der hier gewéhlten Parameterkombination
insbesondere bei kleinen und mittleren Stichprobengrofien fiir die meisten Zensie-
rungszeiten der Schétzer mit dem kleinsten MSE. Nur fiir sehr kleine Zensierungs-
zeiten und damit grofle Zensierungsanteile schneidet er schlechter als alle anderen
Schétzer ab.

Auch der Pseudo-Maximum-Likelihood-Schétzer aus Vorschlag 1 liefert fiir die ge-
wihlte Parameterkombination sehr gute Ergebnisse. Bei grolem Stichprobenumfang
16st er den Getrimmte-Likelihood-Schétzer als MSE-effizientester der hier betrach-

teten Schatzer ab.

Der Pseudo-Maximum-Likelihood-Schétzer aus Vorschlag 2 schneidet bei kleinen
Stichproben schlechter ab als der Maximum-Likelihood-Schétzer. Erst bei sehr grofien

Zensierungskonstanten und groflen Stichproben verbessert er sich.

Auffillig ist zudem, dass in dem hier betrachteten Szenario bei einem mittleren
Stichprobenumfang die Schétzungen fiir den mittleren quadratischen Fehler vorran-
gig durch die Varianzen getragen werden, wahrend bei kleinen und grofen Stichpro-

benumféngen die quadrierten Verzerrungen dominieren.

Im Anhang sind die Simulationsergebnisse fiir weitere Parameterkombinationen zu
finden. In einem Szenario wurde der Anteil der Kontaminierung erhéht, in einem wei-
teren der Trimming-Anteil verringert. Zudem wurden die Parameter \; und Ay der
kontaminierten Verteilung der Ereigniszeiten verédndert. Hervorzuheben ist, dass fiir
groflere Parameter der kontaminierten Verteilung der Pseudo-Maximum-Likelihood-
Schétzer aus Vorschlag 1 nun auch bei mittlerem Stichprobenumfang einen kleineren
MSE hat als der Getrimmte-Likelihood-Schétzer. Nur bei kleinem Stichprobenum-
fang bleibt der Getrimmte-Likelihood-Schétzer fiir die meisten Zensierungszeiten der

eflizienteste der hier betrachteten Schétzer.
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5.2. Simulation bei zufallig rechtszensierten Daten

Die Simulation bei zufillig rechtszensierten Ereigniszeitdaten umfasst einen Ver-
gleich des Maximum-Likelihood-Schétzers mit dem Getrimmte-Likelihood-Schétzer.
Dabei werden wie im vorherigen Abschnitt Zufallszahlen aus einer kontaminierten
Verteilung der Form (5.1) gezogen. Diese werden jedoch nicht mit einer festen Zen-
sierungszeit, sondern zufillig zensiert. Fiir die Zensierungszeiten wird eine Exponen-
tialverteilung angenommen, da somit fiir jedes Untersuchungsobjekt ein konstantes

Risiko besteht, zensiert zu werden.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewihlte Beobachtung i (i = 1,...n)

vor Eintritt des Zielereignisses zensiert wird, ist gegeben durch

= /00 Iat:) P(C; < T;)dt;
0

~ [ ht) Btea
0

= /Ooo Fa(t:) (1 — e "Pe)dt,; . (5.2)

Dabei bezeichnen T; die Ereigniszeit von Untersuchungsobjekt ¢ mit Dichte fy(¢;)
und C; dessen Zensierungszeit. Die Zensierungszeit ist exponentialverteilt mit Ver-
teilungsfunktion Fy.(c;) und A¢ steht fiir deren Parameter. Der Parameter der Ex-
ponentialverteilung der Zensierungszeiten kann fiir einen angestrebten Zensierungs-

anteil p durch numerisches Losen der Gleichung in (5.2) ermittelt werden.

Fiir die Simulation in diesem Abschnitt werden die gleichen Parameterkombinatio-
nen wie in Abschnitt 5.1 gewéhlt. Dies sind A\; = 1 fiir den Parameter der inter-
essierenden Ereigniszeitverteilung und Ay = 5 fiir den Parameter der Ereigniszeit-
verteilung der Ausreifler bei einem Kontaminierungsanteil von € = 0.05 sowie ein
Anteil der zu trimmenden Beobachtungen von 5 = 0.1. Auch die zuvor betrachteten
Stichprobenumfinge werden beibehalten. Die Darstellung der Simulationsergebnisse
erfolgt nun aber in Abhéngigkeit von dem Zensierungsanteil, der einen Bereich von
5 % bis 75 % abdeckt.
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Die Ergebnisse der Simulationen sind fiir den Stichprobenumfang n = 20 in Ab-
bildung 5.4, fiir den Stichprobenumfang n = 100 in Abbildung 5.5 und fiir den
Stichprobenumfang n = 500 in Abbildung 5.6 dargestellt.
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Abbildung 5.4.: Simulationsergebnisse bei zufillig zensierten Ereigniszeitdaten aus der
kontaminierten Verteilung F'(t) = 0.95F%(t) +0.05F5(t) fiir einen Stich-

probenumfang von n = 20 und einen Trimming-Anteil von g = 0.1.

Bei kleinem Stichprobenumfang und fiir die gewéhlte Parameterkombination ha-
ben die Getrimmte-Likelihood-Schétzung und die Maximum-Likelihood-Schétzung
bis zu einem Zensierungsanteil von etwa 0.4 einen dhnlichen geschétzten MSE, wo-
bei die Getrimmte-Likelihood-Schéatzung den gesuchten Parameter unterschétzt und
die Maximum-Likelihood-Schétzung diesen iiberschétzt. Ab einem Zensierungsanteil
von 0.4 verschlechtert sich jedoch der geschétzte mittlere quadratische Fehler der
Getrimmte-Likelihood-Schéatzung und nimmt zunehmend schlechtere Werte als fiir

die ungetrimmte Schétzung an.

Bei mittlerem und groflem Stichprobenumfang ist der getrimmte Schétzwert dem
ungetrimmten deutlich {iberlegen. In Analogie zu der Situation bei kleinem Stich-
probenumfang fallt auch bei einem mittleren Stichprobenumfang auf, dass sich der
geschitzte mittlere quadratische Fehler des Getrimmte-Likelihood-Schéatzwerts ab
einem mittleren Zensierungsanteil verschlechtert. Bei grolem Stichprobenumfang ist

dies nicht zu beobachten.
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Abbildung 5.5.: Simulationsergebnisse bei zufillig zensierten Ereigniszeitdaten aus der
kontaminierten Verteilung F'(t) = 0.95F%(¢) +0.05F5(t) fiir einen Stich-

probenumfang von n = 100 und einen Trimming-Anteil von 8 = 0.1.
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Abbildung 5.6.: Simulationsergebnisse bei zufillig zensierten Ereigniszeitdaten aus der
kontaminierten Verteilung F'(t) = 0.95F(t) +0.05F5(¢) fiir einen Stich-

probenumfang von n = 500 und einen Trimming-Anteil von 8 = 0.1.
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Fiir die Simulation bei zufillig rechtszensierten Ereigniszeiten finden sich im An-
hang ebenfalls Ergebnisse fiir weitere Parameterkombinationen. Den Ergebnissen
ist gemein, dass bei mittleren und groflen Stichprobenumfingen der Getrimmte-
Likelihood-Schétzer stets deutlich besser abschneidet als der Maximum-Likelihood-
Schétzer. Nur bei kleinen Stichproben verschlechtert sich die Effizienz des Getrimmte-

Likelihood-Schétzers ab einem Zensierungsanteil von etwa 0.4.

5.3. Anwendung der Schatzer auf einen Datensatz

Im Rahmen einer klinischen Studie des Royal Free Hospital in London wurden in den
1960er und 1970er Jahren Uberlebenszeiten von 44 Patienten mit chronischer Hepa-
titis B erhoben. Die Patienten waren gleichméfig auf zwei Gruppen aufgeteilt, von
denen eine mit dem Medikament Prednisolone behandelt wurde. Die zweite Grup-
pe erfuhr keine Behandlung und diente als Kontrollgruppe. Die Uberlebenszeiten in
Monaten sind in Tabelle 5.1 aufgefiihrt (vgl. Hand et al. (1994), S. 343).

Um einen ersten Uberblick iiber die Ereigniszeiten der Patienten zu erhalten und
die Eignung der Daten fiir die in Kapitel 4 vorgestellten Schétzverfahren beurtei-
len zu konnen, wurden die Survivalfunktionen und die Hazardraten mittels nicht-
parametrischer Verfahren geschétzt. Die Schéitzung der Survivalfunktionen erfolgte
nach Kaplan-Meier, die der Hazardraten nach einer an den Kaplan-Meier-Schétzer
angelehnten Schitzmethode. Zu den nicht-parametrischen Schéatzverfahren sei zum
Beispiel auf Collett (2003), S. 19 ff. und S. 30 ff. verwiesen.

Die geschéatzten Survivalfunktionen sind in Abbildung 5.7 ersichtlich, wobei die senk-
rechten Striche die zensierten Beobachtungen andeuten. Die geschétzten Hazardra-
ten sind in Abbildung 5.8 dargestellt. Es ist nicht anzunehmen, dass alle Patien-
ten zur gleichen Zeit in die Studie eingetreten sind; dadurch bedingt sind auch
die Zensierungszeiten individuell. Da in der Kontrollgruppe jedoch nur die grofiten
Beobachtungen zensiert wurden, soll fiir die Kontrollgruppe hier das Modell der
Rechtszensierung mit fester Zensierungszeit unterstellt werden. Dies erfordert nur
eine leichte Modifikation der Daten. Fiir die Behandlungsgruppe ist das Modell der

zufilligen Rechtszensierung zutreffend.

Die geschitzte Hazardrate der Kontrollgruppe ist nahezu konstant. Die Annahme

exponentialverteilter Ereigniszeiten ist also gerechtfertigt. In der Behandlungsgrup-
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Tabelle 5.1.: Uberlebenszeiten (in Monaten) von Patienten einer klinischen Studie zur

Behandlung von chronischer Hepatitis B (* = zensierte Uberlebenszeit).

Kontrollgruppe Behandlungsgruppe

2 2

3 6

4 12

7 o4
10 56*
22 68
28 89
29 96
32 96
37 125%
40 128*
41 131%*
o4 140%*
61 141%*
63 143
71 145%*
127* 146
140%* 148%*
146* 162*
158%* 168
167* 173*
182* 181*

pe ist die geschétzte Hazardrate wihrend der ersten 125 Monate ebenfalls konstant.
Dann steigt sie sprunghaft an, um weiterhin beinahe konstant zu verlaufen. Mog-
licherweise war die Patientengruppe nicht homogen, was einer kontaminierten Ver-
teilung entspricht, wie sie in den Simulationen der vorherigen Abschnitte erzeugt
wurde. Insgesamt kann daher auch fiir die Behandlungsgruppe eine Exponentialver-

teilung der Ereigniszeiten unterstellt werden.

Um die Schétzer, die fiir das Modell der Rechtszensierung mit fester Zensierungszeit

hergeleitet wurden, nun auf die Daten der Kontrollgruppe anwenden zu kénnen, wird
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Abbildung 5.7.: Geschétzte Survivalfunktionen einer klinischen Studie fiir Patienten-

gruppen mit chronischer Hepatitis B.

eine kiinstliche Zensierungszeit von 126 Monaten eingefiihrt, da die kleinste zensierte
Beobachtung 127 Monate betrégt. Die Realisierungen der 6 zensierten Beobachtun-
gen reduzieren sich dadurch auf 126. Fiir den so verdnderten Datensatz ergibt sich
fiir den Parameter der Exponentialverteilung eine Maximum-Likelihood-Schétzung
von 78.75 Monaten. Das Trimmen von 10 % der Daten fiihrt zu einer Getrimmte-
Likelihood-Schéatzung von 80.43 Monaten, wobei zur Berechnung des Schéatzwertes
die beiden grofiten unzensierten Beobachtungen getrimmt werden. Der Zensierungs-
anteil in der Kontrollgruppe betriagt etwa 27 %. Damit sind mehr Beobachtungen
zensiert als zu trimmen sind. Die Pseudo-Maximum-Likelihood-Schatzungen sind

also identisch mit dem Maximum-Likelihood-Schatzwert.

Alle vier Schétzverfahren liefern also einen &hnlichen Schatzwert fiir den Parameter
der Exponentialverteilung, was geméfl der Simulationsergebnisse fiir eine so kleine
Stichprobe und einen Zensierungsanteil von etwa 27 % zu erwarten war. Der Er-
wartungswert der Uberlebenszeit in der Kontrollgruppe (nach Modifikation) betrigt
demnach etwa 80 Monate und die Hazardrate liegt bei etwa 0.013.

Der Maximum-Likelihood-Schétzer und der Getrimmte-Likelihood-Schétzer werden
nun auf die Daten der Behandlungsgruppe angewendet. Bei einem Zensierungsan-

teil von genau 50 % ergibt die Maximum-Likelihood-Schitzung fiir den Parameter
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Abbildung 5.8.: Geschiitzte Hazardraten einer klinischen Studie fiir Patientengruppen

mit chronischer Hepatitis B.

der Exponentialverteilung 219.09 Monate. Das Trimmen von 10 % der Beobach-
tungen fiithrt zu einer Getrimmte-Likelihood-Schatzung von 232.89 Monaten; auch
hierbei wurden die beiden grofiten unzensierten Beobachtungen getrimmt. Fiir das

angenommene Modell entspricht dies einer Hazardrate von etwa 0.0046 bzw. 0.0043.



6. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden verschiedene auf der Likelihood-Funktion ba-
sierende getrimmte Schétzungen fiir den Parameter der Exponentialverteilung bei
rechtszensierten Daten mit dem klassichen Maximum-Likelihood-Schétzer vergli-
chen. Der Vergleich erfolgte mittels Simulationen, wobei die Ereigniszeitdaten aus
einer kontaminierten Verteilung gezogen wurden. Die Simulationsergebnisse wurden
anhand des mittleren Schéatzwertes fiir den gesuchten Parameter sowie anhand des
geschitzten mittleren quadratischen Fehlers und dessen Komponenten, empirischer
Varianz und geschétzter Verzerrung, verglichen. Desweiteren wurden die Schétzer

auf einen Datensatz aus einer klinischen Studie angewendet.

Bei rechtszensierten Daten, die mit einer festen Zensierungszeit zensiert waren,
konnten alle in Kapitel 4 vorgestellten Schétzer berechnet werden: der klassische
Maximum-Likelihood-Schétzer, der Getrimmte Likelihood-Schétzer sowie zwei von
Clarke et al. (2014) vorgestellte Hybrid-Schétzer, in deren Herleitung auch das nach
oben getrimmte Mittel einbezogen wurde. Es zeigte sich, dass keiner der Schéitzer bei
allen gewéhlten Parameterkombinationen und Stichprobenumfingen als der Schét-
zer mit dem kleinsten MSE aller betrachteten Schétzer ausgemacht werden konnte.
Gleichwohl lieferten der Getrimmte-Likelihood-Schéatzer und der Pseudo-Maximum-
Likelihood-Schétzer aus Vorschlag 1 in den Simulationen insgesamt im Mittel eher
kleine Schétzungen fiir den mittleren quadratischen Fehler. Der Maximum-Likelhood-
Schétzer war den anderen Schétzern insbesondere bei sehr kleinen Zensierungszeiten
nicht unterlegen, wihrend der Getrimmte-Likelihood-Schétzer bei kleinen Zensie-
rungszeiten und damit hohen Zensierungsanteilen den Schétzwert im Mittel eher
unzuverléssig schéatzt. Nicht iiberzeugen konnte hingegen der Pseudo-Likelihood-
Schétzer aus Vorschlag 2, der haufig groflerer geschétzte mittlere quadratische Fehler

aufwies als der Maximum-Likelihood-Schéatzer.

Mittels einer Simulation von zuféllig rechtszensierten Daten wurden sodann der

Maximum-Likelihood-Schatzer und der Getrimmte-Likelihood-Schatzer miteinander

44
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vergleichen, wobei die Simulationsergebnisse in Abhéngigkeit des Zensierungsanteils
dargestellt wurden. Es zeigte sich, dass die Getrimmte-Likelihood-Schéatzung in na-
hezu allen gewihlten Parameterkombinationen dem Maximum-Likelihood-Schétzer
iiberlegen war. Waren jedoch viele Daten zensiert, so liefl insbesondere bei kleinen
Stichprobenumfingen die Uberlegenheit des Getrimmte-Likelihood-Schétzers nach
und der geschétzte mittlere quadratische Fehler wurde grofler. Als kritische Grenze

fiir den Zensierungsanteil konnte etwa 0.4 beobachtet werden.

In dieser Arbeit wurden nur Schétzer fiir exponentialverteilte Ereigniszeiten betrach-
tet. In vielen Studiensituationen, z.B. bei der Untersuchung der Lebensdauern von
technischen Produkten, kann es sinnvoll sein, eine Exponentialverteilung fiir Ereig-
niszeiten anzunehmen. Fiir die Analyse menschlicher Ereigniszeiten, beispielsweise
in klinischen Studien, scheint dies jedoch oft nicht gerechtfertigt. Daher wére es er-
strebenswert zu untersuchen, ob die hier betrachteten getrimmten Schétzer auch auf

andere Ereigniszeitverteilungen iibertragbar sind.

Die in dieser Arbeit gewidhlten Parameterkombinationen waren an die Arbeit von
Clarke et al. (2014) angelehnt, in der insbesondere das Verhalten der Schétzer bei
sehr groflen Zensierungszeiten untersucht wurde. Grofle Zensierungszeiten gehen je-
doch mit kleinen Zensierungsanteilen einher. Eine differenziertere Betrachtung auch
von grofleren Zensierungsanteilen wére wiinschenswert. Wie der Datensatz aus einer
klinischen Studie, der fiir die Anwendung der Schétzer ausgewéahlt wurde, zeigt, sind

sehr kleine Zensierungsanteile in Studien zur Analyse von Ereigniszeiten eher selten.
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Abbildung A.15.: Simulationsergebnisse bei zufillig zensierten Ereigniszeitdaten aus der
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