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1 FEinleitung

1 Einleitung

Die Geschichte der Vorzeichen-Tiefe und der auf ihr beruhenden Tests in der Regressi-
onsanalyse beginnt schon vor mehr als 300 Jahren mit John Arbuthnot. Ihm fiel durch
Untersuchung eines kirchlichen Taufregisters auf, dass der kontinuierliche Uberschuss an
ménnlichen Nachkommen in einem Jahr nicht mit reinem Zufall zu erkldren war (Ar-
buthnot 1710). Reiner Zufall miisste (beziiglich der Differenz zwischen ménnlichen und
weiblichen Nachkommen) gleich viele positive wie negative Vorzeichen hervorbringen.
Der Median entsprache dann genau 0. Im eindimensionalen Fall gehort dieser nicht-
parametrische Test, klassischer Vorzeichen-Test genannt, zum géngigen Repertoire der
Statistik. Fiir zwei- bzw. mehrdimensionale Daten gab es allerdings sehr lange iiberhaupt
keine Moglichkeit, von diesem Test Gebrauch zu machen, da der Median im Mehrdimen-

sionalen nicht definiert war.

1975 fithrte Tukey die Halbraumtiefe ein, die eine Moglichkeit darstellte, Ordnungsstatis-
tiken und damit auch den Median auf das Mehrdimensionale zu erweitern. Er definierte
die Tiefe eines Punktes x € RP als die kleinste Anzahl an Punkten, die in einem belie-
bigen Halbraum liegen, der = enthélt (Tukey 1975). 1988 erweiterte Liu dieses Konzept.
Ihre Tiefe zahlt fiir einen Punkt x € R? in einer Punktwolke all die Simplizes, die von
p + 1 Punkten aufgespannt werden und z enthalten (Liu 1988, S. 1733). Da Punkte
im Zentrum der Wolke in mehr Simplizes enthalten sind als Punkte am Rand, ist der
Median dann als der am tiefsten liegende Punkt definiert. Rousseeuw und Hubert (1999)
tiberfiihrten schliefslich das Konzept der Tiefe bzw. der Positionierung eines Datenpunk-
tes innerhalb einer Punktwolke auf die Lage einer einfachen Regressionsgerade innerhalb
einer Punktwolke. Anschaulich beschrieben ist ihre Tiefe die minimale Anzahl an Punk-
ten, die entfernt werden miissen bzw. die das Vorzeichen wechseln miissen, damit eine
Regressionsgerade in eine vertikale Position verschoben werden kann, ohne dabei Punkte
zu durchlaufen (Rousseeuw und Hubert 1999, S. 389). Der Parameter derjenigen Gerade,
fiir deren Aufrichten am meisten Punkte entfernt werden miissten, ist dann am tiefsten
und représentiert das am besten an die Daten angepasste Modell. Wahrend Rousseeuws
und Huberts Konzept der Regressionstiefe direkt mit Tukeys Halbraumtiefe verbunden
ist, transformierten sie auch Lius Simplex-Tiefe in eine Simplex-Regressionstiefe. Dabei
stellten sie fest, dass sich die Simplex-Tiefe eines Regressionsparameters auch iiber die
Vorzeichen der Residuen bestimmen liefs (Rousseeuw und Hubert 1999, S. 399).
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Miiller (2005) fithrte ein weiteres Tiefe-Konzept ein, das auf der Likelihood-Funktion
beruht, und leitete dazu verteilungsfreie Tests her. Die Idee, die Simplex-Tiefe iiber die
Vorzeichen der Residuen zu bestimmen, und die Vorarbeit beziiglich verteilungsfreier
Tests machten sich Leckey u. a. (2019) zu Nutze und stellten die K-Vorzeichen-Tiefe vor,
deren Tests im Falle K = 2 mit dem anfangs erwdhnten klassischen Vorzeichen-Test
iibereinstimmen und fiir K > 3 Erweiterungen dessen darstellen, die eine hohe Giite
haben (Leckey u.a. 2019, S. 10, 14).

Miiller u.a. (2024) erweiterte die K-Vorzeichen-Tiefe schlieflich fiir Residuen R, € R?
auf zwei unterschiedliche Weisen. Beide Erweiterungen auf das Mehrdimensionale und
die darauf beruhenden Tests werden in dieser Arbeit im zweiten Kapitel vorgestellt. Es
wird zudem erlautert, welche Idee den mehrdimensionalen Tiefen zu Grunde liegt. Im
dritten Kapitel werden Modelle, anhand derer die Giite der Tests bewertet wird, und
die Annahmen, die die Residuen erfiillen miissen, angegeben. Danach erfolgt im vierten
Kapitel die Darstellung der Ergebnisse aus den Tests und Erkldrungen bzw. Erklarungs-
ansitze fiir die Ergebnisse. Schlieflich wird in Kapitel fiinf eine Zusammenfassung und

Diskussion geboten.

2 Stand der Forschung und Problemstellung

Tests fiir lineare Regression, die robust gegeniiber Auftenseitern sind, gibt es viele. Tests,
die die Vorzeichen der Residuen betrachten, sind allerdings rar. Der klassische Vorzei-
chentest war lange der einzige derartige Test. Er hat den Vorteil, dass er unkompli-
ziert ist und Verteilungsfreiheit bietet. Leckey u.a. (2019) definierten schlieklich die
K-Vorzeichen-Tiefe, auch kurz K-Tiefe. Sie stellt eine Verallgemeinerung der von Rous-
seeuw und Hubert (1999) eingefiihrten Simplex-Regressions-Tiefe dar und bezieht die
Erkenntnis mit ein, dass die Tiefe eines Regressionsparameters nur dann grofer als 0 ist,
wenn die Vorzeichen der Residuen alternierend sind (Leckey u. a. 2019, S. 3). Sie fiihrten
auch K-Tiefe-Tests ein. Der 2-Tiefe-Test stimmt mit dem klassischen Vorzeichen-Test
iiberein und fiir K > 2 stellt er eine Erweiterung mit hoher Giite dar. Diese Tests kon-
nen angewandt werden, wenn die Residuen R, (0), n = 1,..., N, eines parametrischen
Modells mit dem Parameter # € ©® C RP, p € N, unabhéngig sind und die folgende
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Bedingung erfiillen:
Py(Ru(0) > 0) % — Py(Ru(0) < 0).
Solche Residuen tauchen in linearen und nichtlinearen Modellen der Form
Y, =9(X,,0) + E,

auf, wobei Y, € R die Beobachtungen, F,, € R der Fehlerterm, X, € R? der d-
dimensionale Regressorvektor und ¢g die das Modell definierende Funktion sind. Die
Residuen sind dann durch R,(0) =Y, — g(X,, 0) gegeben. Die Realisierung eines Resi-
duums sei durch r,(0) angezeigt und 7, := r,(0), wenn die Wahl des Parameters klar

ist.
Die univariate K-Tiefe ist wie folgt gegeben:

B (1) = 3 ( 15, 1 {(=1)*r,, >0}

%)
(K 1<ni<ne<..<ng <N

£ I 1 {(= )b, <0},

Sie zahlt alle K-elementigen Untermengen, die alternierende Vorzeichen und deren Resi-
duen ansteigende Indizes haben. Es sei angemerkt, dass die K-Tiefe davon abhéngt, wie
die Residuen und damit die Regressoren angeordnet sind. Mehr Informationen dazu, wie
die Regressoren im Fall d > 1 anzuordnen sind, ist in (Horn und Miiller 2020) zu finden.
Im Falle d = 1, wie in Zeitreihen und einfacher linearer Regression, wird die kanonische
Ordnung gewahlt. Der K-Tiefe-Test basiert auf der folgenden Teststatistik:

TK(Q) = TK(Rl(Q), ey RN<9)) =N <dK(R1(0), e ,RN(Q)) — <1) B ) .

2
Die Teststatistik wird mit dem a-Quantil der Verteilung der Teststatistik verglichen. Die
Verteilung und die Quantile lassen sich durch Simulation bestimmen (Leckey u. a. 2019,

S. 5). Sei g, das a-Quantil der Verteilung von Tk (6). Der Test ist dann wie in Miiller
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(2005) definiert:

Verwerfe Hy : 0 € ©p wenn sup Tx(0) < ¢a-
[USCH

Eine Hypothese der Form Hy : 6 € ©g wird somit verworfen, wenn die Teststatistik
T (0) und damit die K-Tiefe zu klein ist fiir alle § € ©.

Eine vereinfachte Version der K-Tiefe kann auf Grundlage der vereinfachten Simplex-

Tiefe, wie sie Kustosz u.a. (2016) eingefiihrt haben, definiert werden:

N-K+1
1

- ( [T, 1 {(= 1) rnpss > 0}

+ Hf:l 1 {(_1)k7ﬂn+k71 < 0} )

d?(so"l, Ce ,TN)

Sie bestimmt nur die Anzahl der K-elementigen Untermengen, die alternierende Vorzei-
chen haben und aus Residuen mit direkt aufeinanderfolgenden Indizes bestehen. In der
eigentlichen K-Tiefe gibt es somit mehr Untermengen, die auf alternierende Vorzeichen
untersucht werden, und wird deshalb auch als volle K-Tiefe bezeichnet. Insgesamt las-
sen sich mit N Residuen (N — K + 1) K-Tupel von Residuen erzeugen, deren Indizes
aufeinander folgen, und (%) K-Tupel von Residuen, deren Indizes lediglich aufsteigend
sind. Die Zahl der K-elementigen Untermengen mit alternierenden Vorzeichen wird in
der vollen Tiefe deshalb mit (I]\(f)_l multipliziert und in der vereinfachten Tiefe mit
(N-—K+1)™.

Kustosz u.a. (2016) schlugen vereinfachte Versionen der Simplex-Regres- sions-Tiefe
vor, weil der Rechenaufwand zu ihrer Bestimmung geringer ist und das asymptotische
Verhalten einfacher ableitbar ist. Die Giite von Tests, die auf der vollen Tiefe basieren,

ist normalerweise allerdings besser.

Tests, die auf der von Leckey u.a. (2019) definierten K-Vorzeichen-Tiefe beruhen, sind
unter bestimmten Bedingungen verteilungsfrei, robust gegeniiber Ausreiffern und haben
fiir K > 2 eine sehr hohe Giite. Die Residuen miissen allerdings in R liegen. Fiir Residuen
in R? mit p > 1 gab es bis 2024 noch keine Tiefe und keine darauf beruhenden Tests. Die
von Miiller u.a. (2024) erweiterten Tiefe-Konzepte, die dafiir zu geltenden Annahmen

und die darauf basierenden Tests fiir mehrdimensionale Residuen werden in Kapitel 3
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prasentiert.

3 Die Erweiterung auf das Mehrdimensionale

Im Folgenden werden alle wichtigen Konzepte fiir die erweiterten Tiefen vorgestellt.
Dazu gehoren die Tiefen selbst, die Annahmen, die an die Residuen gestellt werden und
die Tests samt Quantilen. Aufserdem werden manche Tiefen randomisiert und normiert.
Schliefslich wird noch erkléart, wie die Giite der Tiefe-Tests bewertet wird.

3.1 Die mehrdimensionalen K-Tiefen

Wiéhrend zuvor Beobachtungen, Fehlerterm und damit auch Residuen eindimensional
waren, seien im Folgenden Y, eine p-dimensionale Beobachtung, F,, ein p-dimensionaler

Fehler und g eine bekannte Funktion ist, die fiir das Modell steht, das von der Form
Y, =9(X,,0)+ E, (1)

fir n = 1,..., N ist. Wie schon in Leckey u.a. (2019) gilt fir den unbekannten Mo-
dellparameter # € ©® C R? und der d-dimensionale Vektor X,, enthélt die erkldrenden

Variablen. Die von Parameter § abhéngigen Residuen sind ebenso
R,.(0) =Y, — g(X,,0). (2)

Die Realisierungen der Residuen seien auch durch r, := r,(#) gegeben, wenn der Para-

meter eine untergeordnete Rolle spielt.

Der Erweiterung der K-Tiefe auf das Mehrdimensionale liegt eine entscheidende Er-
kenntnis zu Grunde: Die K-elementigen Untermengen mit alternierenden Vorzeichen,
die in der vollen und in der vereinfachten Tiefe betrachtet werden, kénnen auch als
Schnitt von K — 1 reellwertigen Intervallen gedeutet werden, die alle die 0 enthalten.
Reellwertige Intervalle wiederum konnen als offene eindimensionale Simplizes interpre-
tiert werden. Dafiir bezeichne S(xy,...,2,4+1) ein offenes p-dimensionales Simplex mit

Ecken z1,...,2p+1 € RP. Im eindimensionalen Fall entspricht S(z1,22), 21,22 € R,
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entweder dem offenen Intervall (z1,xs), wenn x; < x9, oder dem offenen Intervall
(12, 21), wenn my < w1. Sollte 1y = x5 gelten, ist S(xy,23) = 0. In R? entspricht

S(z1, T, 3), 71, T2, 3 € R?, einem Dreieck.

Zur Verdeutlichung dieser Tatsache sei das folgende Beispiel fiir K = 3 gegeben. Es werde
angenommen, dass r1, 14, ;5 eine 3-elementige Untermenge mit alternierenden Vorzeichen
ist. Die Residuen haben beispielsweise die Werte ry = —1.214, r, = 0.357 und r5 =
—0.116. Es ist sofort ersichtlich, dass beide Intervalle (ry,74) und (rs,r4) die 0 enthalten.
Somit enthélt auch der Schnitt die 0. Wechselt 7, hingegen das Vorzeichen, zum Beispiel
ry = —0.096, ist ri,7r4, 75 keine Untermenge mit alternierenden Vorzeichen mehr und
die 0 ist in keinem der Intervalle enthalten. Simplizes bzw. Simplex-Folgen, die die 0
enthalten, werden als giinstig bezeichnet, da nur solche Simplizes bzw. Simplex-Folgen

Tiefe-Werte iiber 0 zulassen.
Die K-Vorzeichen-Tiefen kénnen mit dieser Notation wie folgt dargestellt werden.

Die vereinfachte K-Vorzeichen-Tiefe: Der Anteil der giinstigen Intervall-Folgen an

allen N — K + 1 moglichen Intervall-Folgen, deren Residuen vom Index her aufeinander

folgen.
] N-—K+1 K—1
uS o
die (11, ... TN) = N_K+l ; 1 {0 S 101 S(Tn+k—1,7’n+k)}-

Die volle K-Vorzeichen-Tiefe: Der Anteil der giinstigen Intervall-Folgen an allen (];[)

moglichen Intervall-Folgen, deren Residuen vom Index her aufsteigend sind.

dvE(ry,...,rN) = (Tl) > I {0 < ﬁ S(T"k’m’f“)}

1<ni<ne<..<ng <N k=1

Durch diese Sichtweise lassen sich die univariaten Tiefen auf p-dimensionale Residuen
ri,...,ry € RP erweitern, indem die eindimensionalen Simplizes schlicht durch mehrdi-
mensionale Simplizes ersetzt werden. In Miiller u.a. (2024) wurden die mehrdimensio-

nalen Simplex-Tiefen deshalb wie folgt definiert.
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Die vereinfachte K-Simplex-Tiefe:

1 N—K—p+1 K
df{(ﬁy---ﬂ"N) = N-K_p+l1 ; 1 {Op € ]QS(rn+k17-"arn+kl+p)}'

Die volle K-Simplex-Tiefe:

di(ry,...,ry) = ﬁ Z ]I{OpeﬂS(Tnk,...,rnk+p)}.

K+p/ 1<ni1<n2<...<ngp<N

Eine weitere Moglichkeit, die K-Tiefe auf mehrdimensionale Residuen zu iibertragen,
ist es, die Tiefen komponentenweise zu bestimmen, d. h. fiir jede Komponente der p-
dimensionalen Residuen 7, = (rn1,...,7n,)7, n = 1,..., N, gesondert, und das Mini-

mum dieser p (K + 1)-Vorzeichen-Tiefen zu nutzen.

Die vereinfachte Komponenten-K-Tiefe:

d(ig(’l“l, e ,TN) = i:IIIIiIlp duKS+1(7“1,i, Ce ,’I“Nﬂ')

ERRE

1 N—-K K
= Nk {0 </ S<>} -

k=1

Die volle Komponenten-K-Tiefe:

d%F(T‘l, e 77‘]\[) = Z':Hllinp dfl;(F_;_l(T’Li, e arN,i)

)

1 ~
= 1:1111711171) ( ~ ) Z 1 {O € ﬂ S(Tnk,iarnk+1,i)} .

K+1 1<ni<ne<..<ng4+1 <N k=1

Wird in den vorgestellten Erweiterungen p = 1 gesetzt, stimmen die K-Simplex- und die
Komponenten- K-Tiefe mit der K + 1-Vorzeichen-Tiefe tiberein, d. h. fiir p = 1 entspre-
chen beispielsweise die 1-Simplex-Tiefe und die Komponenten-1-Tiefe der 2-Vorzeichen-
Tiefe. Da es schwer ist, fiir alle Dimensionen generelle Figenschaften der K-Simplex-Tiefe
herzuleiten und die Giite von Tests zu visualisieren, wird in Miiller u. a. (2024) nur der
bivariate Fall, p = 2, untersucht. Fiir das Zweidimensionale wurde gezeigt, dass die
Simplex-Tiefen verteilungsfrei sind (Miiller u.a. 2024, S. 10). Das bedeutet, dass die
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Verteilung der Residuen keinen Einfluss darauf hat, welchen Wert die Tiefe annimmt.
Diese Aussage stimmt allerdings nur unter den folgenden weiteren Annahmen: Erstens
miissen die Residuen R, () unabhéngig identisch verteilt sein. Die genaue Verteilung der
Residuen spielt zwar keine Rolle, aber die Verteilung muss radial-symmetrisch sein, d. h.
die Winkel zwischen der von den zweidimensionalen Residuen und dem Koordinatenur-
sprung 0, gebildeten Geraden und der y-Achse miissen um 0, symmetrisch verteilt sein.
Radial-Symmetrie bedeutet auch, dass sie mit 50-prozentiger Wahrscheinlichkeit posi-
tive bzw. negative Vorzeichen S,, haben. Daraus folgt, dass S, R,/||R,| und R, /||R.||
gleich verteilt sind. Aufserdem wird vorausgesetzt, dass die Residuen in allgemeiner Po-
sition sind, was bedeutet, dass eine durch den Koordinatenursprung 0, laufende Gerade

hochstens auf ein Residuum trifft. Zusammengefasst sind die Annahmen:

1. Ry,..., Ry, S, ..., Sy sind unabhéingig,

2. Ry,..., Ry sind identisch verteilt,

3. Sy Ry/||Ru|| ~ Rn/||Ry|| fir n=1,..., N,

4. P(S,=-1)=1=P(S,=1)firn=1,...,N,

5. Rq,..., Ry sind in allgemeiner Position.

3.2 Die Tests und die Quantile

Wie im Fall der K-Vorzeichen-Tiefe werden die bivariaten Tiefen dazu genutzt, Hypo-

thesen zum Parameter 6 zu testen:
H()ZQE@O gegenH1:9€®1, @()U@l:@. (3)

Hj wird dann verworfen, wenn die Tiefe von Ry (),. .., Ry(6) fiir alle 0 € ©¢ zu klein ist.
Diese kritischen Werte sind die 5%-Quantile der Verteilungen der bivariaten Tiefen. Da
diese nicht von den Residuen abhéngen, reicht es, die Verteilung mit normalverteilten
Residuen zu simulieren. So sind die obigen Annahmen erfiillt. Aulerdem gilt fiir die
bivariaten Residuen (2), die sich aus Modell (1) ergeben, R, (0,) = E,, n = 1,..., N,

wenn 6, € Oy der wahre zu Grunde liegende Parameter ist. Somit entspricht die Tiefe
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A (Ry, ..., Ry) unter Hy der Tiefe &) (Fy,...,Ey), j = S, F, ¢S, cF. Deshalb wurden
die Tiefen anhand von bivariaten — bzw. im Fall der Komponenten-Tiefen anhand von
univariaten — standardnormalverteilten Zufallszahlen simuliert und die Quantile diesen

Verteilungen entnommen:
qx; ist das 5%-Quantil von {&A(E™, ... ,ER) |m=1,...,M}

mit E” ~ N ((3),(39)) und M die Anzahl der durchgefiihrten Simulationen. Dadurch
ist der Test

verwerfe Hy wenn sup dj(Ry(0),..., Ry(9)) < Ix
UASISH)

ein approximativer Test zum Niveau 0.05 fiir das Testproblem (3).

Diese Simulationen wurden in R (R Core Team 2022) mit dem Paket KDepth (Nagy 2024)
durchgefiihrt, das von Stanislav Nagy erstellt wurde und sehr effiziente Algorithmen
fiir die Berechnung der vereinfachten und der vollen Simplex-Tiefe fiir univariate sowie
bivariate Daten enthilt. Alle Quantile stammen aus M = 10° simulierten Tiefen und
sind im Anhang (in Tabellen 6 und 7) zu finden. Es sei zudem angemerkt, dass sich auf
die Tiefen mit K = 1,2 beschrankt wurde und alle Quantile fir N = 30 und N = 100

bestimmt wurden.

3.3 Die Randomisierung der vereinfachten Tiefen

Die Tests, die auf den vereinfachten Tiefen beruhen, wurden zudem randomisiert. Der
Grund dafiir ist, dass die vereinfachten Tiefen nur relativ wenige unterschiedliche Werte
annehmen konnen. Die vereinfachte 2-Simplex-Tiefe beispielsweise teilt sich im Fall N =
30 nur in maximal 30 — 2 — 2 4+ 1 = 27 von 0 verschiedene Werte auf. Des Weiteren hat
die kleinstmogliche Tiefe d5(Ry,..., Rs) > 0 unter Hy eine Wahrscheinlichkeit, die
iiber a = 0.05 liegt. Wiirde der kritische Wert t = 0 gewéhlt, wiirde die Nullhypothese
nie verworfen, da d5 (R, ..., Rs) > t = 0 immer gilt. Wiirde der kritische Wert ¢ =
inf{d5(Ry,...,Rs0) | d5(Ry,..., Rsy) > 0} gewiihlt, wiirde das Signifikanzniveau nicht
ausgeschopft, was zu einer Erhéhung des Fehlers der 2. Art fithrt. Zur Behebung dieses
Problems wird dem groften Tiefe-Wert, dessen Wahrscheinlichkeit unter 5% liegt, das
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ist e v = sup{dj(R1(6p), ..., Bn(6o)) | P(d%(Ri(6o),. .., Rn(0h))) < 0.05}, j = S, ¢S,
eine Verwerfungs-Wahrscheinlichkeit 7}(7 ~ zugeordnet. Der Parameter 0, entstammt der
Nullhypothese Hy : 6 = 6, und 'y};,N errechnet sich durch (Miiller u.a. 2024, S. 24
Ergénzung):

0.05 — P(d(Ri(0), - ... Bn(0h)) < Chey)
TN T T B (Ry(Bo). - B (60)) = o)

Die Nullhypothese wird dann im Fall d% (R (6p), ..., Ry(60)) < c’K n mit Wahrschein-
lichkeit 1 und im Fall &} (Ry(6y), ..., Rn(60)) = CJK n mit Wahrscheinlichkeit ﬁl(’ ~ Ver-
worfen. Gilt @} (Ry1(6), - .., Ry(6o)) > C7K ~» wird Hy nicht verworfen. Die Verwerfungs-

Wabhrscheinlichkeiten 7}{7 n sind im Anhang in Tabelle 8 zu finden.

3.4 Die normierten Tiefen

In Miiller u.a. (2024) wurde bewiesen, dass die Verteilungen der Simplex-Tiefen gegen
entartete asymptotische Verteilungen konvergieren. Dies bedeutet, dass sich die Vertei-
lungen fiir N — oo ihrem erwarteten Wert annédhern und die Varianz gegen 0 konvergiert.
Aus diesem Grund ist es ratsam, im Falle von Stichprobengrofen N > 100 die Tiefen
zu normieren, damit dies verhindert wird. Die normierten vereinfachten Tiefen und ihre
asymptotischen Verteilungen fiir K = 1,2 sind wie folgt (Miiller u. a. 2024, S. 12):

dS(Ry,...,Ry) — 1
(a) VN -2 LA ) 1 2y N(0,1),
1 11
1°\ 3
dS(Ry,...,Ry) — %
®) VN-3 (B ) 2 2, A(0,1).

1 169

12 10

Da die normierten Tiefen in Verteilung gegen die Standardnormalverteilung konvergie-
ren, folgt, dass die Varianz der unnormierten Tiefen, also ohne die Vorfaktoren N — 2
und v/ N — 3, fiir immer grofsere N gegen 0 konvergiert, woran die Entartung zu erkennen

ist.

Die asymptotischen Verteilungen der vollen Tiefen sind bisher unbekannt, weswegen

auch keine asymptotische Verteilung der normierten Versionen angegeben werden kann.

10
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Es wurde aber gezeigt, dass eine Konstante ¢ existiert, sodass fiir alle N € N gilt (Miiller
. a. 2024, S. 13):

(a) Var (N (df(Rl,...,RN)—l)) <c,

(b) Var (N (dg(Rl,...,RN)—%>) <c,

Auch hier ist zu erkennen, dass die Varianz der unnormierten vollen Tiefen fiir N — oo
gegen 0 konvergiert und die unnormierten Tiefen somit eine entartete asymptotische

Verteilung haben. Es werden deshalb fiir N > 100 nur die folgenden normierten Version

genutzt:
dy(ri,...,rn) — %
Tls(/rl,...,’]"N) = N_2 1(1 N) 4’
/1
4 3
dST7 , T 1
Ty (ri,...,rn) = VN -—3 3 (11 N) 12
1 169
12 10
1
T1F<T17"'771N) = N <df(r17'”7TN)_z_l)’
F P 1
T2 (Tlu"'7TN) = N <d2(7”1,...,T’N)—E)‘

Weitere Informationen zu der Herleitung der normierten Tiefen ist in Miiller u. a. (2024)
zu finden. Fiir die K-Vorzeichen-Tiefe war bereits bekannt, dass sie in Verteilung gegen
entartete Verteilungen konvergieren. In Malcherczyk u.a. (2021) wurde die asympto-
tische Verteilung der normierten vollen K-Vorzeichen-Tiefe hergeleitet und in Kustosz
u. a. (2016) sind die asymptotischen Verteilungen von normierten vereinfachten Simplex-
Regressionstiefen angegeben, die sich auf die Komponenten-K-Tiefen iibertragen las-

sen. Fiir N > 100 wird deshalb von den folgenden normierten Versionen Gebrauch
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3 Die Erweiterung auf das Mehrdimensionale

gemacht:

TICS(Tla"'7TN) =

vN —1
S ( ...,TN)—}L
T5°(r1,...,rn) == VN =2 :
N

1
TfF(Tla...,TN) = (dCF Tiy.T N)_§)7
cF cF 1
5 (ri,...,rn) == N (d2 (rl,...,rN)—1>.

Es sei zur Erinnerung hervorgehoben, dass die Komponenten-K-Tiefen im Falle von
bivariaten Residuen dem Minimum der 2 (K + 1)-Tiefen entsprechen, die sich aus der
gesonderten Behandlung der beiden Komponenten der Residuen r, = (r,1,7n2), n =

1,..., N ergeben:

d%(’l"l,...,’r‘N) = g}%d?{]‘+1(rl7i7"'er,i)a j:S,F
Da die Tests fiir die normierten Tiefen dem gleichen Prinzip wie denen fiir die eigentlichen
Tiefen folgen, wurden die 5%-Quantile dementsprechend iiber Simulationen mit den

normierten Tiefen gewonnen (ebenso in Tabellen 6 und 7).

3.5 Die Giute der Tiefe-Tests

Zur Bewertung der Giite der acht unterschiedlichen bivariaten Tiefe-Tests werden in
Kapitel 4 sechs Modelle betrachtet. Die Hypothesen sind immer Hy : § = 0 gegen
Hy : 0 # 0. Es werden nur Abweichungen von der Nullhypothese in einer Komponente
betrachtet, das heifst, wenn (6o 1,...,60,,...,00,) ein g-dimensionaler Parametervektor
unter der Nullhypothese ist, verdndert er sich unter der Alternativhypothese nur zu
(Oo1,..-00;+0,...,600,) (Miller u.a. 2024, S. 17). Es wird auferdem angenommen,
dass sich das Modell unter der Alternativhypothese wie folgt darstellen lasst:

Y, =9(X,, (001, ...,00i-1,00;+ 60,0041, ... 790,q)T) + b,
= gl(XTm (9071, Ce ,9071', Ce ,907(])1—) + gZ(er (0, e ,O, 9, 0, Ce ,O)T) + En
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4 Auswertung

Damit wird gepriift, ob in dem Modell

Y, =Y, — g1(Xon, (001,004, 004)" = g2( X, (0,...,0,0,0,....,0)") + E,

die Hypothese Hy : 6 € Oy = {0} abgelehnt wird. Aukerdem wird vorausgesetzt, dass
Ey = (E11,E19)7, ..., Ex = (Ena, Ex2)" unabhiingig sind, die Komponenten E,, 1, E,, 2
fiir alle n = 1,..., N ebenfalls unabhéingig sind und E, 1, E,o ~ N(0,0.01) fiir alle
n=1,..., N erfillt ist.

Die Giitewerte aller Tiefen wurden mit 10° Tests simuliert. Fiir die vereinfachten Tiefen
und insbesondere fiir N = 30 hitten auch 10 Tests durchgefiihrt werden konnen, aber
der Einheitlichkeit halber und auch, weil mehr Simulationen kaum Informationsgewinn
darstellen, ist 10° die Anzahl der Tests bei allen Tiefen.

4 Auswertung

In diesem Kapitel werden die Struktur der Modelle vorgestellt, die Giiten der Tiefen fiir
die Modelle prasentiert und Erklarungen fiir das Verhalten der Giiten gegeben.

4.1 Die Modelle

Es sei im Folgenden t, = % firn=1,..., N und # € R fiir alle Modelle bis auf
das erste. Der Faktor ¢, taucht ab dem zweiten Modell immer in der zweiten Kompo-
nente auf und bewirkt, dass das Intervall [—1, 1] dquidistant aufgeteilt ist und dadurch
die Vorzeichen der zweiten Komponente eine gewisse Struktur haben, die spéater zur

Auswertung der Ergebnisse benotigt wird.

Fiir das erste Modell gilt 6 € [0, 27):

Vi Y _ [ sin (2 n+0) N E)
" Ynl’2 sin (%” n) E,ll’Q ’
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4 Auswertung

Die Alternativhypothese H; : 6 # 0 sagt aus, dass es eine Phasenverschiebung zwischen

den Prozessen Y| und Y, gibt.

Das zweite und dritte Modell sind linear, wobei es sich beim dritten um eine transfor-

mierte Version des zweiten handelt:

Y2 0 E?
Yn2 — n2,1 — + ;L,l
Y2, 0t, E?,
Y3 0 E? —\/30t, E?
yi=|( n =0 +| ) = ? +
Y2, 0t, E2, 10t, Lo

1 _ /1
2 2
O := ,
1
2

i

Der Faktor t, bewirkt, dass die erste Halfte der zweiten Komponenten negativ und

mit

die zweite positiv ist. Zumindest fiir 6 > 1 ist diese Struktur bereits sehr ausgeprigt.
Fiir kleinere # < 1 kann der Fehlerterm dieses Muster noch aufbrechen. Diese Struktur
sollte besonders fiir die vollen Tiefe-Tests zu einer hohen Ablehnung fithren, da sie die
Anzahl giinstiger Simplizes bzw. Simplex-Paare stark einschrénkt. Dies wird in der Er-
klarung der Ergebnisse weiter erlautert. Die orthogonale Matrix O dreht einen Vektor
v € R? um 45°. Es ist zu erwarten, dass sich das dritte Modell wie OY;? verhilt, da
der Fehler F, wegen der Normalverteilungsannahme bzw. wegen der Gleichverteilung
seiner Winkel rotationsinvariant ist. Daraus folgt, dass die Residuen des dritten Mo-
dells OR?(6) entsprechen miissen. Der Faktor \/g < 1 verlangsamt die Ausbildung der
Vorzeichen-Struktur in der zweiten Komponente. Deshalb wird erwartet, dass die Gii-
te der Komponententiefe-Tests im rotierten linearen Modell geringfiigig sinkt, wéhrend
die Giite der Simplex-Tiefe-Tests gleich bleibt, da das Rotieren eines Simplexes nicht
beeinflusst, ob die 0 enthalten ist.
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4 Auswertung

Das vierte und das fiinfte Modell sind quadratisch.

Y4 . Yril,l o 0 + E;LL,I
A N 7N A W (- E!

n,2 ( n 9) n,2

o (N o Y. (Fu
SR % S \leo@-1t E?

n,2 ( n 4) n,2

Die zweiten Komponenten der Residuen haben durch (2 — 5) bzw. 0(t2 — 1) fir 6 >
1 mehrheitlich die folgende Struktur: Die zweiten Komponenten Ri,z sind im ersten
quadratischen Modell fiir ¢, € [—1,—1/3) U (1/3,1] positiv und fir ¢, € (—1/3,1/3)
negativ. Im zweiten quadratischen Modell sind R} , fiir ¢, € [-1,—1/2)U(1/2,1] positiv
und fiir ¢, € (—1/2,1/2) negativ. Diese Strukturen sollten besonders fiir die vollen 2-
Tiefen die Bildung giinstiger Simplex-Paare einschrénken, weswegen eine hohe Giite fiir

Tests erwartet wird, die auf den vollen Tiefen beruhen.

Das letzte Modell ist exponentiell.

YG — YTLG,I — 0 + E761,1
! Yfg 0 (exp(tn) —1) Eg,z
Die Funktion 0(exp(t,)—1) erzeugt in den zweiten Komponenten der Residuen besonders

fiir 6 > 1 die gleiche Struktur, die auch im ersten linearen Modell vorliegt. Es werden

deshalb dhnliche Ergebnisse wie im linearen Modell erwartet.

4.2 Die Giite der Tiefen und eine Beschreibung ihres Verhaltens

Die Giite der Tests im Sinus-Modell ist in Abbildung 1 fiir 6 = 0, g, g—g, ey 180—0” darge-
stellt. Die Tests, die auf den vereinfachten Tiefen basieren, schneiden gut ab, wihrend
die vollen Tiefen keine Giite haben. Die vereinfachten K-Komponenten-Tiefen bieten
sowohl fiir N = 30 als auch fiir N = 100 eine besonders hohe Giite. Die Tests der ver-

einfachten K-Simplex-Tiefen haben fiir N = 30 zwar noch eine niedrige Giite, aber fiir
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4 Auswertung

N = 100 sehen die Giiten dhnlich gut aus wie im Fall der Komponenten-Tiefen, wobei
der Test fiir K = 2 die Nullhypothese unter der Alternative noch stéarker ablehnt als der
fir K = 1.

1.0 1.0 0 pe—m e s
.-
ST
0.8 0.8 ,
Simplex-Tiefe in Schwarz .
‘.
0.6 ’
o o c
B= > AN
(O] (O] <.
0.4 0.4 1.
l.'
‘\_o:'—'.' ''''' ,
0.2 T 0.2
z
- .
R e
- P
—
0.0 0.0
T T I T T T T T T I | T T T T I T T T T | |
o < [ee] o © o < ~ - v [} o < [so) [aV) © o < ~ - v (2}
o o o — — N [aVINaV} [e} [} @ o o o — — N (oY oV} [er} [Sp] [}
o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o
0 0

Abbildung 1: Giite der verschiedenen bivariaten Tiefe-Tests fiir das Modell mit der Sinusfunktion.

Die Giite der Tests im linearen Modell sind fiir 6 = 0,0.02,...,0.2 in Abbildung 2
dargestellt. Es ist zu sehen, dass sich die Drehung wie erwartet auf die Giite der Tiefe-
Tests auswirkt: Im Fall der K-Simplex-Tiefe gibt es keinen Effekt, wihrend sich die Giite
der Komponenten- K-Tiefe-Tests leicht verschlechtert. Unabhéngig von der Drehung ist
zu beobachten, dass die vollen 2-Tiefen sehr gut abschneiden, wihrend die Tests der
vollen 1-Tiefen die Nullhypothese unter der Alternative nicht ablehnen koénnen. Die
Tests der vereinfachten Tiefen weisen auch Giite auf, allerdings kénnen sie nicht mit
der vollen 2-Tiefe mithalten. Fiir N = 100 ist die Giite der vereinfachten 2-Tiefen noch
im Anstieg begriffen. Es ist zu bedenken, dass der betrachtete Bereich nur bis § = 0.2
reicht. In Abbildung 7 (im Anhang) ist der Verlauf bis § = 1 dargestellt. Fiir N = 30
kann die Giite der vereinfachten 2-Simplex-Tiefe 30% nicht tiberschreiten; alle anderen
Tiefen nahern sich immer weiter 100% an. Fiir N = 100 erreichen alle vereinfachten

Tiefen 100% Giite, auch wenn die 2-Simplex-Tiefe hier ebenfalls am langsamsten ist.

In den quadratischen Modellen ist die Giite der Tests fiir 6 = 0,0.1,...,1 in Abbildung
3 abgetragen. Fiir das erste Modell ist zu erkennen, dass die Tests der vollen 1-Simplex-
Tiefe und der vereinfachten 1-Komponenten-Tiefe schon fiir N = 30 eine relativ hohe
Giite aufweisen. Die volle 1-Komponenten-Tiefe hingegen bricht nach anfénglichem An-

stieg ein. Fiir N = 100 haben besonders die Tests der vollen 1-Simplex-Tiefe, der vollen
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Vor Drehung, N = 30 Vor Drehung, N = 100

1.0—{ simplex-Tiefe in Schwarz 1.0 simplex-Tiefe in Schwarz

~~~~~ vereinf. 1-Tiefe “ e e vereinf. 1-Tiefe
« =+ = vereinf. 2-Tiefe « =+ = vereint. 2-Tiefe
- = = volle i-Tiefe - = = volle I-Tiefe
0.8 —=——— volle2-Ticfo 0.8 == volle 2-Tiefe

0.6
5} )
2 o]
3 p)
S S
0.4 .
e
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.-
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+ == o = vereinf. 2-Tiefe o == o = vereinf. 2-Tiefe
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0.8 e volle 2-Tiele 0.8 == volle 2-Tiefe
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0.02—
0.04—
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0.08—

Abbildung 2: Giite der verschiedenen bivariaten Tiefe-Tests fiir die Modelle der linearen Regression vor
und nach Rotation.

1-Komponenten-Tiefe und der vereinfachten 1-Tiefen eine hohe Giite. Die Giite aller
Tiefen verbessert sich mit wachsendem 6; nur der Test der vollen 2-Simplex-Tiefe kann
nicht ablehnen, was unerwartet ist. Im zweiten Modell dominieren die Tests der ver-
einfachten Tiefen, wobei die vereinfachte 2-Simplex-Tiefe fiir N = 30 noch eine geringe
Giite hat. Die Tests, die auf den vollen 1-Tiefen und auf der vollen 2-Simplex-Tiefe beru-
hen, kénnen im zweiten Modell unter der Alternative die Nullhypothese nicht verlasslich
ablehnen, was nicht erwartet wurde. Interessanterweise steigen die Giiten fiir die vollen
1-Tiefen im Diagramm von N = 100 kurz an, aber fallen schlieklich wieder unter die
0.05-Grenze.

Das exponentielle Modell dhnelt dem linearen dahingehend, dass ¢,, die gleiche Vorzeichen-

Struktur in der zweiten Komponente der Residuen erzeugt. Zum besseren Vergleich der
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1.0  simplex-Tiefe in Schwarz 1.0 o iy e
~~~~~ vereint. 1-Tiele 4
+ = o = vereinf. 2-Tiefe /
- = = volle 1-Tief
0.8 —— 53\.22413.2 - 0.8 !
- - [
7 . ! z .
0.6 , s N 0.6 nooo _-
5} Lt ) . .
=] ’ . 5 ! -
(0} 7 N (0] o - i
0.4 ’ = 0.4 [ L
/7 .t . 1) B> Simplex-Tiefe in Schwarz
4 . P 7z
. . S % sesen vereinf. 1-Tiefe
0.2 /7 - 024 1 e « =+ = vereinf. 2-Tiefe
7 T == R = = = volle 1-Tiefe
LA o= T T ! Py — yolle 2-Tiefe
= T L
0.0 0.0
T I T T T I I I T T T T I T T T I I I T T 1
S - A e Ty N @ 9 Q S - @t w e N QO Q
S 6 © © © © © S © o « S 6 © © © © © 8 © o© «~
0 0
Zweites Modell, N = 30 Zweites Modell, N = 100
1.0  simplex-Tiefe in Schwarz 1.0 b e s
~~~~~ vereint. 1-Tiefe
« =« = vereinf. 2-Tiefe .
- = = volle 1-Tief .- . .-
0.8 ——= Wicomieis 0.8 . .-
. -
. 4
. ,
0.6 L 0.6 ,
o] ' 2 .
=] f=1 7/
5] . 15 . . _
0.4 - 0.4 : e Simplex-Tiefe in Schwarz
e vereint. 1-Tiefe
7 + e= o = vereinf. 2-Tiefe
. . / - = = volle 1-Tiefe
0.2 .t == 0.2 N , ——— \olle 2-Tiefe
’ SR ' S~
. - . * =~ -
{ = e £ == =
0.0 == 0.0
L TR
S 8 © 6 © © 6 S S o ~ S 6 © © © © © 8 © o© «~
0 0

Abbildung 3: Giite der verschiedenen bivariaten Tiefe-Tests fiir das erste und das zweite Modell der
quadratischen Regression.

Modelle ist in Abbildung 4 der Verlauf beider Modelle fiir # = 0,0.01,...,0.2 darge-
stellt. Es sind kaum Unterschiede auszumachen und die Unterschiede, die existieren,
liegen moglicherweise am Zufall. Nur das Verhalten der vollen 1-Tiefen ist im expo-
nentiellen Modell etwas anders. Fiir N = 100 steigen sie sogar kurzzeitig iiber die 5%

Grenze.

Im Allgemeinen kann festgestellt werden, dass die vereinfachten 1-Tiefen eine hoéhere
Giite als die vereinfachten 2-Tiefen haben. Die 2-Simplex-Tiefe kann insbesondere fiir
N = 30 30% Giite nicht tberschreiten und wird immer von der Komponenten-2-Tiefe

iiberboten. Die volle 1-Tiefe erzielt nur im ersten quadratischen Modell eine hohe Giite.
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Abbildung 4: Giite der verschiedenen bivariaten Tiefe-Tests fiir das lineare und das exponentielle Mo-

dell.
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4.3 Das Verhalten der Komponenten-K-Tiefen und der

vereinfachten K-Simplex-Tiefen

Es sei zuerst angemerkt, dass die unter H, erwarteten Werte der vollen Komponenten-
K-Tiefen wie folgt sind:
1

C 1 C
EHo(d1F> - §a EHo(d2F) - 4’

Im Modell mit der Sinusfunktion ist die niedrige Giite der vollen Komponenten- K-Tiefen
darauf zuriickzufiihren, dass es in beiden Komponenten der Residuen zu viele Vorzei-
chenwechsel gibt. Die ersten Komponenten der Residuen sehen unter H; wie folgt aus:
sin(2n + 0) — sin(3n) + E} . Fiir = 0.3 werden so die folgenden immer wiederkeh-

renden Werte erzeugt:
0.17738, —0.04466, —0.24055, —0.29552, —0.17738, 0.04466, 0.24055, 0.29552, . . ..

Diese Werte liegen nicht nah genug an 0, dass die Vorzeichen leicht von den normalverteil-
ten Fehlern bestimmt werden konnten. Die Vorzeichen-Struktur der ersten Komponenten
ist deshalb unter H; von abwechselnden 4-Tupeln von gleichen Vorzeichen gepréagt. Unter
Hj ist die Vorzeichen-Struktur allerdings nur vom normalverteilten Fehlerterm geprégt.
Die Vorzeichen-Struktur der zweiten Residualkomponenten, die der Struktur unter H
entspricht, unterscheidet sich zwar von der relativ festen Struktur der ersten Komponen-
ten unter Hy, aber da die vollen Tiefen Intervalle aus Residuen mit aufsteigenden Indizes
betrachten, konnen in den vollen Tiefen &hnlich viele Vorzeichenwechsel wie unter H
gefunden werden. Wegen getrennter Auswertung der Komponenten erkennen diese vollen
Komponenten- K-Tiefen deshalb keinen Unterschied zwischen Null- und Alternativhypo-
these. Die vereinfachten Komponenten-K-Tiefen reagieren wiederum empfindlicher auf
solche festen Strukturen, weil nur Residuen mit aufeinanderfolgenden Indizes betrachtet
werden und deshalb 4-Tupel von gleichen Vorzeichen zu vielen Intervallen fiihren, die
keine 0 enthalten, und damit die Tiefewerte kleiner als unter Hy werden, was zur Ab-
lehnung fiihrt. Fiir kleine # < 0.1 wird die Struktur in den ersten Komponenten noch
sehr stark von dem Fehlerterm bestimmt, weswegen die vereinfachten Tiefen ihre Giite

bis circa 8 = 0.2 erst aufbauen missen.
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Im linearen Modell sind die vollen 2-Tiefen wie erwartet von hoher Giite. Die vollen
1-Tiefen hingegen haben iiberhaupt keine Giite. Das Scheitern der vollen Komponenten-
1-Tiefe liegt daran, dass in den Komponenten nur einzelne Intervalle betrachtet werden,
also nicht sich iiberschneidende Intervalle-Paare wie in der vollen Komponenten-2-Tiefe.
Der Faktor ¢, erzeugt eine Reihe von N/2 negativen und dann N/2 positiven Vorzei-
chen, wodurch in der vollen 1-Tiefe fiir jedes negative Vorzeichen in der ersten Héilfte
immer N/2 positive Vorzeichen in der zweiten Hailfte gefunden werden. Dies fiihrt zu
noch héheren Tiefewerten als unter Hy, wo zwar auch durchschnittlich N/2 positive und
N/2 negative Vorzeichen erwartet werden, aber keine spezielle Struktur vorliegt, die die
Kombination dieser Vorzeichen begiinstigt. Der unter H, erwartete Wert ist % und der

unter H; erwartete:

B, (di") = ﬁ (Nl/ 2) <N1/ 2) - 2<N—N—1>

2

Der fiir grofse 6 erwartete Wert liegt somit immer iiber dem unter H, erwarteten Wert.
Fiir N = 30 ist Eg, (d) = 0.51724 > 0.43448 = inCF und fiir N = 100 gilt Eg, (d§F) =
0.50505 > 0.48061 = q%f]c(};. In beiden Fallen liegen die unter H; erwarteten Werte weit
iiber den Quantilen, weswegen sich die Komponenten-1-Tiefe sehr oft fiir den Tiefe-Wert
aus der ersten Komponente entscheidet. Die Giite der vereinfachten Tiefen lasst sich
ebenso auf die Struktur in der zweiten Komponente zuriickfithren. Die vereinfachten
Tiefen reagieren auf diese Struktur wie die volle 2-Tiefe. Die volle 2-Komponenten-
Tiefe findet wegen der sich mit wachsendem 6 herauskristallisierenden Struktur in der
zweiten Komponente immer weniger Intervall-Paare, die zwei Vorzeichenwechsel haben.
Selbst fiir kleine # existieren ungewdhnlich viele Konstellationen von der Form (—, +, +),
(—,—,+), (=, —, =), (+,+, +), deren Tiefe 0 ist. Die vereinfachten Komponenten-Tiefen
wiederum koénnen nur aufeinanderfolgende Indizes betrachten und werden deshalb fast
ausschlieklich mit (—, —), (+,4) (K = 1) baw. (—, —, —), (+, 4+, +) (K = 2) konfrontiert.
Fiir grofe 6 gibt es schlieflich nur noch ein Intervall der Form (—,+) genau in der
Mitte der Struktur. Da der vollen Komponenten-2-Tiefe generell mehr Tiefewerte zur
Verfiigung stehen, ist sie auch genauer und bemerkt deshalb Abweichungen von Hj frither

als die vereinfachten Tiefen.

Im ersten quadratischen Modell dominieren die vollen 1-Tiefen und die vereinfachten

1-Tiefen. Die vereinfachten Komponenten-Tiefen lehnen Hy ab, weil sich die Struktur
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der Vorzeichen in der zweiten Komponenten mit steigendem 6 einer Folge aus N/3
negativen, N/3 positiven und N/3 negativen Vorzeichen annéhert. Dadurch treffen die
vereinfachten Tiefen, die nur aufeinanderfolgende Indizes betrachten, auf immer mehr
Vorzeichen-Tupel der Form (+,+) oder (—, —) (K = 1) bzw. (+,+,+) oder (—,—, —)
(K = 2), was die Tiefe schrumpfen lésst. Ist die Struktur fiir groe 6 verfestigt, gibt es
fir K = 1 nur noch ein Intervall der Form (+, —) und eins der Form (—, +) am Anfang
bzw. am Ende der mittleren Folge negativer Vorzeichen. Fiir K = 2 gibt es gar keine
Intervalle mehr, wenn die Struktur verfestigt ist. Die volle Komponenten-1-Tiefe lehnt
besonders im Fall N = 100 sehr gut ab. Das ist damit zu erkldren, dass sich die Struktur
der Vorzeichen in der zweiten Komponente mit wachsendem 6 verfestigt, wodurch ein
Anteil von 2/3 positiven Vorzeichen entsteht, von denen die Hélfte, die sich am Ende
der Struktur befindet, unkombiniert bleibt. Diese Tatsache fiihrt zu kleineren als unter

H, erwarteten Tiefen. Der erwartete Wert unter der Alternative (bzw. fiir grofse ) ist:

w3+ ()

was fiir N — oo gegen 4/9 konvergiert und damit unter dem unter H, erwarteten Wert
von 1/2 liegt. Gleichzeitig liegt die erwartete Tiefe fir N = 30 bei 0.45977 > q%f)CF =
0.43448 und fir N = 100 bei 0.44893 < ¢i%, = 0.48061. Da der erwartete Wert fiir

N = 30 noch iiber dem simulierten Quantil liegt, fallt die Giite der Komponenten-1-

AN
9N —1)’

Tiefe fiir wachsende 6 wieder ab. Den kurzzeitigen Anstieg erklart dies allerdings nicht.
Im Fall N = 100 liegt der erwartete Wert unter dem Quantil, weswegen die Tiefe hier

zuverlassig ablehnen kann. Der Erwartungswert der vollen Komponenten-2-Tiefe ist:

1 N/3 3_ 2N?
E, (d; )—@< 1 > 9N —1)(N —-2)’

was fir N — oo gegen 2/9 konvergiert, was ebenso unter dem unter H, erwarteten
Wert von 1/4 liegt. Fiir N = 30 wird zudem eine Tiefe von 0.24631 > ¢3%, = 0.19310
und fiir N = 100 eine Tiefe von 0.22905 < g% = 0.23347 erwartet. Es ist erkennbar,

dass im Fall N = 30 die erwartete Tiefe viel zu weit iber dem Quantil liegt, als dass

abgelehnt werden konnte, weswegen die Komponenten-2-Tiefe hier noch keine Chance
hat. Fiir N = 100 kann die Komponenten-2-Tiefe ablehnen, aber der Abstand zum

Quantil ist gering und existiert fiir kleine § wahrscheinlich gar nicht, weswegen die Giite
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der Komponenten-2-Tiefe so langsam ansteigt. Fiir groke 6 wird aber eine hohe Gii-
te erwartet. Die asymptotischen Differenzen zwischen erwartetem Wert unter H; und

5%-Quantil erklaren auch, warum die Komponenten-1-Tiefe eine hohere Giite als die

Komponenten-2-Tiefe hat. Fiir die 1-Tiefe gilt % — % = % — g = %8, wéahrend fiir die
2-Tiefe i — % = % — % = % gilt. Der unter H; erwartete Wert der 2-Tiefe liegt asympto-

tisch nur 1/36 von dem unter H, erwarteten Wert. Das Quantil wird somit erst spéter

unterschritten als bei der 1-Tiefe und die Entwicklung der Giite ist schleppender.

Im zweiten quadratischen Modell féllt auf, dass die vollen 1-Tiefen nicht mehr ablehnen
konnen. Unter der Alternative bzw. fiir grofse 6 ist die Vorzeichen-Struktur der zweiten
Komponente nun: N/4 positiv, N/2 negativ, N/4 positiv. Der unter H; erwartete Wert

ist damit:

e = [C1 )+ ()T s

was fiir N — oo gegen % konvergiert, was dem unter H, erwarteten Wert entspricht. Da

% von oben gegen 1 konvergiert, liegt der unter H; erwartete Wert auch fiir sehr grofse

N immer iiber % Die volle Komponenten-2-Tiefe hat unter H; den Erwartungswert:

e = 1)L - s

Fir N — oo konvergiert dieser Wert gegen 13—6 < % = i =
Giite der Komponenten-2-Tiefe fiir grofer werdende Stichproben immer besser wird.
Fir N = 30 liegt Ep, (d5") = 0.20782 > 0.19310 = ¢3%; noch knapp iiber dem 5%-
Quantil, so knapp, dass es die Tiefe auf circa 10% Giite schafft. Im Fall N = 100 liegt
Ep, (d§") = 0.19326 < 0.23347 = g3} weit genug unter dem Quantil, dass die Giite

auf 100% steigen kann. Die Erklarung im ersten quadratischen Modell fiir das Verhalten

Ep, (d5F), weswegen die

der vereinfachten Komponenten-K-Tiefen liasst sich auf das zweite quadratische Modell

iibertragen.

Im exponentiellen Modell verhalten sich nur die vollen 1-Tiefen anders als im linearen
Modell. Es ist klar, dass die vollen Komponenten-1-Tiefen nicht mehr ablehnen kénnen,
sobald die Vorzeichen-Struktur in der zweiten Komponente stabil ist. Im exponentiellen
Modell liegt exp(t,) —1 € [exp(—1) —1,exp(1) — 1] = [-0.6321, 1.7183]. Das Intervall ist
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im Vergleich zu ¢,, € [—1, 1] etwas breiter und nach rechts verschoben. Kleine 6 schrump-
fen diese Intervalle und machen es dadurch wahrscheinlicher, dass es zu Werten nahe
0 kommt. Daraus folgt, dass es durch den normalverteilten Fehler zu mehr Vorzeichen-
wechseln in den negativen, ersten N/2 Werten und weniger Vorzeichenwechseln in den
positiven, zweiten N/2 Werten kommen kann, als dies der Fall im linearen Modell ist, wo
genau gleich viele Vorzeichenwechseln in beiden Hélften erwartet werden. Dies konnte
eine Erkldrung dafiir sein, dass es fiir kleine 6 zu einem kurzzeitigen Anstieg der Giite

kommt.

4.4 Das Verhalten der vollen Simplex-Tiefen

Auch hier sei zuerst angemerkt, dass die unter Hy erwarteten Werte der vollen Simplex-

K-Tiefen wie folgt sind:

Bi(d]) = 3 Bo(df) = .
Es ist insgesamt zu beobachten, dass die Tests, die auf den vollen Simplex-Tiefen be-
ruhen, in den vorgestellten Modellen schlecht abschneiden. Im Sinusmodell war dies zu
erwarten, da sich das Problem, das die vollen Komponenten-K-Tiefen haben, auf die
vollen K-Simplex-Tiefen iibertrdgt. In den linearen Modellen ist die volle 1-Tiefe un-
brauchbar, im ersten quadratischen Modell ist die Giite der vollen 2-Tiefe zu niedrig
und im zweiten quadratischen Modell sind sowohl die volle 2-Tiefe als auch die volle
1-Tiefe von der Giite her schwach. In der Ergénzung zu Miiller u.a. (2024) wird dafiir

ein Erklarungsansatz gegeben, der im Folgenden vorgestellt wird.

Die Nullhypothese wird verworfen, wenn die Tiefe-Werte unter dem simulierten 5%-
Quantil liegen. Dies ist dquivalent dazu, dass der relative Anteil an Simplizes, die 09
enthalten, unter der Alternativhypothese unter den unter H, erwarteten relativen An-
teil sinkt. Miiller errechnete deshalb die erwarteten Tiefe-Werte unter der Alternativ-
hypothese fiir die vollen K-Simplex-Tiefen. Sei 0 < 6* € ©;. Da 6 = 0 der Parameter
von Hy ist, gilt fiir die Residuen R, (0*) = Y,(0*) — g(X,,0) = Y,(0*) — (0,0)T =
(V1 (07),Y2(0°)T = (Eny, g2(X,,0%) + E,2)". Die Residuen R, (6*) stimmen fiir alle

n=1,..., N somit mit Y, (0*) tiberein. Der erste Eintrag Y}, ; ist nur vom zufélligen Feh-

—N+2n—1

ler abhéngig, wiahrend fiir den zweiten Eintrag Y, o durch die Wahl von ¢,, = s
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in den Modellen ein gewisses Muster gegeben ist. Gleichzeitig ist zu beachten, dass die
Tiefen fiir K = 1 einen Simplex und fiir K = 2 zwei Simplizes aus Residuen darauf-
hin tberpriifen, ob 0, enthalten ist. Es gilt somit herauszufinden, welche Vorzeichen-
Konstellationen in der zweiten Komponente der Residuen vorkommen und wie oft pas-
sende erste Komponenten gefunden werden konnen, sodass 0y in den resultierenden Sim-

plizes enthalten ist.

Es wird angenommen, dass der zweite Eintrag er,Q in der Alternative fiir die Modelle

i=2,...,6 auf Grund von t,, € [—1, 1] wie folgt aussieht:

e In den linearen und dem exponentiellen Modell ist Ynig, i=2,3,6, fir t, € [-1,0)

immer negativ und fiir ¢, € (0, 1] immer positiv.

e Im ersten quadratischen Modell ist Y}, fiir ¢, € [-1, —1/3)U(1/3, 1] immer positiv
und fiir ¢, € (—1/3,1/3) immer negativ.

e Im zweiten quadratischen Modell ist V>, fiir ¢, € [-1,—1/2) U (1/2,1] immer
positiv und fiir ¢, € (—1/2,1/2) immer negativ.

Die Vorzeichen von Y, » weichen besonders fiir kleine §* < 1 von dieser Annahme ab, da
der Fehlerterm E, o dieses Muster aufbricht, aber fiir * > 1 néhert sich die Verteilung
der Vorzeichen recht schnell der angenommen Verteilung an. Miiller zeigt in (Miiller
u.a. 2024, S. 8), dass nicht alle Vorzeichen von Y}, 2, Y, 2, Y, 2 positiv oder negativ
sein diirfen, damit 1{02 € S(R,,, Rny, Rns)} = 1{02 € S(Y,,, Yn,, Yn,)} = 1 gilt und
somit die 1-Simplex-Tiefe grofer als 0 ist. Dies gilt auch fir Y, 2, Yy, 2, Y5, 2, woraus
folgt, dass 1{0y € S(Y,, Yn,, Yns) N S(Ya,, Yas, Yn,)} = 1 nur dann gelten und somit die
2-Simplex-Tiefe nur dann grofler als 0 sein kann, wenn beide Simplizes nicht nur aus
Residuen mit dem gleichen Vorzeichen bestehen. Miiller berechnet in (Miiller u. a. 2024,
S. 28 Ergénzung) die bedingten Wahrscheinlichkeiten von 1{0; € S(Y,,,,Y,,,Yns)} = 1
und 1{02 € S(Yy,, Yn,, Yns) N S(Yn,, Yos, Yn,)} = 1 unter gegebenen Vorzeichen von
Yo, 2, Yo, 2, Y2, Yo, 0. Das bedeutet, dass sie die Wahrscheinlichkeit berechnet, dass pas-
sende erste Komponenten Y,,, 1, Y, 1, Yo, 1, Yo, 1 fiir die zweiten Komponenten vorliegen,
damit die 1-Simplex-Tiefe und die 2-Simplex-Tiefe nicht 0 sind. Fiir den genauen Beweis

siehe die Ergédnzung zu Miiller u. a. (2024).

Im Folgenden werden nur das Bewiesene und die Bedeutung fiir die Modelle dargelegt.

Zum Verstandnis des Bewiesenen bedarf es weiterer Notation. Es bezeichne A, den
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normierten Winkel der normierten Residuen. Das ist der Winkel zwischen R, /|| R,||
und dem Vektor (1,0)T, also der x-Achse, geteilt durch 27 (Miiller u.a. 2024, S. 7).
Des Weiteren seien die fiir die Tiefen giinstigen Vorzeichen-Gruppierungen der zweiten

Komponenten folgendermafsen abgekiirzt (Miiller u. a. 2024, S. 28 Erganzung):

Y= {=1,+1P\{(=1,-1, -7, (+1,4+1,+1)"},
S o= {(=L4L—1,-1)7,(=1,-1,+1,-1)7,

(+1, =1, 41, +1)7T, (+1, 41, -1, +1)T},
Syi=  {(=1,41L,+1, -7, (+1,-1,—1,+1)7},
Spi= {1,141+, (+1,+1,-1,-1)T},
o= {(=1,41, 1,407, (+1, -1,4+1,-1)T}.

Schlieflich sei auch

sign (Yn1,2, Yn2,27 Yn3727 Yn4,2) = (sign (Yn1,2) , sign (YnQ,Z) , sign (Yn3,2) , sign (Yn4,2))T

und sign (Y, 2, Y, 2, Yn, 2) analog definiert.

Miiller nimmt an, dass die normierten Winkel unter der Alternative auch auf [0, 1]
gleichverteilt sind. Unter dieser Annahme berechnet sie die zuvor erwahnten beding-
ten Wahrscheinlichkeiten (Miiller u. a. 2024), die sie in Lemma S.5 zusammenfasst, hier

als Lemma 1 wiedergegeben:

Lemma 1
(@)  P(Sy |sign (Yo, 2, Y2, Yns2) =) = é fir s € 3,
(b)  P(S1NSy | sign (Yo, 2, Yo, 2, Yng2, Yos2) =8) = é fir s € ¥,
() P(Si NSy | sign (Y, 2, Ya, o, Yass, Yra) = 5) = é fiir s € S,
(d)  P(S1 NSy |sign (Yo, 2, Vg2, Yng2, Yo, 0) =) = 1—12 fiir s € s,

: .
(6) P(Sl N SQ | sS1gn (Yn1,27Yn2,27Yn3,2;Yn4,2> = S) = E fur S € 24.

Es féllt auf, dass — unter der Annahme der gleichverteilten Winkel — die bedingte Wahr-
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scheinlichkeit von 57N Sy nur von dem ersten und letzten Vorzeichen abhéangt: 31 und X9
enthalten Vorzeichen-Tupel, deren erster und letzter Eintrag gleich sind, wahrend sich
die ersten und letzten Eintrage von Y3 und >4 im Vorzeichen unterscheiden. Stimmen die
Vorzeichen von Y,,, » und Y,,, » iiberein, ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von S; N Sy
%. Ansonsten liegt die Wahrscheinlichkeit bei % Aufserdem sei angemerkt, dass fiir die
1-Simplex-Tiefe erwartet wird, dass in 33% der Falle eine passende erste Komponente

gefunden wird.

4.4.1 Das lineare und das exponentielle Modell

In der linearen und exponentiellen Regression kommen in der vollen 1-Simplex-Tiefe fiir
die zweite Komponente nur Vorzeichen-Tripel der Form (—, —, +) und (—, +, +) in Frage.

Beide Tripel kommen gleich haufig vor und die gemeinsame relative Anzahl betragt
5 1 (N/Z) (N/Q) 3N
TNy T AN 1)
(3) 2 1 4(N —1)

Nach (a) von Lemma 1 kann fiir diese Tripel in 33% aller Fille eine passende erste

Komponente gefunden werden. Deshalb wird erwartet, dass

1 3N LN v
3 4N—-1) 4 N-1

N

aller Simplizes die 05 enthalten und sich dieser Wert fiir N — oo dem unter Hy erwarteten
relativen Anteil annéghert (Miiller u. a. 2024, S. 37 Ergénzung). Da der Wert fir all N € N
tiber E(d}) liegt, kann der Test der vollen 1-Simplex-Tiefe Hy nicht ablehnen.

In der vollen 2-Simplex-Tiefe kommt fiir die zweite Komponente nur das Vorzeichen-

Quadrupel (—, —,+,+) in Frage. Die relative Anzahl dieses Quadrupels betrégt

@ <N2/ 2) (N2/ 2) - 8(13{(?;&23 3)

Nach (d) von Lemma 1 betragt die Wahrscheinlichkeit, dass eine passende erste Kompo-

L

nente fiir dieses Quadrupel gefunden wird, .

Damit wird unter der Alternative erwartet,
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dass

1 3N(N-2) 1  N(N-2) ol 1
2 8N_DIN-3 32 N—-DN-3 3212

?%2 aller Simplex-Paare 0y enthalten, was weit unter dem erwarteten Wert unter der

Nullhypothese liegt. Fiir die Falle N = 30 und N = 100 ist der Unterschied auch recht
deutlich:

1 NWN-2) ] 003352 (< g% =0.06236) fir N =30,
32 (N -1)(N-3) 0.03189 (< 3% = 0.07748)  fiir N' = 100.

Deshalb hat die 2-Simplex-Tiefe im Gegensatz zur 1-Simplex-Tiefe eine hohe Giite.

4.4.2 Das erste quadratische Modell

Im ersten quadratischen Modell kommen in der 1-Simplex-Tiefe folgende Vorzeichen-
Tripel der zweiten Komponente vor: (+, +, —), (+, —, =), (—, —, +), (=, +,+) und (+, —, +).

Die gemeinsame relative Anzahl der ersten vier Konstellationen ist

" )Y = sy

3

Die relative Anzahl der letzten Konstellation ist
1 (N/3\° 2N?
) 1)  9N—-1)(N-2)

Daraus folgt, dass die relative Anzahl an giinstigen Vorzeichen-Tripeln

AN(N —3) 2. N? 2N

IN-D(N-2) ON-D(N-2) 3N-1

ist. Nach (a) kénnen dann
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% Simplizes erwartet werden, die die 0 enthalten, was unter dem fiir Hy erwarteten Wert
von }l liegt. Im betrachteten Fall fiir N = 30 und N = 100 gibt es

2 N | 022989 (> ¢i% =0.20690) for N = 30,
9 0.22447 (< ¢1% = 0.23755)  for N = 100.

Obwohl der Wert fiir N = 30 iiber dem 5%-Quantil liegt, lehnt die 1-Simplex-Tiefe
dennoch recht haufig ab. Dieses Resultat wird weiter unten diskutiert. Fiir N = 100 ist
die hohe Giite der 1-Simplex-Tiefe in Anbetracht des ausgerechneten erwarteten Wertes

allerdings nicht iiberraschend.

Im ersten quadratischen Modell kénnen in der zweiten Komponente folgende Vorzeichen-
quadrupel auftauchen: (+7 +7 ) _)7 (_7 ) +a +)7 (+a +7 ) +)7 (+7 ) +a +)7 (+a Ty T +)

Die gemeinsame relative Anzahl der ersten beiden Konstellationen betragt:

1 (N2/3)2 _ 4N(N-3)

(3)

Die gemeinsame relative Anzahl der letzten drei Quadrupel ergibt sich wie folgt:
. (N/B) (N/3>2 B 12N2
(JZ) 2 1 27(N —1)(N —2)

Nach (d) von Lemma 1 betrigt die Wahrscheinlichkeit 5 fiir die ersten beiden Konstella-

27(N — 1)(N — 2)°

tionen und nach (b) und (c) § fiir die letzten drei Konstellationen. Damit wird erwartet,

dass ungefihr

1 AN(N = 3) 1 12N? _ N(TN -3)
2 N-)(N-2) 6 2I(N-D(N-2) BSI(N-1(N-2)
7 N(N=2) pNow 7 _ 1 3 1
SR No)WN—y 812 %Tm

811 aller Simplizes 0y liberdecken, was iiber der unter Hy erwarteten Anzahl von % liegt.

Insbesondere gibt es fiir N = 30 und N = 100 die folgenden Anteile an erwarteten
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giinstigen Simplizes:

7 N(N-2) | 0.09442 (> ¢3% = 0.06236) fiir N = 30,
81 (N—1)(N—2) | 0.08869 (> g% = 0.07748) fiir N = 100.

Die Anteile liegen tiber den simulierten 5%-Quantilen, weswegen mit der vollen 2-Simplex-

Tiefe Hy nicht abgelehnt werden kann.

4.4.3 Das zweite quadratische Modell

Fiir das zweite quadratische Modell kommen die gleichen Vorzeichen-Tripel und -Quadrupel
in Frage. Die relativen Anteile verédndern sich allerdings. Fiir K = 1 ist der gemeinsame
relative Anteil der ersten beiden Konstellationen (+, +, —), (4, —, —) ist:

>y 2 ) (V) =

Der gemeinsame relative Anteil der dritten und vierten Konstellation — (—, —, +), (—, +, +)

0

Fiir die fiinfte Konstellation (4, —, +) ist der relative Anteil:

% (Nl/ 4)2<N1/ 2) ~16(V —3]1V>2N —2)’

3

— ist:

Da vermutet wird, dass passende erste Komponenten in 33% aller Falle gefunden werden,

wird ein Anteil von ungefahr

1_[ NN -4) 3N 3N?

37 |16(N—D(N—2)  8(N—1) " 16(N - 1)(N —2)
1 3N 1 N oyl
T3 AN 4 N-1 1
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giinstiger Simplizes erwartet. Da }l auch der unter Hy erwartete Anteil ist, kann mit der
vollen 1-Simplex-Tiefe die Nullhypothese nicht abgelehnt werden. Insbesondere gilt fiir

die hier relevanten Stichprobengrofen:

N 0.25862 (> ¢3% = 0.20690) fiir N = 30,
0.25253 (> ¢1% = 0.23755)  fiir N = 100.

Wie im ersten quadratischen Modell kommen fir K = 2 die folgenden Vorzeichen-
Quadrupel in Frage: (+7 _'_7 ) _)7 <_7 ) +7 +)7 (+7 +7 ) +)7 <+7 ) +7 +)7 (+7 T +)

Der gemeinsame relative Anteil der ersten zwei Konstellationen ist:

2 é <N2/ 4) (Nz/ 2) - 16(]?[]\[—(]17) (_N4>— 3)

Der gemeinsame relative Anteil der dritten und der vierten Konstellation ist:
9 1 (N/4) (N/Q) (N/4) B 3N?(N —4)
(]Z) 2 1 1 16(N —1)(N — 2)(N —3)

Fiir die funfte Konstellation ist der relative Anteil:

(%) (Nl/ 4)2 (Nz/ 2) T 16(V —3]1V>ZN —3)

4

Da vermutet wird, dass fiir die ersten zwei Konstellationen mit Wahrscheinlichkeit %
und fiir die letzten drei mit Wahrscheinlichkeit é passende erste Komponenten vorliegen,

wird erwartet, dass

1 3N(N —4) 1 3NZ(N — 4) 3N?

2 16(N—1)(N=3) 6 |I6(N-D(N=2)(N=3)  16(N—1)(N—3)
 N(BN?-18N+8) 5  NN*-EBN+%) y,o5 1 1 1
TN -_DIN_2)(N-3) 64 N-DN-2(N-3) 64 12 “3 64

6% aller Simplizes 0, iiberdecken, was unter dem fiir Hy erwarteten Anteil liegt. Fiir die

hier relevanten Stichprobengrofen liegen die Werte allerdings noch iiber den Quanti-
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len:

5 N(N?—32N+8) [ 0.08484 (> ¢3% = 0.06236) fiir N = 30,
64 (N —1)(N —2)(N —3) 0.08004 (> ¢,% = 0.07748)  fiir N' = 100.

4.5 Weitere Untersuchungen zur vollen K-Simplex-Tiefe

Daraus folgt, dass die Chance, Hy mit der vollen 2-Simplex-Tiefe zu verwerfen, fiir
N = 100 noch gering sein, aber fiir grofsere N ansteigen miisste. Deshalb wurden auch die
5%-Quantile fiir N = 120, 140, 160, 180, 200 simuliert. Tabelle 1 zeigt, dass ab N = 160

eine Verbesserung der Giite zu erwarten ist.

N | erwart. Anteil unter H; | 5%-Quantil | sim. erwart. Anteil
120 0.07972 0.07845 0.07970
140 0.07948 0.07918 0.07948
160 0.07931 0.07969 0.07934
180 0.07918 0.08013 0.07917
200 0.07907 0.08048 0.07908

Tabelle 1: Simulierte 5%-Quantile und erwarteter Anteil giinstiger Simplizes fiir N > 100. Die unter H;
erwarteten Anteile der fett markierten Stichprobengrofen liegen unter den simulierten 5%-
Quantilen. Die erwarteten Anteile wurden zudem durch Simulationen bestétigt (ganz rechte
Spalte).

Allerdings ist die Giite der vollen 2-Simplex-Tiefe auch fiir N > 160 nicht besser wie
Abbildung 8 (im Anhang) veranschaulicht. Dieses Ergebnis ist insofern iiberraschend,
da die errechneten bedingten Wahrscheinlichkeiten in Lemma 1 durch Simulationen ge-
stiitzt werden. Fiir diese Simulationen wurden jeweils 1 Mio. Matrizen untersucht, die
entweder einen Simplex (K = 1) oder zwei Simplizes (K = 2) enthalten und in der
ersten Komponente normalverteilte Fehler mit Standardabweichung 0.1 enthalten und

in der zweiten Komponente eine gewisse Vorzeichenstruktur widerspiegeln. Beispielhaft

sieht eine Matrix fiir die Konstellation (4, +, —, —) wie folgt aus:
—0.04979 1
0.11316 1
—0.03106 —1 |’
0.08749 —1
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N | 0=2 =3 0=4 =5
100 | 0.00714 | 0.00633 | 0.00678 | 0.00639
160 | 0.0070 | 0.0081 | 0.0064 | 0.0069

4 Auswertung

Tabelle 2: Giite der vollen Simplex-2-Tiefe im zweiten quadratischen Modell fiir § > 1. Einmal fiir
N =100 und einmal fiir N = 160.

Es ist natiirlich zu bedenken, dass es fiir # = 1 noch Abweichungen von der Struktur
der zweiten Komponente gibt; im Durchschnitt sind es noch ungefdhr acht. Fiir § = 5
ist es im Durchschnitt nur noch eine Stelle. Aber die Giite steigt auch fiir grofere 6
nicht an, wie in Tabelle 2 zu sehen ist. Selbst die erwarteten Anteile giinstiger Simplizes
unter Hy, die in Tabelle 1 zu sehen sind, werden von Simulationen bestétigt (ganz linke
Spalte in Tabelle 1). Fiir diese Simulationen ist die erste Komponente wieder normalver-
teilt, R, 1 = E,, 1, und die zweite Komponente enthalt die erwartete Vorzeichenstruktur:
R,o=1firt, e[-1,-1/2)U (1/2,1] und R, » = —1 fiir ¢, € (—1/2,1/2).

Die wahren Anteile giinstiger Simplizes unter der Alternative lassen sich auch simulieren.
Dazu werden die Residuen eines Modells mit § = 1 in einer Matrix zusammengefasst
und jede Kombination der zweiten Residuen-Komponenten, die einer vorgegebenen Kon-
stellation, wie zum Beispiel (+, 4+, —, —), entsprechen, daraufhin gepriift, ob sie mit den
zugehorigen ersten Komponenten giinstige Simplizes bilden. (Dabei wird auch hier vor-
ausgesetzt, dass das Muster in der zweiten Komponente ohne Ausnahme vorliegt.) Alle
giinstigen Simplizes werden gezéhlt und schlieflich der Anteil an allen Simplizes be-
stimmt. Dieses Vorgehen wurde im Fall N = 100 100-mal und im Fall N = 30 1000-mal
wiederholt und aus den 100 bzw. 1000 simulierten Anteilen wurde das arithmetische
Mittel bestimmt. Dass fiir N = 100 nur 100 Wiederholungen durchgefiihrt wurden, ist
der relativ hohen Laufzeit geschuldet, die diese Simulation in Anspruch nimmt. Fir
N =100 im zweiten quadratischen Modell und die Konstellation (4, +, —, —) beispiels-
weise miissen alle Kombinationen der ersten 25 und der mittleren 50 Residuen durch-

laufen werden:

(Y1, Y3, Yag, Yor), (Y1, Ya, Yag, Yog), . . ., (Y1, Yo, Yas, Y75),
(Y1,Ys, Yo7, Yag), . .., (Y1, Yo, Yor, Yi5),

(Y1, Y5, Yog, Yag), ..., (Y, Yo, Y4, Y75)

(Y1,Y3, Yo, Yor), ..., (Y1, Ya5, Y74, Ya5), ., (You, Yos, Y7u, Y75)
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4 Auswertung

Die Ergebnisse fiir § = 1 sind in Tabelle 3 zusammengefasst. Es ist zu erkennen, dass die
simulierten wahren bedingten Wahrscheinlichkeiten teilweise recht stark von den erwar-
teten bedingten Wahrscheinlichkeiten abweichen. Nutzt man diese simulierten bedingten
Wahrscheinlichkeiten, ergibt sich fiir die volle 2-Simplex-Tiefe im zweiten quadratischen
Modell und N = 100 ein erwarteter Anteil giinstiger Simplex-Paare von 0.08225, was
tiber dem 5%-Quantil q%f}g = 0.07748 liegt. Fiir die 1-Simplex-Tiefe ergibt sich ein erwar-
teter Anteil giinstiger Simplizes von 0.23771, was nur sehr knapp tiber dem 5%-Quantil
inFO = 0.23755 liegt. Dies erklart, warum die 1-Simplex-Tiefe im Vergleich zur 2-Simplex-

Tiefe eine etwas hohere Giite aufweist.

2. quadratisches Modell mit N = 100
Konstellation | K =1 | K =2 | Wkeiten
(+,+,—) 0.26068 0.33333
(—+,+) 0.25710 0.33333
(+,—,—) 0.36453 0.33333
(=, —+) 0.36918 0.33333
(+,—,+) 0.26242 0.33333
(+,+,—,—) 0.05264 | 0.08333
(—,—+,+) 0.05242 | 0.08333
(+,+,—,+) 0.15473 | 0.16667
(+,—+,+) 0.16043 | 0.16667
(+,—,—+) 0.21644 | 0.16667

Tabelle 3: Im zweiten quadratischen Modell fiir § = 1 mit 100 Wiederholungen simulierte wahre beding-
te Wahrscheinlichkeiten, dass passende erste Komponenten fiir gegebene zweite Komponenten
gefunden werden. In der ganz rechten Spalte sind die errechneten bedingten Wahrscheinlich-
keiten unter der Annahme gleichverteilter Winkel angegeben.

Im ersten quadratischen Modell ist die Giite der 1-Simplex-Tiefe fiir N = 30 besser als
erwartet. Der errechnete Anteil an giinstigen Simplizes liegt noch iiber dem 5%-Quantil,
woraus eine geringe Giite folgen miisste. Simuliert man allerdings die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten fiir 6 = 1, ergibt sich ein anderes Bild. Tabelle 4 fasst die Ergebnisse
zusammen. Mit den simulierten bedingten Wahrscheinlichkeiten ergibt sich ein Anteil
giinstiger Simplizes von 0.16528, was unter dem 5%-Quantil qf?F = 0.20690 liegt und da-
mit fiir eine relativ hohe Giite spricht. Fiir N = 100 sind die Ergebnisse der Simulationen
in Tabelle 9 (im Anhang) aufgelistet. Mit diesen Werten ergeben sich folgende Anteile
an giinstigen Simplizes bzw. Simplex-Paaren. Der Anteil in der 1-Simplex Tiefe betragt
0.08760 < q}f}? = 0.23755, was weit unter dem 5%-Quantil liegt und damit die hohe Giite
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4 Auswertung

der Tiefe erklart. In der 2-Simplex-Tiefe betrégt der Anteil 0.07993 > q%?FO = 0.07748,

woraus folgt, dass diese Tiefe Hy nicht ablehnen kann.

1. quadrat. Modell, N = 30

Konstellation K=1
(+,+,—) 0.18545
(—,+,+) 0.18486
(+,—,—) 0.36031
(=, —,+) 0.36169
(+,—,+) 0.17948

Tabelle 4: Im ersten quadratischen Modell fiir § = 1, N = 30 und K = 1 mit 1000 Wiederholungen
simulierte wahre bedingte Wahrscheinlichkeiten, dass passende erste Komponenten fiir gege-
bene zweite Komponenten gefunden werden.

Aus der Beobachtung, dass mit den simulierten wahren Anteilen die Giiten besser er-
klart werden konnen, muss geschlossen werden, dass es nicht reicht, nur das Vorzeichen
der zweiten Komponente R, zu betrachten. Alle vorherigen Simulationen, die die von
Miiller u.a. (2024) errechneten Anteile giinstiger Simplizes und der bedingten Wahr-
scheinlichkeiten fiir gewisse Vorzeichen-Konstellationen bestétigen, haben die Vorzei-
chenstruktur in der zweiten Komponente nur iiber +1 und —1 nachgeahmt. Wiederholt
man diese Simulationen mit kleinen negativen Werten (—0.1) und dazu relativ grofen
positiven (1) und umgekehrt mit grofen negativen Werten (—1) und relativ dazu klei-
nen positiven (0.1) ergeben sich vollig andere Ergebnisse, wie in Tabelle 5 zu sehen ist.
Ein Vergleich der linken bedingten Wahrscheinlichkeiten mit den rechten lésst erahnen,
dass das Vertauschen des Vorzeichens zwischen kleinen und grofsen Werten keinen Ein-
fluss auf die Wahrscheinlichkeiten eines Vorzeichen-Tupels hat. Es ist auch erkennbar,
dass die bedingten Wahrscheinlichkeiten stark von denen in Lemma 1 abweichen. Zu-
dem ist zu sehen, dass es einen Unterschied macht, an welcher Stelle des Tupels wie
viele grofe und kleine Werte stehen. Die Vorzeichen-Tripel (1,1, —0.1) und (0.1,0.1, —1)
zum Beispiel tragen unterschiedlich stark zu glinstigen Simplizes bei: einmal 0.04449 und
einmal 0.49776. Dies gilt auch fiir die Vorzeichen-Quadrupel: (1, —0.1,—0.1, 1) fithrt zu
einem Anteil von 0.45405 giinstigen Simplizes, aber Simplizes mit (0.1,—1,—1,0.1) in
der zweiten Komponente enthalten die 0 nur in 0.00314 aller Falle. Im zweiten quadrati-
schen Modell zum Beispiel sind die mittleren negativen Werte wesentlich kleiner als die
aufleren positiven Werte. In die Berechnung der vollen 2-Simplex-Tiefe flieflen deshalb

ndherungsweise viele Simplizes mit der Struktur (1, —0.1,—0.1,1) in der zweiten Kom-
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4 Auswertung

negativ klein, positiv grofs negativ grof, positiv klein
Vorzeichen bedingte W'keit Vorzeichen bedingte W’keit
(1,1,-0.1) 0.04449 (—=1,-1,0.1) 0.04475
(=0.1,1,1) 0.04513 (0.1,—-1,-1) 0.04459
(1,-0.1,-0.1) 0.49654 (—1,0.1,0.1) 0.49683
(—=0.1,-0.1,1) 0.49682 (0.1,0.1,-1) 0.49776
(1,-0.1,1) 0.04452 (—=1,0.1,-1) 0.04466
(—0.1,1,-0.1) 0.49724 (0.1,-1,0.1) 0.49749
(1,1,-0.1,-0.1) 0.02107 (—=1,-1,0.1,0.1) 0.02097
(—=0.1,-0.1,1,1) 0.02115 (0.1,0.1,—1,-1) 0.02071
(1,-0.1,-0.1,1) 0.45405 (-1,0.1,0.1,-1) 0.45475
(—=0.1,1,1,-0.1) 0.00314 (0.1,—1,—-1,0.1) 0.00314
(1,-0.1,1,1) 0.02234 (—1,0.1,—1,-1) 0.02243
(—0.1,1,-0.1,-0.1) 0.24863 (0.1,-1,0.1,0.1) 0.24823
(1,1,-0.1,1) 0.02245 (—1,-1,0.1,-1) 0.02231
(—0.1,-0.1,1,-0.1) 0.24861 (0.1,0.1,-1,0.1) 0.24883

Tabelle 5: Mit 1 Mio. Wiederholungen simulierte bedingte Wahrscheinlichkeiten fiir gewisse Vorzeichen-
Konstellationen unterschieden in (links) kleine negative und grofe positive Werte und (rechts)
grofle negative und kleine positive. Es fallt auf, dass das Vertauschen des Vorzeichens in
den Vorzeichen-Tupeln zwischen groften und kleinen Werten keinen Effekt auf die bedingte
Wahrscheinlichkeit hat.

ponente ein, wie in Abbildung 5 (links) zu sehen ist. Dies fithrt zu hohen Tiefe-Werten
und deshalb zu einem Versagen des Testes. Ein Modell, das viele Simplizes fiihrt, die die
Struktur (0.1, —1,—1,0.1) in der zweiten Komponente haben, miisste allerdings einen

geringen Wert fiir die volle 2-Simplex-Tiefe hervorbringen.

Um diese Erkenntnis zu bestétigen, wurde ein weiteres Modell aufgestellt, das sich die

Dichte der Standard-Normalverteilung f(z) := \/%7 exp(—32?) zu Nutze macht:

Y7_<Y,;1>_< 0 >+<EZ,1>
A\ YL ) 8 (fB) — f(6ta)) Ely )

wobei weiterhin ET |, ET , ~ N(0,0.01) gilt und ¢, wie zuvor das Intervall [—1,1] &qui-
distant aufteilt. Dieses Modell ist auf den ersten Blick schwer nachzuvollziehen, aber es
garantiert, dass die gleiche Vorzeichen-Struktur wie im zweiten quadratischen Modell
vorliegt, aber die mittleren, negativen Werte grof sind, wéhrend die positiven Werte am

Rand sehr klein sind, was Abbildung 5 verdeutlicht.
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5 Zusammentfassung und Diskussion

Modell 5 Modell 7
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Abbildung 5: Die Funktion des zweiten quadratischen Modells und die des siebten Modells fiir 8 = 1.
In beiden Modellen sind die ersten und die letzten 25 Werte positiv und die mittleren 50
negativ. Der Unterschied ist, dass im zweiten quadratischen Modell die mittleren Werte
relativ zu den dufieren klein sind, wihrend in Modell 7 die dufleren Werte relativ zu den
mittleren klein sind.

In Abbildung 6 ist die Giite der Tiefe-Tests fiir das siebte Modell dargestellt. Es fallt
sofort auf, dass im Gegensatz zum zweiten quadratischen Modell (3) sowohl die volle 2-
als auch die volle 1-Simplex-Tiefe von hoher Giite sind. Dies bestétigt die Vermutung,
dass nicht nur die Vorzeichen in der zweiten Komponente dariiber entscheiden, wie viele
giinstige Simplizes bzw. Simplex-Paare vorhanden sind. Die mit den Ergebnissen aus
Lemma 1 errechneten Werte sind somit nicht ohne Weiteres auf die Modelle iibertrag-
bar. Es wurde mit Lemma 1 schlieklich erwartet, dass die volle 1-Simplex-Tiefe mit der
Vorzeichenstruktur des zweiten quadratischen Modells bzw. des siebten Modells nicht

ablehnen kann, was aber nicht zutrifft.

5 Zusammenfassung und Diskussion

Es wurden zwei Erweiterungen der K-Vorzeichen-Tiefe in vereinfachter als auch in voller
Form vorgestellt. Die K-Simplex-Tiefe ist im Zweidimensionalen wie die K-Vorzeichen-
Tiefe im Eindimensionalen unter bestimmten Annahmen verteilungsfrei, weswegen die
kritischen Werte fiir das Testen auf Anpassung simuliert werden konnten. Es wurden ins-
gesamt acht Tiefen miteinander verglichen: die vereinfachten und vollen Versionen der
K-Simplex-Tiefe und der Komponenten-K-Tiefe fiir K = 1,2. Es wurden sechs Modelle
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5 Zusammentfassung und Diskussion

Glte
Glte

Abbildung 6: Giite der verschiedenen bivariaten Tiefe-Tests fiir Modell 7. Die Giite der vollen Tiefen
ist jetzt im Gegensatz zum zweiten quadratischen Modell sehr hoch.

betrachtet — ein Modell mit einer Sinusfunktion, zwei lineare Modelle, zwei quadratische
und ein exponentielles Modell — und die Giiten der verschiedenen Tests beschrieben. Die
Giite der vereinfachten 1-Tiefen war in allen Modellen recht stark und schnitt durchweg
besser ab als die vereinfachte 2-Tiefe. Die vereinfachten Komponenten- K-Tiefen waren
zudem immer von héherer Giite als die vereinfachten K-Simplex-Tiefen. Im Sinusmodell
und auch im zweiten quadratischen Modell waren die vereinfachten Tiefen sogar die bes-
te Wahl. Die vollen 2-Tiefen hatten im linearen und exponentiellen Modell die héchste
Giite. In den quadratischen Modellen konnte die volle Komponenten- K-Tiefe noch rela-
tiv gut ablehnen. Im ersten quadratischen Modell erreichten die vollen 1-Tiefen die beste
Giite. Insgesamt gesehen gibt es keine Tiefe, die iiber alle Modelle hinweg zu bevorzugen
ist. Das Verhalten der Komponenten-K-Tiefen liefs sich gut erklaren. Das Verhalten der
vollen K-Simplex-Tiefen hingegen war teilweise unerwartet und konnte nicht vollstén-
dig begriindet werden. Durch Simulationen konnte gezeigt werden, dass die errechneten
bedingten Wahrscheinlichkeiten der giinstigen Simplizes bzw. Simplex-Paare nicht der
Wirklichkeit entspricht. Daraus wurde geschlossen, dass es nicht reicht, sich nur auf das
Vorzeichen der zweiten Komponente R, 5 zu konzentrieren. Durch Simulationen wurde
gezeigt, dass es fiir die K-Simplex-Tiefen einen Unterschied macht, wie grofs die Werte in
der zweiten Komponente sind und an welcher Stelle grofte positive bzw. grofse negative
Werte stehen.

In Lemma 1 werden Vorzeichen-Tripel bzw. -Quadrupel betrachtet und es wird ausge-

38



5 Zusammentfassung und Diskussion

nutzt, dass die normierten Winkel als gleichverteilt angesehen werden kénnen. In kom-
plexen Modellen mit mehr als vier Beobachtungen konnen die normierten Winkel nicht
mehr gleichverteilt sein, obwohl diese Annahme auf die Nullhypothese zutrifft. Dies las-
sen Abbildungen 9 und 10 (im Anhang) erkennen, wo die Entwicklung der Winkel im
zweiten quadratischen und im siebten Modell abgetragen ist. Ob und wie sich die Winkel
genau auf die Tiefen auswirken, ist allerdings unklar. Hier konnten weitere Untersuchun-
gen angestellt werden. Es wire auch gut, noch weitere Modelle zu betrachten, die andere

Vorzeichenstrukturen in der zweiten Komponente zulassen.
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Abbildung 7:

@ 0.6

und nach Rotation, fiir § = 0.2,0.3,...,1.

@ 0.6

Giite der vereinfachten bivariaten Tiefe-Tests fiir die Modelle der linearen Regression vor

5%-Quantile der K-Simplex-Tiefe
N =30 N =100
Tiefe unnorm. dg | norm. Ty | unnorm. dg | norm. Tk
vereinf. K =1 0.10714 —1.57908 0.17347 —1.58261
vereinf. K = 2 0 —1.26398 0.03093 —1.50661
voll K =1 0.20690 —1.29310 0.23755 —1.24490
voll K =2 0.06236 —0.62917 0.07748 —0.58547

Tabelle 6: 5%-Quantile der K-Simplex-Tiefe entnommen aus 1 Mio.
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5%-Quantile der Komponenten- K -Tiefe
N =30 N =100
Tiefe unnorm. dg | norm. Tk | unnorm. di | norm. Tk
vereinf. K =1 0.31034 —2.04265 0.40404 —1.90957
vereinf. K = 2 0.07143 —1.69031 0.14286 —1.89737
voll K =1 0.43448 —1.96552 0.48061 —1.93939
voll K =2 0.19310 —1.70690 0.23347 —1.65306

Tabelle 7: 5%-Quantile der Komponenten-K-Tiefe entnommen aus 1 Mio. Simulationen

Tiefe | N cj}'(’N ’y}éN
dy |30 | 0.107 0.488
TS 100 | —1.583 | 0.385
ds | 30 0 0.321
Ty | 100 | —1.507 | 0.511
ds® | 30 | 0.31034 | 0.71483
TS | 100 | —1.90957 | 0.26789
ds® | 30 | 0.07143 | 0.32872
TS5 1100 | —1.89737 | 0.77993

Tabelle 8: Die simulierten Werte fiir ck N und ’yi(’ n der randomisierten Tests, die auf den vereinfachten
Tiefen beruhen. Die Werte fiir NV = 100 entstammen den normierten Tiefen.

1. quadratisches Modell mit N = 100
Konstellation | K =1 | K =2 | Wkeiten
(+,+,—) 0.17831 0.33333
(—,+,+) 0.17673 0.33333
(+,—,—) 0.36166 0.33333
(—,—+) 0.35742 0.33333
(+,—,+) 0.17743 0.33333
(+,+,—,—) 0.04972 | 0.08333
(=, —++) 0.04862 | 0.08333
(+,+,—,+) 0.11860 | 0.16667
(+,—,+,+) 0.11469 | 0.16667
(+,—,—+) 0.24248 | 0.16667

Tabelle 9: Im ersten quadratischen Modell fiir # = 1 mit 100 Wiederholungen simulierte wahre bedingte
Wahrscheinlichkeiten, dass passende erste Komponenten fiir gegebene zweite Komponenten
gefunden werden, versus die errechneten bedingten Wahrscheinlichkeiten unter der Annahme
gleichverteilter Winkel (ganz rechte Spalte).
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Abbildung 8: Giite der vollen 2-Simplex-Tiefe im zweiten quadratischen Modell fiir N > 100.
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Abbildung 9: Entwicklung der Winkel der Residuen im zweiten quadratischen Modell.
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Abbildung 10: Entwicklung der Winkel der Residuen im Modell mit der Dichtefunktion der Standard-

normalverteilung.
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