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1 EINLEITUNG 4

1 Einleitung

Die Menschheit baut seit mehreren tausend Jahren Briicken aus verschiedensten
Materialien und versucht seither den Briickenbau immer weiter zu verbessern. Seit
der Industrialisierung wurde versucht mit neuen Materialien wie Beton und Stahl
den Briicken mehr Stabilitdt zu verleihen (Dacqué 2012). Leider kommt es durch
unterschiedlichste Ursachen immer wieder zu schlimmen Katastrophen bei Briicken-
einstiirzen, wie bei dem Einsturz der Autobahnbriicke ,,Polcevera-Viadukt” in Ge-
nua, [talien im Jahr 2018 (Kolner Rundschau 2018). Durch solche Katastrophen
bleibt die Frage nach der Verbesserung des Briickenbaus und einer méglichen Me-
thode der Vorhersage nach dem Zeitpunkt von Materialversagen immer aktuell. In
der Statistik wird versucht ein Materialversagen anhand von Ermiidungsrissen und
ihrem Wachstum zu modellieren, um somit Riickschliisse auf den Zeitpunkt des Ma-
terialversagens ziehen zu koénnen. Dabei wird besonders das Material Stahlbeton
betrachtet.

In dieser Arbeit wird eine stochastische Differentialgleichung aus deterministi-
schen Gleichungen zur Modellierung solcher Ermiidungsrisse aufgestellt. Auf Grund-
lage dieser werden Tests anhand ihrer Giite in verschiedenen Ausgangssituationen
verglichen. Der Vergleich der Tests ist dabei wichtig, da es noch keinen richtigen
Test gibt, welcher diese Modellierung von Rissen exakt bestimmt. In dieser Arbeit
werden deswegen zwei mogliche Methoden fiir die Konstruktion eines solchen Tes-
tes betrachtet. Mithilfe der Tests konnen Konfidenzintervalle, zu den Vermutungen
beziiglich der Parameter der stochastischen Differentialgleichung, welche das Riss-
wachsum beschreibt, aufgestellt werden und dadurch Prognosen gegeben werden.
Die hergeleitete stochastische Differentialgleichung wird mittels einer Approximation
implementiert und anschliefend mit verschiedenen Zufallszahlen simuliert. Zunéchst
werden die Tests nur anhand dieser sich ergebenden Werte fiir die stochastische Dif-
ferentialgleichung verglichen. Im Weiteren werden in die Werte der stochastischen
Differentialgleichung zusétzlich additive Ausreifler integriert. Mittels dieser Ausrei-
Ber wird die Robustheit der Tests gegeniiber diesen getestet und verglichen. Somit
konnen sowohl die Vorteile als auch die Nachteile des jeweiligen Testes fiir die vor-
liegenden Ausgangssituationen ermittelt werden.

Fir die Beantwortung dieser Fragestellung werden in Kapitel [2] zunachst eine
Hinfiihrung und praktische Einordnung des Themenfeldes erfolgen. Daraufhin folgt
im selben Kapitel die Erlauterung der Problemstellung, sowie die ausfiihrliche De-
finition der Ziele des Berichtes. In dem darauf folgenden Kapitel 3| ,,Statistische

Methoden* werden die verwendeten Methoden ausfiihrlich definiert und hergeleitet.
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Zunéchst wird die Gleichung fiir das Wachstum von Ermiidungsrissen eingefiihrt,
sowie die benétigten Methoden zur Modellierung der Rissentstehung. Anschlieend
wird die verwendete stochastische Differentialgleichung aufgestellt und die angewen-
deten Tests erklart. Im vierten Kapitel ,Statistische Auswertung® werden zunéchst
die Implementierungen in dem Software-Programm R (R Core Team 2021)) erklért.
Anschlielend erfolgt eine deskriptive Analyse der Ergebnisse, sowie der direkte Ver-
gleich der Tests in verschiedenen Ausgangssituationen. Zusammengefasst und ein-

geordnet werden die Ergebnisse anschliefend im Kapitel ,Zusammenfassung®.

2 Problemstellung

In diesem Kapitel erfolgt zunéchst eine praktische Einordnung des Themas, sowie
die Hinfithrung zum Thema. Darauf folgt die Erlauterung der Problemstellung, wel-
che in dieser Arbeit betrachtet wird, und eine genaue Definition der Ziele dieser

Abschlussarbeit.

2.1 Hinfiihrung zum Thema

Die Zuverlassigkeit von technischen Produkten hangt stark von der Ermiidung des
Materials ab. Materialermiidung ist vor allem gegeben durch Risse, welche im Mate-
rial entstehen und schliellich das Material sprode werden lassen. Diese Risse werden
auch Ermtidungsrisse genannt. Neben dem Risswachstum gibt es noch Korosion, die
ebenfalls zu einer Materialermiidung fithren kann. In dieser Arbeit wird sich jedoch
nur mit der Materialermiidung verursacht durch Risswachstum beschéaftigt. Bei die-
ser Art der Materialermiidung entstehen Mikrorisse im Material, welche mithilfe
eines Mikroskopes sichtbar gemacht werden konnen. Diese Mikrorisse werden nach
bestimmten Lastzyklen betrachtet und ausgewertet, wodurch das jeweilige Riss-
wachstum dokumentiert und analysiert werden kann. Neben Mikrorissen kénnen
aber auch deutlich groflere Risse betrachtet werden, die sogenannten Makrorisse.
Aus einem Mikroriss wird schlieilich im Laufe der Zeit ein Makroriss, welcher mit
dem bloflen Auge erkennbar ist. Durch das Wachstum von Ermiuidungsrissen kommt
es schlussendlich zum Scheitern beziehungsweise zum Bruch des Materials (Sobczyk
und Spencer, Jr. (1992, S. 9 ff.). Dieses Materialversagen kann katastrophale Aus-
wirkungen haben und zum Beispiel den Einsturz einer Briicke verursachen. Damit
solche Katastrophen verhindert werden kénnen, beschéftigt sich die Wissenschaft

mit sogenannten Risswachstumsgleichungen. Diese Risswachstumsgleichungen ver-
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suchen das Wachstum von Rissen beziehungsweise Ermiidungsrissen approximativ
zu beschreiben. In diesem Bericht wird eine stochastische Differentialgleichung be-
trachtet, welche das Wachstum von Ermiidungsrissen beschreiben soll.

Auf Grund der Tatsache, dass dieses Themenfeld sehr grof} ist, kann in dieser
Arbeit nur ein kleiner Teil dessen betrachtet werden. Dazu wird im folgenden Un-

terkapitel die betrachtete Problemstellung erlautert.

2.2 Problemstellung

Bei der Betrachtung von entstehenden Ermiidungsrissen ist es wichtig Annahmen
dariiber zu treffen, wie sich diese Risse ausbreiten und zu versuchen, diese in mathe-
matischen Gleichungen zu modellieren. Zusétzlich zu dem Problem der mathemati-
schen Approximation des Risswachstums, existiert noch kein richtiges Testverfahren
fir die modellierten Risswachstumsgleichungen. Deswegen besteht das Ziel dieser
Abschlussarbeit darin, die ausgewéhlten Testverfahren zu untersuchen, um festzu-
stellen wie geeignet diese sind. Anhand von Tests mit Punkthypothesen lieflen sich
im Weiteren Konfidenzintervalle konstruieren, welche fiir eine Prognose des Materi-
alversagens verwendet werden kénnten.

In dieser Arbeit wird fiir die Simulation der Risse eine Modellierung mittels
stochastischer Differentialgleichungen auf Grundlage einer der berithmtesten Riss-
wachstumsgleichungen, der Paris-Erdogan Gleichung, gewéhlt. Anschlieend werden
mittels dreier Tests verschiedene Annahmen iiber die Parameter der modellierten
Differentialgleichungen getestet. Dabei wird tiberprift, wie gut der jeweilige Test
anhand der simulierten Daten die wahren Parameter im Vergleich zu den zu tes-
tenden Parametern erkennt. Auf diese Weise lésst sich fiir die Daten eines echten
Ermiidungsrisses herausfinden, welche Modellierung mit den entsprechenden Para-
metern den betrachteten Ermiidungsriss am besten beschreibt.

Somit ist es moglich, Aussagen zu dem weiteren Wachstum des interessierenden
Risses zu treffen. Weitergehend konnten Schatzungen aufgestellt werden wann, nach

diesem vermuteten Wachstum, das Material versagt.

2.3 Ziel des Berichtes

Das Ziel dieser aufgestellten stochastischen Differentialgleichung ist es eine Vorher-
sage zu treffen in Bezug auf das Risswachstum der Ermiidungsrisse. Beispielsweise
wann eine bestimmte Rissldnge zu einem bestimmten Zeitpunkt erreicht ist. Um so-

mit abschétzen zu kénnen, wie lange ein Material oder Produkt funktionsfahig ist.
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In dieser Arbeit werden die verschiedenen Parameter dieser stochastischen Differen-
tialgleichung analysiert. Anschliefend sollen drei Tests auf die stochastische Diffe-
rentialgleichung angewendet und anhand ihrer jeweiligen Giite verglichen werden.
Die betrachteten Tests priifen, ob der zu testende Parametervektor, mit moglichen
Parametern der stochastischen Differentialgleichung, zu den gegebenen Residuen
passen konnte. Praktisch angewendet werden zu gegebenen Risswachstumsdaten ent-
sprechende Parameter fiir die stochastische Differentialgleichung gesucht, damit das
Risswachstum mit diesen Parametern approximiert werden kann. Wenn bekannt ist,
wie ein Risswachstum anndhernd mittels mathematischen Formeln beschrieben wer-
den kann, ist es moglich dieses Wachstum zu simulieren. Ziel dieser Abschlussarbeit
ist es, anhand der Giite der Tests ihre Genauigkeit beim Testen der verschiedenen
Parameter zu ergriinden. Auflerdem werden in verschiedenen Ausgangssituationen

sowohl die Stérken als auch Schwéchen der Tests erprobt und hervorgehoben.

3 Statistische Methoden

In diesem Kapitel werden die verwendeten statistischen Methoden, die dieser Ar-
beit zugrunde liegen, eingefiithrt. Dafiir wird zundchst die berithmteste Gleichung,
die Paris-Erdogan Gleichung, fiir das Wachstum von Ermiidungsrissen sowie ihre
Losungen eingefithrt. Anschliefend wird die Risswachstumsvorhersage auf Grundla-
ge der zuvor aufgestellten Losungen tiber nicht-lineare Modelle definiert. Daraufhin
werden im Allgemeinen stochastische Differentialgleichungen sowie Diffusionspro-
zesse erklart. Im Anschluss folgt die Definition der Brownschen Bewegung, ebenso
wie die der Euler-Maruyama-Approximation. Mittels dieser wird die zu testende
stochastische Differentalgleichung konkret aufgestellt, sowie die Berechnung der Re-
siduen eingefithrt. AbschlieBend werden die zu vergleichenden Tests hergeleitet und
erldutert. Dabei wird der Residuen-Momenten-Test, sowie der Tiefe-Test 1 und 2
betrachtet.

3.1 Gleichung fiir das Wachstum von Ermiidungsrissen

Diese Arbeit beschéftigt sich mit Ermidungsrissen, weswegen zunéachst erklart wird,
was genau ein Ermiidungsriss ist. Im Grunde entstehen Ermiidungsrisse durch eine
sich zyklische d&ndernde Belastung. Das Material ist also sich stdndig &nderndem
Druck ausgesetzt, wodurch zunéchst Mikrorisse und anschliefend Makrorisse ent-

stehen. Fiir die Vorhersage des Risswachstums wird eine stochastische Differential-




3 STATISTISCHE METHODEN 8

gleichung verwendet, welche im Folgenden ausfiihrlich erklart wird.
Die beriihmteste Gleichung fiir das Wachstum von Ermiidungsrissen ist die Paris-

Erdogan Gleichung, welche gegeben ist durch:

da m

ot = CAK)™,

wobei a die Risslange und N die Anzahl der Lastwechsel ist. Dies bedeutet, dass die
Zeit mittels der Anzahl, wie oft ein Lastwechsel erfolgt ist, definiert wird, welches die
Ermidung darstellt. Weiterhin sind C' und m Materialkonstanten und K der Faktor
der Belastungsintensitit. Damit folgt, dass AK = K.« — Kunin die Spannweite des
Stressintensitatsfaktors bildet. Dieser Faktor hdngt unter anderem von der Risslange

a ab und ist wie folgt definiert:

K =oY+/7a,

wobei Y ein Geometrieparameter und o die Belastung darstellt. Die Belastung,
dem das Material ausgesetzt ist, schwankt zwischen der maximalen Belastung .«
und der minimalen Belastung o,,;,, wodurch sich Ao = 0.x — Omin als Bereich
der zyklischen Spannungsamplitude ergibt. Durch Verwendung dieser Schreibweise

ergibt sich folgende Gleichung;:
AK = AcY+/ma.

Mithilfe der vorherigen Ausfithrung lasst sich die Wachstumsgleichung wie folgt
schreiben:

j](if = C(AcY /7)™a™?.
Aufgrund der Tatsache, dass die Anzahl der Lastwechsel N ein Maf fur die Zeit ist,
wird im Folgenden ¢ statt N verwendet. Auflerdem wird die Linge im Folgenden
durch die Variable [ anstatt a dargestellt. Dariiber hinaus wird zur Vereinfachung
der Differentialgleichung 6, = C(AcY /7)™ und 6 = % gesetzt, sodass sich daraus

eine gewoOhnliche Differentialgleichung mit zwei unbekannten Parametern ergibt:

dl
— = 0,1".
dt

Diese beiden unbekannten Parameter #; und 6, kénnen anhand von Daten geschétzt
werden. Kurz noch zur Interpretation dieser deterministischen Differentialgleichung:

Diese Ableitung % nach der Zeit ¢ stellt im Grunde genommen den Zuwachs des
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Risses dar, welcher von der Risslédnge [ selber abhéngt. Anders ausgedriickt kann
man sagen, dass je grofier der Riss ist, umso grofler ist auch der Zuwachs (Paris und

Erdogan [1963], Sobczyk und Spencer, Jr.|1992) S. 23 f).

3.1.1 Losungen der Differentialgleichung

Im Folgenden werden die Losungen dieser zuvor in Kapitel definierten Diffe-
rentialgleichung betrachtet. Dies bedeutet, es wird betrachtet, welche Funktionen [
in Abhangigkeit von ¢ als Losungen der aufgestellten Differentialgleichung in Frage
kommen.

Aus der Gleichung % = 6,1% lassen sich die folgenden Losungen in Abhéngigkeit
von 6y bestimmen (Gérard 2021}, S. 7 ff.):

(1) 0y =1 == l(t) = 00 : exp(@l : t) mit (9() > 0,

1

(11) 02 <1 == l(t) =qQq - (t — Oé())a2 mit o < t, g = ((91 : (1 — 02))1792,
Qg = ﬁ > 0,
(111) 02 >1 == l(t) =qQq - ((1/0 — t)io@ mit o > t, g = (91 . (92 — ]_))927—1

_ 1
Oy = 05—1 > 0.

—1
Y

Bei diesen Losungen kommt ein zusétzlicher Parameter g beziehungsweise 6 in
(i) hinzu, welcher als Startbedingung fungiert. Betrachtet man die Losung (ii) mit
[(t) = aq - (t — ap)®? so erhélt man ein Polynom in ¢, welches um « verschoben ist.
Dieses Polynom wéchst unter der Bedingung oy < t polynomial um den Koeffizienten
ag. In dem Fall (iii), wenn 6, > 1 ist, gilt ag > ¢. Dies bedeutet, dass der Wert ¢
iiber die Zeit sich dem Wert ay nahert, wodurch iiber die Zeit eine Explosion mit
Explosionspunkt o entsteht. Dieses explosive Wachstum wird zur Verdeutlichung
in Abbildung [1| beispielhaft dargestellt.

Lange I(t)

Zeit t Oo

Abbildung 1: Beispielhaftes explosives Risswachstum.
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Alternativ kann auch die inverse Funktion #(I) betrachtet werden, wobei die
Anzahl der Lastwechsel ¢ in Abhéangigkeit der Risslange [ aufgefasst wird. Hierbei gilt
ebenfalls die Gesetzméfigkeit von Paris-Erdogan, jedoch besteht ein umgekehrtes
Verhéltnis.

Dieses Aufstellen der Funktion ¢(I) ist nicht intuitiv, aber sinnvoll, da so eine
kritische Grenze der Risslange festgelegt werden kann und somit eventuell prognos-
tiziert werden kann, zu welchem Zeitpunkt diese bestimmte Risslange erreicht wird.
Mit dieser Funktion konnte also praktisch die ungefdhre Lebensdauer eines Materi-
als bis zum Materialversagen prognostiziert werden. Fiir diese Betrachtung von der
Lange des Risses in Abhéngigkeit von der Zeit existiert der bekannte Datensatz von
Virkler, Hillberry und Goel [1979. Bei der Erhebung dieser Daten wurde Material
zyklischen Belastungen ausgesetzt, wobei gemessen wurde, wie viele Lastwechsel bis
zu einer vorher festgelegten Risslinge bendtigt wurden.

Die Losungen der inversen Funktion ¢(I) der Funktion [(¢) lauten wie folgt
(Gérard 2021}, S. 11 f.):

(i) o=1 =t=t()=7Fo+p-In(l) mitfy=—5 In(), /i =4

1
o

(11) 02<1 :>t:t(l):50+ﬁll52 mltﬁo_a0<t 61

| v

(&
By = —>0

(i) 02> 1 =t=t()=PF+p 1" mitfy=ao>t pi=—(L)" <0,

aq

52:—6%2<0.

Bei den vorherigen Losungen ist im Fall (ii) ein polynomiales Wachstum erkennbar,
welches hier ebenfalls in der zweiten Losung (i) mit 2 < 1 erkennbar ist. Im Fall
(iii) der Losung mit 6 > 1 ist im Gegensatz zum explosiven Wachstum der Losung
von [(t) mit By < 0 ein beschranktes Wachstum mit der Schranke [, zu erkennen;
vergleiche dazu die Abbildung 2]
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Bo

Zeit (1)

Lange |

Abbildung 2: Beispielhaftes beschranktes Risswachstum.

3.1.2 Nicht-lineare stochastische Modelle zur Beschreibung des Riss-

wachstums

Aus den zuvor aufgefithrten Losungen lassen sich die stochastischen Modelle zur
Risswachstumsvorhersage aufstellen. Da das Wachstum von Rissen nicht determi-
nistisch ist, wird den zuvor aufgestellten Losungsfunktionen [(x) ein zufilliger Fehler
hinzugefiigt. Damit ergeben sich die folgenden nicht-linearen Modelle zur Risswachs-
tumsvorhersage (Falkenau 2016, S. 18):

erl) =0y - exp(0y - x,) + E,,
Y =0, (z, — 60)" + En,

St

D=0, - (6o — In)792 + By,
4) :90+61'$ZQ+ETL.

—~

Y

n

In diesen Modellen zeigt der Term F,, den zufélligen Fehler an. Das erste angegebene
Modell Y, beschreibt ein exponentielles Wachstum, zu dem der Fehlerterm FE,
addiert wird. Ein polynomiales Wachstum mit einem zufalligen Fehler ist im zweiten
Modell Y,(?) definiert. Das dritte Modell Y,®) stellt ein explosives Wachstum dar. In
diesen Modellen und im zukiinftigen Verlauf wird die Zeit ¢ mit = bezeichnet. Aus
den zuvor betrachteten inversen Losungen der Differentialgleichung lasst sich das
vierte Modell Y, aufstellen. In diesem Modell wird [ als  dargestellt, sodass alle
Modelle einheitlich formuliert sind. Betrachtet man das vierte Modell genauer, so
fallt auf, dass ein begrenztes Risswachstum vorliegt, wenn gilt 6; < 0, 6y < 0 und
ein unbegrenztes Wachstum, wenn ¢; > 0 und 6, > 0 gilt. Diese Modelle bilden das
Risswachstum nicht wirklich gut ab, da eine deterministische Funktion nur mit einem

Fehler addiert wird. Ein additiver Fehler ist allerdings nur sinnvoll, wenn es sich
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um Messfehler handelt. Bei stochastischen Prozessen andert sich die Dynamik und
beeinflusst damit die ndchste Dynamik. Deswegen werden im Weiteren stochastische

Prozesse zur Modellierung des Risswachstums betrachtet.

3.2 Bessere Modellierung des stochastischen Risswachstums
3.2.1 Stochastische Prozesse

Fiir die folgenden Definitionen, wie zum Beispiel der Brownschen Bewegung, muss
zunachst ein stochastischer Prozess definiert werden. Anwendungen finden die sto-
chastischen Prozesse in mathematischen Modellen zur Beschreibung von Phanomenen
und Systemen, die scheinbar zuféllig variieren. Gegeben ist ein Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F, P), wobei Q ein Ergebnisraum, F die o-Algebra iiber Q und P
das Wahrscheinlichkeitsmaf} sind. Weiterhin gegeben ist ein Messraum (S, S) mit
dem Zustandsraum S. Zudem sei I C [0,00) eine Indexmenge. Damit ergibt sich,
dass ein stochastischer Prozess eine Familie X = (X});c; messbarer Abbildungen
X :Q — S, telist (Meintrup und Schaffler 2005 S. 268).

3.2.2 Brownsche Bewegung

Damit ein stochastischer Prozess als Brownsche Bewegung B = {B(z), x > 0}
bezeichnet werden kann, muss dieser folgende Eigenschaften erfiillen (Meintrup und

Schaffler [2005] S. 342 und Iacus [2008] S. 18):
« B(0) = 0 fast sicher,

« B hat unabhéngige Zuwéchse, diese Zuwéchse B(z) — B(y), fir 0 <y < z

sind normalverteilt mit dem Erwartungswert 0 und der Varianz x — vy,

e B={B(x), x > 0} ist ein stetiger Prozess, das bedeutet, fast alle Pfade von
B sind stetig.

Eine weitere Eigenschaft der Brownschen Bewegung ist, dass sie ein Gauf’scher

Prozess ist. Dies bedeutet, dass folgendes gilt:
(B(x1), ..., B(z,)) ~ N,(0,,%),

wobei 0,, ein n-dimensionaler Nullvektor und die Matrix > gegeben durch > =
(min(z;, x;))ij=1..n ist. Bekannt ist, dass gilt B(x) ~ N (0, z) und
B(xg — x1) ~ N (0, 22 — x1). Aus der Eigenschaft des Gauf’schen Prozesses folgt,
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dass ebenfalls B(zy —21) ~ B(x2) — B(x1) gilt (Meintrup und Schéaffler 2005, S. 344
f.).

Eine Realisation b = {b(z); = > 0} einer Brownschen Bewegung
B = {B(z), © > 0} ist eine stetige Funktion b : [0, co) — R und wird als Pfad
bezeichnet. Ein solch moglicher Pfad der Brownschen Bewegung ist in Abbildung
dargestellt.

Wert B
-05 00 05 1.0 15 20

T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0

Zeit x

Abbildung 3: Ein moglicher Pfad der Brownschen Bewegung.

3.2.3 Stochastische Differentialgleichung

Eine stochastische Differentialgleichung ist eine Differentialgleichung, in der einer
oder mehrere der Terme ein stochastischer Prozess sind, welches zu einer Losung
fithrt, die ebenfalls ein stochastischer Prozess ist. Der nun folgende Abschnitt wurde
dem Iacus 2008}, S. 29 f. entnommen.

Ist die GroBe Y'(x) mit > 0 gegeben, lasst sich der Zuwachs von Y auf einem
kleinen Zeitintervall [z, = + Axz) wie folgt darstellen: AY = Y (z + Az) — Y(x).

Damit kann das Verhéaltnis von AY zu Y wie folgt definiert werden:

AY
B = deterministischer Term + stochastischer Term.

In dem deterministischen Term wird die Verdnderung proportional zur Zeit mit einer

gewissen Konstante verrechnet, so dass gilt:
deterministischer Term = pAt,

wobei 4 als eine Funktion zu einer Funktion von entweder z oder Y (z) gewéhlt

werden kann. In dem stochastischen Term der stochastischen Differentialgleichung
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wird eine natiirliche Schwankung der Werte angenommen, die sogenannte Volatilitat:
stochastischer Term = cAFE,

wobei o ebenfalls eine Funktion von x oder Y (z) sein kann. Hierbei wird meist ein
Gaufy’sches Verhalten der Schwankung angenommen, welches bedeutet, dass gilt:
AE ~ N(0,1). Diese Annahme fithrt dazu, dass F als die Brownsche Bewegung
B (Definition siehe Kapitel gewdhlt wird, wenn die Schritte der Schwankung

unabhéngig sein sollen. Insgesamt ergibt sich die folgende Formel:

AY

Im Unterschied zur gewohnlichen Differentialgleichung kann die stochastische
Differentialgleichung nicht im Sinne eines Differentialkalkiils interpretiert werden.

Mit dieser allgemeinen Schreibweise einer stochastischen Differentialgleichung:
dY (z) = pY (x)dx + oY (x)dE(z),
ist eigentlich die folgende Integralgleichung gemeint:
Y (x) +u/ du—i—a/uon(u)dE(u),
wobei b und o mit Ry X R — R jeweils geeignete Funktionen bilden.

3.2.4 Diffusionsprozesse

Die in dieser Arbeit betrachteten stochastischen Differentialgleichungen sind ein
Spezialfall von Diffusionsprozessen. Ist ein realwertiger stochastischer Prozess Y =

{Y(z); x > 0} gegeben, so ist dieser ein Diffusionsprozess, wenn gilt:
dY (z) =b(z, Y(x))dx + o(x, Y(z))dE(x),

mit einer Driftfunktion b : R, X R — R, einer Diffusionsfunktion, auch Volatilitat
genannt o : Ry XR — R und einem Startwert Y (0). Interpretiert wird diese Gleichung
mit der folgenden Integralgleichung:

Y(x —|—/ (u,Y(u du+/ o(u,Y(x))dE(u),
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wobei b und ¢ mit Ry X R — R jeweils geeignete Funktionen bilden (Meintrup und
Schaffler 2005, S. 447).

Der Fehlerterm E wird als die Brownsche Bewegung gewéhlt, also gilt nun
E(z) = B(x).

3.3 Euler-Maruyama-Approximation

Die Euler-Maruyama-Approximation dient dem numerischen Lésen von stochasti-
schen Differentialgleichungen. Zudem ermoglicht diese Approximation die Simulati-
on der stochastischen Differentialgleichung in einer Software wie zum Beispiel R (R
Core Team 2021)). Gegeben ist ein Diffusionsprozess Y = {Y(z); 0 <z < N} mit:

dY (z) =b(x, Y(x))dx + o(x, Y(x))dB(x)

und es gilt, dass 0 = 2o < 21 < ... < xy_1 < zy =  eine Partition von [0, ] ist.
Dann ist die Euler-Maruyama-Approximation von Y auf [0, £] durch das folgende

iterative Schema gegeben:
Y(2ip1) = Y (i) + b(zi, V(@) (@it — 2) + oz, V(@) (Bl@ita) — Blxi)),

firi =0, 1, ..., N—1 und mit dem Startwert Y (xy) = Y'(0) (Iacus|2008, S. 62). So
ergibt sich die Approximation des stochastischen Prozesses fir Y (z1), ..., Y(zy),
fir die Zeitpunkte z1, ..., xxn. Die Werte des stochastischen Prozesses werden
im Weiteren auch in ihrer Kurzform angegeben, bei der gilt: Y (z;) = Y; fiir alle
i=0, 1, ..., N.Dabei kann Y (z) als Startwert frei gewahlt werden. Im folgenden
Unterkapitel wird zunéchst die konkrete stochastische Differentialgleichung aufge-
stellt, welche im weiteren Verlauf der Arbeit betrachtet wird, und anschlieSend die

entsprechende Euler-Maruyama-Approximation aufgestellt.

3.3.1 Aufstellen der stochastischen Differentialgleichung
Zunéchst ergibt sich aus den errechneten Losungen der Differentialgleichung in Ka-
pitel mit s € {—1, 1} die folgende stochastische Differentialgleichung:

dY (z) = 0,(s(Y (x) — 00)) " %2dx + 0g,(x, Y(z))dB(z),

wobei der Prozess Y = {Y(x); > 0} ein stochastischer Prozess ist.
Die zugrunde liegende Idee der in dieser Arbeit betrachteten stochastischen Diffe-

rentialgleichung lautet wie folgt: Wenn der Driftterm grof ist, dann ist die Volatilitét
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ebenfalls grof}. Dies bedeutet, dass die Funktionen des allgemeinen Diffusionsprozes-
ses b und o fast identisch gewéhlt werden. Im weiteren Verlauf der Arbeit wird nur
ein explosives Wachstum betrachtet. Deswegen wird s = —1 gewahlt und es ergibt

sich die folgende stochastische Differentialgleichung:
dY (z) = 0,0y — Y () %dx + 00,(6y — Y (2))"*dB(x),

mit ¢ = (0y, 01, 02, o) € R* und B der Brownschen Bewegung.

Nun wird diese gewahlte Gleichung mithilfe der Euler-Maruyama-Methode ap-
proximiert. Der Driftterm lautet b(z, Y (z)) = 61(6p — Y(x))~% und der Volati-
litdtsterm ob(z, Y(x)) = 061(6y — Y (z))~%. Folglich ergibt sich mit der oben ge-

nannten Formel die Approximation firi=1, ..., N —1:
Y(xi—i-l) = Y(.TJ +91 (90 - Y(x,-))_QQ (xi—i-l - l‘l) +O’91 (90 - Y(Ii))_QQ (B(.TH_1> — B(.Z‘Z))

Die Formel der Approximation der stochastischen Differentialgleichung lasst sich zur

Berechnung der Residuen im folgenden Unterkapitel verwenden.

3.3.2 Berechnung der Residuen

Die Idee zur Berechnung der Residuen ist, dass die einzig nicht kontrollierbare Grofie
der stochastischen Differentialgleichung die Brownsche Bewegung ist. Die Residuen
lassen sich also berechnen, indem die Formel der Euler-Maruyama-Approximation
nach der Brownschen Bewegung umgestellt und normiert wird. Diese Rechnung mit
1=1,..., N — 1 lautet wie folgt:

Y(wip1) =Y (i) + bzi, Y (@) (@i1 — 33) + ob(wi, V(i) (B(wi41) — B(w:))
_l_

& V(i) — Y(z:) = b(xi, Y(2:))(@igs — x) + ob(w, YV (2))(B(wi1) — B(z:))
& V(i) = V(i) = b(xi, Y(2:))(wig1 — x) = ob(wy, YV (2))(B(wig1) — B(zi))
PN Y(*Tl—&-l) Y(x;)b<xf(a;;7<::;(>‘rl))(xz+l IZ) — B(l’i+1) o B(l‘l)

B(xit1)—B(zi) ~ N(0, zit1—2;)

= B(xl-+1)—B(zi) =d VTi+1—T4 Zi
mit Z; ~ N(0, 1)
= normierte Residuen

Y(2iv1) = Y (2) = b(wi, V() (wip1 — 24)

= ob(zs, Y ()

Y (i) = V(@) = bz, V(@) (@ip1 — 73)
ob(x;, Y(x:))\/Tiv1 — x;

= VTit1 — Ti Z;
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Somit ist die Formel fiir die Residuen hergeleitet. In dem Fall der betrachteten

stochastischen Differentialgleichung;:
dY (x) = 01(0y — Y (2))"%2dx + 00, (0y — Y (x))"*2dB(x),

ist die Formel fiir die Residuen gegeben durch:

V(i) =Y (2) — 01(00 — Y () (241 — )
0'6)1 (00 — Y(Ii))_GQ\/ZL’Z’_H — Z; ’
mltlzl, 2, e NundC:(Qo, 91, 92, 0') €R4.

Res;(¢) =

3.4 Die verwendeten Tests

In diesem Kapitel werden die zu vergleichenden Tests fiir Hy : ( = (, definiert und
erklart. Angefangen mit dem Residuen-Momenten-Test, gefolgt von dem Tiefe-Test
1 und dem Tiefe-Test 2.

3.4.1 Residuen-Momenten-Test

Zuerst wird der Residuen-Momenten-Test fiir die Nullhypothese Hy : ( = (. ein-
gefithrt. Dieser Test beruht auf der Idee, dass die Momente der Residuen mit de-
nen einer Standardnormalverteilung verglichen werden. Zunéchst werden fiir den
Residuen-Momenten-Test die Residuen Res;((,) fur i =1, 2, ..., N mit der herge-
leiteten Formel aus Kapitel und einem gewéhlten Parametervektor (., berech-

net. Anschliefend werden die folgenden Summen als Teststatistiken betrachtet:

= 1 Z Res,(C)

(C*) \/—\/— Z Resn C* )

1
\/_\/_

Sa(CGe) = m ;(Resn(@f —3).

S3(C) = Z Res,( Q* ,

An dieser Stelle folgen einige Anmerkungen zu den zuvor genannten Summen.
Zunachst lasst sich mithilfe der Konvergenz der Euler-Maruyama-Approximation ge-
gen den eigentlichen Prozess zeigen, dass die Residuen Res,((,) mit n =1, 2, ...,

N approximativ standardnormalverteilt sind. Weiterhin folgt mit der Unabhéngigkeit
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der Residuen, welche sich aus den Eigenschaften der Brownschen Bewegung ergibt
(vergleiche Kapitel , dass die Summe der Residuen Y-, Res, (¢.) approxi-
mativ N (0, N)-verteilt ist. Dies impliziert, dass die Summe S;((,) approximativ
standardnormalverteilt ist.

Wenn mit 7y, ..., Zy (stochastisch) unabhéngig N(0, 1)-verteilte Zufallsvaria-
blen gegeben sind, dann ist die Summe dieser normalverteilt. Weiterhin gilt, dass der
Erwartungswert F(Z?) = 1 und die Varianz Var(Z}) = 2 betrigt (Hartung, Elpelt
und Klésener 2009, S. 152 f.). Somit gilt, dass (ZZ — 1), ..., (Z% — 1) unabhingige
und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert Null und Varianz Zwei
sind. Fir die Standardisierung der Zufallsvariablen ist es erforderlich, dass diese
durch v/2 geteilt wird. Daraus ergibt sich, dass die Zufallsvariablen den Erwatungs-
wert Null und die Varianz Eins besitzen. Mithilfe des zentralen Grenzwertsatzes auf
diese Verteilung folgt, dass die Summe S3((,) gegen die Standardnormalverteilung
konvergiert.

Fiir die Herleitung von S3(¢.) und S4((.) werden die Momente der Standardnor-
malverteilung fiir Z,, betrachtet. Dafiir ergeben sich die folgenden Erwartungswerte
(Hartung, Elpelt und Klésener 2009, S. 144):

, E(Z%) =1, E(Z3) =0,
: E(Z%) = 15, E(Z%) = 105.

Zudem ergeben sich die benétigten Varianzen:

Var(Z3) = B((Z3 — E(Z3))) = E((Z5 - 0)) = E(Z5) = 15,
Var(Z,) = E((Z, - E(Z,))*) = E(Z, - 3)°)
(Z3) —6-E(Z)) +9=105—18 +9 = 96.

I
s

Mittels Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes folgt, dass die Summen S3((;)
und Sy (¢,) ebenfalls asymptotisch standardnormalverteilt sind (Gérard 2021}, S. 28).

Aus diesen Teststatistiken ldsst sich nun der Residuen-Momenten-Test formulie-
ren: Die Nullhypothese Hy : ( = (. wird zum Signifikanzniveau « abgelehnt, wenn

ein j =1, 2, 3, 4 existiert, mit dem gilt:

1S5(CIl > ano, 1), 1-2)-

Der Betrag der Summen wird jeweils mit dem (1 — §)-Quantil der Standardnormal-
verteilung verglichen, welches aus der Bonferroni-Korrektur (vergleiche Hedderich

und Sachs 2018, S. 600) resultiert.
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Insgesamt gilt, dass der Residuen-Momenten-Test ein asymptotischer Test zum
Niveau « ist. Bei den spateren Simulationen wird das Signifikanzniveau o = 0.05

gewdahlt.

3.4.2 Tiefe-Tests

Die Tiefe-Tests beruhen auf einer anderen Art die Residuen zu betrachten als es
beim Residuen-Momenten-Test der Fall ist. Bei den Tiefe-Tests werden nicht die
jeweiligen Absténde der Residuen zur Null betrachtet, sondern lediglich, ob die Re-
siduen ober- oder unterhalb Null liegen. Diese Lage zur Null wird zur Vereinfachung
mittels + und — kodiert und als Vorzeichen bezeichnet. Zur Verdeutlichung der
Idee der Datentiefe ist in Abbildung [] ein Beispiel abgebildet. Durch die Betrach-
tung der alternierenden Vorzeichen und die Vernachlassigung der Absténde ergibt
sich der Vorteil, dass Ausreifler nicht mehr Einfluss als andere Beobachtungen auf

das Ergebnis haben.

Residuen
1

| |
e
e

-3 -2 -1 0

Vorzeichen der Residuen

Abbildung 4: Beispielhafte Daten zur Verdeutlichung der Idee der Datentiefe.

Die betrachteten Residuen fiir diese Tests werden mittels der folgenden Formel
firn =1, ..., N berechnet:

Dabei gilt, dass Y (x,) = Y, als Kurzform festgelegt wird. Mithilfe von Tests auf
Grundlage der Datentiefe ist es moglich die Teststatistiken zu reduzieren (Kusto-
sz, Miller und Wendler |2016). Fiir die spater aufgefithrten Teststatistiken missen
zunéchst zwei Moglichkeiten definiert werden, um einen sogenannten Tiefewert zu

berechnen. Die volle Tiefe von # in den Daten Yy, Y7, ..., Yy in Bezug auf die
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stochastische Differentialgleichung wird wie folgt gemessen:

ds(0, Yo, Ya, ..., Yn) =
1
N > (LR, (6)>0, Ry (6)<0, Ry (6)>0}
(3) 1<ni<no<n3z<N

+ L{R,, (0)<0, Ruy (6)>0, Ry (6)<0})-

Bei dieser Berechnung des Tiefewertes werden alle moglichen Dreier-Tupel betrach-
tet, wobei 1 eine Indikatorfunktion darstellt. Weiterhin wird der vereinfachte Vier-

Tiefewert benotigt, welcher nur die aufeinander folgenden Tupel betrachtet:
d4(07 }/07 }/17 ) YN) =

Z L{R,.(0)>0, Rui1(0)<0, Rns2(0)>0, Rni3(0)<0}
n:l

2

+ 14 R,.(0)<0, Rui1 ()50, Rnia(0)<0, Rnss(8)>0})-

In der Veroffentlichung von Kustosz, Miiller und Wendler 2016, wird gezeigt, dass
eine Tiefe mit K 41 Residuen angewendet werden sollte, wenn der zu untersuchende
Parameter die Dimension K aufweist. Das verwendete 6 = (6, 0y, 605) ist dreidi-
mensional, weswegen in diesem Fall eigentlich nur die Tiefe dy angewendet werden
sollte. Es hat sich jedoch gezeigt, dass die Tiefe d3 ebenfalls sehr gute Resultate bei
Parametern der Dimension 2 oder hoher erzielt. Der Grund dafiir ist, dass d3 auf
deutlich mehr Teilmengen, in Zahlen (g), basiert als dy mit N — 3 Teilmengen.

Fiir die beiden spater definierten Tiefe-Tests werden die folgenden Teststatistiken
fir den zu testenden Parametervektor (., = (05, 67, 05, o) beziehungsweise 6* =
(05, 67, 03) definiert:

S5(C) = \/—\/— EZI Resn(C)” — 1),
S3(C) = N(ds(6°, Yo, Yi, ..., Y) - i>,
Si(G) = \/76149 YO,Y1,---,YN)—;)-

Bei Betrachtung der Teststatistiken ist auffallend, dass die Datentiefen und damit
S%(¢«) und S5 (¢,) robust gegen Ausreifler sind, welches bei S;((.) nicht der Fall ist.
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Nun lasst sich der Tiefe-Test 1 formulieren. Dieser Test lehnt die Nullhypothese
Hy: ¢ = (o mit ¢* = (05, 07, 05, 0*) ab, falls gilt:

1S5 (Gl > ano, 1), 1—2) oder Si(C) < qno, 1), &

Wenn gilt B, — B,_1 ~ By fur allen =1, ..., N und med(By) =0,
E(B2) = 1, E(Bj) = 3, dann ist der Tiefe-Test 1 ein asymptotischer Test zum
Signifikanzniveau a.. Die Bedingungen, dass gelten muss E(BZ) = 1 und E(B]) = 3,
sind nur notwendig, weil die nicht ausreifierrobuste Grofle S;((,) verwendet wird. In
der Veroffentlichung von Kustosz, Miiller und Wendler 2016| wird gezeigt, dass fiir
N — oo gilt S;(¢.) — N(0, 1). Weiterhin spricht sich die Teststatistik S;((.) gegen
die Nullhypothese aus, wenn diese zu klein ist, das heift die Tiefe des Parameters
0 im Datensatz ist zu klein. Die Konvergenz der Teststatistik S5(¢.) — N (0, 1)
wurde bereits in Kapitel gezeigt.

Der Tiefe-Test 2 lehnt die Nullhypothese Hy : ( = ¢, mit ¢* = (6§, 07, 65, o¥)
ab, wenn gilt:

195 (C)l > ano, 1), 1-g) oder S5(¢.) < qa,

wobei ¢* das a-Quantil der asymptotischen Verteilung von S3((.) ist. Auch dieser
Test ist ein asymptotischer Test zum Signifikanzniveau «, wenn B, — B,,_1 ~ By fir
allen =1, ..., N und med(By) =0, E(B?) =1, E(Bj) = 3 gilt. Aus den Ergeb-
nissen von Kustosz, Leucht und Miiller 2016 folgt die asymptotische Verteilung von
S5(C). Weil dieser Beweis nur auf der Unabhéngigkeit und identischen Verteilung
der Residuen beruht, gilt das Ergebnis fiir unabhéngig identisch verteilte Residuen.

Im Speziellen: diese asymptotische Verteilung ist keine Normalverteilung.

4 Statistische Auswertung

Dieses Kapitel, welches die statistische Auswertung beinhaltet, ist in fiinf Unterka-
pitel geteilt. Zundchst wird im ersten Unterkapitel die Implementierung der zuvor
erklarten Methoden und die jeweilige Simulation erklért. Im zweiten Unterkapitel
wird eine deskriptive Auswertung vorgenommen. Im dritten Unterkapitel werden die
betrachteten Tests miteinander verglichen und die Vorteile beziehungsweise Nach-
teile der Tests herausgestellt. Im darauf folgenden Unterkapitel werden den stochas-
tischen Prozessen Ausreifler hinzugefiigt und die Giite der Tests erneut verglichen.
Abschlieflend wird im letzten Unterkapitel eine leicht abgewandelte Modellgleichung
betrachtet.
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4.1 Implementierung in R

Die Implementierung der Methoden sowie die Simulation werden im Software-Pro-
gramm R unter Version 4.1.0 (R Core Team 2021)) programmiert. Als Erweiterung
wird das Paket devtools (Wickham, Hester und Chang 2021) fiir das Laden des Pa-
ketes GSignTest (Horn 2021) verwendet. Fiir die Erstellung einiger Grafiken wurde
zusitzlich das Paket ggplot2 (Wickham [2016) verwendet.

Im Folgenden werden die Implementierungsmethoden ausfiihrlich erklért, begin-
nend mit der Brownschen Bewegung. Der Algorithmus fiir die Implementierung der
Brownschen Bewegung ist Tacus 2008, S. 19 entnommen und im Folgenden auf-

gefiihrt:

Simulation der Brownschen Bewegung

Eingabe: N, T
1 Setze At = %
2 Generiere 0 = ty, to, ..., ty, tyy1 = T mit gleichem Abstand
3 Setze By, =0
4 Fiari=2, ..., N+ 1 tue:
5 Generiere eine neue zuféllige Zahl Z; ; aus Standardnormalverteilung
6 Setze By, = By,_1+ Zi—1 - VAL
7 Gebe By, By,, ..., By, aus

Bei diesem Algorithmus werden zuvor die Parameter N als Schrittanzahl und
T als Intervalllinge festegelegt, wobei das Intervall [0, 7] in N gleichgrofe Inter-
valle von der Lange At aufgeteilt wird. Nach der ersten Bedingung der Definition
der Brownschen Bewegung soll der erste Punkt Null sein. Dies wird zu Beginn des
Algorithmus mit By, = 0 festgelegt. Anschlielend konnen die weiteren Punkte der
Brownschen Bewegung durch By, = By, 1+ Z;_1 - VAt mit Z;_; — N (0, 1) generiert
werden. Der Pfad einer Brownschen Bewegung kann mittels linearer Interpolation
zwischen den Punkten simuliert werden.

Es gilt noch die weiteren Bedingungen der Definition der Brownschen Bewegung
zu prifen. Die Bedingung, dass fast alle Pfade stetig sind, ist nicht erfiillt, da der
vorgestellte Algorithmus nur Punkte des Pfades simuliert. Allerdings kann von dieser
Bedingung abgesehen werden, da die Punkte zwischen den simulierten Punkten mit-
tels linearer Interpolation angendhert werden. Somit kann die Bedingung als erfiillt
angesehen werden.

Es bleibt die folgende Bedingung zu priifen: Fiir alle 0 = ¢; <ty < ... <ty <
tyy1 = T sind die Zuwachse B;, — B,;, , unabhangig und normalverteilt. Durch
Umstellen der Formel im Algorithmus ist bekannt das gilt: By, — By, 1 = Z;_1 - VAL
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fiir 2 <7 < N + 1. Diese Zuwéchse sind unabhéngig, weil v/ At eine feste Grofie und
Zi—y eine zuféllige Grofie ist. Weiterhin soll fur alle t; < ¢; gelten, dass By, — By, ~
N(0, t; —t;). Es gilt:

Btj — Btj—l + Zj_l V At
- Btj,2 + Zj_Q At + Zj—l V At
= Btj,3 —I— Z]'_g V At + Zj_g V At + Z]’_l V At

:BtiJrl +Zi+1VAt—|—ZZ'+2VAt+...+Zj,2VAt+Z]',1VAt
:Btl+ZZVAt+Zl+1VAt+ZZ+2VAt++ZJ,2\/At—|—Zj,1VAt

Aus dieser Uberlegung folgt:

Btj _Bti :ZiVAt+Zi+1VAt+ZZ'+2VAt+...+Zj_2VAt—|—Z]'_1VAt
- (Z1+Zz+1 + ... +Zj,2 +ZJ71)\/At

(j—1) Summanden

Folglich gilt By, — By, ~ N(0, (j —)At), weil Z;, Zi1, ..., Zj_y, Z;_1 standard-
normalverteilt sind. Weiterhin gilt ¢; — ¢; = (j — ¢)At, womit auch diese Bedingung
erfillt ist.

Fiir die Implementierung des stochastischen Prozesses, welcher in[3.3.T]aufgestellt
wurde, wird die Form der Euler-Maruyama-Approximation verwendet. Somit ergibt

sich die folgende Simulation:

Simulation des stochastischen Prozesses
Eingabe: ¢ = (0o, 61, 6o, 0), x, B, Ausreisser
Setze Y] =1

Fiari=1, ..., N tue:

Setze drift =0, - (6 — Y;)™%

Setze Y1 =Y, +drift- (v;41 —x;) + 0 - drift- (B, — By)
Wihle jede 10te Beobachtung von Y: Yi, Y11, Yor, ..., Yvig
Wenn Ausreisser = Ja dann:

Wahle zufallig 10% von Y aus

An diesen Stellen werden die Werte zuféllig, aber im Gesamten

gleichméfBig, auf den minimalen oder maximalen Wert von Y gesetzt
Gebe Y7, Y11, Yor, ..., Ynyq aus

0 O O W N

Ne)

Die zuvor festgelegten Eingabewerte dieser Simulation sind der Parametervek-

tor ¢ = (0, 61, 02, o), sowie der Vektor z, welcher die betrachteten Zeitpunkte
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zu den Werten der Brownschen Bewegung B enthéalt. Weiter wird mit der Einga-
be Ausreisser festgelegt, ob zusatzliche additive Ausreifler in den stochastischen
Prozess eingefiigt werden sollen.

Die Simulation beginnt mit dem Festlegen des ersten Wertes von Y als Eins,
dieser Wert also, die erste Stelle im Vektor Y, bildet das Y. Danach kénnen die
weiteren Werte Y7, Ya, ..., Y des stochastischen Prozesses mit Verwendung von

Yy mittels der Formel der Euler-Maruyama-Approximation errechnet werden:
Vi =Yi+00- (00— V)™ (w1 —m) + 001 - (0 — Vi)™ - (Biy1 — By),
firi =0, 1, ..., N —1 oder anders formuliert:
AY; =6, -(6p—Y)) %2 Ax+0-60,-(6—Y;) % AB;.

Aus den errechneten Werten fiir den stochastischen Prozess wird fiir den endgiiltigen
stochastischen Prozess nur jede zehnte Beobachtung gewahlt, sodass gilt:

Y = (Yo, Yio, Yao, ..., Yn_10, Yn). Im Weiteren wird dieser Vektor wie folgt
bezeichnet: Y = (Y, Y1, Ya, ..., Y% ). Diese Verringerung der zu betrachtenden
Werte erfolgt, da ein stochastischer Prozess stetig ist, aber nur an endlich vielen
Stellen ausgewertet werden kann. Eine graphische Darstellung dieser Verringerung
der betrachteten Datenpunkte ist in der Abbildung [5| dargestellt.

Q _| ~ Urspringlicher Prozess
- — jede 10te Beobachtung
- -
Re)
> 9
F —i
= i
o
o
—i
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Zeit x

Abbildung 5: Ein moglicher Pfad des stochastischen Prozesses.

Der Eingabeparameter Ausreisser bestimmt in der Simulation, ob dem stochas-
tischen Prozess zusitzlich additive Ausreifler hinzugefligt werden. Diese Ausreifler
werden zufillig an der jeweiligen Stelle von den ausgewéhlten zehn Prozent der

Werte eingefiigt. Dazu werden die Stellen zufallig ausgewahlt und der urspriingliche
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Wert auf den minimalen oder maximalen Wert des stochastischen Prozesses Y ge-
setzt. Diese Auswahl vom minimalen oder maximalen Wert erfolgt im einzelnen Fall
zufillig, jedoch ist sie im Gesamten gleichméaflig. Daftir wird ein Vektor mit der
Lange der ausgewéhlten Stellen erzeugt, welcher in der ersten Hélfte an jeder Stel-
le den maximalen Wert und in der zweiten Halfte an jeder Stelle den minimalen
Wert von Y enthélt. AnschlieBend werden die Eintrége des Vektors mit der Funk-
tion sample zufillig vertauscht und an den ausgewéhlten Stellen im stochastischen
Prozess Y eingefiigt. Mit dieser Methode soll spéter die Robustheit der Tests gegen
Ausreifler getestet und analysiert werden.

Im Weiteren wird die Berechnung der Residuen kurz erlautert. Diese werden
mittels der errechneten Formel aus Kapitel [3.3.2] mit einem zuvor festgelegten Pa-
rametervektor ¢ = (6p, 01, 05, o), dem Vektor x mit den betrachteten Zeitpunkten
sowie den Werten des stochastischen Prozesses Y ermittelt. Im Folgenden ist dies

kurz zusammengefasst:

Berechnung der Residuen
Eingabe: Y, z, ¢ = (6o, 01, 0, o)

1 Berechnung der Residuen: Fiirn =1, ..., N tue:
2 Setze dT'th = 91 . (00 — Ynfl)_QZ

3 Setze Res,, = Y"_i,/Ell-;t(.i”/ii:(_xijn*l)

4 Gebe Residuen Resy, Ress, ..., Resy aus

Nun werden die betrachteten Tests und die jeweilige Implementierung vorgestellt,
beginnend mit dem Residuen-Momenten-Test. Fiir diesen Test werden zunéchst wie-
der die Parametervektoren x mit den Zeitpunkten und Y mit den Werten des sto-
chastischen Prozesses benotigt. Weiterhin bedarf es dem zu testenden Parameter-
vektor (. = (05, 07, 05, 0*), sowie dem Signifikanzniveau «. Zunéchst werden die
Residuen des gegebenen stochastischen Prozesses mit den zu testenden Parametern
von (, berechnet. Anschliefend werden mit den Residuen die Teststatistiken, welche
in Kapitel definiert und hergeleitet wurden, berechnet und in den Betrag ge-
setzt. Fir die Durchfithrung des Residuen-Momenten-Tests wird ein kritischer Wert
berechnet, das (1 — §)—Quantil der Standardnormalverteilung. Bei gegebenem Si-
gnifikanzniveau « lésst sich das Quantil der Standardnormalverteilung mit der R-
Funktion gnorm berechnen. Um zu einer Testentscheidung zu gelangen, wird gepriift,
ob eine der Teststatistiken groflier als der kritische Wert ist. Sollte dies der Fall sein,
so wird die Nullhypothese abgelehnt. Es folgt eine Ubersicht der Implementierung

des Residuen-Momenten-Tests:
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Programmierung des Residuen-Momenten-Tests fiir Hy : ( = (.
Eingabe: Y, z, (. = (6, 05, 05, 0%), «
1 Berechnung der Residuen: Resy, Ress, ..., Resy
2 Berechnung der Teststatistiken:
Si =y i1 Resy|

So = | ks S (Res? — 1)

S3 = ’ﬁ Yoo Res))|
Si = | 7xzes Tnma (Res;, — 3)]
3 Berechne kritischen Wert ¢; das (1 — §)—Quantil
der Standardnormalverteilung
Uberpriife: 3 j = 1,2, 3,4 mit S; > q.
5 Gebe Entscheidung beziiglich der Nullhypothese aus

Fiir die Durchfithrung der Tiefe-Tests miissen zunachst die Residuen, wie sie
in Kapitel definiert sind, berechnet werden. Diese werden anschliefend fiir
die Aufstellung der Teststatistik So benotigt. Ein Schema der Programmierung des
Tiefe-Tests 1 folgt:

Programmierung des Tiefe-Tests 1 fiir Hy: ( = (.
Eingabe: Y, z, (. = (65, 07, 05, 0%), «

1 Berechnung der Residuen: Resy, Ress, ..., Resy

2 Berechnung der Teststatistiken:

S5 = | os TN, (Res? — 1)

SZ: \/\/g;ﬁi(d4<07 }/67 }/17 RN YN)_%),
ds(0, Yo, Y1, ..., Yy) aus dem Paket GSignTest (Horn [2021)

3 Uberpriife: Sj > (1 — $)—Quantil oder
S; < (§5)—Quantil jeweils der Standardnormalverteilung
4 Gebe Entscheidung beziiglich der Nullhypothese aus

In der Programmierung wurde das R-Paket GSignTest (Horn 2021) verwendet
fir die Berechnung der Teststatistik S;. Der Tiefewert dy(6, Yo, Y1, ..., Yx) ldsst
sich mittels der R-Funktion calcSimpDepth(Res, K = 4) berechnen, wobei Res ein
Vektor mit den berechneten Residuen und K der Parameter fiir die Vorzeichentiefe
ist. Fir eine Testentscheidung beziiglich der Nullhypothese wird iiberpriift, ob die
Teststatistik S5 im Betrag grofier als das (1 — §)—Quantil der Standardnormalver-
teilung oder S kleiner als das (§)—Quantil der Standardnormalverteilung ist. Sollte
eins von beiden der Fall sein, so wird die Nullhypothese abgelehnt.

Die Programmierung des Tiefe-Tests 2 unterscheidet sich nur geringfiigig von
der Programmierung des Tiefe-Tests 1. Fir die Berechnung der Teststatistik S5
wird der Tiefewert d3(0, Yy, Y1, ..., Yy) mithilfe der Funktion calcDepth(Res,
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K = 3) ermittelt, wobei Res der Vektor mit den Residuen und K der Parameter fir
die Vorzeichentiefe ist. Die Funktion stammt ebenfalls aus dem R-Paket GSignTest

(Horn 2021)). Diese Programmierung ist in dem folgenden Schema zusammengefasst:

Programmierung des Tiefe-Tests 2 fiir Hy: ( = (.
Eingabe: Y, z, (. = (65, 07, 05, 0%), «
1 Berechnung der Residuen: Resy, Ress, ..., Resy
2 Berechnung der Teststatistiken:
S5 = l7arzs Lo (Res;, — 1)

VNV?2 )
S§:N(d3(e) YO: Yia ey YN)_Z)a
ds(0, Yo, Y1, ..., Yy) aus dem Paket GSignTest (Horn [2021)

3 Uberpriife: S > (1 — $)—Quantil der Standardnormalverteilung oder

S5 < (§)—Quantil der asymptotischen Verteilung von S3

4 Gebe Entscheidung beziiglich der Nullhypothese aus

Bei diesem Test wird die Teststatistik S5 wieder im Betrag mit dem (1 — §)-
Quantil der Standardnormalverteilung verglichen. Zudem wird die Teststatistik S5

mit dem (%)—Quantil der asymptotischen Verteilung von Sj; verglichen. Der Wert

2
des zu vergleichenden Quantils der asymptotischen Verteilung wird aus Falkenau
2016, S. 76 entnommen. Im Folgenden wird das Signifikanzniveau av = 0.05 gewahlt,

sodass das (§)—Quantil einen Wert von —1.6791727 besitzt.

4.2 Deskriptive Auswertung

In diesem Kapitel werden die verschiedenen Parameter der zuvor in Kapitel
aufgestellten stochastischen Differentialgleichung analysiert. Dies vermittelt ein Ge-
spir dafiir, wie die jeweilige Verdnderung der Parameter die simulierten stochasti-
schen Prozesse beeinflussen. Dafiir wurde fiir den jeweiligen betrachteten Parame-
ter von ( = (6, 61, 02, o) eine Abbildung erstellt, welche jeweils vier Grafiken
enthélt. In diesen Grafiken sind jeweils vier stochastische Prozesse simuliert, welche
sich nur anhand des verdnderten und betrachteten Parameters unterscheiden. Fiir
die Simulation der verwendeten Brownschen Bewegung wurde jeweils der gleiche
set.seed gewahlt. In allen Grafiken sind auf den horizontalen Achsen die betrach-
teten Zeitpunkte und auf den vertikalen Achsen die Werte des stochastischen Pro-
zesses abgetragen. Die fiir die Simulation verwendeten Parameter werden jeweils in
den Uberschriften angegeben. Zudem werden danach die Residuen kurz graphisch
betrachtet.

Die Parameter der gewéhlten Differentialgleichung werden fiir diese Auswertung

und Analyse der Parameter graphisch begutachtet. Aufgrund dessen wird die Diffe-
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rentialgleichung in der Form der Euler-Maruyama-Approximation betrachtet. Diese
lautet fir ¢ =0, 1, ..., N — 1 wie folgt:

Y(@ipn) = Y () +00 (00 =Y ()" (wis1 —25) + 001 (00 =Y (2:)) " (B(s41) — B(xs)).

4.2.1 Betrachtung des ersten Parameters 6,

Als erstes wird der Parameter 6 betrachtet. Fiir die Analyse der Auswirkung die-
ses Parameters auf den Verlauf der aufgestellten Differentialgleichung miissen zwei
verschiedene Félle betrachtet werden. Der erste Fall tritt ein, wenn 6, > 0 ist. In
der Abbildung [0] sind jeweils vier verschiedene Pfade des stochastischen Prozes-
ses fiir jeweils vier verschiedene Werte von 6 simuliert. In der Abbildung sind auf
den horizontalen Achsen die betrachteten Zeitpunkte und auf den vertikalen Ach-
sen die Werte des stochastischen Prozesses abgetragen. Die Zeitpunkte liegen in
einem Intervall zwischen Null und Drei. Jede der vier Grafiken der Abbildung [f]
enthélt jeweils vier mogliche Pfade eines stochastischen Prozesses mit den Parame-

tern 81 = 0.9, 65 = 0.5, 0 = 0.9. Diese Parameter wurden beispielhaft gewéhlt.
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Abbildung 6: Analyse des Parameters 6y bei explosivem Wachstum des stochas-
tischen Prozesses. In jeder einzelnen Grafik wurden jeweils vier Prozesse mit den
gegebenen Parametern simuliert.

Dabei wurde der Parameter 6 in jeder der Grafiken anders gewéhlt, sodass sein
Einfluss auf den Verlauf des stochastischen Prozesses zu erkennen ist. Zudem wurde

fiir die Simulation der Brownschen Bewegung jeweils der gleiche set.seed gewéhlt,
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sodass die Werte der Brownschen Bewegung keinen Einfluss auf die Analyse des
Parameters haben.

Auffallend in der Abbildung [0] ist, dass die simulierten Prozesse ein explosives
Wachstum aufweisen. Weiterhin ist zu erkennen, dass die Werte der Prozesse bei
kleinem 6, starker steigen und grofer sind, als bei groffem 6. Allerdings ist es nicht
moglich einen parameterspezifischen Einfluss festzustellen.

Der zweite Fall dieses Parameters gilt, wenn 0y < 0 ist. Diese zwei Félle wurden
durch verschiedenes Ausprobieren der Parameter gefunden. Hierfiir wurden ebenfalls
mogliche Verldufe der stochastischen Prozesse simuliert und graphisch dargestellt
(vergleiche Abbildung [7)). Die Abbildung [7] ist genau so aufgebaut, wie die Abbil-
dung zuvor. Die fiir die Simulation verwendeten Parameter finden sich oberhalb der
Grafiken, wobei wieder der Parameter 6, in allen vier Grafiken variiert wurde. In den
Grafiken mit 6y > 1 ist ein beschranktes Wachstum der Prozesse mit der Schranke
0y zu erkennen. Die abgebildeten Prozesse ndhern sich mit zunehmender Zeit immer
mehr dem Wert von 6y an. Wenn dies passiert, wird zudem auch die Oszillation

innerhalb dieser Prozesse weniger.
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Abbildung 7: Analyse des Parameters 6, bei beschranktem Wachstum des stochas-
tischen Prozesses. In jeder einzelnen Grafik wurden jeweils vier Prozesse mit den
gegebenen Parametern simuliert.

In der Grafik rechts unten aus der Abbildung [7]ist nur eine gerade Linie fiir alle
vier Prozesse auf Hohe des vertikalen Wertes Eins zu erkennen. Dies héngt mit der

Wahl des 6y = 1 zusammen, welches sich anhand der aufgestellten Formel erklaren
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lasst. Eine entscheidende Rolle dabei spielt das bei der Implementierung gewéahlte

Yp, in dieser Arbeit Yy = 1. Dann passiert beim Ausrechnen des Y] folgendes:

Yi = }/0 + 01(00 — }/0>_02(1'1 — (L’()) + ag - 01(90 — }/0)_62<B(ZE1) — B(IL‘()))
=0 =0
= YE) + (91 : 0792(1‘1 - ZCQ) +o0- 01 . 0792(3(1’1) — B(SL’()))

=0

=0
—Y,.

Dieses Wegtfallen der Terme setzt sich in der weiteren Berechnung fiir die Werte
, N — 1 durch. Demnach gilt bei dieser Wahl des
Parameters 0y = Yy fur alle Y; = Yy furi = 1, ..

von der Wahl der weiteren Parameter, da die Terme, die diese Parameter enthalten,

des Prozesses Y; fir i = 2, ...

., N — 1. Dies ist unabhéngig
immer wegfallen.

4.2.2 Betrachtung des zweiten Parameters 6,

Fir die deskriptive Analyse des Parameters 6; wurde ebenfalls eine Abbildung,
welche gleich aufgebaut ist, wie die Abbildungen zuvor, erstellt: Abbildung [8l Die
gewahlten Parameter fiir die Simulation der in Abbildung [§| abgebildeten Prozesse
lauten 6y = 30, 6, = —0.9 und o = 0.9.
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Abbildung 8: Analyse des Parameters ; des stochastischen Prozesses. In jeder ein-
zelnen Grafik wurden jeweils vier Prozesse mit den gegebenen Parametern simuliert.
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Mit der Wahl des Parameters 65 < 0 wird ein beschranktes Wachstum der Pro-
zesse erwartet. Dies trifft fiur 8; > 0 zu und ist in den beiden unteren Grafiken und
in der Grafik rechts oben von Abbildung |§ zu erkennen. Werden nur diese drei Gra-
fiken betrachtet, so ist zu erkennen, dass sich die Prozesse bei #; = 0.5 langsamer
iiber den betrachteten Zeitraum dem Wert 6, annéhern, als die Prozesse bei denen
0, = 1.7 gewahlt wurde. Es kann geschlossen werden, dass der Parameter 6; einen
Einfluss auf die Geschwindigkeit der Anndherung an den Grenzwert hat. Bei der
Wahl eines groferen 6, > 0, erreicht der Prozess den jeweiligen Grenzwert zu einem
fritheren Zeitpunkt, als dies bei einem kleineren 6; > 0 der Fall gewesen wiére.

Wird der Parameter 6; < 0 gewahlt, so entwickeln sich die stochastischen Pro-
zesse ohne Grenzwert ins Negative (siehe dazu die Grafik links oben in Abbildung|g).
Dieser Verlauf der stochastischen Prozesse lasst sich nicht aus der Gleichung ablesen.
Da aber in dieser Abschlussarbeit das Wachstum von Ermiidungsrissen betrachtet
werden sollen, wird dieser Fall im Weiteren aufler Acht gelassen. Im Anwendungs-

bezug ist es fiir einen Riss nicht moglich unendlich zu schrumpfen.

4.2.3 Betrachtung des dritten Parameters 6,

Bei der Betrachtung des Parameters 6y wurde festgestellt, dass der Parameter 6,
hauptsachlich dafiir verantwortlich ist, ob eher ein beschrinktes oder explosives
Wachstum vorliegt. Fiir eine genauere Untersuchung dieser Annahme wurden in
Abbildung [9 verschiedene Pfade des stochastischen Prozesses mit unterschiedli-
chen Werten fiir 5 simuliert. Die weiteren Parameter fiir diese Simulationen lauten
0y =30, 6y = 0.9 und 0 = 0.9.

In der Abbildung[9]ist in den beiden oberen Grafiken ein eher explosives Wachs-
tum der stochastischen Prozesse zu erkennen. Auffallend ist, dass dies bei den Werten
fiir # = 0.7 und 0y = 0.1 vorkommt. Zuvor wurde angenommen, dass die Grenze
zwischen explosivem und beschranktem Wachstum bei 6, = 0 liegen wiirde. Diese

Annahme lésst sich nicht mit Bestimmtheit bestéatigen.
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Abbildung 9: Analyse des Parameters 05 des stochastischen Prozesses. In jeder ein-
zelnen Grafik wurden jeweils vier Prozesse mit den gegebenen Parametern und glei-
chem set.seed simuliert.

Wird der Parameter 6, kleiner als Eins gewéhlt, kann es zu einem mathemati-
schen Problem fithren, wenn 6y < Y'(z) ist. Dafiir wird die Formel des stochastischen
Prozesses in Form der Euler-Maruyama-Approximation herangezogen. Weiter soll
gelten, dass 0y < Y (z) ist und zum Beispiel ; = —0.5. Dann gilt fiir den Driftterm
folgendes:

N

01(00 — Y (x))" = 01(6 — Y (2))
= ‘91 Y 90 - Y(CL’)
mit 0y — Y (z) <0. ¢

Dies kann nicht berechnet werden, da in den reellen Zahlen keine Wurzel aus ne-
gativen Zahlen gezogen werden kann. Also kann #; < 1 nur gewéhlt werden, wenn
0o > Y (x) ist.

In den zwei unteren Grafiken von Abbildung [Jist ein beschranktes Wachstum
der stochastischen Prozesse zu erkennen. Weiter ist festzustellen, dass die Prozesse
ihren Grenzwert von 6y frither bei einem hoheren negativen Wert von #, = —0.9

erreichen, als bei einem kleineren negativen 6, mit 6y = —0.5.
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4.2.4 Betrachtung des vierten Parameters o

Zuletzt wird der Parameter o, welcher den Einfluss der Brownschen Bewegung auf
den Verlauf des stochastischen Prozesses bestimmt, betrachtet. In Abbildung
sind jeweils fiir vier verschiedene Werte von ¢ verschiedene Pfade des stochastischen
Prozesses simuliert. Diese Pfade unterscheiden sich lediglich durch die Wahl des
Parameters ¢ und es wurde darauf geachtet, dass der gleiche set.seed verwendet

wurde. Werden stochastische Prozesse mit ¢ = 0.1 betrachtet, so unterscheiden diese
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Abbildung 10: Analyse des Parameters o des stochastischen Prozesses. In jeder ein-
zelnen Grafik wurden jeweils vier Prozesse mit den gegebenen Parametern und glei-
chem set.seed simuliert.

sich kaum voneinander (siehe Abbildung[L0| Grafik oben links). Dies tritt auf, da der
Einfluss der Brownschen Bewegung auf die stochastischen Prozesse sehr klein gehal-
ten wurde. Wiirde ¢ = 0 gewéhlt werden, dann wiirde der stochastische Term der
Differentialgleichung Null werden und nur der deterministische Term tibrig bleiben.
Wird der Parameter o jedoch sehr grofl gewahlt, zum Beispiel 0 = 1.5, so unter-
scheiden sich die stochastischen Prozesse sehr voneinander (vergleiche Abbildung
Grafik unten rechts).

4.2.5 Deskriptive Betrachtung der Residuen

In diesem Unterkapitel werden die Residuen deskriptiv betrachtet. Dafiir wurden
Abbildungen erstellt, welche auf der horizontalen Achse die Beobachtungsnummern

und auf der vertikalen Achse die Werte der Residuen abgetragen haben. Die am
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meisten abweichenden Werte zur Null sind Rot eingefarbt. Zudem sind die einge-
zeichneten Punkte mit einer Linie jeweils orthogonal mit der Nulllinie der vertikalen

Achse verbunden.

Berechnet fir die Parameter 6,=45 6,=1.3 6,=0.5 0=0.7

Residuen

250 500 750 1000
Beobachtungsnummern

o4

Abbildung 11: Darstellung der Residuen an allen Zeitpunkten von der Brownschen
Bewegung. Die stochastische Differentialgleichung wurde mit den Parametern { =
(45, 1.3, 0.5, 0.7) simuliert und die Residuen mit den selben Parametern berechnet.
Hohe Werte der Residuen sind in Rot eingeférbt.

Zunéchst werden die Residuen des urspriinglichen stochastischen Prozesses be-
trachtet, also bevor nur jede zehnte Beobachtung ausgewéahlt wurde. Damit wurde
der stochastische Prozess an allen Zeitpunkten der Brownschen Bewegung berech-
net. Diese Zeitpunkte werden in der Abbildung [11| der Einfachheit halber mit Be-
obachtungsnummern von Null bis Eintausend dargestellt. Fiir die Entstehung dieser
Abbildung wurde zunéchst ein stochastischer Prozess mit den beispielhaften Para-
metern ¢ = (45, 1.3, 0.5, 0.7) simuliert. Anschlielend wurden die Residuen mit
dem zur Simulation verwendeten Parametervektor berechnet und die Werte in der
Abbildung [11] abgetragen. Zu erkennen ist, dass die Residuen gleichméfiig um die
Null schwanken. Die Werte der Residuen liegen zwischen circa 4 und —3.5. Die etwas
hoheren Werte der Residuen belaufen sich auf circa 15 Prozent und sind in einem
hellen Rot als Punkt markiert.

Aus den simulierten Daten des stochastischen Prozesses wird eigentlich nur jede
zehnte Beobachtung betrachtet (vergleiche Kapitel . Die Abbildung (12 stellt die
Residuen der hundert ausgewéhlten Beobachtungen des zuvor betrachteten Prozes-
ses dar. In dieser Abbildung sind die berechneten Residuen des gekiirzten stochas-
tischen Prozesses mit den Parametern ¢ = (45, 1.3, 0.5, 0.7) dargestellt. Die Werte

der Residuen liegen zwischen 3.5 und —3, also ist die Spanne der Werte etwas klei-
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ner als zuvor. Die Anzahl der rot markierten hohen Werte betrédgt hier nur circa 6

Prozent.

Berechnet fir die Parameter 6,=45 6,=1.3 6,=0.5 0=0.7
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Abbildung 12: Darstellung der Residuen eines stochastischen Prozesses. Der Prozess
wurde mit dem Parameter ¢ = (45, 1.3, 0.5, 0.7) simuliert und die Residuen mit
den selben Parametern berechnet. Hohe Werte der Residuen sind in Rot eingefarbt.

Im Vergleich zur Abbildung[I2) wird nun in Abbildung[I3|der gleiche stochastische
Prozess mit den Parametern ¢ = (45, 1.3, 0.5, 0.7) betrachtet, allerdings werden
die Residuen fiir den falschen Parametervektor (., = (17, 0.6, 1.2, 0.2) berechnet.
Dies wird als Vorarbeit fiir die Tests betrachtet. Die Tests entscheiden anhand der
Residuen und der entsprechenden Summen aus Kapitel weshalb der deskriptive
Vergleich der Residuen mit richtigem und falschem Parameter von Interesse ist.

Auffallend in der Abbildung [13]ist, dass die Spanne der Werte deutlich grofier
ist und von circa 80 bis —80 reicht. Zudem ist eine Ahnlichkeit in den Verldufen
der Residuen zu erkennen, zum Beispiel, wann eher hohe positive oder negative
Werte erreicht werden. Jedoch scheinen die Residuen der zwei Parametervektoren

sich deutlich in ithren Werten zu unterscheiden.
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Berechnet fir die falschen Parameter 6,=17 6,=0.6 6,=1.2 0=0.2
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Abbildung 13: Darstellung der Residuen eines stochastischen Prozesses, welche mit
einem falschen Parametervektor berechnet wurden. Der Prozess wurde mit dem
Parametervektor ¢ = (45, 1.3, 0.5, 0.7) simuliert und die Residuen mit den Pa-
rametern ¢ = (17, 0.6, 1.2, 0.2) berechnet. Hohe Werte der Residuen sind in Rot
eingefarbt.

4.3 Vergleich der Tests

In diesem Kapitel erfolgt ein Vergleich anhand der Giite der ausgewahlten Tests: der
Residuen-Momenten-Test, der Tiefe-Test 1 und der Tiefe-Test 2. Fiir das Berechnen
der Giitefunktionen wird jeweils ein kleinschrittig unterteilter Sequenzbereich (100
Schritte) um den wahren Parameter gelegt. An jedem Schritt des Sequenzbereiches
werden ein tausend Mal stochastische Prozesse simuliert und mit den Tests jeweils
getestet. Dabei bleiben die anderen drei verwendeten Parameter unverandert. An-
schliefend wird die Anzahl der abgelehnten Nullhypothesen gezéhlt und durch die
Anzahl der insgesamt simulierten stochastischen Prozesse geteilt. So entsteht ein
Wert fiir die Giite des Testes an jedem Schritt der Sequenz. Hierbei wird die Brown-
sche Bewegung und der stochastische Prozess jeweils einmal auf dem Intervall von
Null bis Eins und einmal auf dem Intervall von Null bis Zwei simuliert. Fiir das In-
tervall [0, 1] werden 1000 Schritte simuliert und fir das Intervall [0, 2] jeweils 2000
Schritte. So konnen Unterschiede in Bezug auf das betrachtete Intervall untersucht
werden.

Nun folgt eine allgemeine Beschreibung der in den folgenden Kapiteln verwen-
deten Abbildungen. Abgebildet sind jeweils die Giitefunktionen, links die Giitefunk-
tionen fiir das Intervall von Null bis Eins und rechts die Giitefunktionen von Null bis

Zwei. Auf der horizontalen Achse ist die Sequenz fiir den zu testenden Parameter
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abgetragen und auf der vertikalen Achse der zugehorige Giitewert. Zusétzlich ist
das Signifikanzniveau von o = 0.05 mit einer roten horizontalen Linie eingezeichnet.
Die Giitefunktion des Residuen-Momenten-Testes hat die Farbe Schwarz, die des
Tiefe-Tests 1 Blau und die Funktion des Tiefe-Tests 2 Violett. Die zusétzlichen drei
Parameter, die fir die Simulation verwendet wurden, sind oben in der Abbildung

angegeben.

4.3.1 Bei explosiv wachsenden Prozessen

Fiir die Betrachtung der Giitefunktion wird der Parametervektor (il) = (35, 0.9,

0.7, 0.9) betrachtet. Die getestete Nullhypothese lautet Hy : ¢ = (.. Zusétzlich
wurden auch Giutefunktionen fiir den Parametervektor C*(2) = (45, 1.3, 0.5, 1.2)
simuliert. Die Giitefunktionen dieses Parameters C;,EQ) haben sich kaum merklich von
denen von Cil) unterschieden, weswegen hier priméar nur die Gitefunktionen des

Parametervektors g:E” = (35, 0.9, 0.7, 0.9) analysiert werden.

Weitere Parameter: 8; =0.9, 6,=0.7, 0=0.9

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 - 1.0 -
0.8 0.8
0.6 | 0.6 |
G(eo) 0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
T T T T T T T T
20 30 40 50 20 30 40 50
90 eO
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 14: Gitefunktionen fiir den Parameter 6, fir alle drei Tests. Simuliert
werden die stochastischen Prozesse mit den Parametern 6, = 0.9, 8, = 0.7, 0 = 0.9.
Getestet wird eine Sequenz fiir 6, wobei unter Hy : 6y = 35 gilt. Das Signifikanzni-
veau wird a = 0.05 gewahlt.

In der Abbildung [14] werden zunéchst die Giitefunktionen fiir den Parameter 6,
betrachtet. Fiir jede Stelle der Sequenz von 6, wurde der Prozess mit dem Parame-
tervektor ¢ = (6p, 0.9, 0.7, 0.9) = (6y, 67, 05, 0*) simuliert und die Nullhypothese
Hy: (= C;,El) getestet. Auffallend in der Abbildung [14|ist, dass die umgedrehte Glo-
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ckenkurve fiir das Intervall [0, 2] deutlich schmaler ist, als fir das Intervall [0, 1].
Wird der stochastische Prozess nur auf dem Intervall von Null bis Eins betrach-
tet, so erreichen alle drei Graphen der Giutefunktion ihr Minimum kurz nach dem
wahren Parameter auf der Sequenz fir #y. An der Stelle des wahren Parameters
0y = 35 ist der Tiefe-Test 1 zu konservativ, dies bedeutet, dass er die Nullhypothese
haufiger annimmt als vom Signifikanzniveau vorgegeben ist. Sowohl der Residuen-
Momenten-Test als auch der Tiefe-Test 2 halten das Signifikanzniveau a = 0.05 in
diesem Fall genau ein. Wird das Intervall von Null bis Zwei betrachtet, so liegen die
Minima der Gitefunktionen genau bei dem wahren Parameter 6, = 35. Alle drei
Tests halten das Signifikanzniveau ein.

Werden die Giitefunktionen fiir den Parametervektor Cf) in Abbildung 33 (siehe
Anhang betrachtet, so fallt auf, dass die Glockenkurven ausladender verlaufen als
zuvor. Auf dem Intervall [0, 1] halten der Tiefe-Test 2 und der Residuen-Momenten-
Test das Testniveau ein. Zu konservativ verhalt sich jedoch der Tiefe-Test 1. Alle

drei Tests halten jedoch das Signifikanzniveau fur das Intervall [0, 2] ein.

Weitere Parameter: 85 =35, 6,=0.7, 0=0.9

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
G(6) o4 04
0.2 1 0.2
0.0 0.0
T T T T T T T T T T T T T T
06 07 08 09 10 11 12 06 07 08 09 10 11 12
0, 0,
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 15: Giitefunktionen fiir den Parameter ¢, fiir alle drei Tests. Simuliert
werden die stochastischen Prozesse mit den Parametern 6y = 35, 3 = 0.7, 0 = 0.9.
Getestet wird eine Sequenz fiir 81, wobei unter Hy : §; = 0.9 gilt. Das Signifikanzni-
veau wird o = 0.05 gewahlt.

Bei Betrachtung der Giitefunktion fiir den Parameter ¢, auf dem Intervall [0, 1]
in Abbildung [I5] scheinen sich die Funktionen kaum merklich zu unterscheiden. Es

fallt auf, dass der Residuen-Momenten-Test links vom wahren Parameter unterhalb
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der Tiefe-Tests liegt. Auf der rechten Seite vom wahren Parameter verlaufen die
Graphen der drei Tests jedoch fast genau gleich. Alle drei Giitefunktionen erreichen
den Wert 1.0 bei 0.63 und 1.2 der Sequenz von 6.

Wird der Bereich um den wahren Parameter von 0.8 bis 1.0 betrachtet, so verlau-
fen die drei Graphen dort unterschiedlich. Alle drei Graphen erreichen ihren tiefsten
Punkt kurz vor dem wahren Parameter. An der Stelle des wahren Parameters halten
der Tiefe-Test 2 und der Residuen-Momenten-Test das Signifikanzniveau ein. Der
Tiefe-Test 1 verhélt sich auf Hohe des wahren Parameters 6; = 0.9 zu konservativ,
da die Giitefunktion an diesem Punkt bei circa 6; = 0.3 liegt.

Werden mit diesen Ergebnissen die Ergebnisse des Intervalls [0, 2] verglichen, so
fallt sofort auf, dass die Giirtefunktionen wieder deutlich schmaler verlaufen. Diese
erreichen den Wert Eins circa bei den Punkten 0.7 und 1.1 der Sequenz von 6.
Auch bei diesem Intervall féllt der Graph des Residuen-Momenten-Tests auf der
linken Seite eher ab, als die Graphen der Tiefe-Tests. Die Tiefpunkte der Graphen
liegen nun fast genau iiber dem wahren Parameter. Allerdings ist der Tiefe-Test 1
erneut zu konservativ fiir das Signifikanzniveau und der Residuen-Momenten-Test
ein wenig zu liberal.

Ahnliches wird fiir den Parametervektor ({2 = (45, 1.3, 0.5, 1.2) in Abbil-
dung [34] (siche Anhang [A]) beobachtet. Im Intervall [0, 1] erreichen alle Graphen
ihren Tiefpunkt bei einem niedrigeren 6, als der wahre Parameter. Jedoch erreichen
die Graphen den Punkt Eins erst in einem Abstand von circa 0.4 um den wahren
Parameter §; = 1.3. Bei der Betrachtung des Intervalls [0, 2] werden auch bei diesen
Parametern die Graphen schmaler und der Tiefpunkt riickt ndher an den wahren
Parameter. Auch hier ist der Tiefe-Test 1 zu konservativ beziiglich des Signifikanz-
niveaus.

Nun werden die Giitefunktionen fir den Parameter 6, in Abbildung [16| betrach-
tet. Auffallend ist, dass diese Graphen den Wert Eins schon bei den Punkten 0.6 und
0.8 der Sequenz von 6 fiir das Intervall [0, 1] erreichen. Der Residuen-Momenten-
Test erreicht den Tiefpunkt des Graphen bei circa 0.72. Beide Tiefe-Tests erreichen
ihr Minimum bei dem wahren Parameter 65 = 0.7. An dem Punkt des wahren Pa-
rameters hélt der Residuen-Momenten-Test das Signifikanzniveau von o = 0.05 ein.
Die beiden Tiefe-Tests sind zu konservativ.

Auch auf dem Intervall [0, 2] ist der Tiefe-Test 1 zu konservativ gegeniiber dem
Niveau. Auch der Residuen-Momenten-Test verhalt sich zu konservativ gegeniiber
dem Signifikanzniveau bei dem wahren Parameter 6, = 0.7. Der Graph des Tiefe-
Tests 2 erreicht das Minimum bei dem wahren Parameter und héalt das Niveau genau

ein.
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Im Vergleich wird nun die Abbildung [35| (siehe Anhang betrachtet. Fiir den
Parametervektor gﬁz) ist sowohl der Residuen-Momenten-Test als auch der Tiefe-
Test 1 zu konservativ auf dem Intervall von Null bis Eins fiir das Signifikanzniveau
« bei dem wahren Parameter 8, = 0.5. Flur den Residuen-Momenten-Test und den
Tiefe-Test 2 erreichen die Graphen das Minimum fiir das Intervall [0, 2] nach dem
wahren Parameter. Zudem sind beide Tests in diesem Fall zu konservativ. Jedoch
halt der Tiefe-Test 2 das Signifikanzniveau von a = 0.05 genau ein.

Insgesamt scheinen die Tests sehr sensibel in Bezug auf den Parameter 6, zu

sein, da die Graphen der Giitefunktionen sehr schmal um den wahren Parameter

verlaufen.
Weitere Parameter: =35, 6;,=0.9, 0=0.9
Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 - 1.0 -
0.8 0.8
0.6 0.6
G(62) 04 04
0.2 1 0.2
0.0 ~ 0.0
T T T T T T T T T T T T T T
04 05 06 07 08 09 10 04 05 06 07 08 09 10
62 e2
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 16: Giitefunktionen fiir den Parameter 6, fiir alle drei Tests. Simuliert
werden die stochastischen Prozesse mit den Parametern 6y = 35, 8; = 0.9, ¢ = 0.9.
Getestet wird eine Sequenz fiir 65, wobei unter Hy : 5 = 0.7 gilt. Das Signifikanzni-
veau wird a = 0.05 gewahlt.

Zuletzt werden die Giitefunktionen fiir den Parameter o betrachtet. Dieser Para-
meter legt die Grofle des Einflusses der Brownschen Bewegung auf den stochastischen
Prozess fest. In der Abbildung [17] wird die Giitefunktion fiir den wahren Parameter
o = 0.9 dargestellt. Die umgedrehte Glockenkurve ist fiir das Intervall [0, 1] deutlich
breiter, als fiir das Intervall [0, 2]. Fur die Giitegrafiken in Abbildung [17] fallt fir
das Intervall von Null bis Eins auf, dass alle drei Giitefunkionen ihr Minimum kurz
vor und nicht genau bei dem wahren Parameter o = 0.9 erreichen. Das Signifikanz-

niveau am wahren Parameter in der Sequenz auf der horizontalen Achse wird von




4 STATISTISCHE AUSWERTUNG 41

dem Tiefe-Test 2 und dem Residuen-Momenten-Test eingehalten. Wie schon zuvor
ist der Tiefe-Test 1 zu konservativ.

Die Minima der Tiefe-Tests liegen fiir das Intervall von Null bis Zwei bei dem
wahren Parameter von o = 0.9. Der Graph der Giitefunktion des Residuen-Momen-
ten-Tests erreicht sein Minimum schon vor dem wahren Parameter. Jedoch halten
alle drei Tests das Signifikanzniveau bei dem wahren Parameter ein.

Ahnliches lisst sich in Abbildung 36| (siche Anhang|A) fiir den Parametervektor
C;,EQ) erkennen. Auf dem Intervall von Null bis Eins werden die Minima aller drei
Tests kurz vor dem wahren Parameter erreicht. Am Punkt des wahren Parameters
von o = 1.2 erreichen der Residuen-Momenten-Test und der Tiefe-Test 2 das vorge-
gebene Signifikanzniveau. Der Tiefe-Test 1 ist auch bei diesem Parametervektor zu
konservativ.

Das vorgegebene Signifikanzniveau wird von alles drei Tests auf dem Intervall
von Null bis Zwei fiir den selben wahren Parameter eingehalten. Allerdings erreicht
auch in diesem Fall der Residuen-Momenten-Test sein Minimum friither, also weiter

links der Sequenz von dem wahren Parameter.

Weitere Parameter: 85 =35, 6, =0.9, 6,=0.7

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
G(0) o4+ 0.4
0.2 1 0.2
0.0 1 0.0
T T T T T T T T T T T T T T
06 07 08 09 10 11 12 06 07 08 09 10 11 12
o o
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 17: Giitefunktionen fiir den Parameter o fiir alle drei Tests. Simuliert
werden die stochastischen Prozesse mit den Parametern 6, = 35, 6#; = 0.9, 6, = 0.7.
Getestet wird eine Sequenz fiir o, wobei unter Hy : 0 = 0.9 gilt. Das Signifikanzni-
veau wird o = 0.05 gewahlt.
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4.3.2 Bei wenig Einfluss der Brownschen Bewegung auf die stochasti-

schen Prozesse

In diesem Unterkapitel werden im Vergleich zu Kapitel Giitefunktionen be-
trachtet, bei denen der Einfluss der Brownschen Bewegung auf die stochastischen
Prozesse reduziert wurde, indem der Parameter o deutlich kleiner gewahlt wird.

Simuliert werden die nun betrachteten stochastischen Prozesse mit dem Parameter-

vektor ¢ = (40, 0.1, 0.8, 0.1).

Weitere Parameter: 8; =0.1, 6,=0.8, 0=0.1

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 - 1.0 -
0.8 0.8
0.6 0.6
G(eo) 0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 1 0.0 -
T T T T T T T T T T
20 30 40 50 60 20 30 40 50 60
8o 8o
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 — Signifikanzniveau

Abbildung 18: Giitefunktionen fiir den Parameter 6, fiir alle drei Tests. Simuliert
werden die stochastischen Prozesse mit den Parametern ¢; = 0.1, 6, = 0.8, 0 = 0.1.
Getestet wird eine Sequenz fiir 6, wobei unter Hy : 6y = 40 gilt. Das Signifikanzni-
veau wird o = 0.05 gewahlt.

In der Abbildung [18] sind die Giitefunktionen fiir den Parameter 6, dargestellt.
Dabei wurden die stochastischen Prozesse jeweils mit dem Parametervektor Q@
simuliert. Alle drei Giitefunktionen erreichen ihr Minimum fir das Intervall [0, 1]
nach dem wahren Parameter 6, = 40. An der Stelle von 6, = 40 halten sowohl der
Residuen-Momenten-Test als auch der Tiefe-Test 2 das Signifikanzniveau o = 0.05
ein. Der Tiefe-Test 2 ist in Bezug auf das Testniveau zu konservativ. Fiir das Intervall
[0, 2] halten alle drei Giitefunktionen der Tests das Signifikanzniveau ein.

Bei der Betrachtung der Giitefunktionen fiir den wahren Parameter 6; = 0.1 in
Abbildung [19|fallt zunachst auf, dass diese sehr schmal sind. Der Wert Eins wird fiir

beide Intervalle spatestens bei den Werten 0.0 und 0.2 der Sequenz von 6, erreicht.
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Weitere Parameter: 8;=40, 6,=0.8, 0=0.1

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 ‘ 1.0 [
0.8 ( 0.8
0.6 0.6
G(8) 04 0.4 -
0.2 1 u 0.2
0.0 M 0.0
T T T T T T T T T T T T T T
-02 -01 00 01 02 03 04 -02 -01 00 01 02 03 04
0, 0,
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 — Signifikanzniveau

Abbildung 19: Gitefunktionen fiir den Parameter 6; fir alle drei Tests. Simuliert
werden die stochastischen Prozesse mit den Parametern 6, = 40, 8, = 0.8, o = 0.1.
Getestet wird eine Sequenz fiir 61, wobei unter Hy : §; = 0.1 gilt. Das Signifikanzni-
veau wird a = 0.05 gewahlt.

Auf dem Intervall von Null bis Eins haben alle drei Guitefunktionen der Tests
ihr Minimum auf Hohe des wahren Parameters. Dabei verhélt sich der Tiefe-Test 1
beziiglich des Signifikanzniveaus von a = 0.05 zu konservativ. Der Tiefe-Test 2 hélt
das Niveau genau ein. Der Residuen-Momenten-Test verhélt sich zu liberal fir das
Testniveau an der Stelle des wahren Parameters. Das Minimum der Giitefunktion
fiir den Residuen-Momenten-Test liegt wieder vor dem wahren Parameter bei circa
6, = 0.09.

Im Gegensatz dazu erreicht der Tiefe-Test 2 das Signifikanzniveau auf dem In-
tervall [0, 2] nicht und ist damit zu liberal. Sowohl der Tiefe-Test 1 als auch der
Residuen-Momenten-Test halten das Niveau ein.

In Abbildung [20] werden die Giitefunktionen fiir den wahren Parameter 6, = 0.8
dargestellt. Im Vergleich zu der Abbildung sind die Giitefunktionen ungefdhr
gleich schmal. Fur das Intervall [0, 1] in der Abbildung [20| hélt der Tiefe-Test 2
das Signifikanzniveau genau ein. Sowohl der Residuen-Momenten-Test als auch der
Tiefe-Test 1 sind zu konservativ fiir das gewahlte Niveau. Wird das Intervall von
Null bis Zwei begutachtet, so ist zu erkennen, dass der Tiefe-Test 2 auch hier das
Signifikanzniveau a = 0.05 einhélt. Die beiden weiteren Tests, also der Residuen-
Momenten-Test und der Tiefe-Test 1 verhalten sich zu konservativ. Die Minima der

Giitefunktionen liegen bei dem wahren Parameter 6 = 0.8.
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Weitere Parameter: 8;=40, 6, =0.1, 0=0.1

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 1.0 -
0.8 0.8 \
0.6 0.6
G(8) 04 0.4 -
0.2 0.2
0.0 ~ 0.0
T T T T T T T T T T T T T T
05 06 07 08 09 10 11 05 06 07 08 09 1.0 1.1
0, 0,
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 — Signifikanzniveau

Abbildung 20: Gitefunktionen fiir den Parameter 0, fir alle drei Tests. Simuliert
werden die stochastischen Prozesse mit den Parametern 6, = 40, 8, = 0.1, ¢ = 0.1.
Getestet wird eine Sequenz fiir 6y, wobei unter Hy : 3 = 0.8 gilt. Das Signifikanzni-
veau wird a = 0.05 gewahlt.

Weitere Parameter: =40, 6, =0.1, 6,=0.8

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 [ 1 1.0 _W
0.8 \ ( 0.8 {
0.6 0.6
G(o) 04 0.4
0.2 1 U U 0.2 U U
0.0 0.0 -
T T T T T T T T T T T T T T
-02 -01 00 01 02 03 04 -02 -01 00 01 02 03 04
o o
—— Residuen-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 21: Giitefunktionen fiir den Parameter o fiir alle drei Tests. Simuliert
werden die stochastischen Prozesse mit den Parametern 6, = 40, 6, = 0.1, 6, = 0.8.
Getestet wird eine Sequenz fiir o, wobei unter Hy : o = 0.1 gilt. Das Signifikanzni-
veau wird o = 0.05 gewahlt.
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Zuletzt werden die Giitefunktionen fiir den Parameter o betrachtet. Dabei wurde
dieser Parameter bewusst klein gewéahlt, um den Einfluss der Brownschen Bewegung
auf den stochastischen Prozess zu minimieren. Auffallend in der Abbildung [21] sind
die zwei Minima der Giitefunktionen. Sie liegen zum einen bei dem wahren Para-
meter ¢ = 0.1 und zum anderen bei 0 = —0.1. Dieses Phidnomen ist vorher nicht
aufgetreten, da die betrachteten Sequenzen nicht grof§ genug waren. Dies tritt auf,
da die Brownsche Bewegung normalverteilt ist und damit symmetrisch um Null.
Allerdings darf der Parameter o laut Definition nur aus den positiven reellen Zahlen
stammen.

Wird nun jeweils das Minimum am wahren Parameter 0 = 0.1 betrachtet, so
hélt der Tiefe-Test 2 auf dem Intervall [0, 1] das gewéhlte Signifikanzniveau genau
ein. Der Tiefe-Test 1 und der Residuen-Momenten-Test hingegen verhalten sich zu
konservativ fur das Niveau, auch fiir diesen betrachteten Parametervektor.

Sowohl der Tiefe-Test 1 als auch der Tiefe-Test 2 halten das Signifikanzniveau
fir das Intervall von Null bis Zwei fiir den wahren Parameter o = 0.1 ein. Anders
als bei den letzten Tests ist in dieser Situation der Residuen-Momenten-Test zu kon-

servativ beziiglich des Niveaus a = 0.05.

Zusammenfassend ist festzustellen, dass der Tiefe-Test 1 fiir das Signifikanzni-
veau meist zu konservativ ist, wihrend der Residuen-Momenten-Test sich in den
meisten Féllen zu liberal verhalt. Der Tiefe-Test 2 scheint das gewéhlte Signifikanz-

niveau in fast allen betrachteten Fallen genau einzuhalten.

4.4 Vergleich der Tests mit Ausreiflern

In diesem Kapitel werden den simulierten stochastischen Prozessen additive Aus-
reifler hinzugefiigt. Die Vorgehensweise des Einfiigens der Ausreifler wird in Kapi-
tel erlautert. Mit dieser Methode soll die Robustheit der Tests gegeniiber diesen
Ausreiflern getestet werden. Im folgenden Unterkapitel werden die simulierten
stochastischen Prozesse zunédchst mit den Ausreiffern auf die gleiche Weise wie in Ka-
pitel getestet. AnschlieBend wird in Unterkapitel eine weitere Moglichkeit
fiir die Durchfithrungen der Tests betrachtet. Beide Verfahren zielen darauf ab, die

Robustheit der Tests zu ergriinden und den moglichst robustesten Test zu ermitteln.

4.4.1 Hinzufiigen der Ausreifler bei gleichen Testverfahren

Die urspriingliche Idee beziiglich der Ausreifler war es, diese einzufiigen, um somit

den robustesten Test zu ermitteln. Dies hat nicht so funktioniert wie geplant. Das
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Einfiigen der Ausreifler in den stochastischen Prozess ist ohne weiteres moglich,
genauso wie die Durchfiihrung der Tests. Allerdings lehnen nun alle drei Tests die
Nullhypothese fiir Cil) fiir die gesamte getestete Sequenz ab, also auch fiir den wahren
Parametervektor. Die Giitefunktionen fiir den Parametervektor C,E2) verhalten sich
ebenfalls so. Diese Giitefunktionen sind fiir alle drei getesteten Parameter von Cﬁl) in
den Abbildungen und [38| dargestellt. Die Abbildungen [37]und 38| befinden
sich im Anhang [A]

Weitere Parameter: 8; =0.9, 6,=0.7, 0=0.9

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 - 1.0 -
0.8 0.8
0.6 0.6
G(eo) 0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
T T T T T T T T
20 30 40 50 20 30 40 50
8o 8o
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
—— Tiefe-Test 1 — Signifikanzniveau

Abbildung 22: Gitefunktionen fiir den Parameter 6, fiir alle drei Tests mit hinzu-
gefligten Ausreiflern bei gleichem Testverfahren. Simuliert werden die stochastischen
Prozesse mit dem Parametervektor Cil). Getestet wird eine Sequenz fiir 6, wobei
unter Hy : 0y = 35 gilt und das Signifikanzniveau a = 0.05 gewahlt wird.

Auffallend ist die Abbildung da in dieser die Giitefunktionen in der rechten
Grafik fiir das Intervall [0, 1] am Anfang der getesteten Sequenz einen Knick nach
unten aufweisen. Dabei liegen die Tiefe-Tests niedriger als der Residuen-Momenten-
Test. Eine mogliche Erklarung hierfur ist, dass aufgrund der verschiedenen Adjus-
tierung die Tiefe-Tests schlechter reagieren als der Residuen-Momenten-Test.

Annahme war, dass die Tiefe-Tests robuster als der Residuen-Momenten-Test
sind, da diese Tests die Datentiefe betrachten und diese Ausreifler nicht erkennt.
Jedoch aufgrund des jeweils zweiten Entscheidungskriteriums der Tiefe-Tests mit
S5 wird die Nullhypothese trotzdem abgelehnt. Die Grofle S5 ist nicht robust gegen
Ausreifler, weshalb die Nullhypothesesn immer abgelehnt werden.

Allgemein ist festzuhalten, dass alle drei Tests unrobust gegeniiber Ausreiflern
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in dem stochastischen Prozess sind. Es muss also eine Moglickeit gefunden werden,
dass diese Tests robuster gegen Ausreifler werden. Die Idee beziiglich dieses Problems

wird im folgenden Unterkapitel betrachtet.

Weitere Parameter: 8, =35, 6, =0.9, 0=0.9

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 —_ |10 —
0.8 ‘\H\\ 0.8 -
0.6 0.6
G(ez) 0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 1 0.0
T T T T T T T T T T T T T T
04 05 06 07 08 09 10 04 05 06 07 08 09 10
0, 0,
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 23: Giitefunktionen fiir den Parameter 6, fiir alle drei Tests mit hinzu-
gefiigten Ausreiflern bei gleichem Testverfahren. Simuliert werden die stochastischen
Prozesse mit dem Parametervektor Cﬁl). Getestet wird eine Sequenz fiir 65, wobei
unter Hy : 05 = 0.7 gilt und das Signifikanzniveau a = 0.05 gewéhlt wird.

4.4.2 Neue Modellierung der Tests fiir die Erreichung einer Robustheit

gegeniiber Ausreiflern

Im vorherigen Unterkapitel wurde festgestellt, dass unter anderem das Entschei-
dungskriterium S, = S dafiir verantwortlich ist, dass die Nullhypothesen beim
Testen der stochastischen Prozesse mit Ausreilern abgelehnt werden. Die daraus
resultierende Idee lautet, dass die Tests ohne das Entscheidungskriterium Sy neu
modelliert werden. Durch diese neue Modellierung der Tests soll eine Robustheit
der Tests gegeniiber Ausreiflern demonstriert werden.

Die Tests werden dann mit adjustiertem Testniveau wie folgt formuliert:

Der Residuen-Momenten-Test lehnt die Nullhypothese Hy : ( = (. zum

Signifikanzniveau o ab, wenn ein 7 = 1, 3, 4 existiert, mit dem gilt:

|55 (C)l > ano, 1), 1-2)-
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Der Tiefe-Test 1 lehnt die Nullhypothese Hy : ( = (, zum Signifikanzniveau
a ab, wenn gilt:

SZ(C*) < gn @, 1), o

Der Tiefe-Test 2 lehnt die Nullhypothese Hj : ( = (. zum Signifikanzniveau
a = 0.05 ab, wenn gilt:

53(6+) < da

wobei ¢ = —1.2545411 (Falkenau 2016, S. 76).

Mit diesen neu modellierten Tests wurden die Simulationen der Tests mit addi-
tiven Ausreiflern fir den Parametervektor (il) erneut durchgefiihrt. Die Giitefunk-
tionen fiir die getesteten Parameter von Cil) sind in den Abbildungen , ,
und [42] im Anhang [A] dargestellt. Das gewtinschte Ergebnis blieb jedoch aus.

In den Abbildungen [39] [40] und [42 wird die Nullhypothese fir die gesamte getes-
tete Sequenz jeweils vom Residuen-Momenten-Test abgelehnt. Die Giitefunktionen
der Tiefe-Tests verlaufen fiir die gesamte Sequenz des jeweiligen Parameters unter
dem Signifikanzniveau. Wird die Abbildung betrachtet, so fallt auf, dass sich
die Giitefunktionen der Tests wie in den Abbildungen [40] und [42] verhalten, jedoch
die Giitefunktion des Tiefe-Tests 2 auf der rechten Seite der Sequenz fiir 6, iiber
dem Signifikanzniveau verlduft und anschliefend unter das Niveau sinkt. Fiir dieses
Verhalten ist bis jetzt keine Losung meinerseits gefunden worden.

Nun wurden die gleichen modifizierten Tests auch fiir den Parametervektor (,23)
durchgefithrt. Hierbei ergab sich ungewohnlicher Weise ein ganz anderes Ergebnis.
Zunachst wird die Abbildung [24] betrachtet, welche die Giitefunktionen fiir den Pa-
rameter ¢ der drei Tests enthalt. Auffallend in der Abbildung 24]ist, dass der Tiefe-
Test 2 als einziger Test zu funktionieren scheint. Die Giitefunktion dieses Testes er-
reicht ihr Minimum beim wahren Parameter 6y = 40. An dieser Stelle ist der Test al-
lerdings zu konservativ beziiglich des Signifikanzniveaus von o« = 0.05. Der Residuen-
Momenten-Test lehnt die Nullhypothese immer ab, sodass die Giitefunktion dieses
Testes bei G(0y) = 1 verlauft. Im Gegensatz dazu nimmt der Tiefe-Test 1 die Null-
hypothese immer an und verlauft bei G(6y) = 0.
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Weitere Parameter: 8; =0.1, 6,=0.8, 0=0.1

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 1.0 -
0.8 0.8
0.6 0.6
G(eo) 0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 — 0.0
T T T T T T T T T T
20 30 40 50 60 20 30 40 50 60
8o 8o
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 — Signifikanzniveau

Abbildung 24: Giitefunktionen fiir den Parameter 6, fiir alle drei Tests mit hinzu-
gefiigten Ausreiflern bei gedndertem Testverfahren. Simuliert werden die stochasti-
schen Prozesse mit dem Parametervektor C,E?’). Getestet wird eine Sequenz fir 6y,
wobei unter Hy : 6y = 45 gilt und das Signifikanzniveau o = 0.05 gewahlt wird.

Nun werden in der Abbildung [25| die Giitefunktionen fiir den Parameter 6] der
drei Tests betrachtet. Die Glitefunktionen des Residuen-Momenten-Tests lehnen die
Nullhypothese fiir beide Intervalle in Abbildung[25]jedes mal ab. Im Gegensatz dazu
verlauft die Giitefunktion des Tiefe-Tests 2 fast so wie eine Giitefunktion verlaufen
sollte. Die Graphen sind allerdings auf der linken Seite deutlich steiler als auf der
rechten Seite. Zudem ist der Test fiir das Signifikanzniveau von o = 0.05 fiir beiden
Intervallen zu konservativ. Ganz anders als erwartet, verlaufen die Graphen des
Tiefe-Tests 1. Auf dem Intervall von Null bis Zwei verlauft der Graph bis zum
wahren Parameter von 6; = 0.1 fast wie eine zu erwartende Giitefunktion. Ab dem
wahren Parameter in der Sequenz ist die Steigung des Graphen sehr niedrig. Das
Testniveau ist an der Stelle des wahren Parameters deutlich zu konservativ. An
dieser Stelle liegt die Giltefunktion des Tiefe-Tests 1 bei Null, welches bedeutet,
dass die Nullhypothese jedes Mal angenommen wird.

Fir die Testung auf diesen Parameter scheint in dieser Ausgangssituation der
Tiefe-Test 2 der einzige Test zu sein, der wie erwiinscht funktioniert. Wird nur die
linke Seite der Sequenz von 6; = 0.1 betrachtet, so scheint auch der Tiefe-Test 1
sinnvoll. Warum dieser auf der rechten Seite der Sequenz von 6; = 0.1 nicht mehr so
verlauft konnte noch nicht geklart werden. Der Residuen-Momenten-Test lehnt die

Nullhypothese immer ab, da die weiteren Teststatistiken des Tests nicht robust gegen




4 STATISTISCHE AUSWERTUNG 50

Ausreifler sind, weswegen bei diesem Test das Weglassen der einen Teststatistik also

nichts verandert hat.

Weitere Parameter: 8;=40, 6,=0.8, 0=0.1

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 1.0
~ ‘
0.8 1 0.8
0.6 0.6
G(el) 0.4 0.4
0.2 0.2 \
| o~ N ad
0.0 - ) A 0.0 "
T T T T T T T T T T T T T T
-02 -01 00 01 02 03 04 -02 -01 00 01 02 03 04
0, 0,
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 — Signifikanzniveau

Abbildung 25: Gitefunktionen fiir den Parameter ¢ fiir alle drei Tests mit hinzu-
gefigten Ausreiflern bei gedndertem Testverfahren. Simuliert werden die stochasti-
schen Prozesse mit dem Parametervektor QE?’). Getestet wird eine Sequenz fur 6y,
wobei unter Hy : ¢, = 0.1 gilt und das Signifikanzniveau a = 0.05 gewéahlt wird.

Als néchstes wird der Parameter 0y aus dem Parametervektor (153) mit den neu
formulierten Tests getestet. Diese Ergebnisse in Form der Giitefunktionen sind in
Abbildung [26] dargestellt. Auch fiir diesen Parameter lehnt der Residuen-Momenten-
Test die Nullhypothesen jedes mal ab und verlauft somit als horizontale Gerade auf
Hohe des Wertes Eins. Die Giitefunktion des Tiefe-Tetsts 1 startet am Anfang der
Sequenz von 6y bei einem Wert von circa G(f2) = 0.05. Die Giitefunktion f&llt
dann bis der Graph den Wert Null erreicht hat. Ab dem Wert 6, = 0.9 steigt
die Giitefunktion an, sodass diese bis zum Ende der betrachteten Sequenz fiir das
Intervall [0, 1] einen Wert von 0.75 erreicht hat. Wird das Intervall von Null bis Zwei
betrachtet, so verhalten sich die Giitefunktionen des Residuen-Momenten-Tests fast
genau so, wie fiir das Intervall von Null bis Eins. Die Giitefunktion des Tiefe-Tests 1
startet jedoch am Anfang der Sequenz kurz iiber dem Signifikanzniveau und erreicht
den Wert Eins bei 8, = 1.1. Wie eine tatsachlich zu erwartende Giitefunktion verlauft
der Graph fiir den Tiefe-Test 2, auch wenn der Graph rechts deutlich steiler ist als
auf der linken Seite. Fiur das Intervall [0, 2] erreicht die Giitefunktion den Wert

Eins auf der rechten Seite vom wahren Parameter bei circa 65 = 0.9. Auf der linken
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Seite vom wahren Parameter sinkt die Funktion von Eins auf unter das Niveau
innerhalb von einem 0.2 Schritt der Sequenz. Fiir beide Intervalle ist der Tiefe-Test

2 zu konservativ fiir das Signifikanzniveau des wahren Parameters.

Weitere Parameter: 8, =40, 6;,=0.1, 0=0.1

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
G(ez) 0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 » et 004 —
T T T T T T T T T T T T T T
05 06 07 08 09 10 11 05 06 07 08 09 10 11
0, 0,
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 26: Giitefunktionen fiir den Parameter 6, fiir alle drei Tests mit hinzu-
gefligten Ausreiflern bei gedndertem Testverfahren. Simuliert werden die stochasti-
schen Prozesse mit dem Parametervektor C,E?’). Getestet wird eine Sequenz fiir 6y,
wobei unter Hj : §; = 0.8 gilt und das Signifikanzniveau a = 0.05 gewéhlt wird.

Zuletzt wird noch der Parameter o des Parametervektors Cig) betrachtet und
getestet. Dargestellt ist dies in Abbildung 27 Auch fiir diesen Parameter lehnt der
Residuen-Momenten-Test die Nullhypothese immer ab und verlauft horizontal bei
dem Wert G(o) = 0. Die Graphen der Tiefe-Tests verhalten sich ganz anders. Diese
verlaufen fiir den Tiefe-Test 1 knapp tiber Null und fiir den Tiefe-Test 2 bei circa
0.3. Kurz vor ¢ = 0 steigen beide Graphen bis zur 1, um dann sofort wieder auf
ihren urspriinglichen Wert zu sinken.

Aufgrund des Verhaltens der Gutefunktionen fiir die Tiefe-Tests in der Abbil-
dung wird fiir diesen speziellen Fall das gleiche Testverfahren, also ohne die
Teststatistik Sy und ohne Ausreifier betrachtet. Diese Gutefunktionen sind in Abbil-
dung 2§ dargestellt. In dieser Abbildung ist zu erkennen, dass die Guitefunktionen der
Tiefe-Tests genau so verlaufen wie zuvor. Dies hat als Grund, dass die Tiefe-Tests
als einziges Entscheidungskriterium den jeweiligen Tiefewert haben. Im Vergleich
dazu ist der Residuen-Momenten-Test in dieser Situation ohne Ausreifler deutlich

besser, da die Giitefunktion dieses in einer Glockenkurve mit dem Minimum beim
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wahren Parameter verlauft. Fiir den wahren Parameter ¢ = 0.1 ist der Residuen-

Momenten-Test zu konservativ fiir das gewahlte Signifikanzniveau.

Weitere Parameter: =40, 6, =0.1, 6,=0.8

Intervall [O, 1] Intervall [0, 2]
1.0 H 1.0 4
0.8 0.8
0.6 0.6
G(O) 0.4 - 0.4
0.2 J 0.2
0.0 7 e — — 0.0 o == ———
T T T T T T T T T T T T T T
-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
o o
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 27: Giitefunktionen fiir den Parameter o fiir alle drei Tests mit hinzu-
gefiigten Ausreiflern bei gedndertem Testverfahren. Simuliert werden die stochas-
tischen Prozesse mit dem Parametervektor QE?’). Getestet wird eine Sequenz fiir o,
wobei unter Hy : 0 = 0.1 gilt und das Signifikanzniveau a = 0.05 gewéhlt wird.

Auch die neue Modellierung der Tests hat nicht zum erwiinschten Ergebnis
gefiihrt, sowohl bei viel Einfluss der Brownschen Bewegung auf den stochastischen
Prozess, als auch bei wenig Einfluss auf diesen. Jedoch scheint der Tiefe-Test 2 bei
kleinem ¢ fir die Parameter #; und 6, ganz gut zu funktionieren. Es sollte aber
weiter nach einer Verbesserung der Tests gesucht werden, da nur ein Entscheidungs-

kriterium fiir die Tiefe-Tests sehr wenig ist.
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Weitere Parameter: 8, =40, 6, =0.1, 6,=0.8

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 1.0 j ! ‘
0.8 ] 0.8 {
0.6 0.6
G(o)  o04- 0.4 -
0.2 1 0.2
0.0 0.0
T T T T T T T T T T T T T T
-02 -01 00 01 02 03 04 -02 -01 00 01 02 03 04
o o
— Residuen-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 — Signifikanzniveau

Abbildung 28: Giitefunktionen fiir den Parameter o fiir alle drei Tests ohne hinzu-
gefiligte Ausreifler bei geandertem Testverfahren. Simuliert werden die stochastischen
Prozesse mit dem Parametervektor C,E?’). Getestet wird eine Sequenz fiir o, wobei un-
ter Hy : 0 = 0.1 gilt und das Signifikanzniveau oo = 0.05 gewéhlt wird.

4.5 Vergleich der Ergebnisse mit denen einer leicht abge-

wandelten Modellgleichung

In diesem Unterkapitel wird noch mal eine etwas abgewandelte stochastische Dif-
ferentialgleichung betrachtet. Dafiir wird eine etwas abgewandelte Form der zuvor
verwendeten stochastischen Differentialgleichung aufgestellt. AnschlieBend werden
die Giitefunktionen dieser stochastischen Differentialgleichung mit denen, der ur-
spriinglichen stochastischen Differentialgleichung verglichen.

Die hier betrachtete neue stochastische Differentialgleichung lautet:
dY (z) = 0,(0p — Y (2))2dx + 00, (6 — Y (2))2d B(x),

mit ¢ = (6, 01, 0, 0) € R* und B der Brownschen Bewegung. Nun wird also ein
positiver Exponent betrachtet, sodass eher ein beschrinktes Wachstum simuliert
wird (vergleiche . Auch diese stochastische Differentialgleichung wird mithilfe
der Euler-Maruyama-Methode approximiert, sodass sich fir i =0, 1, ..., N —1
die folgende Approximation ergibt:

Y(zig) = Y (@) + 0100 — Y (2:)) " (wig1 — 25) + 001 (60 — Y () (B(2ig1) — B(x:)).
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Aufgrund der Tatsache, dass dieses Modell nur kurz beleuchtet werden soll, wird
fiir dieses Modell die gleiche Programmierung wie zuvor verwendet. Jedoch wird
der Parameter 0y negativ gewahlt, sodass Folgendes fiir den Driftterm gilt, fiir das
Beispiel 6, = —0.5:

01(0p — Y ()" = 616 — Y ()"

voheriger Driftterm

= 91(90 — Y([E))OS
= 01(00 — Y(ZL‘))92 .

neuer Driftterm

Es wird der Parametervektor (,SB) betrachtet, allerdings nun in etwas abgewandel-
ter Form: C;S4) = (40, 0.1, —0.8, 0.1). Fur diesen Parametervektor wurden ebenfalls
die Giitefunktionen fiir die verschiedenen Situationen erstellt. Zunachst werden die
Giitefunktionen ohne Ausreifler betrachtet. Diese sind in Abbildung [43], [44] [45] und
[6] im Anhang [A] dargestellt.

In Abbildung [43|ist zu erkennen, dass der Tiefe-Test 1 fiir den wahren Parameter
6o = 40 zu konzervativ beziiglich des Signifikanzniveaus von a = 0.05 ist. Fiir den
Parameter ¢, = 0.1 in Abbildung 44| ist der Tiefe-Test 1 fiir das Intervall [0, 1] zu
konservativ. Jedoch halten fiir das Intervall [0, 2] sowohl der Residuen-Momenten-
Test als auch der Tiefe-Test 1 das Signifikanzniveau ein. Der Tiefe-Test 2 ist in
diesem Fall zu liberal.

Werden die Giitefunktionen fiir den Parameter 6, in Abbildung [45| betrachtet,
so ist auffallend, dass sowohl der Residuen-Momenten-Test als auch der Tiefe-Test
1 zu konservativ sind. Der Tiefe-Test 2 halt das Signifikanzniveau ein. In der Ab-
bildung [46] ist zu erkennen, dass fiir das Intervall von Null bis Eins der Residuen-
Momenten-Test und der Tiefe-Test 1 sich zu konservativ verhalten fiir den wahren
Parameter o = 0.1. Fiir das Intervall [0, 2] halten beide Tiefe-Tests das Signifikanz-
niveau ein, der Residuen-Momenten-Test ist etwas zu konservativ.

Insgesamt konnten bis jetzt keine Unterschiede in den Gitefunktionen der un-
terschiedlichen stochastischen Differentialgleichungen gefunden werden. Nun wird
ebenfalls die Situation betrachtet, in der additive Ausreifler hinzugefiigt werden.
Zudem werden die Tests ohne die Teststatistik Sy beziehungsweise S5 durchgefiihrt.

Die Gutefunktionen fiir den Parameter 6, (vergleiche Abbildung verlaufen
anders als die Giitefunktionen in Abbildung[24 Wie in Abbildung[29zu erkennen ist,
erreicht die Gitefunktion des Tiefe-Tests 2 auf der rechten Seite des wahren Para-

meters 0y = 40 die Eins nicht innerhalb der betrachteten Sequenz von 6. Der Tiefe-
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Test 1 verlauft in dieser Situation nicht nur bei Null, sondern startet etwas hoher
am Anfang der Sequenz von 6. Fiir das Intervall [0, 2] beginnt die Giitefunktion
bei G(6p) = 0.2 und sinkt dann auf Null. Auch der Residuen-Momenten-Test lehnt

die Nullhypothese auch in dieser Situation immer ab.

Weitere Parameter: 6; =0.1, 6,=-0.8, 0=0.1

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 - 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
G(eo) 0.4 0.4
0.2 /f//f’ 0.2 \
00 7 T T T T T 00 7 T = T T T T
20 30 40 50 60 20 30 40 50 60
8o 8o
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe—-Test 2
— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 29: Gitefunktionen fiir den Parameter 6, fiir alle drei Tests mit hinzu-
gefligten Ausreifflern bei gedndertem Testverfahren. Simuliert werden die stochasti-
schen Prozesse mit dem Parametervektor C£4). Getestet wird eine Sequenz fir 6y,
wobei unter Hy : 0y = 40 gilt und das Signifikanzniveau a = 0.05 gewéhlt wird.

Die Giitefunktionen fiir den Parameter #; des Parametervektors §£4) in Abbil-
dung [30] unterscheiden sich kaum von denen zuvor (vergleiche Abbildung [25]). Auch
in dieser Situation lehnt der Residuen-Momenten-Test die Nullhypothese immer ab.
Die Giitefunktion des Tiefe-Tests 1 beginnt fiir das Intervall [0, 2] bei G(#;) = 0.9
und steigt dann auf den Wert Eins. Ab 6; = 0.05 sinkt der Graph schnell bis auf
den Wert Null. Auf der rechten Seite des wahren Parameters #; = 0.1 steigt der
Graph der Giitefunktion bis zum Ende der betrachteten Sequenz auf circa 0.15. Die
Giitefunktion des Tiefe-Tests 2 sinkt auf der linken Seite der Sequenz des wahren
Parameters sehr stark. Der Wert Eins wird von der Giitefunktion auf der rechten
Seite des wahren Parameters am Ende der Sequenz von 6, erreicht. Auf Hohe des

wahren Parameters 6; = 0.1 ist der Tiefe-Test 2 zu konservativ.
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Weitere Parameter: 65 =40, 6,=-0.8, 0=0.1

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 - 1.0
~ ‘
0.8 0.8
0.6 0.6
G(el) 0.4 0.4
0.2 1 0.2 4 \
o ol
0.0 4 ) AN 0.0 - L
T T T T T T T T T T T T T T
-02 -01 00 01 02 03 04 -02 -01 00 01 02 03 04
0, 0,
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 — Signifikanzniveau

Abbildung 30: Giitefunktionen fiir den Parameter 6; fiir alle drei Tests mit hinzu-
gefiigten Ausreiflern bei gedndertem Testverfahren. Simuliert werden die stochasti-
schen Prozesse mit dem Parametervektor C,E4). Getestet wird eine Sequenz fir 6y,
wobei unter Hy : ¢, = 0.1 gilt und das Signifikanzniveau o = 0.05 gewéahlt wird.

Weitere Parameter: 8, =40, 6, =0.1, 0=0.1

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 A 1.0 A
0.8 0.8
0.6 0.6
G(GZ) 0.4 0.4
0.2 0.2 4
0.0 4 A 0.0 4 AW
T T T T T T T T T T T T T T
-11 -10 -09 -08 -07 -0.6 -05 -11 -10 -09 -08 -07 -0.6 -05
0, 0,
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 31: Gitefunktionen fiir den Parameter 0, fiir alle drei Tests mit hinzu-
gefiigten Ausreiflern bei gedndertem Testverfahren. Simuliert werden die stochasti-
schen Prozesse mit dem Parametervektor Q£4). Getestet wird eine Sequenz fir 6y,
wobei unter Hy : 6, = —0.8 gilt und das Signifikanzniveau o = 0.05 gewahlt wird.
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Auch die Giitefunktionen fiir den Parameter 0y (vergleiche Abbildung un-
terscheiden sich kaum von denen mit der vorherigen stochastischen Differential-
gleichung. Zu Beachten ist hier jedoch, dass mit einer neuen Programmierung und
einem wahren Parameter von 6, = 0.8 die Grafiken vertikal bei #; = —0.8 gespiegelt
worden wire, da dann die Sequenz von 0.5 bis 1.1 gehen wiirde.

Der Residuen-Momenten-Test lehnt auch hier die Nullhypothese immer ab. Der
Graph der Giitefunktion des Tiefe-Tests 2 sinkt auf der linken Seite des wahren
Parameters 6, = —0.8 nicht so stark, wie dieser auf der rechten Seite der Sequenz
von 0y = —0.8 steigt. Die Giitefunktion des Tiefe-Tests 1 beginnt wie zuvor am
Anfang der Sequenz von #, auf Hohe des Signifikanzniveaus a = 0.05 und sinkt
dann auf Null. Ab 6y = 0.7 steigt der Graph dieser Giitefunktion bis zu G(6z) =1
bis zum Ende der betrachteten Sequenz an. An der Stelle des wahren Parameters
0y = —0.8 sind beide Tiefe-Tests zu konservativ. Es ist jedoch festzustellen, dass
die Tiefe-Tests kleinere Werte als das wahre 65 eher als falsch erkennen und die
Nullhypothese dadurch deutlich 6fter ablehnen.

Weitere Parameter: 85=40, 6, =0.1, 6,=-0.8

Intervall [O, 1] Intervall [0, 2]
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
G(U) 0.4 0.4
0.2 1 J 0.2
0.0 e — 0.0 { == —
T T T T T T T T T T T T T T
-02 -01 00 01 02 03 04 -02 -01 00 01 02 03 04
o o
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 32: Giitefunktionen fiir den Parameter o fiir alle drei Tests mit hinzu-
gefiigten Ausreiflern bei gedndertem Testverfahren. Simuliert werden die stochas-
tischen Prozesse mit dem Parametervektor C>,(<4). Getestet wird eine Sequenz fiir o,
wobei unter Hy : 0 = 0.1 gilt und das Signifikanzniveau a = 0.05 gewéhlt wird.

Zuletzt werden die Giitefunktionen fiir den Parameter o in Abbildung |32| be-
trachtet. Auch fiir diesen Parameter lehnt der Residuen-Momenten-Test die Nullhy-
pothese immer ab. Der Graph der Giitefunktion fiir den Tiefe-Test 1 verlauft fast
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die ganze Sequenz von o bei Null und der Graph des Tiefe-Tests 2 bei 0.03. Bei-
de Graphen der Giitefunktionen der Tiefe-Tests steigen kurz vor ¢ = 0 schnell auf
G(0) = 1 an und sinken dann auch sofort wieder auf die urspringlichen Werte.
Insgesamt kann festgestellt werden, dass diese andere Wahl des Parameters 65,
mit dem eine neue stochastische Differentialgleichung entsteht, kaum einen Ein-
fluss auf die Giitefunktionen der drei Tests hat. Es wurde jedoch gezeigt, dass die
Tiefe-Tests bei kleineren getesteten Werten 603 als der wahre Parameter 6, die Null-

hypothese deutlich 6fter ablehnen, als bei zu grofien getesteten Werten von 6;.

5 Zusammenfassung

In dieser Abschlussarbeit wird versucht das Wachstum von Ermiidungsrissen mit-
hilfe von stochastischen Differentialgleichungen zu modellieren und weiter die Giite
dieser Approximation zu testen. Diese Ermiidungsrisse entstehen zum Beispiel in
Stahlbeton, welcher zur Konstruktion von Briicken eingesetzt wird. Die dahinter
stehende Idee ist, dass, wenn eine mathematisch passende Form zur Beschreibung
des jeweiligen Risswachstums gefunden ist, eine prognostische Aussage iiber den
ungefihren Zeitpunkt des Materialversagens moglich wird. Zunéchst wird in dieser
Arbeit eine stochastische Differentialgleichung mittels der Paris-Erdogan Gleichung
fiir das Risswachstum aufgestellt. Aus den Losungen der aufgestellten stochastischen
Differentialgleichung lassen sich nicht-lineare Modelle aufstellen, welche sowohl ein
beschrianktes als auch ein explosives Wachstum beschreiben.

Dem Aufstellen der konkret zu untersuchenden stochastischen Differentialglei-
chung liegt die Idee zu Grunde, dass wenn der deterministische Term des Drifts
grof ist, dann auch der stochastische Term der Volatilitat grofl sein muss. Deswegen
wird flir die beiden Terme eine fast identische Funktion gewéhlt. Es werden da-
bei nur explosiv wachsende stochastische Prozesse betrachtet. Da zuséatzlich in dem
stochastischen Term der stochastischen Differentialgleichung ein Gaufy’sches Verhal-
ten der Schwankungen der Werte angenommen wird, wird hierfiir die Brownsche
Bewegung verwendet.

Anschliefflend wird die Euler-Maruyama-Approximation angewendet, damit die
aufgestellte stochastische Differentialgleichung in das Software-Programm R fiir die
weiteren Simulationen implementiert werden kann. Mithilfe des stochastischen Pro-
zesses wird die Giite von zwei Testsverfahren gepriift. Zuerst wird der Residuen-
Momenten-Test betrachtet, welcher auf den Momenten der Normalverteilung der

Residuen beruht. Danach werden zwei Tiefe-Tests verwendet, von denen einer auf
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der vollen Dreiertiefe und der andere auf der einfachen Vierertiefe beruht. Diese
drei Tests werden miteinander verglichen in Bezug auf ihre jeweilige Giite fiir die
Punkthypothese.

Die Tests erkennen den Parameter besser, wenn der Einfluss der Brownschen
Bewegung klein ist. Je grofler der Einfluss der Brownschen Bewegung wird, desto
ungenauer werden die Tests.

Um die Robustheit der Tests zu tiberpriifen, werden in die simulierten stochas-
tischen Prozesse additive Ausreifler eingefiigt. Anschliefend werden diese stochasti-
schen Prozesse mit den drei Tests getestet und die dazugehorigen Giitefunktionen
berechnet. Dieses Verfahren fithrt zu keinem Ergebnis, da alle drei Tests die Null-
hypothese immer abgelehnt haben. Die Idee der Ursache des Ablehnens der Null-
hypothese besteht darin, dass eine Teststatistik der Tiefe-Tests nicht robust ist.
Daraufhin werden die Tests ohne diese Teststatistik neu modelliert, wodurch eine
Robustheit der Tests gegentiber Ausreiflern erreicht werden soll. Aber auch dies fithrt
nicht zum erwarteten Ergebnis. Der Tiefe-Test 2 scheint jedoch fiir die Parameter
0, und 65 in dieser Situation recht gut zu funktionieren. Es ldsst sich feststellen,
dass die Tiefe-Tests im Allgemeinen robuster als der Residuen-Momenten-Test sind,
wenn der Einfluss der Brownschen Bewegung klein ist.

Die Wahl der Tiefe-Tests erfolgte mit der Uberlegung, dass diese durch die Ver-
wendung der Tiefewerte robuster gegen Ausreifler werden als der Residuen-Momen-
ten-Test. Dies hat sich nicht bestatigt. Grund dafiir ist die Verwendung der Varianz-
summe S5 in beiden Tiefe-Tests. Diese Teststatistik ist nicht robust gegen Ausreifler,
da sie nicht mit der Datentiefe berechnet wird. In weiteren Untersuchungen scheint
es sinnvoll fir diese Teststatistik eine Alternative zu suchen, welche ebenfalls robust
ist.

AuBerdem ist die Wahl der Brownschen Bewegung kurz zu diskutieren. Die-
se ist eigentlich ungeeignet in Bezug auf das Modellieren von Risswachstum, da
die Brownsche Bewegung negative Werte annehmen kann. Ein Riss kann sich zwar
durch verschiedenste Einfliisse wieder ein bisschen schlieffen, jedoch wird nicht be-
achtet, dass eine negative Rissbreite nicht moglich ist. Ein Gamma-Prozess wiirde
hier vielleicht eine bessere Modellierung ermoglichen.

Als weiteren Ansatzpunkt fiir nachfolgende Uberlegungen zu diesem Thema
ist zu nennen, dass die weiteren aufgestellten Modelle simuliert und getestet wer-
den konnen. Moglicherweise kann so bestimmt werden, welches Modell besser oder

schlechter fiir die Beschreibung des Risswachstums geeignet ist.
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werden die stochastischen Prozesse mit den Parametern 6, = 40, 6, = |

0.1, 6, = —0.8. Getestet wird eine Sequenz fir o, wobei unter Hy : |

o = 0.1 gilt. Das Signifikanzniveau wird a« = 0.05 gewahlt. | . . . . . . 74
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A Zusatzliche Abbildungen

Weitere Parameter: 6, =1.3, 6,=0.5, 0=1.2

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
G(6o) 04 - 0.4 -
0.2 0.2 4
0.0 0.0
T T T T T T T T
30 40 50 60 30 40 50 60
8o 8o
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
—— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 33: Giitefunktionen fiir den Parameter 6, fiir alle drei Tests. Simuliert
werden die stochastischen Prozesse mit den Parametern 6y = 45, 0 = 0.5, 0 = 1.2.
Getestet wird eine Sequenz fiir 6, wobei unter Hy : 0y = 45 gilt. Das Signifikanzni-
veau wird a = 0.05 gewahlt.

Weitere Parameter: 65 =45, 6,=0.5, 0=1.2

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
G(0) 04 0.4 -
0.2 0.2
0.0 0.0
T T T T T T T T T T T T T T
1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6
0, 0,
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 34: Gitefunktionen fiir den Parameter 6; fir alle drei Tests. Simuliert
werden die stochastischen Prozesse mit den Parametern 6y = 45, 0, = 0.5, 0 = 1.2.
Getestet wird eine Sequenz fiir 61, wobei unter Hy : §; = 1.3 gilt. Das Signifikanzni-
veau wird a = 0.05 gewahlt.
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Weitere Parameter: 8, =45, 6;,=1.3, 0=1.2

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 1.0
0.8 [ 0.8
0.6 0.6
G(8,) o044 0.4 -
0.2 J 0.2 4
0.0 - 0.0
T T T T T T T T T T T T T T
02 03 04 05 06 07 08 02 03 04 05 06 07 08
0, 0,
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
—— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 35: Giitefunktionen fiir den Parameter 6, fiir alle drei Tests. Simuliert
werden die stochastischen Prozesse mit den Parametern 6y = 45, 6, = 1.3, 0 = 1.2.
Getestet wird eine Sequenz fiir 6y, wobei unter Hy : 83 = 0.5 gilt. Das Signifikanzni-
veau wird o = 0.05 gewahlt.

Weitere Parameter: 6, =45, 6;,=1.3, 6,=0.5

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
G(o) o4 0.4 -
0.2 0.2
0.0 0.0
T T T T T T T T T T T T T T
0.9 1.0 11 1.2 13 1.4 15 0.9 1.0 11 1.2 13 1.4 15
o o
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 36: Giitefunktionen fiir den Parameter o fir alle drei Tests. Simuliert
werden die stochastischen Prozesse mit den Parametern 6y = 45, 6, = 1.3, 65 = 0.5.
Getestet wird eine Sequenz fiir o, wobei unter Hy : 0 = 1.2 gilt. Das Signifikanzni-
veau wird a = 0.05 gewahlt.
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Weitere Parameter: 8, =35, 6,=0.7, 0=0.9

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 1.0 -
0.8 0.8
0.6 0.6
G(el) 0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
T T T T T T T T T T T T T T
06 07 08 09 1.0 11 12 06 07 08 09 1.0 11 1.2
0, 0,
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 — Signifikanzniveau

Abbildung 37: Giitefunktionen fiir den Parameter 6; fiir alle drei Tests mit hinzu-
gefligten Ausreiflern bei gleichem Testverfahren. Simuliert werden die stochastischen
Prozesse mit dem Parametervektor Q}({l). Getestet wird eine Sequenz fiir #;, wobei
unter Hy : 81 = 0.9 gilt und das Signifikanzniveau o = 0.05 gewahlt wird.

Weitere Parameter: 8;=35, 6, =0.9, 6,=0.7

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 - 1.0 -
0.8 0.8
0.6 0.6
G(o)  o04- 0.4 -
0.2 1 0.2
0.0 0.0
T T T T T T T T T T T T T T
06 07 08 09 10 11 12 06 07 08 09 10 11 12
o o
—— Residuen-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 38: Giitefunktionen fiir den Parameter o fiir alle drei Tests mit hinzu-
gefiigten Ausreifliern bei gleichem Testverfahren. Simuliert werden die stochastischen
Prozesse mit dem Parametervektor Cil). Getestet wird eine Sequenz fiir o, wobei un-
ter Hy : 0 = 0.9 gilt und das Signifikanzniveau o = 0.05 gewahlt wird.
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Weitere Parameter: 8; =0.9, 6,=0.7, 0=0.9

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 1.0 -
0.8 0.8
0.6 0.6
G(eo) 0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0 1 == —
T T T T T T T T
20 30 40 50 20 30 40 50
8o 8o
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 — Signifikanzniveau

Abbildung 39: Giitefunktionen fiir den Parameter 6, fiir alle drei Tests mit hinzu-
gefiigten Ausreiflern bei gedndertem Testverfahren. Simuliert werden die stochasti-
schen Prozesse mit dem Parametervektor C,El). Getestet wird eine Sequenz fir 6y,
wobei unter Hy : 6y = 35 gilt und das Signifikanzniveau o = 0.05 gewahlt wird.

Weitere Parameter: 85 =35, 6,=0.7, 0=0.9

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
G(el) 0.4 0.4
0.2 1 0.2
00 == — == 0.0 { — =
T T T T T T T T T T T T T T
06 07 08 09 10 11 12 06 07 08 09 10 11 12
0, 0,
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 40: Giitefunktionen fiir den Parameter 6; fiir alle drei Tests mit hinzu-
gefligten Ausreiflern bei gedndertem Testverfahren. Simuliert werden die stochasti-
schen Prozesse mit dem Parametervektor Cil). Getestet wird eine Sequenz fiir 6y,
wobei unter Hy : 61 = 0.9 gilt und das Signifikanzniveau a = 0.05 gewéhlt wird.
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Weitere Parameter: 85 =35, 6, =0.9, 0=0.9

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 — 1.0 -
0.8 0.8
0.6 0.6
G(ez) 0.4 0.4
0.2 0.2 ’/’/
.f/',
0.0 e 0.0 —
T T T T T T T T T T T T T T
04 05 06 07 08 09 10 04 05 06 07 08 09 10
0, 0,
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 — Signifikanzniveau

Abbildung 41: Giitefunktionen fiir den Parameter 6, fiir alle drei Tests mit hinzu-
gefiigten Ausreiflern bei gedndertem Testverfahren. Simuliert werden die stochasti-
schen Prozesse mit dem Parametervektor C,El). Getestet wird eine Sequenz fir 0y,
wobei unter Hy : 6, = 0.7 gilt und das Signifikanzniveau a = 0.05 gewahlt wird.

Weitere Parameter: 8;=35, 6, =0.9, 6,=0.7

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 A 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
G(o)  o04- 0.4 -
0.2 0.2
e e —_—
T T T T T T T T T T T T T T
06 07 08 09 10 11 12 06 07 08 09 10 11 12
o o
—— Residuen-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 42: Giitefunktionen fiir den Parameter o fiir alle drei Tests mit hinzu-
gefiigten Ausreiflern bei gedndertem Testverfahren. Simuliert werden die stochas-
tischen Prozesse mit dem Parametervektor Qﬁl). Getestet wird eine Sequenz fiir o,
wobei unter Hy : 0 = 0.9 gilt und das Signifikanzniveau a = 0.05 gewéhlt wird.
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Weitere Parameter: 8; =0.1, 6,=-0.8, 0=0.1

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 1.0 -
0.8 0.8
0.6 0.6
G(eo) 0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
T T T T T T T T T T
20 30 40 50 60 20 30 40 50 60
8o 8o
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 — Signifikanzniveau

Abbildung 43: Gitefunktionen fiir den Parameter 6, fir alle drei Tests. Simuliert
werden die stochastischen Prozesse mit den Parametern #; = 0.1, 6 = —0.8, 0 =
0.1. Getestet wird eine Sequenz fiir 6, wobei unter Hy : 6y = 40 gilt. Das Signifi-
kanzniveau wird o = 0.05 gewahlt.

Weitere Parameter: 65 =40, 6,=-0.8, 0=0.1

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 ‘1 1.0 [
0.8 f 0.8
0.6 0.6
G(el) 0.4 0.4
0.2 1 u 0.2
0.0 1 0.0
T T T T T T T T T T T T T T
-02 -01 00 01 02 03 04 -02 -01 00 01 02 03 04
91 el
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 44: Giitefunktionen fiir den Parameter 6; fiir alle drei Tests. Simuliert
werden die stochastischen Prozesse mit den Parametern 6, = 40, 6, = —0.8, 0 =
0.1. Getestet wird eine Sequenz fiir 61, wobei unter Hy : 6; = 0.1 gilt. Das Signifi-
kanzniveau wird o = 0.05 gewahlt.
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Weitere Parameter: 8;=40, 6, =0.1, 0=0.1

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 1.0 -
0.8 0.8 \
0.6 0.6
G(ez) 0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 hd 0.0 -
T T T T T T T T T T T T T T
-11 -10 -09 -08 -0.7 -0.6 -05 -11 -10 -09 -0.8 -0.7 -0.6 -05
0, 0,
—— Residuen—-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 — Signifikanzniveau

Abbildung 45: Gitefunktionen fiir den Parameter 05 fir alle drei Tests. Simuliert
werden die stochastischen Prozesse mit den Parametern 6, = 40, 8, = 0.1, ¢ = 0.1.
Getestet wird eine Sequenz fiir 6y, wobei unter Hy : #; = —0.8 gilt. Das Signifikanz-
niveau wird o = 0.05 gewahlt.

Weitere Parameter: =40, 6, =0.1, 6,=-0.8

Intervall [0, 1] Intervall [0, 2]
1.0 1 1.0
0.8 \ [ ( 0.8 {
0.6 0.6
G(o) 04 0.4
0.2 1 u U 0.2 U U
0.0 0.0 ©
T T T T T T T T T T T T T T
-02 -01 00 01 02 03 04 -02 -01 00 01 02 03 04
o o
—— Residuen-Momenten-Test —— Tiefe-Test 2
— Tiefe-Test 1 —— Signifikanzniveau

Abbildung 46: Giitefunktionen fiir den Parameter o fiir alle drei Tests. Simuliert wer-
den die stochastischen Prozesse mit den Parametern 6, = 40, ; = 0.1, 6, = —0.8.
Getestet wird eine Sequenz fiir o, wobei unter Hy : 0 = 0.1 gilt. Das Signifikanzni-
veau wird a = 0.05 gewahlt.
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