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1 FEinleitung

1 Einleitung

2 in vielen Anwendungsbereichen

In der statistischen Analyse ist das Testen der Varianz o
von grofler Bedeutung. Der Parameter steht fiir die Streuung bzw. Homogenitéit der
Daten, weshalb sich aus ihm wertvolle Informationen ableiten lassen. Es existieren bereits
etablierte klassische Methoden zum Testen auf den Parameter o2, die sich besonders gut
fiir homogene Stichproben eignen. In der Praxis treten jedoch auch Unregelmafigkeiten
in Form von untypisch groflen oder kleinen Werten auf, die sogenannten Ausreifler.
Durch die restriktiven Annahmen tiber die Verteilung in klassischen Ansétzen konnen
daher die Ergebnisse mit Ausreiflern in der Stichprobe verzerrt sein. Aus diesem Grund
sind Testverfahren erforderlich, die auch in Anwesenheit von Ausreiflern zuverlassige
Ergebnisse liefern. Ein vielversprechender Ansatz hierfiir ist der K-Vorzeichen-Tiefe-
Test. In Leckey et al. (2023) wird diese Erweiterung des klassischen Vorzeichen-Tests
vorgestellt, die ebenso simpel ist, jedoch eine wesentlich hohere Teststirke aufweist.
Eine Eigenschaft dieses Testverfahrens ist, dass keine Annahmen tiber die Verteilung
erforderlich sind, wodurch es in verschiedenen Situationen anwendbar ist. In dieser
Untersuchung wird daher gepriift, ob sich der K-Vorzeichen-Tiefe-Test als geeignetes
Verfahren zum robusten Testen der Varianz erweist. Dabei wird analysiert, wie sich die
Teststarke verschiedener Variationen des K-Vorzeichen-Tiefe-Tests in unterschiedlichen
Szenarien verhalt. Zum Vergleich werden zwei weitere Varianztests herangezogen: Einer
davon stellt einen klassischen Ansatz dar, wahrend der andere die Eigenschaften teilt,
robust gegentiber Ausreiffern zu sein und keine Annahmen tiber die Verteilung zu machen.
Fiir dieses Vorgehen werden im Rahmen einer Simulation Zufallszahlen erzeugt, die eine
Stichprobe bilden und auf die Testverfahren angewendet werden. In die Stichproben
werden systematisch Ausreifler eingefiigt, die sich je nach Szenario in Grole und Umfang
unterscheiden. Die Ergebnisse werden anhand von Giiteplots veranschaulicht, die zeigen,
ob das Signifikanzniveau eingehalten wird und wie hoch die Teststarke ist. In den
Ergebnissen der Simulation wurde deutlich, wie unterschiedlich die Tests auf Ausreifler
reagieren und dass bestimmte Variationen des K-Vorzeichen-Tiefe-Tests besonders gut
abschneiden.

Diese Arbeit gliedert sich in 6 weitere Abschnitte. Im folgenden Abschnitt wird das
Modell und die Testhypothesen kurz erlautert. Anschliefend werden die Testverfahren

im dritten Abschnitt vorgestellt und definiert. Im vierten Abschnitt werden die Szenarien



2 Problemstellung

und der Aufbau der Simulation erklirt. Die Simulationsergebnisse der Tests werden
dann im fiinften Abschnitt vorgestellt. Darauffolgend werden im sechsten Abschnitt die
vorgestellten Ergebnisse interpretiert und im letzten Abschnitt werden die wichtigsten

Ergebnisse zusammengefasst und ein Ausblick fiir weitere Untersuchungen gegeben.

2 Problemstellung

Seien X7, ..., Xy unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit dem Erwar-
tungswert p und der Varianz o2. Das Ziel dieser Untersuchung ist das robuste Testen der
folgenden Hypothesen:

Hy:0=0¢vs. H : 0 # oy.

Ein Test gilt fiir diese Untersuchung als robust, wenn er gute Ergebnisse fiir X, ..., Xy ~
N (p, 0?) liefert und wenn die Ergebnisse nicht deutlich schlechter werden, wenn sich
Ausreifler unter den Realisationen der Zufallsvariablen X, ..., Xy befinden. Gute Er-
gebnisse bedeuten in diesem Kontext, dass die Testentscheidungen bei Abweichungen
von der Nullhypothese richtig getroffen werden und das Signifikanzniveau o unter der
Nullhypothese nicht tiberschritten wird. Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit nehmen
wir an, dass ¢ = 0 und o9 = 1. Das Signifikanzniveau der Tests wird auf a = 0.05
festgelegt.

Im folgenden wird die Abkiirzung ,u.i.v.“ fiir ,,unabhéngig identisch verteilt“ verwendet.
AuBerdem wird auch der Begriff ,,Kontamination“(Verunreinigung) fiir Stichproben mit

Ausreifiern verwendet.

3 Statistische Methoden

In diesem Abschnitt werden die fiir die Untersuchung verwendeten Testverfahren vorge-
stellt. Fiir den K-Vorzeichen-Tiefe-Test werden zwei Methoden zur Berechnung der Tiefe
sowie die Skalierung der Ausreifler definiert. AbschlieBend folgt die Definition des Tests.
Der darauffolgende x2-Test stellt den klassischen Varianztest dar. Im Unterabschnitt
zum Test, der auf dem Q-Schétzer basiert, wird zunéchst der Q-Schéatzer vorgestellt, auf

dessen Grundlage anschlieflend ein statistischer Test konstruiert wird.



3 Statistische Methoden

3.1 K-Vorzeichen-Tiefe-Test

Der K-Vorzeichen-Tiefe-Test ist ein nicht-parametrischer und robuster Test, welcher
lediglich auf den Vorzeichen der Residuen beruht. Grundlage des Tests ist, wie der Name
schon sagt, die so genannte K-Vorzeichen-Tiefe, in dieser Arbeit auch abgekiirzt mit
K-Tiefe. Die K-Vorzeichen-Tiefe ist der relative Anteil von den K-Tupeln der Residuen
R, bei denen ein Vorzeichenwechsel stattfindet, wobei K € N \{1} ein frei wiahlbarer
Parameter ist. Tests basierend auf der K-Tiefe beruhen auf der Voraussetzung, dass
die Wahrscheinlichkeit fiir positive bzw. negative Vorzeichen der Residuen R, (), mit
n =1,..., N und dem Parameter § € © C R?,p € N, genau % entspricht (Leckey et al.|
2023)), d.h. wenn

Po(Ro(6) > 0) = 5 = Py(Ro(6) < 0) (1)

gilt. Ferner bedeutet (1)), eine ungefihr gleiche Anzahl an positiven und negativen
Vorzeichen der von # abhéngigen Residuen, welche zu Vorzeichenwechseln in den K-
Tupeln fithrt. Die K-Tiefe dg(ry, ...,ry) mit den Realisationen rq, ...,y von R, ist fir
K > 2 wie folgt definiert (Leckey et al., [2023):

1
df((Tl,...,TN> e NN Z (H]l()oo Tnk}
(K) 1<ni<no<..<ng <N

H —s00){ (= Tnk}>- .

Das Zeichen 1, steht fur die Indikatorfunktion, die bei 14{z} = 1{z € A} gleich 1 ist,
wenn x in dem Intervall A liegt, andernfalls ist sie gleich 0. Man spricht von der vollen
K-Vorzeichen-Tiefe, wenn sie die Form wie in hat. Eine vereinfachte Version der
K-Vorzeichen-Tiefe, ist nach Kustozs et al. (2016) fiur K > 2, folgendermaflen definiert:

1 N—-K+1

NoRT1 & (H“w rvict}
- ®)

+ 1:[ ]l(oo,o){(—l)krn+k_1}> .

df((rl, oy TN) =

Im Gegensatz zu der vollen K-Tiefe, werden bei der vereinfachten K-Tiefe N — K + 1
Tupel betrachtet, anstatt ( ) Tupel, wodurch sie sich schneller berechnen léasst. Trotz



3 Statistische Methoden

groBerem Rechenaufwand, ist die Gilite der Tests, die auf der vollstandigen K-Tiefe
basieren, meist besser als die der vereinfachten K-Tiefe (Kustozs et al., [2016). Die
R-Funktion componentKDepth aus dem Paket KDepth von |[Nagy (2024)), bietet einen
effizienten Algorithmus zur Bestimmung der vollen und vereinfachten K-Tiefe.

Bevor der K-Vorzeichen-Tiefe-Test fiir die Hypothese Hy : 0 = o definiert wird, werden
die skalierten Residuen definiert, damit die Voraussetzung fiir unseres Modell erfillt
ist. Die Idee um dies zu gewéhrleisten ist eine Skalierung der Residuen durch den Median
einer Verteilung. Dazu gelten folgende Uberlegungen (Miiller, |2024)): Sei X,, ~ N (11, 0?)
u.i.v., dann ist @ ~ N(0,1) und wegen der Unabhéngigkeit von X, ..., Xy, gilt

: (4)

~ X3 mit n # m, (5)

wobei 7 fiir die zentrale x2-Verteilung mit &k Freiheitsgraden steht. Der Median einer
X3-Verteilung, kann mithilfe von R mit dem Funktionsaufruf qchisq(0.5, 1) ausgegeben
werden. Der Median von den Zufallsvariablen der Form wie in , ist somit gegeben
durch )

med (W) = 0.4549364.

Der exakte Median einer Summer zweier xi-verteilten Zufallsvariablen, lasst sich durch
die Beziehung der x2-Verteilung zur Gammaverteilung herleiten. Denn X ~ Y3 impliziert,
dass X ~ G(a,0) mit & = £ und § = 2, wobei G(«,6) fiir die Gammaverteilung mit
dem Formparameter o und dem Skalenparameter 6 steht. Fir £k = 2 und o = 1 ist
eine Gammaverteilung dieser Form aquivalent zu einer Exponentialverteilung mit dem
Skalenparameter 0, d.h. X ~ £(6). Der Median von X ~ &£(2) ist gegeben, durch

1 x x
g=¢ 5(:)2:(35(:)ln(2):g(:)x:2 In(2).

Fiir die Summe von zwei x3-verteilten Zufallsvariablen bedeutet das

o2 o

Xy — 1) (X — )’
med<( i) 2”)):21n(2):1.386294fﬁrn7ém.



3 Statistische Methoden

Mit den Medianen erhalt man die skalierten Residuen

X, — )2
yl.= #  0.4549364 fiir n = 1,..., N, und (6)
90
Xo— 1) (Xnomsr — p1)? N
y2 .= o0 (Knone = p) —21n(2)fﬁrn:1,...,{J. (7)
o} o} 2

Die hochgestellten Zahlen bei Y} bzw. Y2 dienen hier einzig zur Nummerierung. ¥, kann
auch mit aufeinanderfolgenden Paaren definiert werden, was hier jedoch irrelevant ist, da
die Zufallsvariablen unabhangig und identisch verteilt sind. Wir haben unter Hj fiir alle
n=1,...Nbzw.n=1, .., {%J,

P,,(Y!>0)=-=P, (Y] <0),

Pao(Yn2 >0) = :P00<Ynz <0),

N~ DN~
~
oo
N—

wodurch die Voraussetzung fir R, =Y,! bzw. R, = Y? erfillt ist.

Korollar 3.1 (siche Malcherczyk et al.| (2021), Leckey et al.| (2023))). Der K-Vorzeichen-
Tiefe-Test, gegeben durch

Lehne Hy : 0 = oq ab, falls

dﬁ(rl, e TN) < q}]<(a),

wobei qf(a) fir das a-Quantil von di.(Ry,...,Ry) steht, mit Ry,..., Rn, welche ([1))

erfillen und J = F, S, ist ein Test zum Niveau c.

Die 5%-Quantile der vollen und vereinfachten 2- und 3-Vorzeichen-Tiefe, konnen aus

[Tabelle 1] entnommen werden.
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Tabelle 1: Simulierte 5%-Quantile der K-Tiefen fiir K = 1,2 bei 10° Simulationsdurch-
laufen.

5%-Quantil

Tiefe | N =30 | N =100
ds | 0.3448276 | 0.414141
ds | 0.1071429 | 0.163265
d¥ | 0.4597701 | 0.484848
d¥ | 0.2068966 | 0.237612

3.2 x>-Test fiir die Varianz

Der x?-Test ist ein klassischer Test zur Untersuchung der Nullhypothese Hy : 0% = o2 fiir
normalverteilte Stichproben. Den Namen hat der Test wegen seiner Teststatistik, welche
auf der y?-Verteilung basiert. Sei X, ..., Xy w.i.v. mit X; ~ N(u,0),i=1,..., N, dann
ist die Teststatistik definiert durch

SO o)

2
Uo 00 i1

mit der empirischen Varianz S? und dem arithmetischen Mittel X von X, ..., Xy (Bam-
berg et al. 2021)). Des weiteren lisst sich mit der Definition der y?-Verteilung (siche
Mosler| (2006)) zeigen, dass T einer y*-Verteilung folgt mit N — 1 Freiheitsgraden, also

T ~ X%Vfl‘

Korollar 3.2 (sieche Bamberg et al| (2021))) Sei Xi,..., Xy w.iv. mit X; ~ N(u,0),
i=1,....N, dann ist der x*-Test, gegeben durch

Lehne Hy : 0 = o} ab, falls
7€ (0.5) U (g ).

«

mit T so wie in (9) und XZ%;N_l bzw. X%—%;N—l als dem 5- bzw. (1 — %)—Quantil der

x2-Verteilung mit N — 1 Freiheitsgraden, ein Test zum Niveau c.
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Zusitzlich ist noch anzumerken, dass der y2-Test bei nicht normalverteilten Zufallsvaria-
blen selbst bei einem hohen Stichprobenumfang generell nicht anwendbar ist (Bamberg
et al., 2021)).

3.3 Test basierend auf dem Q-Schatzer

Der Q-Schétzer ist ein Schétzverfahren um die Varianz oder andere Parameter einer
Verteilung zu schéatzen. Grundlage dieses Schatzers sind Quantile der empirischen Vertei-
lung der Daten. Die empirische Verteilung setzt sich aus den absoluten Abweichungen
aller Datenpunkte zusammen, die nicht den gleichen Wert besitzen. In [Rousseeuw, (1993))
wird gezeigt, dass der Schatzer eine robuste Methode ist mit einem BruchpunktE] (engl.
breakdown point) von 50%. Ebenso wird auch erwéihnt, dass der Nachteil dieses Schétz-
verfahrens die hohe Rechenlaufzeit ist. Im Folgenden wird der Q-Schétzer definiert und
der dazugehorige Test hergeleitet. Die Konstruktion des Tests entstammt aus Miiller
(2024)). Der Test basierend auf dem Q-Schéatzer wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit
auch als Q-Schéatzer-Test bezeichnet.

Der Q-Schétzer ist folgendermafien definiert

1 1 1
og =o0g(r) = Z—Quantil von {|T, —xm|; Ty # T} = inf {y; Hy(y) > 4} = Hy' ()

4
(10
mit N N
Hy) = He)) = oy 2 2 el ol (1)

Nach Hoeftding| (1948)), ist Hy(y) eine U-Statistik fiir die Realisierungen x = (21, ..., zn),
wobei y € R ein fester Wert ist. Deshalb ist nach dem Satz von Hoeffding (siehe Serfling
(1980), S. 192) die Verteilung einer U-Statistik und somit die von Hy(y) bekannt.

Lemma 3.1 Wenn X, ..., Xy unabhdingig identisch verteilte Zufallsvariablen sind, s € N
und fiir
HN(y) = W Z Uy<Xn1,...,an)

1<ni<n2<...<ns<N

Werhéltnis von Ausreifiern im Datensatz, bei dem Schitzer verzerrt wird (Miiller, [2001)).
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Uy(1, ..., x5) = L_aoyh(21, ..., T5),

eine Funktion h : R® — R existiert, die
h<x7r1a "'7$W5) = h(l‘l, "-7xs)

tr jede Permutation 7w :{1,...,s} — {1,...,s} erfullt, dann ist U, eine symmetrische
fir j y y

Kernfunktion und somit konvergiert

VN(Hy(y) — Hr(y)) — N(0, s*07)

Y

in Verteilung mit

Hp(y) == E(Uy(Xy, ..., Xs)) = P(M( X1, ..., X5) < y),
v; = var(y(X1))

wobei P(x1) = E(Uy(Xq, ..., X)| X1 = 21) = P(h(Xq, ..., X5) < y|Xi =21).

Korollar 3.3 Unter den Voraussetzungen von Lemma und wenn Hyp(Hgz') > 0 gilt
firp e (0,1), dann gilt

wobei v? = var(Y(X1)) mit

(1) = P(h(X1, ..., X,) < H ()| X1 = 21).

Beweis. Der Beweis folgt analog zum Beweis von Satz 1 in |Ghosh| (1971)). Siehe Miiller
(2001)) fur weitere komplizierte Q-Schatzer. O

10
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Satz 3.1 Der ()-Schatzer hat die folgende asymptotische Verteilung

VN (M&Q(X) — o—) — N(0,V?)

wobes

oo (e () - (550 ()

und P als die kumulative Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung und ¢ als

thre Ableitung.

Beweis. Zuerst beachte man, dass der Q-Schétzer oder genauer genommen die Funktion
Hy(y) eine U-Statistik ist mit s = 2, h(z1,22) = |z1 — 2|, und

Uy(z1,72) = (oo (|21 — 22]).
Fir X; — Xy ~ N(0,20?), gilt

Hp(y) = E(Uy(Xy1, X)) = P(|X1 — Xa| <y) = P(—y < | X1 — Xo| <)

) X7 — X Yy )
=Pl—y< X, —-X, < =Pl - < < =20 —=— ] —1
(FysXi-Xsy) (ﬁg— N _\/§a> (ﬁ(f)

und
1 1

o =2 () 75 =V () o

Fiir y = Hz' (1) bedeutet das

1
4

11
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und

Ferner gilt

@b([)’}l) = P (h(Xl,X2> S HEI (i) ’Xl = J]1> = P(|X1 — X2| S y|X1 = Il)

=P(lo1 —Xo|<y)=P(—y<Xo—21 <y)=Plr; —y < Xo <1 +y)

)
P<$1y<Xz<af1+y>q)<x1+y2

o o o

(xl + /20! (g)) (ml — 20! g )
) - P -

g

(v () - (- v ()

oo (e () -0 (-7 ()

Mit Korollar 3.3 erhélt man

o (5 (3) -5 (1)) = s v ()

so dass

mit 2,2 2 2 2
9 5% 4v 2vio
‘/(] pu— = =

(e (11 (1)) (VEo (et (3))2) (o(e(2)))

woraus folgt, dass

\/N( ! A(X)—cr)—>/\/'(0,V2)

mit

= (i) % () @

12
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Korollar 3.4 Der (Q)-Schatzer erfillt

(g 20)

oo (B () -+ (2 i ()

Der Wert von v? kann ermittelt werden, indem man M standardnormalverteilte Zu-

fallsvariablen zq, ..., zp; simuliert und die empirische Varianz von wi, ..., wy; gegeben

durch . -
wm = (an + 287 (5)) = @ (an - V227 (5)))
fir m = 1,..., M bestimmt. Fir M = 100.000.000 ergab sich v? = 0.008891178. Ein

genauerer Wert fiir v? kann durch numerische Integration des folgenden Ausdrucks

bestimmt werden:

o (o () - (v () s ()

unter der Beriicksichtigung, dass

(o evar () (3 (1)
= B = B (P (1% - Xl < 17 () 1%0))

(e (2) - (1) -

gilt. Der Q-Schéatzer kann mit der R-Funktion Qn aus dem Paket robustbase von Maechler
et al. (2024) bestimmt werden. In [Abbildung 1|sind die Ergebnisse dargestellt, um zu

iiberpriifen, ob

VN <¢ (‘I’\;;v(g)) 6Q£X> () ¢U(q’_1 @))) (12)

anndherungsweise standardnormalverteilt ist. Die Ergebnisse zeigen, dass die Verteilungs-

annahme fiir die Teststatistik des Q-Schéatzer-Tests, gerechtfertigt ist.

13
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N =100 N =1.000

Density
0. 03 04
0. 03

01
0

00

N =10.000

) 7Y

Density
|

01

00

Abbildung 1: Simulation der standardisierten Teststatistik basierend auf dem Q-Schéatzer
fir N = 100, 1.000, 10.000 mit jeweils 10.000 Simulationsdurchléufen.

Korollar 3.5 Der Test, der auf dem Q)-Schditzer basiert, gegeben durch
Lehne Hy : 0 = ogq ab, falls

(e @) aem @ (E)o(e (2))
R

o
> qn(0,1) (1 — 2) ;

wobet guro,1) das a-Quantil der Standardnormalverteilung ist und

o? = var (@ (Z+ V20! (g)) s <Z V20! <2>>) mit Z ~ N (0, 1),

ist ein asymptotischer Test zum Niveau « fiir Hy : 0 = 0.

14
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4 Simulationsdesign

Zum Vergleich der vorangegangenen Tests, soll durch eine Simulation kenntlich gemacht
werden, wie sich die Giite der Tests in verschiedenen Szenarien verhélt. Dabei dient
die relative Ablehnungsrate der Nullhypothese Hy : ¢ = o0y mit oo = 1 aus 10.000
Simulationsdurchlaufen als die empirische Giite. In jedem Simulationsdurchlauf werden
N normalverteilte Zufallszahlen erzeugt, aus denen die jeweilige Teststatistik berechnet
und eine Testentscheidung getroffen wird. Fiir den Q-Schétzer wird in der Voreinstellung

von Qn mit dem Faktor \@b%l multipliziert, um Konsistenz bei der Normalverteilung

5
zu erreichen, welcher aber hie(r8 ;usgeglichen wird. Fir die K-Tiefe-Tests werden sowohl
die volle als auch die vereinfachte K-Vorzeichen-Tiefe mit jeweils K = 2 und K = 3
verwendet. Zusammen mit dem y2-Test und dem Q-Schitzer-Test ergibt dies insgesamt
sechs Testentscheidungen pro Simulation. Da p = 0 fest ist, bleibt die Varianz bzw.
Standardabweichung als der einzige variable Parameter fiir die Erzeugung der Zufalls-
zahlen. Fir die Auswertung wurden die folgenden Werte fiir die Standardabweichung

festgelegt:

o, € {0.1,0.25,0.5,0.55,0.6,0.65,0.7,0.75, 0.8, 0.85, 0.9, 0.95,
1,1.05,1.1,1.15,1.2,1.25,1.3,1.35,1.4,1.45,1.5,1.75, 2, 2.5, 3, 4}.

Da auch die Robustheit gegeniiber Ausreiflern untersucht werden soll, wurden Szenarien
erstellt, in denen mit bestimmter Wahrscheinlichkeit Ausreifler in die Stichprobe eingefiigt
werden. Hierfiir wird unter anderem der Begriff ,Kontamination“ der Daten verwendet.
Auf die Verteilung der Zufallszahlen X,,, n = 1,..., N hat das je nach Szenario den
nachfolgenden Effekt

1) ohne Kontamination: X,, ~ N (0, o,)

2) mit Kontamination: X,, ~ (1 —€)N(0,0,) + 57+ 577!
a) e=0.1,7=10
b) e=0.1,7=10
c) €e=0.2,7 =100

d) e=0.2,7 =100

15



5 Auswertung der Simulationsergebnisse

In den Szenarien mit Ausreiflern, gibt € die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ausreiffer an und

7 den Wert des AusreiBers. Der Term 77! wurde hinzugefiigt, um die Bedingung iiber

die Vorzeichenverteilung der Residuen (siehe nicht zu verletzen. Fir die
Anzahl der zu erzeugenden Zufallszahlen, wurden die Werte N = 30, 60, 100, 200 gewahlt.
Im Fall N = 30 bzw. N = 100 werden die Residuen wie in Y, (6)) skaliert, wahrend sie
im Fall N = 60 bzw. N = 200 wie in Y;? (7)) skaliert werden.

Durch die Wahl von N und den fiinf Szenarien ergeben sich insgesamt 20 Kombinationen.
Fiir jede dieser Kombinationen wird mit jedem Wert von o, jeweils 10.000-mal simuliert.
Die Simulation sowie die rechnerische und grafische Auswertung erfolgen vollstindig in R
(R Core Team) 2024).

5 Auswertung der Simulationsergebnisse

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der Simulationen anhand von Giiteplots vor-
gestellt. Fir jede der 20 Kombinationen von N und den fiinf Szenarien wurde jeweils
ein Giiteplot erstellt, in dem die relative Ablehnungsrate auf der y-Achse und die
Werte fir o auf der x-Achse fiir jeden Test abgetragen sind. Je Szenario werden fir

N € {30,60, 100,200} jeweils vier Plots in einer 2 x 2-Anordnung gegentibergestellt.

5.1 Nicht-kontaminierte Daten

Zunachst werden in die Giteplots fiir Szenario 1 gezeigt, um zu veran-

schaulichen, wie die Tests ohne Ausreifler performen. Es zeigt sich, dass die relative
Ablehnungsrate fiir ¢ > 1 bei N = 100 und N = 200 schneller ansteigt als bei N = 30
und N = 60. Fiir 0 < 1 zeigt sich ein dhnliches Verhalten, mit dem Unterschied, dass die
Ablehnungsrate fiir diese Werte von o sinkt. Dies deutet darauf hin, dass die Teststéarke
mit zunehmenden N steigt. Auch zeigt sich, dass die K-Tiefe-Tests mit R, = Y,? eine
hohere Teststérke aufweisen als die mit R, = Y,!. Die vereinfachten K-Tiefe-Tests erwei-
sen sich in diesem Szenario als die Tests mit der geringsten Teststérke, wobei der Test
mit K = 2 bessere Ergebnisse aufweist als der mit K = 3. Gleiches gilt fiir die vollen

K-Tiefe-Tests, die jedoch eine deutlich hohere Teststérke aufweisen als die vereinfachten
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5 Auswertung der Simulationsergebnisse

klassischer Vananziest = vereinfachter 2-Tiefe-Test = voller 2-Tiefe-Test
Test basierend auf Q-Schaetzer = vereinfachter 3-Tiefe Test voller 3-Tiefe Test
N= 30, Y! N= 100, Y!
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Abbildung 2: Giteplots der Tests fiir Szenario 1 mit Stichprobengrofle N €
{30, 60, 100,200} und dem skalierten Residuen Y,! bzw. Y2 mitn =1,..., N
fir die K-Tiefe-Tests.

Tests. Um zu tberpriifen, ob das Signifikanzniveau der Tests eingehalten wird, zeigt
im Anhang die relative Ablehnungsrate unter der Nullhypothese. Im Szenario
ohne Ausreifler hélt der Test basierend auf dem Q-Schétzer das Signifikanzniveau fiir alle
N nicht ein — ganz im Gegensatz zu den vereinfachten K-Tiefe-Tests, die es fiir alle NV
einhalten. Allerdings ist die Teststarke der vereinfachten K-Tiefe-Tests deutlich geringer.
Bei den vollen K-Tiefe-Tests wird das Signifikanzniveau insbesondere bei hoheren N
leicht tiberschritten. Der klassische Varianztest ist in diesem Szenario der beste Test, da
er sowohl eine relativ hohe Teststérke aufweist als auch das Signifikanzniveau weitgehend

einhalt.
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5 Auswertung der Simulationsergebnisse

5.2 Kontaminierte Daten

Nun folgen die Szenarien mit Ausreiflern, beginnend mit Szenario 2a). Hier haben die

Zufallszahlen folgende Verteilung:
X, ~09-N(0,0,) +0.05-740.05- 7" mit 7 = 10

fir alle n = 1,..., N. Die Simulationsergebnisse hierzu sind in zu sehen.
An dieser Stelle sei vorweggenommen, dass der klassische Varianztest in allen Szenarien
mit Ausreiflern eine deutlich zu hohe Ablehnungsrate an der Stelle ¢ = 1 aufweist. Dies
unterstreicht nochmals, dass dieser Test fiir Stichproben mit Ausreiflern ungeeignet ist.
Daher wird im weiterem Verlauf dieses Abschnitts nicht mehr auf ihn eingegangen. Fiir
den Q-Schéatzer-Test zeigt sich, dass dieser zu streng bewertet, wenn sich Ausreifler in
der Stichprobe befinden. Zudem verschiebt sich das Minimum der Giitefunktion entlang
der x-Achse nach links. Abgesehen von dieser Verschiebung nimmt die Teststiarke des Q-
Schétzer-Tests mit steigendem N zu. Die Ergebnisse der K-Tiefe-Tests in diesem Szenario
dahneln denen aus Szenario 1). Die Unterschiede bestehen darin, dass die Teststarke
bei dieser Art von Ausreiflern geringer ist und sich das Minimum der Giitefunktion —
dhnlich wie beim Q-Schétzer-Test, jedoch nur bei den Residuen R,, = Y;2 - nach links
verschoben hat. Zudem ist die relative Ablehnungsrate des vereinfachten 3-Tiefe-Tests
fir o < 1 bei N = 60 deutlich geringer als bei den anderen Tests sowie den iibrigen
Werten fiir N. Das Signifikanzniveau wird - bis auf den vollen 2-Tiefe-Test mit N = 100
- bei allen K-Tiefe-Tests mit dem Residuen R, = Y,! eingehalten. Das Minimum der
Giitefunktion von dem vollen K-Tiefe-Test mit den Residuen R, = Y? liegt nur knapp
iiber 0.05, weshalb diese Tests das Signifikanzniveau ohne die Linksverschiebung nur
leicht iiberschreiten wiirden. Der vollen 2-Tiefe-Test mit N = 60 wiirde das Niveau ohne
Linksverschiebung sogar einhalten.

Als néchstes betrachten wir das Szenario 2b). In diesem Szenario ist die Wahrscheinlichkeit
fir Ausreifier gleich wie in 2a), wobei der Wert der Ausreifier von 7 = 10 auf 7 = 100
erhoht wird. zeigt die Ergebnisse dieser Anpassung. Die Ergebnisse zeigen,
dass die Erhohung des Ausreiflerwertes die Giite der Tests kaum beeinflusst. Der einzige
nennenswerte Unterschied besteht darin, dass das Signifikanzniveau des vollen 3-Tiefe-
Tests fiir N = 30 anders wie im Szenario mit kleineren Ausreiflern knapp nicht eingehalten

wird.
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5 Auswertung der Simulationsergebnisse

klassischer Vananziest = vereinfachter 2-Tiefe-Test = voller 2-Tiefe-Test
Test basierend auf Q-Schaetzer = vereinfachter 3-Tiefe Test voller 3-Tiefe Test
N= 30, Y! N= 100, Y!
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Abbildung 3: Guteplots der Tests fir Szenario 2a) mit Stichprobengrole N €
{30,60, 100,200} und dem skalierten Residuen Y,! bzw. Y2 mitn =1,..., N
fir die K-Tiefe-Tests.

Im folgenden Szenario wird die Wahrscheinlichkeit fiir Ausreifler erhoht, so dass
X, ~08-N(0,0,) +0.1-74+0.1-7"" mit 7 = 10

fur alle n = 1,..., N gilt. In ist zu erkennen, dass der Q-Schétzer bei

einer hoheren Anzahl an Ausreiflern noch strenger ablehnt. Die Linksverschiebung der
Giitefunktion bleibt auch in diesem Szenario bestehen. Die K-Tiefe-Tests zeigen bei
einer hoheren Anzahl an Ausreiffern eine geringere Teststirke. Auffallig ist, dass die
Giite fiir den vereinfachten 3-Tiefe-Test fiir ¢ < 1 bei N = 60 hier dulerst niedrig
ausfallt. Auch bei den anderen K-Tiefe-Tests zeigt sich fiir 0 < 1 bei N = 60 eine
deutlich geringere Teststarke. Abgesehen davon dhneln die Ergebnisse der K-Tiefe-Tests
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5 Auswertung der Simulationsergebnisse

= klassischer Varianziest = vereinfachter 2-Tiefe-Test = voller 2-Tiefe-Test
— Test basierend auf Q-Schaetzer — vereinfachter 3-Tiefe-Test voller 3-Tiefe-Test

N= 30, Y! N= 100, Y!
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Abbildung 4: Guteplots der Tests fiir Szenario 2b) mit Stichprobengrée N €
{30, 60, 100,200} und dem skalierten Residuen Y,! bzw. Y2 mitn =1, ..., N
fiir die K-Tiefe-Tests.
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5 Auswertung der Simulationsergebnisse

fir N =30 und N = 100 denen aus Szenario 2b). Zudem halten die vollen K-Tiefe-Tests
das Signifikanzniveau bei ¢ = 1 ein. Der volle 2-Tiefe-Test hat auch in diesem Szenario
die hochste Teststarke, wahrend der vereinfachte 3-Tiefe-Test die geringste Teststarke
aufweist. Vergleicht man die Gitefunktion der K-Tiefe-Tests fiir N = 60 und N = 200
mit dem vorherigen Szenario, dann stellt man fest, dass die Giitefunktion hier etwas

weiter nach Links verschoben ist.

klassischer Varianztest = vereinfachter 2 Tiefe Test = wvoller 2 Tiefe Test
Test basierend auf Q-Schaetzer = vereinfachter 3-Tiefe-Test voller 3-Tiefe-Test

N= 100, Y!
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Abbildung 5: Giteplots der Tests fiir Szenario 2c) mit Stichprobengroe N €
{30,60, 100,200} und dem skalierten Residuen Y,! bzw. Y2 mitn =1,..., N
fir die K-Tiefe-Tests.

Im letzten Szenario 2d) wird bei gleichbleibender Ausreiferwahrscheinlichkeit der Wert
eines Ausreiflers von 7 = 10 auf 7 = 100 erh6ht. Wie bereits im Vergleich zwischen den
Szenarien 2a) und 2b), lésst sich in kaum ein Unterschied zwischen Szenario
2d) und 2c) erkennen.
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5 Auswertung der Simulationsergebnisse

klassischer Vananziest = vereinfachter 2-Tiefe-Test = voller 2-Tiefe-Test
Test basierend auf Q-Schaetzer = vereinfachter 3-Tiefe Test voller 3-Tiefe Test

N= 100, Y}
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Abbildung 6: Guteplots der Tests fiir Szenario 2d) mit Stichprobengroe N €
{30, 60, 100,200} und dem skalierten Residuen Y,! bzw. Y2 mitn =1,..., N
fir die K-Tiefe-Tests.

Die Ergebnisse zeigen, dass die Giitefunktion der K-Tiefe-Tests unter dem Einfluss von
AusreiBern nach links verschoben ist, wenn die Residuen wie bei Y,? definiert werden. Um
die Ursache fiir dieser Linksverschiebung zu untersuchen, wird an dieser Stelle gepriift
ob die Annahme der K-Tiefe verletzt wird. Dazu werden N = 200 normalverteilte
Zufallszahlen mit der Verteilung wie in 2d) simuliert, d.h. € = 0.2 und 7 = 100. Aus
den N Zufallszahlen werden die Residuen nach Y;? bestimmt mit n = 1, ..., {%J Auf
die skalierten Residuen wird anschliefend die Signumfunktion angewendet, um aus der
Differenz die Verteilung der Vorzeichen zu bestimmen. Die Vorzeichendifferenz ergibt

sich also aus:
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5 Auswertung der Simulationsergebnisse

mit der Signumfunktion

1, falls z > 0
sgn(z) =40, fallsz=0
—1, fallsx <0

fiir alle x € R. Zum Vergleich wird das gleiche Vorgehen fiir Y;! mit N = 100 angewandt,
da die Giitefunktion der K-Tiefe-Tests keine Linksverschiebung bei dieser Art von
skalierten Residuen aufweist. Das Ergebnis in zeigt, dass sich deutlich mehr
positive Vorzeichen unter den Werten fiir Y;? befinden. Damit die Annahme (1)) nicht
verletzt wird, miissen sich die Haufigkeiten der Vorzeichendifferenzen um die null verteilen,
so wie bei der oberen Grafik. In [Abbildung 8 ist die gleiche Simulation fiir das Szenario
2b) zu sehen. Vergleicht man die Ergebnisse von [Abbildung 7| und |[Abbildung 8|, zeigt

sich dass der Anteil der positiven Vorzeichen wéchst, je mehr Ausreifler in der Stichprobe

sind.

N =100, Szenario 2d)

Haufigkeit
40000 80000

0

-40 -20 0 20 40

Vorzeichendifferenz

N =200, Szenario 2d)

80000

Haufigkeit
0 40000

T T 1
-20 0 20 40

Vorzeichendifferenz

Abbildung 7: Simulation der Vorzeichenverteilung fiir ;! und Y,? mit Zufallszahlen nach
Szenario 2d) und 10° Simulationsdurchlaufen.
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6 Diskussion

N =100, Szenario 2b)
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N =200, Szenario 2b)
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0

Vorzeichendifferenz

Abbildung 8: Simulation der Vorzeichenverteilung fiir Y,! und Y,? mit Zufallszahlen nach
Szenario 2b) und 10° Simulationsdurchlaufen.

6 Diskussion

In der vorliegenden Arbeit wurden verschiedene Tests zur Schéitzung der Varianz mit
und ohne Ausreiflern untersucht. Die Ergebnisse zeigen, dass sich die Tests - vor allem
mit Ausreiflern - hinsichtlich ihrer Giite voneinander unterscheiden. Zusammenfassend
zeigen die Ergebnisse, dass die K-Vorzeichen-Tiefe-Tests im Vergleich zu den anderen
Tests robust gegentiber Ausreiflern sind und dass der volle 2-Tiefe-Test in allen Szenarien
die zuverlassigsten Ergebnisse liefert. Fiir die Interpretation sollte berticksichtigt werden,
dass die Ergebnisse auf Stichproben mit Ausreiffern und einem Ausgleichsterm basieren,
was in der Praxis nicht zwangslaufig der Fall ist.

Der klassische Varianztest hat die groite Teststéarke unter den Tests, wenn sich keine
Ausreifler in der Stichprobe befinden. Die grofite Schwiche dieses Tests zeigt sich in seiner

Anfalligkeit gegeniiber Ausreiflern. Die Resultate belegen, dass der Test bei Vorhandensein
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6 Diskussion

von Ausreiflern keine zuverlassigen Ergebnisse liefert. Dennoch dienen die Ergebnisse
dieses Tests im Szenario ohne Ausreifler als optimaler Vergleichswert fiir die anderen
Tests.

Ahnliche Ergebnisse zum klassischen Varianztest sind auch fiir den Test mit dem Q-
Schéatzer zu beobachten. In dem Szenario ohne Ausreifler ist die Teststéirke des Q-Schétzer-
Tests fast identisch zu der des klassischen Varianztests. Ein klarer Unterschied bei den
Ergebnissen zeigt sich bei den Szenarien mit Ausreilern. Denn der Q-Schétzer-Test
reagiert bei weitem nicht so empfindlich auf Ausreiler wie der klassiche Varianztest.
Dennoch ist eine Linksverschiebung der Giitefunktion zu beobachten, und zudem hélt der
Test das Signifikanzniveau in Anwesenheit von Ausreiffern nicht ein. Die verschiedenen
Konfigurationen in den Szenarien veranschaulichen, wie der Q-Schétzer-Test auf Ausreifler
reagiert. Es zeigt sich, dass die Testentscheidungen bei groBleren Ausreiflerwerten strenger
ausfallen, was der Grund dafiir ist, dass der Test das Signifikanzniveau nicht einhélt. Des
weiteren zeigt sich, dass die Linksverschiebung der Giitefunktion umso grofer ist, desto
mehr Ausreifler sich in der Stichprobe befinden. Die Ursache fiir die Linksverschiebung
der Giitekurve kommt dadurch, dass der Q-Schéatzer auf empirischen Quantilen basiert.
Durch das Einfiigen von Ausreilern wird die empirische Verteilung Hy(y) nach rechts
verzerrt, wodurch das p-Quantil Hy'(p) zu grof geschitzt wird. Da die Schitzung fiir den
Q-Schitzer g = Hy' (i) Bestandteil der Teststatistik ist, wirken sich somit Ausreifler
unmittelbar auf die Testentscheidung aus. Ein weiteres Ergebnis von dem Q-Schétzer-Test
ist, dass die Kurve der Giitefunktion umso starker staucht, je grofler die Stichprobe
ist. Das bedeutet, dass der Test mit einer grofleren Stichprobe Abweichungen von der
Nullhypothese besser erkennen kann.

Die K-Vorzeichen-Tiefe-Tests zeigen im Vergleich zu den anderen Tests in jedem Szenario
moderate Ergebnisse. Dabei hangen die Testergebnisse mafigeblich von der Wahl von
K sowie der Verwendung der vollstdndigen oder vereinfachten Tiefe ab. Jedoch weisen
die K-Tiefe-Test in jedem Szenario das gleiche Muster auf hinsichtlich der Teststarke.
Darunter zeigt der vollen 2-Tiefe-Test die besten Ergebnisse und der vereinfachte 3-Tiefe-
Test die schlechtesten. Dies weifit darauf hin, dass die 2-Tiefe fiir dieses Testproblem die
bessere Wahl von K ist. Grund dafiir ist wahrscheinlich, dass beim K-Tiefe-Test durch
Yl bzw. Y2 die urspriingliche Fragestellung in ein Lokationsproblem tiberfithrt wird. Fiir
Lokationsprobleme eignet sich der klassische Vorzeichen-Test, welcher aquivalent zum
Vorzeichen-Tiefe-Test mit K = 2 ist (Leckey et al 2023). Aufgrund dieser Ergebnisse

wurde der gleiche Simulationsvorgang fiir die Vorzeichen-Tiefe mit K = 4 durchgefiihrt.
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6 Diskussion

Im Anhang sind in den Giiteplots von [Abbildung 10| [Abbildung 11| und [Abbildung 12|

die Ergebnisse des vollen 2-Vorzeichen-Tiefe-Tests mit denen des vollen 4-Vorzeichen-

Tiefe-Tests aufgefithrt. Es wurden nur die Szenarien 1, 2a) und 2d) ausgewéhlt, da
hier die Konfiguration beziiglich der Ausreiffer am unterschiedlichsten sind. An den
Ergebnissen zeigt sich, dass der volle 4-Vorzeichen-Tiefe-Test auch gute Ergebnisse erzielt,
jedoch immer noch etwas schlechter als der volle 2-Vorzeichen-Tiefe-Test. Die geringen
Unterschiede zwischen der 3- und 4-Vorzeichen-Tiefe zu der 2-Vorzeichen-Tiefe konnten
auch darauf zuriickzufithren sein, dass die Anordnung der Stichprobe bei der 3- und
4-Vorzeichen-Tiefe eine Rolle spielt, was bei K = 2 nicht der Fall ist. Demnach kann
es vorkommen, dass Testentscheidungen allein durch die Anordnung der Stichprobe
unterschiedlich ausfallen.

Wie bereits bei der Vorstellung der K-Tiefe-Tests erwahnt, haben die vollen K-Tiefe-Tests
auch hier eine hohere Teststiarke. Da bei der vollen K-Tiefe (%) Tupel und bei der
vereinfachten N — K + 1 Tupel in die Bestimmung der Tiefe eingehen, werden dadurch
deutlich mehr Informationen aus der Stichprobe bei der vollen K-Tiefe entnommen was
zu besseren Testentscheidungen fiihrt. Trotz der unterschiedlichen Teststarken halten alle
K-Tiefe-Tests das Signifikanzniveau weitgehend ein, was ihre Robustheit unterstreicht.
Die Schwéchen der K-Tiefe-Tests liegen einerseits in der hohen Rechenlaufzeit zur
Bestimmung der Tiefe (Leckey et al., 2023)) und andererseits in den Auswirkungen der

Verletzung der Voraussetzung auf die Ergebnisse. Ein Blick auf die Ergebnisse von

[Abbildung 8 und [Abbildung 7] mit den jeweiligen Giiteplots zeigt, dass die Skalierung der

Residuen nach Y;? bei Kontamination zur Verletzung der Voraussetzung fithrt, was in einer
Linksverschiebung der Giitefunktion resultiert. Die Linksverschiebung war bei einer ersten
Simulation ohne den Term 7~! noch groBer, weshalb dieser in die Verteilungsvorschrift bei
Kontamination mit aufgenommen wurde. Diese Anderung hat die Verschiebung jedoch
nicht beseitigt sondern nur verringert. Beziiglich dazu folgende theoretische Uberlegungen:

Sei € = 0.2 und 7 so, dass

7% > 21n(2) bzw. (13)
1 2
= < 21n(2) und = < 21n(2) (14)

gilt. Aufgrund der stochastischen Unabhéingigkeit von X,,, ergeben sich folgende Wahr-

scheinlichkeiten fiir die Kontamination bzw. Nicht-Kontamination von X,,:
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6 Diskussion

1. P(,X, und Xy_, 1 sind nicht kontaminiert“) = 0.8>

2. P(,X, oder Xxn_p1 ist kontaminiert mit 7) = 0.8 - 0.1 - 2
3. P(,X, oder Xy_, 1 ist kontaminiert mit 77!%) = 0.8 -0.1 -2
4. P(,X, und Xy_,,; sind kontaminiert mit 7¢) = 0.1?

5. P(,X, und Xy_,,; sind kontaminiert mit 771¢) = 0.12

6. P(,eine von X,, und Xy_,1 ist kontaminiert mit 7 und die andere mit 771) =

0.12-2.
Fiir die Wahrscheinlichkeit eines positiven Vorzeichens von Y2 folgt
1. Fall: 0.8% - P(X2 + X3 _,.q1 — 2In(2) > 0) = 0.8%- 0.5 = 0.32
2. Fall: 0.8-0.1-2- P(X? + X3_p1 —2In(2) >0) = 0.8-0.1-2-1=0.16
3. Fall: 0.8-0.1-2- P(X2 + Xx_1 —2In(2) >0) = 0.8-0.1-2-8 =0.160
4. Fall: 0.17 - P(X2 + X301 —2In(2) > 0) = 0.1*- P(2-7° — 2In(2) > 0) = 0.1°- 1 = 0.01
5. Fall: 0.1* - P(X2 + X3 _,0q —2In(2) > 0) =0.1>- P(2- 772 —2In(2) > 0) = 0.1>-0=0
6. Fall: 0.1* - 2 P(X? + X3_pq — 2In(2) > 0) = 0.17-2-1=0.02

wobel § > 0. Bildet man die Summe dieser Wahrscheinlichkeiten erhilt man

0.32 +0.16 + 0.166 + 0.01 + 0+ 0.02 > 0.48 4+ 0.03 = 0.51 > 0.5,
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6 Diskussion

was bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit fiir ein positives Vorzeichen von Y;? héher ist.

Die Linksverschiebung der Giitefunktion ergibt sich wie folgt:

Gilt P(X2 + X3, —2In(2) > 0) > 0.5 fiir X, ~0.8- X,,1 +0.1-7+0.1-77"

mit X,,; ~ N (0,1) so gilt fir X,,, ~ N(0,0) mit o < 1:

1
—Xpo ~N(0,1) = P(X2, + X3 pi1o — 2In(2) > 0)
o : :

1 1 1
= P(7X7’210' + 7X]2V—n+1 o —2 111(2) > 0)
g ’ g ’ g
1
= P(X;1 + X{npry — —2In(2) > 0)
b b O-

< P(X21+ XX pi11—2In(2) > 0)
Damit wird die Wahrscheinlichkeit P(X? 4+ Xx_,.; — 2In(2) > 0) mit
X, ~08 Xno+0.1-7+0.1-7"" fiir ¢ <1 kleiner und es existiert ein o < 1 mit
P(X24+ XR_ps1 — 2In(2) > 0) = 0.5.

Des weiteren sind auch Unterschiede bei der Teststirke zwischen Y,! und Y;? in den
Ergebnissen ohne Kontamination festzustellen. Fiir die Erklarung dieser Unterschiede
folgende Annahmen: Sei X,, ~ N(0,0) wiv., o > 0, Z, ~ N(0,1) ui.v. und ¢ der
Median der y2-Verteilung mit einem Freiheitsgrad. Es gilt

X,—p X,

g o

X, + X =0Z,+ 07, mit n #m.

Ferner gilt

X2 =072 und Z? ~ X3 sowie
X2+ X2 =022+ 072, =0 (22 + Z7)
und Z2 + Z2 ~ x5 mit n # m.
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Fiir die Wahrscheinlichkeit eines negativen Vorzeichens bei Y,! erhélt man

P(X2—c<0)=P(c*Z2 < ¢

und fiir V2

P(X2+ X2 —2-In(2) <0) = P(X2+ X2 < 2-In(2))
= P(o*(Z2+ Z2) < 2-1In(2))

2-1n(2)

=P(Z2+ 7% < )

=g (2'212(2))-

Unter der Nullhypothese ist der Anteil der negativen Vorzeichen fiir Y;! und Y2 genau

0.5, d.h. Fiz(c) = F\2(2-1n(2)) = 0.5. In {Abbildung 9|sind die Verteilungsfunktionen von

F\e (J%) und Fz (%2(2)) in Abhéngigkeit von o zu sehen, welche dquivalent zur negativen

o

Vorzeichenverteilung von Y,! bzw. Y2 sind. An dieser Abbildung ist zu erkennen, dass

die Wahrscheinlichkeit bei F)2 (2'ln(2)) fiir o € [0.5, 1.5] schneller fillt als bei F\2 (U%)

o2

Somit geraten die Anteile der Vorzeichen bei Abweichungen der Nullhypothese schneller

in ein Ungleichgewicht, wodurch eine bessere Trennschérfe hervorgeht.
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@
x=clc?, df=1
— x=2%n(2)/c%, df =2
[1e]
@ |
)
Tia-
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Abbildung 9: Verteilungsfunktion zweier unterschiedlichen x2-Verteilungen mit (1, 0.5)
als dem Schnittpunkt der gestrichelten Linien.
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7 Fazit

7 Fazit

Die zugrunde liegenden Ergebnisse liefern wertvolle Einblicke zu den Eigenschaften der
ausgewahlten Testverfahren. Zum Testen der Nullhypothese Hy : 0 = 0y erweisen sich
die K-Vorzeichen-Tiefe-Tests selbst bei Kontamination der Daten als gute Wahl. Ins-
besondere gilt dies fiir den vollen 2-Vorzeichen-Tiefe-Test, welcher in allen Szenarien
Robustheit und gute Ergebnisse gezeigt hat. Der Q-Schétzer-Test hat besonders gute
Ergebnisse bei nicht-kontaminierten Daten geliefert, welche sich aber fiir Art und Umfang
der Kontamination immer weiter verschlechtert haben. Bei grofieren Stichproben sind die
Ergebnisse des Q-Schétzer-Tests im Vergleich deutlich besser. Dariiber hinaus kénnte
untersucht werden, ob das Signifikanzniveau bei hinreichend grofien Stichproben vom
Q-Schatzer-Test eingehalten wird. In Hinsicht auf den K-Vorzeichen-Tiefe-Test konnte mit
dem Vergleich von weiteren Testverfahren tiberpriift werden, ob der 2-Vorzeichen-Tiefe-
Test auch der gleichmafig beste Test ist. Jedoch hat sich nach eingehender Recherche
gezeigt, dass es nur eine begrenzte Anzahl von Tests gibt, mit denen die gleiche Nullhypo-
these sinnvoll durchgefiihrt werden kann. Auch die Skalierung der Residuen haben eine
wichtige Bedeutung fiir die Ergebnisse der Tests. Fiir R,, = Y2 wurden die Ergebnisse
namlich etwas verzerrt. Der Vorteil bei Y2 gegeniiber Y.} ist jedoch, dass zur Berechnung
der Vorzeichen-Tiefe doppelt so viele Daten fiir die gleiche Rechenlaufzeit verwendet
werden konnen. Zusétzlich sind die Ergebnisse auch zuverlidssiger, da mehrere Daten
zur Verfiigung stehen, wie man im nicht-kontaminierten Fall sehen kann. Beziiglich des
Simulationsdesigns liegt eine mogliche Optimierung in der Art und Weise, wie Ausreifler
eingefiigt werden. Das Auftreten von Ausreiflern in den Stichproben sollte moglichst

realitdtsnah simuliert werden, um die Aussagekraft der Ergebnisse zu erhalten.
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Stichprobengrofie N
Test 30 60 100 200

klassischer Varianztest 0.0504 | 0.0477 | 0.0473 | 0.0502
Test basierend auf Q-Schéatzer | 0.0739 | 0.0603 | 0.0573 | 0.0528
vereinfachter 2-Tiefe-Test 0.0301 | 0.0323 | 0.0381 | 0.0330
vereinfachter 3-Tiefe-Test 0.0464 | 0.0437 | 0.0455 | 0.0424
vollstandiger 2-Tiefe-Test 0.0442 | 0.0429 | 0.0610 | 0.0577
vollstandiger 3-Tiefe-Test 0.0484 | 0.0527 | 0.0510 | 0.0536

Tabelle 2: Relative Ablehnungsrate der Tests nach 10.000 Simulationen fir Szenario 1)
an der Stelle o = 1 = g mit Signifikanzniveau o = 5%.

Vergleich 2-Tiefe und 4-Tiefe, Szenario 1
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Abbildung 10: Vergleich des vollen K-Vorzeichen-Tiefe-Tests mit K = 2 und K =4 in
Szenario 1 mit N = 100 und ¢¥(0.05) = 0.05154639.
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Vergleich 2-Tiefe und 4-Tiefe, Szenario 2a)
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Abbildung 11: Vergleich des vollen K-Vorzeichen-Tiefe-Tests mit K = 2 und K =4 in
Szenario 2d) mit N = 100 und ¢}"(0.05) = 0.05154639.
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Vergleich 2-Tiefe und 4-Tiefe, Szenario 2d)
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Abbildung 12: Vergleich des vollen K-Vorzeichen-Tiefe-Tests mit K = 2 und K =4 in
Szenario 2d) mit N = 100 und ¢}"(0.05) = 0.05154639.
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